Gradiens, rotacid, divergencia

Legyven X C R? egy tetszOleges nyilt részhalmaz. Az X-en értelmezett akdr-
hanyszor differencidlhat6 fiiggvények (més néven skaldrmezok) halmazat jelolje F(X),
az X-en értelmezett akarhanyszor differencialhaté vektormezok halmazat jelolje
V(X). Ekkor F(X) és V(X) is vektorterek R felett.

A kovetkezOkben az X-en lehetséges vektormezoket szeretnénk osztdlyozni.
Definialjuk a kovetkezo linearis leképezéseket.

Definicié 0.1.

(1) grad : F(X) — V(X), minden u € X-re
grad f(u) = (9x.f(u), 0y f (u), 0 f (u))

az f € F(X) skalarmezé gradiense u-ban,
(2) rot : V(X) — V(X), minden u € X-re

rot F'(u) = (0, F5(u) — 0, F2(u), 0,F1(u) — 0, F5(u), 0, Fa(u) — 0y Fi(u))

az ' € V(X) vektormez6 rotdcidja u-ban,
(3) div: V(X) — F(X), minden u € X-re

az F € V(X) vektormez6 divergencidja u-ban.

Szintén vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
d' = grad,d* =rot, d® = div,

ezen kiviil jelolje 0 a csak a nullvektorbdl &ll6 vektorteret és d°: 0 — F(X) és
d*: F(X) — 0 legyenek az azonosan 0 linedris leképezések. Tekintsiik a kovetkezd
diagrammot.

0 grad rot div 0
0 mx) 2 px) 2 yx) W mx) 2
0 2 F(X) 2 y(x) 2 Y(x) 2 F(X) 20

Allitas 0.2. Ezekre a linedris leképezésekre teljesil, hogy
rot ograd =0,
div orot = 0.

Definicié 0.3. Egy F' € V(X) vektormez6 drvénymentes ha rot F' = 0, tehat
ha F € ker d?, és forrdsmentes ha div F' = 0, tehat ha F € kerd®. Egy F € V(X)
vektormezd skaldrpotencidlos ha F € imd' és vektorpotencidlos ha F € imd>?.

Tehat minden skalarpotencidlos vektormez6 orvénymentes és minden vektorpo-
tencidlos vektormez6 forrasmentes.



Tehat a diagramm jeloléseivel
imd’ C kerd'*!
minden 0 < i < 3-ra. Mivel tetszbleges X C R? nyilt halmazra
imd' C ker d"**

minden 0 <1 < 3-ra, a vektormezok osztalyozdsanal, ami szorosan Osszefiigg az X
halmaz topoldgidjaval, mindig az az érdekes kérdés, hogy im d* mennyire “kisebb”,
mint ker dt! egy adott X C R?® nyilt halmaz esetén. Més széval mi a dimenzidja a

ker d"™! /im d’
R feletti vektortérnek?
Definicié 0.4. Jelolje rogzitett X C R3-ra
D;(X)
a ker d /im d’ vektortér dimenzidjat.
Példéak 0.5. Legyen X C R? egy tetszbleges nyilt halmaz.

(1) Az F(z,y,z) = (1,0,0) konstans vektormezore

rot F' =0

és I’ skalarpotencidlos is, mert
grad f = F

ha példaul f(x,y,z) = z. Az F forrdsmentes, mert
divE =0

és vektorpotencidlos is, mert

rot (0,0,y) = (1,0,0) = F(x,y, 2)

minden (z,y,2) € X -re.
(2) Az F(z,y,2) = (x,y, z) vektormezdre

div F(z,y, z) = 3,
rot F'(z,y,2) = (0,0,0).
Tehat F' nem lehet vektorpotencidlos, de F' skalarpotencidlos, mert
grad2?/2 + y*/2 + 2*/2 = F(x,y, 2).
(3) Az F(z,y,z2) = (y,0,0) vektormezdre
rot F'(x,y,z) = (0,0, —1).
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(4) Az F(z,y,2) = (—y,x,0)-ra
div F(z,y,z) =0,
tehat F' forrasmentes és vektorpotencidlos, mert
rot (0,0, —y*/2 — 2%/2) = F(x,y, 2).

De
rot F'(z,y,z) = (0,0,2),

ezért F nem skalarpotencidlos.
(5) Legyen ¢: [0,00) — R egy akarhdnyszor differencialhaté fliggvény. Ekkor

az
F(z,y,2) = o(v/ 22 + 32 + 22) (2,9, 2)

vektormezének skaldrpotencidlja lesz valamilyen f: [0,00) — R differencidlhaté

fliggvénnyel az
f(Wa? +y* + 2%),

f(t) = te(t).

ha

A kovetkez6 allitassal azt tudjuk megvizsgédlni, hogy egy vektormez6 mikor
skalarpotencidlos.

Allitas 0.6. Legyen F € V(X) egy vektormezd.
(1) Ha F skaldrpotencidlos, tehdt grad f = F wvalamilyen f € F(X) figguényre,

akkor minden X -beli v [a,b] — X dtra az f,y F vonalintegrdl csak v végpontjaitol

fiigg és megegyezik f(v(b)) — f(y(a))-val.
(2) Ha az va vonalintegral csak v végpontjaitol figg, akkor tetszdleges rogzitett

x1 € Xq,...,x, € X, -1re, ahol az X;-k az X osszefliggdségi komponensei, az
J3(F oy(t),y'(t))dt hax e Xy ésy:[0,1] — Xy, 7(0) = a1, v(1) =z
flz) = : :
fOI(F oy(t),y(t))dt haxe X, ésv:1[0,1] = X,,, v(0) =x,, v(1) =z
definicioval adott f: X — R filigguény egy skaldrpotencidlja F -nek.

Definicié 0.7. Legyen F € V(X) egy vektormezs. Az F konzervativ, ha
barmilyen X -beli v ttra az fy F vonalintegrél csak v végpontjaitdl fiigg.

Persze az, hogy egy vektormezo6 konzervativ, ekvivalens azzal, hogy skalarpotencidlos.
Tehat minden konzervativ vektormez6 orvénymentes.

Arra, hogy egy vektormezo mikor vektorpotencialos, a kovetkezo nyujt segitséget.

Tétel 0.8. Legyen G € V(X) egy vektormezd és legyen Y eqy felilet X -ben
aminek esetleg tobb hatdrolo gorbéje is van.
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(1) Ha G =rot F eqy F vektormezdre, akkor

//GLdY:/ F+-~-+/ F
Y T Tn

ahol G* jeloli a G vektormezdnek az Y -ra meréleges, az' Y paraméterezése dltal

meghatdrozott iranyba mutato komponensét és a vi,...,v, gorbék az'Y felilet
hatardt paraméterezik X -ben gy, hogy a gorbék iranyitasai kompatibilisek az Y
paraméterezésével.

(2) Ha G vektorpotencidlos és Y eqy zart feliilet, akkor

//GLdY:o.
Y
/G:o,
;

ahol a v gorbe az'Y feliilet hatdrat paraméterezi X -ben.

(3) Ha G drvénymentes, akkor

Es végill egy tétel a divergenciardl:

Tétel 0.9. Ha Y eqy X -beli Z nyilt halmaz hatdra, akkor
/// divG dZ = —// G*dY.
z Y

Do(X) kiszamitasa

Allitas 0.10. Minden X C R? nyilt halmazra
DO(X)>

vagyis a 0 gradienst figguények alterének dimenzidja eqyenld X dsszefliggoséqgi kom-
ponenseinek szdmduval.

Di(X) kiszamitasa

Allitas 0.11. Ha minden X -beli zdrt gorbe hatdarol X -ben valamilyen feliiletet,
akkor Dy (X) = 0.

Az hogy egy X C R? nyilt halmazon minden 6rvénymentes vektormezd skaldr-
potencidlos, nem feltétleniil jelenti azt, hogy X egyszeresen Osszefliggd, azaz min-
den hurok ponttd deformdlhaté X-ben. Ennél a D;(X) = 0 feltétel gyengébb.
Példaul az Alexander féle gomb komplementerének egyik komponense olyan nyilt
halmaz, ami nem egyszeresen Osszefiiggd, de D1(X) = 0. Persze ha X egyszeresen
Osszefiiggd, akkor Dy (X) = 0 teljesiil.
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Tétel 0.12. Ha X = R?, akkor minden érvénymentes vektormezd skaldrpotencidlos
és minden forrasmentes vektormezo vektorpotencidlos, tehdt

D1 (R?) = Dy(R?) = 0.

Ha X C R?, akkor egy R3-on értelmezett vektormez6 egy X -en értelmezett vek-
tormezét is ad. Ha azt akarjuk bebizonyitani, hogy D;(X) > 1, akkor 6rvénymentes,
de nem skalarpotencialos vektormezoket kell keresniink. Példaul olyan vektormezoket
keresiink X -en, amik orvénymentesek X -en, de nem azok az egész R3-on.

Allitas 0.13. Legyen X a standard tomér térusz R3-ban. Az F(x,y,2z) =
0) vektormezd drvénymentes, de nem skaldrpotencidlos. Tehdt

€T
(x2+y2 9 x2+y2 9

Di(X) > 1.

Konnyen lathato, hogy ez az F' vektormezd nem terjed ki differencidlhatéan
R3-ra. Beldthat6, hogy D;(X) = 1, ami azzal ekvivalens, hogy a tomor téruszon
barmely két Fi, Fy orvénymentes vektormezohoz 1étezik olyan A € R szam, hogy a

Fy — \F,

vektormezo skalarpotencidlos.

Dy(X) kiszamitasa

Ha pedig azt akarjuk bizonyitani, hogy Dy(X) > 1, akkor forrdsmentes, de
nem vektorpotencidlos vektormezoket keresiink. Példaul a standard tomor toruszon
értelmezett F(x,y,z) = ( 0) vektormezére div F(z,y,z) = 0 is teljesiil,
de

—y T
gc2+y2 9 m2+y2 )

1
rot (0, 0, —§ln(x2 —+ y2)) - F(flf, Y, Z)7

tehdt F' vektorpotencidlos. Belathaté, hogy ha X a tomor térusz, akkor Dy(X) = 0.
A kovetkezékben megmutatjuk, hogy X = R? — {0}-ra Dy(X) > 1.

Allitas 0.14. Legyen X C R® egy nyilt halmaz. Minden f € F(X)-re és
FeV(X)-re

div (fF) = (grad f, F') + fdiv F.
Allitas 0.15. Az R — {0} -dn értelmezett

(z,y,2)
($2+y2+22)3/2

F(x,y,z) =

vektormezére div F(x,y,z) =0, de F' nem vektorpotencidlos. Tehdt

Dy(R* — {0}) > 1.



Persze Di(R?* — {0}) = 0 a (0.11) &llitds alapjdn. Beldthat6, hogy Do(R3 —
{0}) =1, tehat barmely két F;, F, forrdasmentes vektormez6hoz létezik olyan A € R
szam, hogy a

Fy — \Fy

vektormezo vektorpotencialos.



