Mértékelmélet

1. Félgytru, gyuri, o-gyuri

Definicié 1.1. Legyen X egy alaphalmaz és Q, R, S C P(X).

(1) A Q egy félgyiiri, ha minden A, B € Q-ra ANB € Q és
A-B=U

ahol C,...,Cy € Q paronként diszjunktak.
(2) Az R egy gyiri, ha minden A, B € R-re

A-—BeR, AUBeR ¢é ANBeR.
(3) Az S egy o-gylrit, ha

(a) minden A,BeS-re A-B¢€S,
(b) minden A;,...  A,,... € S-re

UA,-ES és ﬂAieS.

i>1 i>1

Megjegyezziik, hogy ha S egy olyan o-gylri amire X € §, akkor S-et o-
algebrdnak is nevezziik.

Koénnyen lathatéan § € Q,R,S. Az is igaz, hogy minden o-gylri gyliri és
minden gytru félgytru.

Allitas 1.2. Ha Y C P(X), akkor egyértelmiien létezik az Y-t tartalmazo
legszitkebb gyiri és o -gyiri.

BizoNnyiTAs. A P(X) nyilvdn tartalmazza Y-t és gylir(i, ezért az Y-t tartal-
mazd X -beli gyliriik metszete nem tires, konnyen lathatéan gytiri, tehat a legsziikebb

Y-t tartalmazé gytri. Hasonléan kapjuk a legsziikebb Y-t tartalmazéd o-gytirit
is. U

Ezeket az Y dltal generdlt gytrinek illetve o-gytirtinek nevezziik.

Allitas 1.3. 4 Q félgytirit tartalmazd legszikebb gyiri (azaz a Q dltal generdlt
gytirti) egyértelmiien létezik, és elemei az UY_|A; alaki halmazok, ahol A; € Q
pdronként diszjunktak.



BI1ZONYITAS. Az el6z6 4llitas alapjan a generalt gyiirti azonos a Q-t tartalmazé
X -beli gytiritk metszetével, ezt R(Q)-val jeloljiik. Definidljuk a kdvetkezé halmazt:

R={U" A;: A,..., A € Q, az A;-k paronként diszjunktak és k € N}.
i=1

Nyilvan R C R(Q), mert Q C R(Q) és akkor Q-beli halmazok véges unidja is
benne van R(Q)-ban. R(Q) C R is teljesiil, mert @ C R és R gylirii a kévetkezk
miatt. Ha A, B € R, akkor A =1 A; és B = I_Ié»lej felirassal

ANB= (l—lf:IAi) N ('—'é‘:lBj) = Uf:l Ué‘:l (Ai N Bj)7

ahol az A; N Bj-k egymastdl diszjunktak és Q-beliek, tehat R metszetzart. Az
A — B is benne van R-ben, mert

A-B=A-B —By—--—B=U" (A, — B, —By—---— B)),
ami R-beli, mert az A; — By — By — --- — B; halmazok paronként diszjunktak és
eléallnak diszjunkt Q-beliek unidjaként. Végiill R zart az uniéra is, mert AU B =
AU (B — A)és R zart a diszjunkt unidra. O

Allitas 1.4. 4 Q félgytiri dltal generdlt gyiirt elemei az US_, A; alaki halmazok,
ahol A; € Q tetszblegesek.

Bi1zoNYITAS. Egyszerlien kovetkezik abbdl, hogy Q-beli halmazok véges unidi
benne vannak a generalt gytiriiben és a generdlt gytirii elemei az el6bbi allitas szerint
Q-beliek unidi. O

Definicié 1.5. Ha A, B C P(X), akkor az AQB direkt szorzat elemei az AX B
alaku halmazok, ahol A € A, B € B.

Allitas 1.6. Ha Q; és Q, félgytirik, akkor a Q,® Qo direkt szorzat is félgyiiri.

BI1ZONYITAS. A Q; ® Qy metszetzart, mert ha Ax B,C x D € Q; ® Q,, akkor
(AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND)

és 91, Oy metszetzartak. Ha A x B,C x D € Q; ® Qy, akkora C C A, D C B
esetben

(AxB)—(CxD)=(A-C)x(B-D)uCx(B-D)U(A-C)x D,

ahol A — C é B — D tovabb bomlanak Q-beliek véges diszjunkt unidjara és
Qy-beliek véges diszjunkt unidjara, amik végiil 6sszeszorozva Q1 ® Qs-beliek véges
diszjunkt uniéijét eredményezik. Ha pedig C' ¢ A vagy D ¢ B, akkor a tetsz6leges
halmazokra igaz E—F = E—(FENF) egyenléséget alkalmazva kapjuk az éllitast. O

Ebbdl rogton kovetkezik, hogy véges sok gytri illetve o-gylirii szorzata is
félgytri.
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2. Additiv és o-additiv halmazfiggvények

A tovabbiakban szeretnénk halmazok méretét megmérni és “végtelen nagysigi”
halmazokrdl is beszélni, ezért bevezetjitk egy b6vitését a [0, 00) zart félegyenesnek
és hasonldéan az R valds szamhalmaznak.

Definicié 2.1. Jeldlje [0, 00] azt a halmazt, ami a [0, 00) halmaznak és egy 1j e-
lemnek, a co-nek (“végtelen”-nek) az unidja. Néhény algebrai miiveletet definidlunk:
minden x € R-re co +00 = o0+ = 00, és oo > x. Ha pedig ¢ > 0, akkor co-nek
az e-sugaru kornyezete az {x € R: 2z > 1/e} halmaz. Az RU{co} oo-nel bévitett
szamegyenest jelolje R,,. Hasonléan kapjuk a [—o0,0] és az R_,, halmazokat a
—o0 értelemszert bevezetésével. Definicid szerint —1 - £00 = Foo.

A tovabbiakban Ry jeloli az R, vagy az R_,, halmazok valamelyikét. Fontos
megjegyezni, hogy Ry, a oo és —oo koziil csak az egyiket tartalmazza. Ezért van
értelme tetszoleges két z,y € Ry, Osszegérol beszélni.

Természetesen egy (a,) € Ry, sorozatnak egy = € Ry, pontosan akkor
hatarértéke, ha minden € > 0-hoz létezik olyan K > 0, hogy minden n > K-ra az
a, az r-nek az e-sugaru kornyezetébe esik.

2.1. Additiv halmazfiiggvények gytirire valo kiterjesztése.

Definicié 2.2. Legyen Q egy félgytiri. A ¢: Q — Ry valds értéki fiiggvény
additiv, ha

(1) 9(0) =0 és
(2) ha A = UF_ | A;, ahol Ay, ..., Ay € Q paronként diszjunktak és A € Q,
akkor

Allitas 2.3. Ha v: Q — Ry egy additiv fiigguény a Q félgytirin, akkor p-nek
egyértelmiien létezik additiv kiterjesztése a Q dltal generdlt R gyirire. Ha ¢ > 0,
akkor a kiterjesztés is nemnegativ.

Bi1zoNYITAS. Definidljuk a ¢ kiterjesztését egy A; L --- L A € R-re a
k

GAIU- LAY =) o(4)

i=1
formulaval ha Aq,..., A, € Q. fgy ¢ joldefinialt, mert ha
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ahol A; és B; Q-beliek, akkor a ¢ additivitdsa miatt
k

zﬂwm:ij&ﬂugﬁﬂ:Equﬂ&mB -3

i=1 =1 =1 7

MN

w(A; N By),
1

ami hasonl6 okok miatt megegyezik " i=19(Bj)-vel. A $ nyilvan kiterjesztése -
nek, tehat

ha A€ Q. Ez a

p:R—R
additiv is, mert ha A € R és A = UF | A;, ahol A; € R, akkor mindegyik A; =
U, Bj, valamilyen B, € Q-raés deﬁniciéja alapjan

@(A):@(I_Ile Lty ZZ‘P in :Z

i=1 n=1

Végil a ¢ az egyetlen additiv kiterjesztés, mert ¢ deﬁIllClOJa szukseges is az addi-
tivitashoz, ezért nem is lehetne méashogyan definialni. U

Allitas 2.4. Legyen ¢: R — Ry egy R gyirin értelmezett additiv fiigguény.
Ekkor a kovetkezok teljestilnek.
(1) Hao A,B€ R és A C B, akkor
@(B — A) = ¢(B) — ¢(A).
(2) Minden A, B € R-re
(AU B) +¢(AN B) = p(A) + ¢(B).
(3) Ha ¢ > 0, akkor ¢ monoton névekvd, azaz ha A,B € R és A C B, akkor
p(A) < ¢(B).
(4) Ha ¢ > 0, akkor ¢ szubadditiv, azaz minden Ay, ..., Ay € R-re

k k
MUADSZkM

B1zoNYITAS. Az (1)-es kovetkezik abbdl, hogy
B=AU(B-A).
A (2)-es abbdl, hogy
AUB=(A-B)U(ANB)U(B - A),
ezért
©(AUB)+¢p(ANB) = p(A—B)+p(ANB)+¢(B—-A)+¢(ANB) = p(A) +¢(B).
A (3)-as azért igaz, mert,
p(A) +¢(B - A) = ¢(B),
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de persze
o(B—A)>0.
A (4)-es pedig azért, mert

P(ATU - U Ag) = o(A1) + 0(A2 — Ar) + o(Az — (A1 U Ag))+

(A= (AU UA) < DD e(A).
0

2.2. co-additiv halmazfiiggvények gytriire valé kiterjesztése.

Definicié 2.5. Legyen Q egy félgyliri. A ¢: Q — Ry, fiiggvény o -additiv,
ha

(1) »(0) =0 és
(2) ha A = Ug>14g, ahol Ay, ..., A, ... € Q paronként diszjunktak és A € Q,
akkor

(a) mindegyik ¢(Ay) véges, a » ;- p(Ax) sor abszolit konvergens és

p(A) =Y p(Ay),
k>1
vagy
(b) mindegyik ¢(A) véges, > .o @(Ar) = F00 és p(A) = oo, vagy
(c) valamelyik ¢(Ag) = +00 és p(A) = Foo.

Allitas 2.6. Ha p: Q — Ry egy o-additiv figguény a Q félgyidrin, akkor
p-nek egyértelmiien létezik o-additiv kiterjesztése a Q dltal generdlt gyirire. Ha
w >0, akkor a kiterjesztés is nemnegativ.

BizoNyiTAs. Jelolje R a generdlt gyfirtit. A (2.3) allitds bizonyitdsdhoz ha-
sonldéan definidljuk a ¢ kiterjesztését egy Ay L---U A € R-re a

GA LU A) = Zap(Ai)

formulaval ha A;,..., Ay € Q. Ekkor ugyantigy kovetkezik, hogy ¢: R — R
joldefinialt, additiv, kiterjesztés és egyértelmiien létezik. Ezért csak azt kell meg-
mutatni, hogy ¢ o-additiv is ha ¢ az volt. Ha A € R, A = U¥_,C; valamilyen
O-beliekkel és A = L;>1A;, ahol A; € R megszamldlhatéan végtelen sok halmaz,
akkor mindegyik A; = L' B;,, valamilyen B;, € Q-ra és

Cj = Cj N A — Cj N (I—liZIAi) — Cj N (|_|2'21 l—lznil Bz,n) — I—liZI l—lznil Bi,n N Cj.

Tehat
k k

B =3 0(C) = S U U B ) = 35S (B, 00y

j=1 j=1 j=1 i>1 n=1
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a ¢ definicidjat és ¢ o-additivitasat felhasznalva, és
U BinNC;=A;NCy,

miatt
k m; k
)IDIIETIIIE 3 ST 22 AN =2 44
j=1 i>1 n=1 j=1 i>1 j=1 i>1
a ¢ definiciéjat és additivitasat felhasznélva. O

Definicié 2.7. Legyen Q egy félgytirti. A ¢: Q — [0, 00| fliggvény mérték, ha
p >0 és o-additiv.

Egy ¢: Q — [0, co] mérték monoton névé is, mert ha A, B € Q, A C B, akkor
B — A eléall véges sok diszjunkt Q-beli ] ..., Cy unidjaként, ezért

k
A)+> p(C
i=1
és igy
p(A) < ¢(B).
Az eddigiekbol kovetkezik:

Tétel 2.8. Ha p: Q — [0,00| egy mérték a Q félgyiirin, akkor ¢ egyértelmiien
kiterjesztheté mértékké a Q dltal generdlt R gyirire. O

Tétel 2.9. Egy Q félgyiirin értelmezett ¢: Q — [0, 00] fiiggvény pontosan akkor
meérték, ha additiv és o -szubadditiv, azaz minden Ay, ..., Ag,... € Q-ra és A € Q,

AC UkZI Ap-ra
) < Z@ Ap).

BizoNYITAS. Elbszor tegyiik fel, hogy ¢ additiv és o-szubadditiv. A o-additivi-
tashoz elég megmutatni, hogy ¢ o-szuperadditiv is, azaz minden olyan A, A, ... €
Q péaronként diszjunkt tagokbdl all6 sorozatra amire Li;>1 A; € Q, az is teljesiil, hogy

(Ui>14;) > Z p(A

i>1
Terjessziik ki -t additivan a Q &ltal generdlt R gytrtire, a kiterjesztést is jelolje
¢. Legyen B, = Uj<;<,A;. Mivel B, € R, B,, C U;>14; és ¢ monoton, ezért

Z (Ai) = 0(Bn) < p(Ui»14i),

és ha n — oo, akkor

> (4 (Ui>14:),

i>1
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tehat ¢ o-szuperadditiv a Q-n. Ebbdl mar kovetkezik, hogy ¢: Q — [0,00] o-
additiv, mert ha A, As,... € Q paronként diszjunktak és az unidjuk is Q-beli,
akkor a o-szubadditivitas miatt persze

Z@ 7,>1A)
i>1

is teljesiil, tehat ¢ egy mérték a O-n. Forditva, ha @-rdl feltessziik, hogy egy
mérték, akkor ¢ nyilvan additiv, de o-szubadditiv is, mert ha A, As,... € Q és
Ae 9, ACU;> 1 A;, akkor

P(A) = p(ANU14;) = (ANUks1 (A —UZN A))) = o(Uis1 AN (A — U A))) =
D (AN (A —UZA)) <) p(ANAR) < p(A)

k>1 k>1 k>1

ahol a halmazmiiveleteket a Q altal generdlt gytliriiben végezziik, amire a ¢ mértéket
kiterjesztjiik. 0
2.3. Halmazsorozatok hatarértéke és a mérték folytonossaga.

Tétel 2.10. Legyen S eqy o-gyiri. Ha ¢: S — Ry egy o-additiv figguény,
akkor

(1) minden A; C -+ C Ay C --- Q-beli monoton névd sorozatra
@(kgl Ap) = lim o(Ay)

(2) ha @(A;1) véges, akkor minden Ay D -+ D Ay D --- Q-beli monoton csokkend
sorozatra

ﬂ Ap) = hm V(Ag).

k>1

BizoNYITAS. Legyen Ay = ), ekkor
P(Ur>14k) = o(Uis1(Ar — A1) = D iy p(Ax — Ajo1) =

lim Y (A — Apr) = lim (U (A — Aga)) = lim p(A,),

tehdt (1) igaz. A (2)-eshez pedig az (1) felhasznalasaval

O(Mez14k) = @(Mez14r) — (A1) + (A1) = —(A1 — M1 4x) + (A1) =
= (U1 dr = Ap) + (A1) = = lim (A — Ag) + (A1) =
— Hm (A1) = o(Ar)) + (A1) = lim p(Ay).
]



Definicié 2.11. Az Ay, ..., Ag,... C X sorozat konvergens, ha

JN A= U

n>1k>n n>1k>n

Ekkor ezt a halmazt

k—o0
jeloli.
Tétel 2.12. Legyen S egy o-gyiri. Ha ¢ egy mérték S-en, akkor minden
Ay, Ay, oo € Q konvergens sorozatra amire p(Ug>1Ag) < 00, a ¢(Ay) sorozat

s konvergens és
o(lim Ag) = hm o(Ag).

k—oo
BizoNYITAS. Elbszor egy lemmat bizonyitunk.
Lemma 2.13. Ha Ay, ..., A, ... €S tetszdleges és p: S — [0, 00] egy mérték,

akkor
(U () A < lim inf p(Ay),

n>1k>n

és ha ©(U,>, An) < o0, akkor
limsup p(Ag) < ¢ ﬂ U Ay).

k—o00

n>1k>n
Bi1zONYITAS.
o(|J ) Ar) = lim o([) Ax) = liminf p([] Ax) < liminf o(A,,),
n>1k>n nee k>n el k>n el

ha pedig ¢({U,>; An) < oo, akkor
lim sup ¢(A,) < limsup o(|_J Ax) = Tim ol A0 =o(( U 4

n—~0o0 n—~o0

k>n k>n n>1k>n
az elozo tételt felhasznélva. U
Ezek utan bizonyitjuk a tételt. Mivel az Ay, ... konvergens, ezért
UN4a=NUA4
n>1k>n n>1k>n

tehat go(Un21 ﬂan Ag) = 90(0@1 Ukz” Ay) amibél a lemma alapjan
li]gn inf p(Ay) = limsup ¢(A)
—00 k—oo

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy a ¢(A,) sorozatnak van hatérértéke. A lemmabdl

az is kovetkezik, hogy
o((J [ 4x) = lim o(Ay),

n>1k>n
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azaz @(limy_ o Ag) = limyg_o p(Ax). Mivel pedig
AUacUa
n>1k>n n>1
és U@l A, véges mértékii, p(limy o, Ag) = gp(ﬂn21 Ukz” Ay) is véges. O

Allitas 2.14. Legyen S egy o-gyirid. Ha ¢ egy mérték S-en, akkor minden
olyan Ai, ..., Ak, ... €S sorozatra, amire ), ., ¢(Ax) véges

@(ﬂ U Ag) = 0.

n>1k>n

.....

(U A <ol A <D wla),

n>1k>n k>m k>m

ami 0-hoz tart ha k — oco. O

Egy kovetkezménye az eddigieknek az, hogy ha ¢: S — [0,00] az S o-gylirtin

adott mérték, akkor van olyan A € S, hogy
p(A) =sup{¢(B) : B € S}.
Ez azért igaz, mert ha A, € S olyan, hogy ¢(A4,) tart sup{e(B) : B € S}-hoz,
akkor A, C Up>1 A, miatt ¢(A,) < p(Uk>1A4k), igy
sup{e(B) : B € S} =limyp(A,) < o(Ur>14k),
ugyanakkor
p(Ur>14x) < sup{p(B) : B € S},

mert Up>1 A € §. Tehdat az A = Up>1 Ay vélasztas megfeleld. Ebbél persze az is
latszik, hogy ha ¢ értékkészlete nem tartalmazza a oo-t, akkor

sup{p(B) : B € S}

is véges, mert kiilonben ¢(A) = oo lenne az el6bbi A € S-re.

3. Additiv Jordan mérték

Legyen ¢: Q@ — [0,00) egy félgytiriin adott additiv fiiggvény, lattuk, hogy
ekkor ¢ egyértelmiien kiterjesztheté additivan a generalt R gytriire. Szeretnénk
kiterjeszteni a ¢-t az additivitds megtartasaval a leheté legb6vebb gytirtire. A
kovetkezokben talalunk is egy R-et tartalmazd megfelel6 bévebb gytrit, ezt J-
vel fogjuk jeldlni és azzal a tulajdonsdggal fog rendelkezni, hogy ha A € J és
©(A) =0, akkor A 0Osszes részhalmaza is J-beli, és igy természetesen ¢ azokon is
0-t vesz fel.
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Legyen ¢: R — [0,00) a Q altal generdlt gytirin értelmezett additiv kiter-
jesztés. Alljon H C P(X) azokbdl a halmazokbdl, amik befedheték R-beli halmaz-

zal:

H={A€X:AC B valamilyen B € R-re}.

Ezen kiviil legyen ¢*: H — [0,00) az a fliiggvény, amit ¢: R — [0,00) feliilrél
approximal, tehat amire

(3.1) ©"(A) =inf{p(B): B€R,A C B}.
Allitas 3.1. A H eqy R-et tartalmazo gyiirt, ¢* szubadditiv és p*|r = ¢

BizoNyiTAs. Nyilvdn R € H. Ha A, B € H, akkor konnyen ldthatéan A U B
is H-beli. Es A — B is, mert ha A-t fedi egy halmaz, akkor A — B-t is. A
" szubadditiv, mert ha A; € H, A; C B; € R, akkor ¢* definicigjabol és a ¢

.....

k
SO*(U?:1A) <@ Uz 1 Bi) Z

de a p(B;)-k infimuméat véve

k
“(UR_LA4)) Z

kovetkezik. Végill ¢*|r = ¢, mert ha A € R, akkor ¢*(A) = inf{p(B) : B €
R,A C B} = ¢(A) mivel ¢ monoton. O

Ha a legh6vebb olyan gytirtit probaljuk megkeresni, amin ¢* nem csak szubad-
ditiv de additiv is, akkor definidljuk a ¢.: H — [0,00) fiiggvényt gy, hogy

w«(A) =sup{p(B): BER,B C A},

ez varhatoan szuperadditiv, azaz

'—lfl >ZSO*

tetszoleges ‘H-beli paronként diszjunkt A;-kre, és tekintsiik azt a legb6vebb J C 'H
gyurlt, amire megszoritva a ¢* és @, fliggvények megegyeznek, tehat
7 =
Ekkor a ¢*: J — [0,00) additiv, ami azt jelenti, hogy ha A, B € J diszjunktak
és AU B € J is teljesiil, akkor ¢*(AU B) = ¢*(A) + ¢*(B). Egyébként minden
A € 'H halmazra nyilvan
p.(A) < ¢*(4)

teljesiil.
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Lemma 3.2. Ho C,D,E, F C X, akkor
(D—-FE)—(C—F)Cc(D-C)U(F—-E).

BizoNYITAS. Jelolje H egy X-beli H halmaz komplementerét. Ekkor

(D-E)—(C-F)=(DNE)N(CNF)=(DNE)N(CUF) =
(DNENC)U(DNENF)C ( NC)U(ENF)=(D-C)U(F - E).
O
Allitas 3.3. A s joldefinidlt a 'H halmazon, nemnegativ, szuperadditiv és a
T ={AeH: ¢"(A) = p.(A)}
eqy R-et tartalmazo gyiri.

Bi1zoNYITAS. A ¢, jéldefinidlt, mert minden A € H-ra () C A, tehét van olyan
R-beli halmaz, ami benne van A-ban. Nemnegativ is, mert o(0)) = 0. A ¢,
szuperadditiv mert ha A 6 H péronként diszjunktak, A; D B; € R, akkor a B;-k

.....

(U As) > (Ui By) > Z ©(B;)

i=1

de a (B;)-k szuprémumat véve

k
Pe(UE1A) = Y (A
i=1
kovetkezik. A J tartalmazza az R-et, mert
p"(A) = @u(4)
minden A € R-re, hiszen
©(A) > inf{p(B) : B€ R,AC B} >sup{¢(B) : B€ R,B C A} > ¢(A).
A J gyuri a kovetkezok miatt. Ha A, B € J diszjunktak, akkor
P«(A) + u(B) < 0. (AU B) < 9" (AU B) < ¢*(A) + ¢°(B)
és mivel ¢,(A) = p*(A), p.(B) = ¢*(B), ezért
v.(AUB) =" (AUB),

tehat AUB € J. Ha A,B € J, akkor A — B € J is teljesiil, mert barmilyen
e > 0-hoz van olyan C, D, E, F € R, hogy

CcAcD ¢é FECBCEF,

ugyanakkor
0(C) < (A) = ¢*(4)
p(E) < ¢.(B) = ¢"(B)

p(D)  és  p(D—-C)=¢(D)—-p(C)<e,
e(F) &  o(F—E)=¢(F)—-¢(E) <e.
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Ekkor
C—-FCA-BCD-E,
p(C—F) <@ (A-B)<¢"(A-B) <¢(D - E)
és az elobbi lemmat is felhasznélva

p(D—E)=p(C=F)=p(D-E)=(C-F) <p(D-C)U(F-E)) <
o(D—=C)+p(F—F) < 2e,
ezért
p:(A—B)=¢"(A-B),
tehat A — B € J. Ezekbol mér konnyen kovetkezik, hogy tetszoleges A, B € J-re
AUB € J, mert
AUB=AU(B-A).

O

Definicié 3.4. A J gytri elemeit Jordan mérhetd halmazoknak nevezziik, a ¢*
és ¢, H-n értelmezett fiiggvényeket Jordan féle kilso és belsd mértéknek nevezzik,
a p-vel jelolt

©*l7
additiv fliggvényt pedig (a ¢: Q — [0,00) &ltal generalt) Jordan mértéknek.
Allitas 3.5. Egy H C X halmazra a kévetkezdk ekvivalensek.

(1) He J és ¢(H) =0.

(2) Az dsszes A C H részhalmaz J -beli és p(A) = 0.

(3) ¢*(H) =0.

(4) Minden e > 0-hoz létezik véges sok paronként diszjunkt Ay, ..., Ay € Q, amikre
Hc Uk A

BizoNYITAS. Az (1)-esbdl kovetkezik a (2)-es, mert ha ¢(H) =0 és A C H,
akkor A € 'H és
0<@"(A) <p*(H) = p(H) = 0.
A (2)-esbdl a (3)-as, mert ha ¢(H) = 0, akkor ¢*(H) = 0 is igaz. A (3)-asbdl a
(4)-es, mert a p*(H)-nak a (3.1)-es definiciéjaban szerepld, ¢*(A)-hoz tetsz6legesen
kozel 1év6 ¢(B) felirhatd

k
P(B) = (B)

alakban, ahol B; € Q péronként diszjunktak. Es végiil a (4)-esb8l kévetkezik, hogy
©*(H) =0, tehat p.(H) =0 is igaz. O
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4. o-additiv mérték kiterjesztése

Legyen ¢: Q — [0,00] egy mérték a Q félgylirin. A kovetkezOkben -t a
o-additivitas megtartasaval szeretnénk kiterjeszteni egy bévebb o-gytiriire. Legyen
©*: P(X) — [0, 0]

az a fiiggvény, amire
0" (A) =inf{) " @(B,): By,..., By, ... € Q AC Upz1 By}
n>1
ha A befedheté megszamlalhatéan végtelen sok Q-beli halmazzal, kiillonben
0" (A) = oco.

Ezt az egész P(X)-en értelmezett ¢* fliggvényt a ¢ altal generdlt kilsd mértéknek
nevezziik, és sok olyan tulajdonsdggal rendelkezik, amik altalaban mértékekre tel-
jesiilnek.

Tétel 4.1. A ¢*: P(X) — [0,00] fliggvényre a kovetkezdk igazak.

(1) A ¢* o-szubadditiv, azaz minden olyan A C X, Ay,..., Ak, ... C X halmazra,
amire A C Up>1A4g,
PH(A) <Dt (Ap).
k>1
(2) A @* Fkiterjesztése p-nek,
vl = ¢
(3) A ¢* definicidgjdban az infimumot elég diszjunkt halmazokra nézni.
(4) A ¢* monoton, tehdt A C B esetén ¢*(A) < ¢*(B).

B1zONYITAS. Az (1)-eshez valamilyen € > 0 esetén legyenek minden k,n > 1-re
By, € Q olyan halmazok, amikre Ay C U,>1 By, és
5

0" (Ar) < @(Brn) < o T @ (Ak).
n>1
Ekkor
A C Up>1 Ak C Ui>1 Up>1 By,
miatt
P"(A) < Y @(Bin),
kn>1

de .

D" (A) <D0 0(Bra) < Y oi T (Ar) =+ > et (Ar)

k>1 k>1 n>1 >1 >1

és igy Zk;@l ©(Br.n) tetszdlegesen kozel lehet >, ) p*(Ay)-hoz. Ezért
P"(A) <D (A).

k>1
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A (2)-es azért igaz, mert ha A € Q, akkor nyilvan
P (A) < p(A),

.....

P(A) < p(A,)

n<l
minden olyan Ai,..., A,,... € Q esetén, amire
AC UnzlAna
ezért

p(A) < ¢*(4)
isigaz. A (3)-ashoz elég azt belatni, hogy minden A C X -hez és Q-beli By,..., B,, ...
halmazokhoz, amikre

ACU,>1B,
léteznek olyan paronként diszjunkt Q-beli C',...,C,,... halmazok, hogy
A CUp>1Cy
és
Z o(Cp) < Z ©(Bn)-
n>1 n>1

Legyen B! = B, — U !'B;. Ekkor a B/ -ek paronként diszjunktak és L,>; B!, =
Un>1Bn. Persze a Bl -ek nem feltétlenill Q-beliek, de benne vannak a Q A&ltal
generalt R(Q) gytriiben és

B! C B,.
Ugyanakkor mindegyik B! el6all véges sok paronként diszjunkt Q-beli C), ; unidja-
ként, ahol k£ =1,...,m,. Ekkor

ACUp>1B, =Ups1Bl = Upsy Ui Cpge = Ui>1C;

valamilyen C1,...,C;, ... sorozatba rendezésére a C), p-knak. Jelolje ¢ a p-nek az
R(Q)-ra val6 additiv kiterjesztését. Ekkor

DoelC) =D 0(Cur) =D @B <Y ¢(By) =) ¢(By).

i>1 n>1 k=1 n>1 n>1 n>1
A (4)-esbeli monotonitéds pedig kovetkezik a ¢* szubadditivitasabol. O

Legyen £ C P(X) az a halmazrendszer, aminek barmely A € L elemére teljesiil,
hogy minden M C X-re
@ (M) =" (MNA)+ " (M- A).
Jelolje
p: L — 10, 00]
a ¢ megszoritasat L-re. Az L elemeit p-mérhetd (vagy ¢*-mérhetd) halmazoknak
nevezziikk. Megjegyezziik, hogy

P (M) <" (MNA)+¢"(M—A)
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minden A, M C X-re teljesiil, mert ¢* szubadditiv. Az is igaz, hogy minden
A, M C X-re és minden B € L-re

e (MN(AUB)) =" (MNB)+ ¢ (MnNA),

mert MN(AUB)NB=MnNB é MN(AUB)—B=MnNA. Az M =X
valasztassal ebbdl az is kovetkezik, hogy p additiv.

Lemma 4.2. Ha ¢: P(X) — [0,00] egy tetszdleges figgvény, amire p(0) = 0,
akkor a 1 -mérhetd halmazok, tehdt az
M={AC X :minden M C X-re p(M)=yp(MNA) +(M—A)}

halmaz eqy X -et tartalmazo gyiri.

Bi1zoNYITAS. Nyilvan X € M, mert
Y(MNX)+ (M = X) = (M) + (0) = (M)

minden M C X-re. Kénnyen lathatéan a ¢)(M) = (M NA)+Y(M —A) egyenléség
pontosan akkor igaz valamilyen A C X-re, ha igaz X — A-ra, tehat az M zért a
komplementum képzésre. Az M metszetzart is a kovetkezok miatt. Ha A, B € M,
akkor minden M C X -re

V(M) =M —-A)+yp(MNA) =
(M —A) +p(MNANB)+¢p(MNA) —B) =
V(M N (ANB)) + (M — A) + (M N A) — B).
De
Y(M—(ANB))=v(M—-(ANB)NA) +y¢(M—-(ANB)) —A) =
Y((M—(ANB)NA)+p(M - A)=y(MNA)—(ANB))+y(M - A) =
Y((MNA)—B)+y(M—A),

és ezért

(M) = p(M N (AN B))+¢(M — (AN B)).

Ezekbdl kapjuk a kovetkezo allitast.

Allitas 4.3. Az L eqy gyirid és a rajta értelmezett p eqy additiv figgvény. U

Ennél sokkal tobb is igaz:
Tétel 4.4. Az L halmazra és a p figguényre a kovetkezok teljestlnek.

(1) Az L egy o-algebra, azaz eqy X -et tartalmazd o -gyiird, és p egy rajta értelmezett
meérték.
(2) QC L ésa p megszoritisa Q-ra megegyezik ¢-vel, tehdt

o = .



16

(3) A p mérték teljes, tehdt ha A € L és u(A) =0, akkor minden B C A-ra B € L
is teljestl és p(B) = 0.
(4) Legyen & C L egy Q-t tartalmazé o-gylri. Ha v: S — [0,00] egy olyan
mérték, amire
vlg =,
akkor
v < uls.

B1zONYITAS. Az (1)-eshez eldszor azt mutatjuk meg, hogy £ zart a megszadmlal-
hato diszjunkt uniéra. Legyenek Ai, ..., A,,... € L paronként diszjunkt halmazok.
Azt kell megmutatni, hogy minden M C X-re

O (M) > " (M N UnzlAn) + (M — unzlAn)'

Persze véges sok A, unidja is L-beli, hiszen az el6z6 lemma alapjan £ egy gytrt.
Ekkor

P (M) = " (M N Ay) + 9" (M — Up_ 1 Ay) >

k
e (M N Ufz:lAn) + @ (M — Un>14,) = Z P (MNA,) + ¢ (M = Up>14y).

n=1
Ha k — oo, akkor ezek szerint * o-szubadditivitasat felhasznéalva
PH(M) = @ (MNA,)+@ (M —=Upz14,) = 9 (MN U1 Ay) +9" (M = U1 Ay).
n>1
Ezek utan azt mutatjuk meg, hogy L zart barmilyen megszamlalhaté uniéra. Ha
Aq,... A, ... € L tetszbleges halmazok, akkor
UnZlAn = l—'nZl(An - UZ;%Ak)a

ahol A, — UZ;%A;c szintén L-beliek, mert £ gylri. Ezért az el6zoek alapjan

Un>14, € L.
Tehat £ egy X-et tartalmazé o-gytiri. Végil mivel p additiv és o-szubadditiv,

ezért a pu o-additiv is. A (2)-es bizonyitasdhoz legyen A € Q egy rogzitett halmaz.
Elég azt belatni, hogy

P (M) = (M N A) +¢"(M = A)

minden M C X-re. Ha ¢*(M) = oo, akkor ez nyilvan teljesiil, ha pedig ¢*(M)
véges, akkor
M C UnZlAn

valamilyen Aj, ..., A,,... € Q halmazokra. Jeldlje p a ¢-nek a generdlt R(Q)
gytrire valé additiv kiterjesztését. Ekkor

MNAC UnZl(An ﬁA)
és
MnN (X—A) - UnZl(Anm (X —A))
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miatt
P (MNA) <3 p(4,0A)

n>1

és
F M - 2) <3340 (X - A)),
n>1

mert az A, N A és A, N (X — A) halmazok Q-belick illetve R(Q)-beliek (amik
megint csak Q-beliek diszjunkt uniéi). Ekkor

QO(An) = @(An) = @((An N A) U (An N (X - A))) =
P(AnNA)+ oA, N (X = A)) = p(A,NA) + @(A, N (X — A)),
ezért
P (M N A) + " (M= A) <D o(ANA) +3(A, N (X = A) =D p(A,
n>1 n>1
Mivel az A, -ek tetszdlegesek voltak, ¢* definiciéja alapjan
e (MNA)+ (M = A) < o"(M),
tehdt Q@ C L. Az is igaz, hogy p|g = ¢, mert ¢*|g = ¢. A (3)-as azért igaz, mert
ha u(A) =0, akkor ¢*(A) =0, tehat
0=inf{> ¢(B;):B; C Q. AC U1Bi},
i>1
és B C A miatt ¢*(B) < ¢*(A), ezért ¢*(B) = 0. Ha pedig M C X, akkor
M —BCM é MNB C B miatt
(M) = ¢"(M = B) = ¢"(M — B) + ¢*(M N B).
A (4)-eshez legyen A € S. Ha A C U;>1 B;, ahol B; € Q, akkor
A) < ZV(Bz') = Z‘P(B
i>1 i>1

mert v o-szubadditiv. Ezért az infimumokra attérve v(A) < ¢*(A) = pls(4). O
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