Geometria 1

1 1. hét - 09.11

1. Legyen ABCD paralelogramma és O egy tetszéleges pont. Bizonyitsuk
be, hogy OA—l—O?:O?—f—O !

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder két szemkozti élét elhagyjuk, akkor
a maradék élek felez6pontjai paralelogrammat alkotnak!

3. Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog kdzépvonalainak a metszéspontja azonos
az atlok felez6pontjait 6sszekots szakasz felezépontjaval!

4. Bizonyitsuk be, hogy egy paralelepipedon testatlojat harmadolja az a
stk, amelyet a testatlo egyik végpontjabodl kiinduld élek masik végpont-
jal hataroznak meg!

5. Szerkessziink a sikon 6tszoget, ha adottak az oldalfelezd pontjail

6. Az il)%’C’ haromszog koré irt korének kézéppontja O. Mutassuk meg, hogy
az OA+ OB + O? vektor az ABC haromszog magassdgpontjaba mutat!

2 2. hét - 09.18

1. Egy szabéalyos hatszog kozéppontja K (4, 1,4), két szomszédos csucsa A(3,1,5)
és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi négy csics koordinatait!

2. Az adott A(4,-1,3) és B(5,4,1) pontokhoz hatarozzuk meg C(7,y, 2)
pont y és z koordinatait gy, hogy az A, B és C pontok egy egyenesen
legyenek!

3. i) Bizonyitsuk be, hogy az A(7,0,—1), B(—2,4,0), C(—5,4,2) és D(4,0,1)
pontok egy paralelogramma cstcsai!

ii) A P(1,3,—1) pontot tiikkrozziik az A-ra, majd a tiikorképet a B-re, az
igy kapott pontot C-re, majd az igy kapottat D-re. Mik a negyedik
tiikorkép koordinatai?

4. Adottak az a(2,—1,1), b(—1,3,0) és ¢(1,0,7) vektorok. Bonstuk fel a
d(9,-9,10) vektort a, b és ¢ irdnyn Osszetevikre!



10.

Linearisan fiiggetlen-e az alabbi harom vektor:

1) Q(_Qag); b(4a1)?
i) a(—4,2,1); b(0,4,3); g(—4,6,4)?

. Egy szabéalyos tetraéder egyik csiicsabol indulé egyik élvektor a, ebbdl a

cstcsbol a szemkozti lap silypontjaba mutatod vektor s. Szamitsuk ki az
a - s skalaris szorzat értékét, ha a tetraéder élhossza 1!

. Az ABCD téglalap cstcsait kossiik Ossze egy tetszéleges P ponttal! Bi-

zonyitsuk be, hogy PA? + PC? = PB? + PD?!

Az ABC és az A’B’'C’ haromszogek olyan helyzetiiek, hogy az A, B, C
csticsokbol rendre a B'C, C'A’, A’ B egyenesekre allitott merslegesek egy
ponton mennek 4t. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az A’, B’, C’ csticsokbol
rendre a BC, C A, AB egyenesekre allitott merdlegesek szintén egy ponton
mennek at!

A z-tengely melyik pontjabol latszik az A(1,0,0), B(0, 1,0) pontpar 30°-os
szog alatt?

Egy rombusz A(2,0,1) csucsabol indulo egyik oldalvektor 5(0,3,6). A
v(8, —4,8) vektor egyiranyt az A-bol induldé rombuszatloval. Adjuk meg
a rombusz cstuicsainak koordinétait!

3 3.hét - 09.25

. Az a, b, ¢, d vektorokra fennallnak az a x b = cxdésaxc =0bxd

azonossagok. Bizonyitsuk be, hogy a — d és b — ¢ vektorok parhuzamosak!

Az a, b és ¢ egy sik hdrom nem egy egyenesre esé pontjainak helyvektorai.
Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi vektor a sik egy norméalvektora:

axb+bxc+cxa.
Egy egyenes B és C pontjainak helyvektorai b és ¢, mig az egyenesen kiviili
A ponté a. Bizonyitsuk be, hogy az A pont tavolsaga a BC' egyenestol:

la xb+bxc+cxal
b—c|

Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét, ha a cstcsok
a) A(170a2)7 B(4a378)7 0(07 _4a 6)7
b) A(4771573)7 B(371772)7 0(17570)

Szamitsuk ki az ABC' héaromszég B cstucshoz tartozdé magassagénak a
hosszét, ha a csticsok koordinatai: A(1,—1,2), B(5,—-6,2), C(1,3,—-1)!



4 4.hét - 10.02

. Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatat, ahol A(2,—1,1), B(5,5,4),
C(3,2,—1), D(4,1,3).

. Valasszuk meg z értékét ugy, hogy az a(4,—1,2), b(1,2,3) és ¢(3,3,2)
vektorok egy sikba essenek.

. Az ABCD tetraéder csucspontjai A(—4,1,5), B(2,0,2), C(-1,0,3) és
D(x,9,—2). A D cstcshoz tartozé magassaga 6v/3. Adjuk meg = értékeét,
ha az 1@ , ﬁ , E élvektorok ebben a sorrendben balrendszert alkotnak!

. Egy paralelepipedon egy cstcsabdl kiindulo lapatloi altal feszitett par-
alelepipedon térfogata hogyan aranylik az eredeti térfogatahoz?

. (Lagrange azonossag) Mutassuk meg, hogy tetszéleges a, b, ¢, d vektorokra

ac be

(axd)exd)=| ; g

. (Jacobi azonossag) Mutassuk meg, hogy tetszsleges a, b, ¢ vektorokra

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0

. Mutassuk meg, hogy tetszbleges a, b, ¢, d vektorokra

(@ xb) x (¢ xd) = (cda)b — (cdb)a

. Mekkor az A(2,3,1), B(4,1,—2), C(6,3,7) és D(—5, —4, 8) cstcsokkal ren-
delkez6 tetraéder D-hez tartozé magassaga?

a) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely d&tmegy a P(—2, 5, 6)
és a Q(7,—1,3) pontokon!

b) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az A(1,1,2),
B(—1,4,2) és a C(2,—1,—3) pontokra!

5 5.hét - 10.09
. Szamitsuk ki az alabbi parhuzamos sikpar tavolsagat: 2z—3y+6z—14 = 0,
és dx — 6y + 122 + 21 = 0.

. Mekkora szoget zarnak be egymassal az ABCD tetraéder ABC és ACD
lapjai, ha a csiucsok koordinatai: A(2,3,1), B(4,1,—2), C(6,3,7), D(—5,—4,8)?



. Hatarozzuk meg az S : 3x +y — 5z = 12 sik és az

r=1-2t
e: =4+t
z=2

egyenes metszéspontjat! Mennyi a sik és az egyenes hajlasszoge? Mi lesz

annak az egyenesnek az egyenlete, ami az S sikban van, és meréleges e-re?
. Hatarozzuk meg az = + 3y — 2z + 2 = 0 sik és a vele parhuzamos ””T’l =

% = %‘1 egyenes tavolsagat!

. Milyen tavol van az origotdl a kovetkezs két egyenes metszéspontja?

r=3—-51 r=—-1—-3
e:qy=2t—1 , f:qy=2+¢
z=3t—2 z=-3—4t
. Adottak az e : ZH = Bt = 29 ¢saz f =9 = %_7 = Z egyenesek.

Hatérozzuk meg a normaéltranszverzalis egyenesiiket, és a tévolsagukat.
Tovabba hatarozzuk meg a v(1, —6, 2) irdnnyal parhuzamos transzverzalis
egyenesiiket! Milyen alakzat lesz a térben a két egyenes pontjait 6sszekotd
Osszes lehetséges szakaszok felez6pontjainak mértani helye?

. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy
az A(—1,2,—3) ponton, merdleges a d(6, —2, —3) vektorra, és metszi az
z—1 _ y+1

_ z—3 |
3 = 5 = -5 egyenest!

6.hét - 10.16

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely egyenls tavolsagra van a
P(5,—8,7) ponttol és az 2z — 9y + 5z = 6 siktol!

z—1
2

=3

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza az
z—2
2

egyenest és merdleges a 3z + 2y — z — 5 = 0 sikral

. Egy szabalyos tetraéder egyik magassagegyenesének egyenletrendszere: x =
4+t y=4+t z=4+1t, egyik csicsa pedig A(—3,12,4). Hatérozzuk
meg a tetraéder tovabbi csicsainak koordinatait!

. Az ABCD rombusz benne van az 5z + 8y + 11z = 0 sikban. Két (nem
szomszédos) csicsanak koordinatai A(8,—5,0) és C(—2,vy,6), tovabba a
BD 4tlo hossza 4v/6. Hatarozzuk meg B és D cstcsok koordinatait!

. Az ABC gémbhdaromszog oldalai legyenek a = 7, b= %, c = &. Jeldlje az
A cstucesal szemkozti oldal felez6pontjat Aq, és hasonléan By, C; a méasik
két oldal felez6pontjait. Hatarozzuk meg az Ay By, B1Cy, C1A; gdémbi
kozépvonalak hosszait, valamint az AA; gombi silyvonalszakasz hosszét!



. Hatarozzuk meg a gémbhéromszog hidnyzo6 adatait, ha tudjuk, hogy

a) a =45 =120, v = 45°.
b) a =75, b= 60, v = 45°.
) a =120, B =60°, ¢ = 1350 .

. Az egységgomb kozéppontjabol kiindulo a(3,—1,2), b(6,4,3) és ¢(1,4,2)
vektorok kidofik egy gdmbharomszog cstcsait. Hatarozzuk meg a gémb-
haromszog adatait!

7.hét - 10.23 - Sziinet
8.hét - 10.30

. Szémitsuk ki a gdmbharomszog hianyzo oldalat és szdgeit, ha a = 1507,
b =60, a = 150°. Hatarozzuk meg a haromsziig beirt és koriilrt kérének
sugarat!

. Az ABC gombhéromszog oldalai legyenek a = 7, b = 5, ¢ = ¢. Jeldlje
M az A csics szemkozti oldalra vett merdleges vetiiletét. Hatarozzuk meg

az AM gombi magassagszakasz hosszat!

. Igaz marad-e gombi geometridban, hogy a haromszog stulyvonalai egy pon-
ton mennek at, és harmadoljak egymaést?

. Igaz marad-e gémbi geometridban, hogy a haromszog magassigegyenesei
egy ponton mennek at?

. Az egységnyi teriileti szabalyos gbémbi négyszignek mind a négy csicsa
koré kort rajzolunk, melyeknek sugara a gombi négyszog oldalanak a fele.
Mekkora lesz a négyzet korokon kiviil es6 részének a teriilete?

. Hany darab egybevagoé gémbi négyzettel lehet atfedés nélkiil lefedni a
gémb felszinét?

s

. Legyen az ABC gémbharomszogben o = 7, 3 = 3, v = 5. Keressiik

annak a kornek a sugarat, amelynek kézéppontja a BC' iven van, és érinti
AB illetve AC oldalakat.

9.hét - 11.06

. Adottak két varos koordinatai: K.h. 199, E.sz. 47°30" (Budapest), illetve
Ny.h. 73°30', E.sz. 40°15" (New York). Hatarozzuk meg a két varos tavol-
sagat légvonalban, illetve az Gket 1égvonalban 6sszekotd itvonal legészak-
ibb pontjat! A Fold sugarat vegyiik 6380 km-nek.
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. Adottak harom véaros koordinatai: K.h. 37°30', E.sz. 55°45" (Moszkva),

Ny.h. 43°15', D.sz. 23° (Rio), K.h. 2°30', E.sz. 49° (Parizs). Mekkora
az altaluk meghatarozott gébmbharomszog keriilete, teriilete? Melyik a
gémbharomszog keriiletének legészakibb és legdélibb pontja?

. Mi az alabbi sikbeli alakzatok szimmetriacsoportja?

a) Szabalyos haromszog

)

b) "A" beti
)
)

c) "H" betd

a) Mutassuk meg, hogy harom parhuzamos tengelyre vett tengelyes

tlikrozés szorzata tengelyes tiikrozés!

b) Mutassuk meg, hogy harom egy ponton dtmend tengelyre vett tenge-
lyes tiikrozés szorzata tengelyes tiikrozés!

. Mutassuk meg, hogy harom &ltalanos helyzet tengelyre vett tengelyes

tikrozés szorzata csusztatva tikrozés!

. Mutassuk meg, hogy egy parhuzamos tengelyparra és egy &ket metszé

tengelyre vett tengelyes tiikrozések szorzata csusztatva tiikrozés!

. Mutassuk meg, hogy minden sikbeli egybevagbsag az alabbiak valame-

lyike:

— iranyitas tartoak: identitas, eltolas, forgatés

— iranyitas valtoak: tengelyes tiikrozés, cstusztatva tiikrozés

10.hét - 11.13

. Adottak a sikon Op és Os kiilonb6zd pontok. Mi lesz az O104 egyenesre

tiikrozés, és az és O1 pontra tiikrozések szorzata?

. Milyen egybevagdsag lesz két mer6leges tengelyti cstisztatva tiikkrozés szorzata?

i) Mutassuk meg, hogy két kiilonbo6zd pont korili « illetve 8 szogi
forgatasok szorzata egy a+ [ sz6gs forgatas (tegytik fel, hogy a+ 3 #
0,és0<a,f <m)!

ii) Szerkessziik meg az O pont koriili 60%-0s és az O’ koriili —120°-o0s
forgatasok szorzatanak a kozéppontjat!

. Tegyiik fel, hogy O1, Os és O3 a sikon egy generikus haromszoget hataroz-

nak meg. Tekintsikk az O, koriili 30%-0s, Oy koriili —90%o0s és az Os
koriili —45%-o0s forgatasokat. Szerkessziik meg a forgatasok egyméasutan-
jaként keletkezd transzformacio (forgatas) kozéppontjat, illetve az O1 0203
haromszog transzformac altali O} O50% képét. Mit mondhatunk az 0107,
0204, 0305 szakaszok felezdpontjai altal meghatarozott haromszogrél?



10.

11.

12.

11

. Legyen ABC tetsz6leges hegyessz6gi haromszog. Legyen T az a transzfor-

mécio, amelyet az AC, AB majd BC egyenesekre val6 tiikrézések ebben
a sorrendben torténd végrehajtasa hataroz meg. Jeloljik O-val ABC
haromszog koréirt korének kozéppontjat, valamint az oldalak felezéspont-
jait jelolje rendre A;, By, és Cf.

i) Igazoljuk, hogy T(O)T(C1) egyenes merdleges AB egyenesre!
ii) Igazoljuk, hogy OT?2°23(0), AT?°?5(A) és B, T?°?"(B;) szakaszok
felez6pontjai egy egyenesre illeszkednek!

iii) Mutassuk meg, hogy OT!%9(0) egyenes parhuzamos A;T%0(A;)
egyenessel!

. Hatarozzuk meg egy adott hegyesszogii haromszogbe irhaté legkisebb kertiletti

haromszoget (a haromszog mindegyik oldalarol valasztunk egy belsé pon-
tot)! Mit kapunk, ha a haromszog tompaszogii?

. Szerkessziik meg egy haromszog izogonalis (avagy Fermat-Toricelli) pon-

tjat, azaz a haromszodg azon bels6 pontjat, amelynek a haromszog cstc-
sait6l mért tavolsagosszege minimalis!

. Adott a sikon egy P pont és egy parhuzamos egyenespéar(e és f), illetve egy

d tavolsag. Szerkessziik meg azt az egyenest P-n keresztiil, amelyre tel-
jesiil, hogy e-vel és f-el vett metszéspontjainak P-t6l vett tavolsagosszege
d!

. Adott egy AB szakasz és egy d tavolsag. Szerkessziink az AB szakasz

felez6pontjan at egyenest ugy, hogy AB szakasz vetiilete az egyenesre d
hosszusagu legyen!

Szerkessziink négyszoget, ha adott két atlojanak hossza, az atlok altal
bezart szog, és a négyszog két szemkozti szoge!

Egy ABC haromszog BC és AC oldalaira kifelé rajzoljunk BEC és CDA
egyenl§ szara derékszogi haromszogeket tigy, hogy E-nél és D-nél legyenek
a derékszogek. Legyen F' az AB oldal felez6pontja. Mutassuk meg, hogy
EDF egyenl§ szara derékszogl haromszog!

ABC haromszog BC és C'A oldalaira kifelé rajzoljunk BRSC és CPQA
négyzeteket. Mutassuk meg, hogy AR és BQ szakaszok az ABC harom-
sz0g C-hez tartozd magassigegyenesén metszik egymaést!

11.hét - 11.20

. Bizonyitsuk be az Euler-féle konvex poliédertételt a gombi geometria es-

zkozeivel!

. Jelolje egy konvex poliéder lapjainak a szamat [, éleinek a szamét e, cstc-

sainak a szamét c. Mutassuk meg, hogy
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a) e < 3c—6.

b) ha a poliédernek nincs haromszog lapja, akkor e < 2¢ — 4.

Mutassuk meg, hogy 6t darab szabélyos test 1étezik! Szamoljuk ki az éleik,
lapjaik, cstcsaik szamat!

Szamitsuk ki a csonkitott tetraéder félig szabalyos test lapszigeit!

Vetitsiik ki a dodekaédert a koré irt gdmbjére. Szamitsuk ki az igy keletkezs
gbmbi mozaik gombi 6tszogeinek koré és beirt koreinek sugarait!

Létezik-e olyan egyszeri poliéder, amelynek lapjainak élszama mind kiilon-
bo6z6?

Van-e olyan, a kockatol kiilonb6z6 konvex egyszerd poliéder, amelyenek
ugyanannyi lapja, éle és csticsa van mint a kockédnak, de nincs négyszoglapja?

12.hét - 11.27

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy kollineacio alatt egy egyenesnek két kiilonb6z6

pontja fixpont, akkor az egyenes fixegyenes!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy kollineécio alatt két egyenes fixegyenes, akkor
a metszéspontjuk fixpont!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy kolline4cionak van tengelye, és a tengelyen
kiviil egy fixpontja, akkor ez a pont centrum!

Bizonyitsuk be, hogy egy kollineacié pontosan akkor centralis, ha axialis!

Bizonyitsuk be, hogy a gyufasdoboz modellben a képsik és az alapsik be-
forgatottja kozott centralis axialis kolline4cid 1ép fel, amelynek tengelye a
képsik tengely, centruma pedig a szem-pont beforgatottjal

Szerkessziik meg egy adott négyzet képét egy adott vetitérendszerben a
gyufasdoboz modellben!

Mutassuk meg, hogy barmely konvex négyszog (amelynek van nem parhuzamos

oldalparja) elsall tetszsleges oldalhosszusagt négyzet képeként valamely
megfelel§ vetitérendszerben a gyufasdoboz modellben!

Szerkessziik meg ABC héromszog képét a gyufasdoboz modellben egy
olyan vetitérendszerben, hogy C cstcs a képsik tengely és a latohatar
kozott helyezkedik el, illetve C csucs tavolsaga a képsik tengelytdl nagyobb
mint a szem-pont tavolsaga a latohatartol.



