Geometria 1

1 1. hét - 09.10

1. Legyen ABCD paralelogra a és O egy tetszdleges pont. Bizonyitsuk
gy BC %r %mm gy z06leges pon izonyitsu
be, hogy OA + OC = OB + OD!

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder két szemkozti élét elhagyjuk, akkor
a maradék élek felez6pontjai paralelogrammat alkotnak!

3. Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog kdzépvonalainak a metszéspontja azonos
az atlok felez6pontjait 6sszekots szakasz felezépontjaval!

4. Bizonyitsuk be, hogy egy paralelepipedon testatlojat harmadolja az a
sik, amelyet a testatld egyik végpontjabol kiindulé élek maéasik végpont-
jai hataroznak meg!

5. Szerkessziink a sikon 6tszoget, ha adottak az oldalfelezé pontjail

6. Az i@C héromszog koré irt korének kézéppontja O. Mutassuk meg, hogy
az OA+ OB + 07>’ vektor az ABC haromszog magassidgpontjiba mutat!

7. Egy szabélyos hatszog kozéppontja K (4,1, 4), két szomszédos cstcsa A(3,1,5)
és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi négy csics koordinatait!

8. Az adott A(4,—1,3) és B(5,4,1) pontokhoz hatarozzuk meg C(7,y, 2)

pont y és z koordinatait tgy, hogy az A, B és C pontok egy egyenesen
legyenek!

9. i) Bizonyitsuk be, hogy az A(7,0,—1), B(—2,4,0), C(-5,4,2) és D(4,0,1)
pontok egy paralelogramma cstcsai!

ii) A P(1,3,—1) pontot tiikkrozziik az A-ra, majd a tiikorképet a B-re, az
igy kapott pontot C-re, majd az igy kapottat D-re. Mik a negyedik
tiikorkép koordinatai?

10. Adottak az a(2,—1,1), b(—1,3,0) és ¢(1,0,7) vektorok. Bonstuk fel a
d(9,—9,10) vektort a, b és ¢ irdnyu Osszetevikre!

11. Linearisan fliggetlen-e az alabbi harom vektor:

1) Q(*2a3); b(4a1)7
11) Q(_4’231); b(05473); Q(_4a6’4)?



12.

13.

14.

15.

16.

Egy szabéalyos tetraéder egyik csticsabol induld egyik élvektor a, ebbdl a
cstcsbol a szemkozti lap sulypontjaba mutatod vektor s. Szamitsuk ki az
a - s skalaris szorzat értékét, ha a tetraéder élhossza 1!

Az ABCD téglalap csucsait kossiik Ossze egy tetszSleges P ponttal! Bi-
zonyitsuk be, hogy PA? + PC? = PB? 4+ PD?!

Az ABC és az A’B’C’ haromszogek olyan helyzetiiek, hogy az A, B, C
cstcsokbol rendre a B'C, C'A’, A’ B egyenesekre allitott merdlegesek egy
ponton mennek at. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az A’, B’, C’ csiicsokbol
rendre a BC, C'A, AB egyenesekre allitott merélegesek szintén egy ponton
mennek at!

A z-tengely melyik pontjabol latszik az A(1,0,0), B(0, 1,0) pontpar 30°-os
szog alatt?

Egy rombusz A(2,0,1) csicsabol induld egyik oldalvektor b(0,3,6). A
v(8,—4,8) vektor egyiranyu az A-boél induldé rombuszatloval. Adjuk meg
a rombusz cstucsainak koordinétait!

2.hét - 09.17

. Az a, b, ¢, d vektorokra fennallnak az a x b = c¢xdésaxc =0bxd

azonossagok. Bizonyitsuk be, hogy a — d és b — ¢ vektorok parhuzamosak!

. Az a, b és c egy sik harom nem egy egyenesre esé pontjainak helyvektorai.

Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi vektor a stk egy norméalvektora:

axb+bxc+cexa.

. Egy egyenes B és C pontjainak helyvektorai b és ¢, mig az egyenesen kiviili

A ponté a. Bizonyitsuk be, hogy az A pont tavolsaga a BC' egyenestol:

la xb+bxc+cxal
b—c|

. Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét, ha a csticsok

a) A(1,0,2), B(4,3,8), C(0,—4,6),
b) A(47 715 73)7 B(37 1a 72)7 0(17 570)

. Szamitsuk ki az ABC haromszég B cstucshoz tartozd magassaganak a

hosszat, ha a cstacsok koordinatai: A(1,—1,2), B(5,—6,2), C(1,3,—1)!



3.hét - 09.24

. Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatat, ahol A(2,—1,1), B(5,5,4),
C(3,2,-1), D(4,1,3).

. Valasszuk meg z értékét ugy, hogy az a(4,—1,2), b(1,2,3) és ¢(3,3,2)
vektorok egy sikba essenek.

. Az ABCD tetraéder csucspontjai A(—4,1,5), B(2,0,2), C(-1,0,3) és
D(x,9,—2). A D cstcshoz tartozé magassaga 6v/3. Adjuk meg = értékeét,
ha az zﬁ , ﬁ , ﬁ ¢élvektorok ebben a sorrendben balrendszert alkotnak!

. Egy paralelepipedon egy cstcsabol kiindulo lapatloi altal feszitett par-
alelepipedon térfogata hogyan aranylik az eredeti térfogatahoz?

. (Lagrange azonossag) Mutassuk meg, hogy tetsz6leges a, b, ¢, d vektorokra

ac be

(axb)exd)=| ; g

. (Jacobi azonossag) Mutassuk meg, hogy tetszsleges a, b, ¢ vektorokra

(axb)xc+(bxe)xa+(cxa)xb=0

. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a, b, ¢, d vektorokra

(@xb) x (¢ xd) = (cda)b — (cdb)a

. Mekkor az A(2,3,1), B(4,1,—2), C(6,3,7) és D(—5,—4, 8) csticsokkal ren-
delkezé tetraéder D-hez tartoz6 magassaga?

a) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely d&tmegy a P(—2, 5, 6)
és a Q(7,—1,3) pontokon!

b) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az A(1,1,2),
B(-1,4,2) és a C(2,—1,—3) pontokral

4.hét - 10.01

a) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely d&tmegy a P(—2, 5, 6)
és a Q(7,—1, 3) pontokon!

b) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az A(1,1,2),
B(—1,4,2) és a C(2,—1,—3) pontokra!

. Szamitsuk ki az alabbi parhuzamos sikpar tavolsagat: 2z—3y+6z—14 = 0,
és 4x — 6y + 122421 = 0.

. Mekkora szoget zarnak be egymaéssal az ABCD tetraéder ABC' és ACD
lapjai, ha a cstcsok koordinatai: A(2,3,1), B(4,1,—2), C(6,3,7), D(—5,—4,8)?



. Hatarozzuk meg az S : 3x +y — 5z = 12 sik és az

r=1-2t
e:dy=4+1
z=2

egyenes metszéspontjat! Mennyi a sik és az egyenes hajlasszoge? Mi lesz
annak az egyenesnek az egyenlete, ami az S sikban van, és merdéleges e-re?

. Hatarozzuk meg az x 4+ 3y — 2z + 2 = 0 sik és a vele parhuzamos 21 =
% = %_1 egyenes tavolsagat!

. Milyen téavol van az origétol a kdvetkezs két egyenes metszéspontja?

r=3-—5t r=—-1t—3
e:qy=2t—1 , f:qy=2+t
z=3t—2 z=—-3—4t
5.hét - 10.08
. Adottak az e : ZH = 1?17;, == ¢saz f: 22 = y%? = % egyenesek.

Hatarozzuk meg a normaltranszverzélis egyenesiiket, és a tavolsagukat.
Tovabbé hatarozzuk meg a v(1, —6, 2) irdnnyal parhuzamos transzverzalis
egyenesiiket! Milyen alakzat lesz a térben a két egyenes pontjait 6sszekots
Osszes lehetséges szakaszok felezGpontjainak mértani helye?

. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy

az A(—1,2,-3) ponton, merdleges a d(6,—2, —3) vektorra, és metszi az
z—1 _ y+1 _ 2-3

3 5~ = == egyenest!

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely egyenls tavolsagra van a
P(5,—8,7) ponttdl és az 2z — 9y + 5z = 6 siktol!

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza az 1;1 = y_—'f =
z2—2

2

egyenest és merdleges a 3z + 2y — z — 5 = 0 sikral

. Az ABCD rombusz benne van az 5z + 8y + 11z = 0 sikban. Két (nem
szomszédos) cstcsanak koordinatai A(8,—5,0) és C(—2,y,6), tovabba a
BD 4tlo hossza 4v/6. Hatarozzuk meg B és D cstcsok koordinatait!

6.hét - 10.15

. Egy szabalyos tetraéder egyik magassagegyenesének egyenletrendszere: x =
4+t y=4+t z=4+t, egyik csicsa pedig A(—3,12,4). Hatarozzuk
meg a tetraéder tovabbi cstucsainak koordinatéit!



. Adottak a 3x+2y—62z—5 =0 és a 6x —3y+ Cz— 3 = 0 sikok. Hatarozza
meg C' értékét ugy, hogy a sikok merdlegesek legyenek egymasra! Allitsa
el6 a két sik metszésvonalanak egyenletrendszerét!

. Az ABC gémbharomszog oldalai legyenek a = 7, b= %, c = &. Jeldlje az
A csiccesal szemkozti oldal felezGpontjat Ay, és hasonléan By, C; a méasik
két oldal felez6pontjait. Hatarozzuk meg az Ay By, B1Cy, C1A; gdmbi
kozépvonalak hosszait, valamint az AA; gombi sulyvonalszakasz hosszat!

. Hatarozzuk meg a gémbhéromszog hidnyz6 adatait, ha tudjuk, hogy

a) a =45 =120, v = 45°.
b) a="75° b =600, v = 45°.
) a=120°, B =60°, c = 1350 .

. Az egységgomb kozéppontjabol kiindulo a(3,—1,2), b(6,4,3) és ¢(1,4,2)
vektorok kidofik egy gdbmbharomszog cstcsait. Hatarozzuk meg a gémb-
haromszog adatait!

7.hét - 10.22

. Szamitsuk ki a gémbharomszdg hidnyzé oldalat és szogeit, ha a = 150°,
b =60, a = 150°. Hatdrozzuk meg a haromsziig beirt és koriilrt kérének
sugarat!

. Az ABC gombhéromszdg oldalai legyenek a = 7, b = 5, ¢ = ¢. Jeldlje
M az A csics szemkozti oldalra vett merdGleges vetiiletét. Hatarozzuk meg
az AM gdmbi magassagszakasz hosszat!

. Igaz marad-e gombi geometridban, hogy a haromszog stilyvonalai egy pon-
ton mennek at, és harmadoljak egymaéast?

. Igaz marad-e gombi geometriadban, hogy a haromszég magassigegyenesei
egy ponton mennek at?

. Az egységnyi teriiletii szabalyos géombi négyszdgnek mind a négy csicsa
koré kort rajzolunk, melyeknek sugara a gombi négyszog oldalanak a fele.
Mekkora lesz a négyzet kérokon kiviil esé részének a teriilete?

. Hany darab egybevagd gémbi négyzettel lehet atfedés nélkiil lefedni a
gémb felszinét?

. Legyen az ABC' gbémbharomszogben a = 7, 8 = 7,
annak a kornek a sugarat, amelynek kézéppontja a BC
AB illetve AC oldalakat.

v = 5. Keressiik
iven van, és érinti



8.hét - 10.29

. Szamitsuk ki a gébmbharomszog hidnyzé oldalat és szogeit, ha a = 150°,
b=60°, a = 150°. Hatarozzuk meg a haromsziig beirt és koriilirt korének
sugarat!

. Igaz marad-e gémbi geometridban, hogy a haromszog sulyvonalai egy pon-
ton mennek at, és harmadoljak egymast?

. Igaz marad-e gombi geometriadban, hogy a haromszog magassigegyenesei
egy ponton mennek at?

. Az egységnyi teriiletii szabalyos gombi négyszognek mind a négy csicsa
koré kort rajzolunk, melyeknek sugara a gémbi négyszog oldalanak a fele.
Mekkora lesz a négyzet korokon kiviil es6 részének a teriilete?

. Hany darab egybeviago gémbi négyzettel lehet atfedés nélkiil lefedni a
gémb felszinét?

. Legyen az ABC gémbharomszogben o = 7, 8 = %, v = 5. Keressiik
annak a kornek a sugarat, amelynek kézéppontja a BC' {ven van, és érinti
AB illetve AC oldalakat.

. Adottak két véaros koordinatai: K.h. 199, E.sz. 47°30" (Budapest), illetve
Ny.h. 73°30', E.sz. 40°15’ (New York). Hatarozzuk meg a két varos tavol-
sagat légvonalban, illetve az Gket légvonalban 6sszekotd titvonal legészak-
ibb pontjat! A Fold sugarat vegyiik 6380 km-nek.

. Adottak harom véaros koordinatai: K.h. 37°30', E.sz. 55°45" (Moszkva),
Ny.h. 43°15', D.sz. 23° (Rio), K.h. 2°30', E.sz. 49° (Parizs). Mekkora
az altaluk meghatarozott gébmbharomszog keriilete, teriilete? Melyik a
gbémbharomszog keriiletének legészakibb és legdélibb pontja?



