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1. Bevezetés
A diszkrét geometria egyik fontos kérdése a kongruens gömbök optimális
sűrűségű kitöltéseinek és fedéseinek vizsgálata konstans görbületű terekben.
Az euklideszi eset a leginkább ismert, itt az egyik legjelentősebb eredmény a
híres Kepler-sejtésnek [25], Hilbert 18. problémájának megoldása, amelyre
Thomas Hales adott számítógéppel támogatott bizonyítást az ezredfordu-
lón [17]. Ez a bizonyítás Fejes Tóth László 1950-es évekbeli gondolatain
alapul [12]. A hiperbolikus esetben már jóval több a nyitott kérdés.

A hiperbolikus terek vizsgálata, egyik első megalkotója Bolyai János
személye miatt is klasszikus magyar témának számít (lásd [2]), és ebben
a témakörben Fejes Tóth L. munkásságán és az általa alapított iskolán
keresztül számtalan nagyon fontos eredmény született (a teljesség igénye nél-
kül itt csak Fejes Tóth Gábor [13, 14], id. és ifj. Böröczky Károly
[5, 6, 7, 8, 9], Heppes Aladár [18], Horváth Jenő, H. Temesvári
Ágota [19], Bezdek Károly [1], Molnár Emil [34, 32] nevét említjük).
Érdekes és sok vonatkozásában ma is nyitott problémákat tartalmazó kérdés
a hiperbolikus terekben a kongruens és nem kongruens gömbök optimális
sűrűségű kitöltéseinek és fedéseinek a vizsgálata. A hiperbolikus térben a
gömböknek három típusa létezik: klasszikus gömb, horoszféra és hipeszféra,
melyekből utóbbi kettő nem kompakt "gömb". Továbbá hiperbolikus terek-
ben az elhelyezés és fedés sűrűségének definiálása is döntő jelentőségű, kriti-
kus fogalom, ahogy Böröczky Károly [5] [6] írásaiban példákon keresztül
bemutatja. A leginkább elfogadott sűrűség-definiálás a gömbök lokális sű-
rűségét tekinti a Dirichlet-Voronoi celláikra vonatkozóan, mi is ezen lokális
sűrűségfogalmat és annak kiterjesztését fogjuk használni.

A téma aktualitását jelzi, hogy n-dimenzióban (n ≥ 3) még az sem tisz-
tázott, hogy a legsűrűbb klasszikus gömbökkel történő gömbelhelyezés mikor
valósul meg (lásd [32]). A klasszikus gömbelhelyezésekre vonatkozóan Bö-
röczky Károly (lásd [8], [7]) bizonyította, hogy az n-dimenziós konstans
görbületű térben r sugarú gömbökkel történő pakolás esetén a pakolás loká-
lis sűrűsége a gömbök Dirichlet-Voronoi celláira vonatkozóan nem haladhatja
meg az (n+1) darab egymást páronként érintő r sugaró gömb, középpontjaik
által kifeszített szimplexre vonatkozó sűrűségét. Az ennek megfelelő legna-
gyobb sűrűségű elrendezés H3-ben megvalósul, de nem klasszikus értelemben
vett gömbökkel, hanem horoszférákkal és ≈ 0.85328 sűrűséggel. Ez a sűrűség
teljesen asszimptotikus Coxeter kövezésekhez kapcsolódó horoszféra pakolá-
sokkal többféleképpen is megvalósíható (lásd [26]). Magasabb dimenziók-
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ban n = 4, ..., 9 is érdekes és nagy sűrűségű eredmények születtek, amelyek
a [27, 29, 30] munkákban olvashatók. A témavezetőm megmutatta, hogy
n ≥ 4 dimenziókban teljesen asszimptotikus szimplexekre vonatkozó lokáli-
san optimális horoszférapakolás sűrűsége meghaladja a megfelelő Böröczky-
féle sejtett felső határt, például H4-ben a teljesen asszimptotikus szimplexek-
re vonatkozó lokálisan optimális horoszférapakolás sűrűsége ≈ 0.77038 (lásd
[36, 37, 28]), de ez nem terjeszthető ki a teljes hiperbolikus térre. Klasszikus
gömbökkel történő elhelyezések esetén az eddig ismert legnagyobb sűrűség
[32] cikkben leírt ≈ 0.77147. Másik alapkérdés, hogy a „nem azonos típu-
sú” horoszférakitöltések és fedések esetén adott dimenzióban milyen lesz az
optimális gömbelrendezés (lásd [36, 44]).

A hiperszféraelhelyezésekről és fedésekről még kevesebb eredmény szüle-
tett. A hiperbolikus síkon Vermes I. [51] igazolta, hogy a hiperszféra pako-
lásokra vonatkozó felső határ 3

π
, valamint [53] cikkében megmutatta, hogy a

hiperbolikus síkban a legritkább fedés sűrűsége tetszőlegesen megközelítheti
a körökre illetve horociklusokra vonatkoző sűrűségértéket.

Bizonyos kövezésekhez kapcsolódó hiperszférafedések vizsgálata találha-
tó a témavezető cikkeiben (n = 3, 4, 5) dimenzióban a [38], [39] munkákban,
valamint szabályos hiperbolikus csonkolt szimplexekkel való kövezésekhez ha-
tározza meg az optimális hiperszféra konfigurációt, [46], [41],[42] cikkeiben.
A témavezetőm [40] cikkében meghatározza a háromdimenziós telített hiper-
szférakitöltéseknek egy felső korlátját ≈ 0.86338, illetve [43] cikkében eljárás
található a H3 hiperbolikus tér csonkolt tetraéderekre való felbontására a tér
tetszőleges telített hiperszféraelrendezéséhez.

További eredményei kongruens és nem-kongruens hiperszférákkal való
pakolásokra H3-ben: [47]-ben kocka- és oktaéder alapú kövezésekre vonat-
kozó nem kongruens esetben ≈ 0.84931 sűrűségű, [48]-ben csonkolt Coxe-
ter orthoszkém alapú kövezésekre vonatkozó esetben ≈ 0.81335 sűrűségű
az optimális elrendezés. Több esetben talált lokálisan olyan hiperszféra-
elrendezést, amelyeknek sűrűsége meghaladja az elhelyezésekre vonatkozó
klasszikus- gömb és horoszférákra vonatkozó Böröczky-Florian féle felső sű-
rűséghatárt.

A hiperszférafedésekről még kevesebbet tudunk, itt szintén (n ≥ 3) ese-
tén nyitott az optimális konfigurációk kérdése. A hiperbolikus síkon (n = 2)
Vermes I. [52] bizonyította, hogy a hiperszféra- vagy horoszférafedésekre vo-
natkozó alsó korlát

√
12
π
, de magasabb dimenzióban nincs hasonló eredmény

a legkisebb sűrűségű fedésre. (Megjegyezzük, hogy a hiperbolikus síkon a
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legritkább fedés ugyanilyen sűrűséggel realizálódik, ha horoszférákat haszná-
lunk.) A témavezető [32] cikkében a klasszikus gömbökkel történő fedéshez
≈ 1.368931-as sűrűségű konfigurációt ad meg. A témavezető [41] cikkében a
3-, 4- és 5-dimenziós Coxeter kövezésekhez határozza meg a legritkább hiper-
szférafedéseket szabályos prizma-kövezésekre vonatkozóan, melyek egyszere-
sen csonkolt Coxeter-orthoszkémekből származtathatók a principális csúcs
poláris síkjára való tükrözéssel. Fejes Tóth L. [12] korszakos munkájá-
ban található ≈ 1.280-as sűrűségű horoszférafedés leírása, amely a [6, 3, 3]
parkettázáshoz kapcsolódódik.

Vizsgálható továbbá az úgynevezett hip-hor elrendezések családja, amely
során az elhelyezések és fedések egyaránt tartalmaznak hiperszférákat és ho-
roszférákat. Ezt a problémát a témavezető kitöltésekkel kapcsolatban 2-
és 3-dimenziós hiperbolikus terekben bizonyos Coxeter kövezések esetében
megoldotta a [45] munkájában. A hiperbolikus síkon az elhelyezés sűrűsége
tetszőlegesen megközelíti a 3

π
felső határt, H3-ban pedig az optimális elrende-

zés a [7, 3, 6] kövezéshez kacsolódik ≈ 0.83267-es sűrűséggel, illetve lokálisan
optimális ≈ 0.85397 sűrűség is elérhető [p, 3, 6] (6 < p < 7, p ∈ R) kövezés
esetén. Témavezetőmmel ugyanezekhez a végtelen csúccsal rendelkező, egy-
szeresen csonkolt orthoszkémek Coxeter kövezéseihez kapcsolódóan oldottuk
meg a fedési kérdést [50], melyről TDK dolgozatot is készítettem. A síkon
(n = 2) a fent említett hip-hor fedések sűrűsége tetszőlegesen megközelíti a
hiperszféra vagy horoszférafedésekre vonatkozó alsó korlátot:

√
12
π
, illetve a

hiperbolikus térben (n = 3) az optimális elrendezés a [7, 3, 6] Coxeter kö-
vezéshez kapcsolódik, ≈ 1.27297-es sűrűséggel, amely kisebb mint a Fejes
Tóth L. által meghatározott ≈ 1.280-as, horoszférák által realizálódó eddig
ismert legkisebb fedési sűrűség. Továbbá [p, 3, 6] (6 < p < 7, p ∈ R) Coxeter
kövezéshez kapcsolódó lokálisan optimális hip-hor fedést érhető el ≈ 1.26885-
ös sűrűséggel, azonban ezen fedéshez tartozó kövezés nem terjeszthető ki a
teljes hiperbolikus térre.

Jelen dolgozatban a 3-dimenziós hiperbolikus tér kongruens- és nem kong-
ruens hiperszférákkal történő fedéseit vizsgáljuk kétszeresen csonkolt Coxe-
ter orthoszkémekkel történő kövezésekre vonatkozóan. [49]-ben témavezetőm
ugyanezekhez a kövezésekhez ≈ 0.81335-ös optimális pakolási sűrűséget ad
meg, amely [7, 3, 7] kövezéshez és a kongruens esethez tartozik. A [33] mun-
kában a témavezetőm szerzőtársaival a kétszeresen csonkolt orthoszkémek-
hez tartozó kövezések további vizsgálatai során szintén a [7, 3, 7] kövezéshez
tartozóan ≈ 1.26829-es fedési sűrűségű hiperszférafedést adott meg, amely
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jelenleg a legritkább hiperbolikus gömbfedés.
Jelen dolgozatban ezeket az eredményeket egészítjük ki a maradék kong-

ruens eset, illetve a nem kongruens esetek vizsgálatával. Python programozá-
si nyelv segítségével megmutatjuk, hogy a nem kongruens hiperszférafedések
esetében az optimális elrendezés a [7, 3, 8] kövezéshez tartozik ≈ 1.28228-as
sűrűséggel. Továbbá vizsgáljuk az [u, 3, 7] (6 < u < 7, u ∈ R) kövezéshez
kapcsolódó lokálisan realizálódó hiperszférafedést, amely u ≈ 6.45953 esetén
veszi fel minimumát ≈ 1.26454-es sűrűséggel, azonban ezen lokálisan opti-
mális fedéshez tartozó parkettázás nem terjeszthető ki a teljes hiperbolikus
térre.

2. A hiperbolikus tér projektív modellje
Számításainkhoz a Hn tér E. Beltrami, A. Cayley és F. C. Klein ne-
véhez köthető jól ismert projektív modelljét használjuk. A modellt a E1,n,
(1, n) szignatúrával rendelkező Lorentz térben értelmezzük, azaz tekintsük a
Vn+1 valós vektorteret a

〈x,y〉 = −x0y0 + x1y1 + ...+ xnyn (1)

(1, n) szignatúrájú bilineáris forma megadásával. Továbbá x = (x0, ..., xn) ∈
Vn+1 és y = (y0, ..., yn) ∈ Vn+1 nemnulla vektorokra az alábbi ekvivalen-
ciarelációnak megfelelően egy valós c nem zéró szorzó erejéig egyértelműen
meghatároznak egy pontot a Pn(R) valós projektív térben:

x ∼ y←→ ∃c ∈ R \ {0} : y = c · x (2)

∼-al vett faktorizálás a Pn(Vn+1,V n+1, 〈; 〉) n-dimenziós valós projektív
metrikus teret indukálja. A Hn n-dimenziós tér pontjait a modellben a
Pn(Vn+1, Vn+1) projektív térnek a

Q = {[x] ∈ Pn|〈 x, x〉 = 0} = ∂Hn (3)

kvadratikus forma által "meghatározott tartomány" belső pontjai tartoznak.
Ekkor Hn modellezhető, mint a Q kúp-komponens belseje.

A tér "valós" pontjait azon belső x ∈ Hn pontok alkotják, amelyekre
〈 x, x〉 < 0. A Q pontjai ∂Hn a projektív térben Pn az abszolút alakzatot
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határozzák meg, amely a Hn végtelen távoli pontjait tartalmazza. Azon
pontok, amelyekre 〈 y, y〉 > 0 a modellen kívül találhatók és a Hn külső
pontjainak nevezzük. Legyen P [x] ∈ Pn, ekkor R [y] ∈ Pn pontot a P [x]-
hez a Q-ra vonatkoztatva konjugáltnak mondjuk, ha 〈x,y〉 = 0 teljesül. Azon
pontok halmaza, amelyek konjugáltak valamely P [x] ∈ Pn ponthoz, a pont
polár síkját alkotják: pol(P ) = {[y] ∈ Pn| 〈x; y〉 = 0}. Így a Q bilineáris
forma (3) egy a bijektív megfeleltetést (lineáris polaritást) (Vn+1 → V n+1)
határoz meg Pn pontjai és hipersíkjai között. A Pn egyenesei jellemezhetők
mint a Vn+1 2-alterei vagy mint az (n− 1)-alterei a Vn+1 formatérnek (lásd
[35]). Ekkor P [x] pont illeszkedik α [a] hipersíkra, ha 〈x, a〉 = 0 teljesül.
(x ∈ Vn+1 \ {0},a ∈ V n+1 \ {0}).

Így a Q abszolút alakzat metszete az xn = 1 hipersíkkal, éppen a már
említett Beltrami-Cayley-Klein modellt adja. A hiperbolikus tér axiómáinak
ellenőrzésével láthatjuk, hogy a megadott struktúra valóban a hiperbolikus
teret adja meg.

A fent leírt projektív modellben értelmezzük a távolságot, a definiált ska-
láris szorzásnak megfelelően. Ebből megadható a hiperbolikus távolság ebben
a modellben. Tehát x,y ∈ Hn pontok távolsága

d(x,y) = k

2 ln
−〈x,y〉+

√
〈x,y〉2 − 〈x,x〉 〈y,y〉

− 〈x,y〉 −
√
〈x,y〉2 − 〈x,x〉 〈y,y〉

, (4)

amely a Beltrami-Cayley-Klein modellben értelmezett kettősviszonyon ala-
puló definícióból jön. Hn metszetgörbülete 1

K
= −k2, innen k =

√
−1
K
∈ R

metrikus konstans, amelyről a továbbiakban feltesszük, hogy k = 1. A tá-
volságképlet a következő szerint írható át:

cosh d(x,y) = −〈x,y〉√
〈x,x〉 〈y,y〉

(5)

A hiperbolikus tér projektív modelljének részletes leírása megtalálható:
[15],[35]

3. Coxeter kövezések és fedéseik
A Hn n-dimenziós hiperbolikus tér kövezéseinek egy karakterizációja ifj. Bö-
röczky Károly [4] összefoglaló cikkében látható az alábbiak szerint: konvex
poliéderek egy T családja Hn-beli kövezés, ha:
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– T elemei lefedik Hn-t,

– bármely kompakt halmazt T -nek csak véges sok eleme metsz,

– T bármely két elemének metszete (0 ≤ k < n)-dimenziós közös lap.

Ilyen kövezések többféle módon generálhatók, jelen írásban olyan periódi-
kus kövezéseket tekintünk, amelyek alaptartományai egyszeresen csonkolt
Coxeter-orthoszkémek.

3.1. Coxeter orthoszkémek
1. Definíció. A Hn (2 ≤ n ∈ N) térben S(klasszikus) orthoszkém olyan
H0, . . . , Hn, (n + 1) hipersíkkal határolt szimplex (lásd [3, 24]), amelyre
H i⊥Hj, teljesül, hacsak j 6= i− 1, i, i+ 1.

2. Definíció. A Hn térben a d-rendű, vagy d-szer csonkolt ((0 ≤ d ≤ 2)
általánosított) orthoszkém egy n+d+1 hipersíkkal határolt H0, H1, . . . , Hn+d

politóp amelyben H i ⊥ Hj minden j 6= i − 1, i, i + 1 esetén, (d = 2-höz
tartozó, indexeket modulo n+ 3 tekintjük).

A klasszikus (d = 0) orthoszkémek esetében az Ai (n ≥ 2) csúcsokkal
szemközti hipersíkokat jelölje H i (0 ≤ i ≤ n), továbbá az S orthoszkémnek
jelölje αij a H i és Hj síkjainak a szögét: αij = π

2 , if 0 ≤ i < j − 1 ≤ n. A
maradék n lapszögét αi,i+1, (0 ≤ i ≤ n− 1) az S orthoszkém lényeges szöge-
inek nevezzük (lásd 1. ábra) A d-rendű Coxeter orthoszkémek geometriailag
a következőképpen írhatók le:

– d = 0 esetben megegyeznek a Schläfli által meghatározott klasszikus
orthoszkémekkel (1. Definíció). Jellemzőjük, hogy megadható csúcsa-
iknak A0A1...An sorozata, hogy ∀i ∈ {0, ..., n− 3} AiAi+1 él merőleges
Ai+2Ai+3 élre. Ekkor a sorozat első és utolsó csúcsát A0-t és An-et
az orthoszkém principális csúcsainak nevezzük. Ebben az esetben az
orthoszkém valamennyi csúcsa a hiperbolikus tér "valós" belső pontja
vagy határpontja.

– d = 1 esetben az orthoszkém An principális csúcsa a Q abszolút alak-
zaton kívül esik, tehát a hiperbolikus tér "külső" pontja. Ekkor ezt a
csúcsot lecsonkoljuk a pol(An) polár síkjával, és az így keletkező tes-
tet vizsgáljuk (lásd 1. ábra). Ebben az esetben egyszeresen csonkolt
orthoszkémnek nevezzük, An külső csúccsal.
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– d = 2 esetben az orthoszkém mindkét A0, An principális csúcsa a hi-
perbolikus tér "külső" pontja, tehát a Q abszolút alakzaton kívül esik,
így ekkor ezeket a csúcsokat a pol(A0) és pol(An) polár síkokkal lecson-
koljuk. A keletkező csonkolt szimplexet nevezzük kétszeresen cson-
kolt orthoszkémnek. Ebben az esetben két részesetet különböztetünk
meg attól függően, hogy az A0An egyenesének van-e a hiperbolikus
térrel közös pontja vagy nincs. Például, a háromdimenziós hiperboli-
kus térben, a Lambert kocka nevezetes kövezését származtathatjuk, ha
A0A3 ∩ H3 = ∅ és további szögfeltételek teljesülnek. Pl. az A0, A3-al
szemközti pol(A0) és pol(A3) csonkoló polár síkok (lapok) szöge is a π
egész (>1) hányada.

Általánosan a Coxeter-orthoszkémeket H.-C. Im Hof [22, 21] írásaiban osz-
tályozta. Bebizonyította, hogy ezek csak ≤ 9 dimenziókban léteznek és teljes
felsorolásukat adta.

a) b)

1. ábra. a) 3-dimenziós d = 1-rendű (egyszeresen csonkolt) Coxeter orthosz-
kém A0 külső csúccsal, π = HLC polár síkkal csonkolva. b) 3-dimenziós
d = 2-rendű (kétszeresen csonkolt) Coxeter orthoszkém A0, A3 külső csú-
csokkal, π0, π3 = HLC, JQE polár síkokkal csonkolva.
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3.2. Coxeter orthoszkémek által generált szimmetria-
csoport

Másik lehetséges jellemzése a kövezéseknek a szimmetriacsoportjuk segítsé-
gével történhet, ilyenkor a kövezést periódikusnak is nevezzük. Ekkor létezik
olyan konvex poliéder, melynek szimmetriacsoport szerinti képei a tér egy
kövezését adják, ezt a poliédert a kövezés alaptartományának nevezzük. Ha
T jelöli a kövezést, akkor jelöljük a szimmetriacsoportját SymT -vel.

Tekintsük át a végesen generált Coxeter csoportok definícióját. Ezen cso-
portokat az {r1, ..., rn} generátor elemekkel és definiáló relációkkal az alábbi
módon lehet megadni:

G = 〈r1, ..., rn|(rirj)mij = 1〉 , (6)

ahol mii = 1 és 2 ≤ mij ∈ {N ∪∞}, ha i 6= j, illetve ha mij = ∞, akkor az
(ri, rj) párhoz nem tartozik definiáló reláció.

A G Coxeter csoport Coxeter-mátrixán azt az n× n-es szimmetrikus M
mátrixot értjük, amelynek sorai és oszlopai ri-kkel vannak indexelve és ij-
edik eleme: Mij = mij. Ehhez kapcsolódik a csoport C Coxeter-Schläfli
cosinus mátrixa, amely M -el megyegyező méretű, sorai és oszlopai ugyanígy
vannak indexelve, és ij-edik eleme: Cij = − cos π

mij
. G Coxeter-Schläfli

gráfján azt a súlyozott gráfot értjük, amelynek csúcsai {r1, ..., rn} elemei, két
csúcs pontosan akkor van összekötve, ha mij > 2, illetve egy él pontosan
akkor van megcímkézve mij-vel, ha az legalább 4.

Jelen írásban a d = 2-rendű Coxeter orthoszkémekkel foglalkozunk, ahol
A0, A3 principiális csúcsok a Q abszolút alakzat külső pontjai. (Hn-ben
egy ilyen S orthoszkém csúcsai A1, ..., An−1, P

0
0 , P

0
1 , ..., P

0
n−1, P

n
0 , P

n
1 , ..., P

n
n−1,

ahol P 0
0 , P

0
1 , ..., P

0
n−1 a lecsonkolt A0 csúcs π0 polár síkján, P n

0 , P
n
1 , ..., P

n
n−1

pedig a lecsonkolt An csúcs πn polár síkján fekszenek, lásd 1. ábra n = 3
esetben.) Ekkor észrevehetjük, hogy a korábban geometriailag leírt kétszer-
sen csonkolt Coxeter orthoszkémnek oldallapjaira való tükrözései, Coxeter
csoport generátorrendszerét alkotják, amely teljesen diszkréten hat a Hn té-
ren. Tekintsünk tehát olyan periódikus T kövezéseket Hn (n = 2)-ben, ahol a
SymT szimmetriacsoportnak egy d-rendű általánosított orthoszkém az alap-
tartománya, és a csoportot az orthoszkém (n − 1)-dimenziós hiperlapjaira
vonatkozó tükrözések generálják (csonkolt esetben a csonkoló lapra is tük-
rözünk). A Hn (n = 2) térben szimplexekkel csak akkor tudunk hipersík
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tükrözésekkel kövezést generálni, ha minden egyes lapszöge a π egész számú
hányada (pl. a hiperbolikus síkon a "zéro szöget" is megengedhetjük (azaz a
∞-vel való osztást) bizonyos "elég kényes" és itt nem részletezett feltételek-
kel). Ez alapján egy kétszeresen csonkolt Coxeter orthoszkém által generált
szimmetriacsoport elemeit az orthoszkémre alkalmazva, képei átfedés nélkül
kitöltik az n-dimenziós hiperbolikus teret pontosan akkor, ha lapjai által
bezárt szögek π egész számú hányadosai, és ekkor periodikus kövezés alap-
tartományaként Hn T kövezését adják.

Így a Coxeter csoportokra értelmezett mátrixokat és gráfot orthoszké-
mekre is értelmezhetjük. Egy általánosított S ⊂ Hn Coxeter orthoszkémet
súlyozott gráfjával (Coxeter-Schläfli szimbólumával) jellemezhetjük. Ebben
a csúcsok a szimplex hipersíkjait jelölik és két csúcsot összekötő éléhez a ki
súlyt rendeljük ha a hipersíkok lapszöge π

ki
. Formálisan a gráfban ki − 2

vonallal kötünk össze két csúcsot ha ki = 3, 4 és egy vonallal , de ki súllyal
megjelölve ki ≥ 5 esetében. Ha két sík merőleges egymásra, akor nem köt-
jük össze a megfelelő csúcsokat. Ha S két határoló hipersíkja hiperbolikus
értelemben párhuzamos, akkor a megfelelő súly ∞ és vastag élt használunk.
Ha a két hipersík ultraparallel akkor a gráfban szaggatott vonallal jelöljük
(lásd 2. ábra). A [k1, . . . , kn−1, kn] rendezett halmazt a S orthoszkém által
generált T kövezés Coxeter-Schläfli szimbólumának nevezzük.

2. ábra. d = 2-rendű Coxeter kövezések Coxeter-Schläfli gráfja az 1. ábra
jelöléseivel, ezen kapják a főszerepet jelen dolgozatban

A szimbólumokhoz hozzárendelhető egy (n + 1) × (n + 1) szimmetrikus
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(cij) Coxeter-Schläfli cosinus mátrix, ahol i 6= j ∈ {0, 1, 2, . . . , n}, cij egyenlő
− cos π

kij
. Például, az 5-dimenziós hiperbolikus térben H5 ha a súlyokra k1 =

p, k2 = q, k3 = r, k4 = s, k5 = t akkor:

(cij) :=



1 − cos π
p

0 0 0 0
− cos π

p
1 − cos π

q
0 0 0

0 − cos π
q

1 − cos π
r

0 0
0 0 − cos π

r
1 − cos π

s
0

0 0 0 − cos π
s

1 − cos π
t

0 0 0 0 − cos π
t

1


. (7)

1. Megjegyzés. Az állandó görbületű terekben a Coxeter csoportok illet-
ve a Coxeter szimplexek fontos szerepet játszanak. A szférikus és euklideszi
Coxeter szimplexeket H. S. M. Coxeter osztályozta [10] cikkében.

A hiperbolikus terekben véges vagy végtelen csúcsú Coxeter szimplexek osz-
tályozását és teljes felsorolását H. S. M. Coxeter és G. J. Whitrow [11],
F. Lannér [31], J.-L. Koszul és M. Chein végezték el. Ilyen típusú Co-
xeter szimplexek ≤ 9 dimenzióig léteznek.

Ha megengedünk külső csúcsokat is, akkor magasabb dimenzióban is talá-
lunk Coxeter szimplexeket, de teljes osztályozás nincs.

3.3. Coxeter orthoszkémek térfogata
• A H2 hiperbolikus síkon:

A hiperbolikus síkon a kétszeresen csonkolt orthoszkém lehet egy öt-
szög, ha a külső csúcsokat összekötő él metszi a modellkört. Ekkor az
ötszögnek mind az öt szöge derékszög. Az orthoszkém lehet négyszög is,
amennyiben a külső csúcsokat összekötő él nem metszi a modellkört,
ezt az esetet azonban most nem vizsgáljuk. Az ötszög területe a hi-
perbolikus sokszögek jól ismert területképletével, a Gauss-Bonnet-tétel
alapján számolható (lásd [20]):

V ol2(S) = 3π − 5π2 = π

2 (8)

• A H3 hiperbolikus térben:
Ekkor a vizsgált poliéder HLCA1A2JQE egy kétszeresen csonkolt or-
thoszkém A0, A3 külső csúccsal (lásd 1.ábra), melynek térfogata R.
Kellerhals alábbi tétele alapján számolható [23] (itt a Lambert koc-
ka eseteit nem vizsgáljuk):
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1. Tétel. A három dimenziós S hiperbolikus orthoszkém térfogata (a
Lambert kocka kivételével) kifejezhető a lapok hajlásszögeivel α01, α12, α23,
(0 ≤ αij ≤ π

2 ) (1.ábra) a következő formula szerint:

V ol3(S) = 1
4{L(α01 + θ)− L(α01 − θ) + L(π2 + α12 − θ)+

+ L(π2 − α12 − θ) + L(α23 + θ)− L(α23 − θ) + 2L(π2 − θ)}, (9)

ahol θ ∈ [0, π2 ) az alábbi formula szerint van definiálva:

tan(θ) =

√
cos2 α12 − sin2 α01 sin2 α23

cosα01 cosα23

és ahol L(x) := −
x∫
0

log |2 sin t|dt a Lobachevsky függvényt jelöli.
Tuvw parkettázásnál: α01 = π

u
, α12 = π

v
, α23 = π

w
.

3.4. Hiperszférák
Az n-dimenziós hiperbolikus térben a gömböknek 3 fajtája létezik: a klasszi-
kus gömb, a horoszféra és a hiperszféra, melyek közül az utóbbi kettő nem
kompakt gömb. A hiperbolikus tér fedését itt hiperszférákkal valósítjuk meg
úgy, hogy a gömböket a Hn tér egy fent leírt kövezéséhez rendeljük. Tehát a
kövezés alaptartományát, a kétszeresen csonkolt orthoszkémet lefedjük hiper-
szférákkal, majd az orthoszkém képeinek megfelelően a gömbök a tér fedését
adják. Ehhez tekintsük a hiperszférák adatait:

A hiperszféra felülete Hn-ben (n ≥ 2) egy másodrendű felület, amely
állandó távolságra van egy hipersíktól, az általa meghatározott mindkét fél-
térben. Az n-dimenziós "fél-hiperszférát", amely h távolságra van a π hi-
persíktól, jelöljük Hh

n-el. A fenti modellben felírható Hh
n egyenlete (lásd

[15],[16]):

1−
n∑
i=1

x2
i =

(
− u0

sinh h +
n∑
i=1

ui
sinh hxi

)2

(10)

Ahol (u0, u1, ..., un) a π sík pólusa. Amennyiben π az xn = 0 sík:

n−1∑
i=1

x2
i + x2

n

tanh2 h
= 1 (11)
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Legyen An−1 (n− 1)-dimenziós poliéder a π hipersíkon. Legyen Hh
n(An−1) a

hiperszféra azon korlátos darabja amelyet π, a hiperszféra felület, illetve a π-
re merőlegesAn−1 (n−2)-dimenziós hiperlapjait tartalmazó (n−1)-dimenziós
hipersíkok határolnak (lásd 4.ábra). Hh

n(An−1) térfogata, Bolyai János 19.
századból származó összefüggéssével számolható (n = 2, 3 dimenziókban):

V ol2(Hh
2(A1)) = V ol1(A1) sinh (h), (12)

V ol3(Hh
3(A2)) = 1

4V ol2(A2) [sinh (2h) + 2h] . (13)

A hiperszféra modellbeli egyenletéből láthatjuk, hogy ezen alakzatok meg-
felelői a gömbmodellben ellipszoidok lesznek, illetve ellipszisek a síkon.

4. Hiperszférafedések a H3 hiperbolikus tér-
ben

A háromdimenziós hiperbolikus térben a kétszeresen csonkolt Coxeter or-
thoszkémeknek, melyeknek leírása a 3. fejezetben található, végtelen sok
végtelen sorozata létezik. Tekintsünk egy [u, v, w] Coxeter-Schläfli szimbó-
lummal adott orthoszkémet a H3 hiperbolikus térben, illetve az orthoszkém
(cij) Coxeter-Schläfli cosinus mátrixát, és annak (hij) inverzét:

(cij) :=


1 − cos π

u
0 0

− cos π
u

1 − cos π
v

0
0 − cos π

v
1 − cos π

w

0 0 − cos π
w

1

 (14)

(hij) :=

1
det((cij))


sin2 π

w
− cos2 π

v
cos π

u
sin2 π

w
cos πu cos πv cos πu cos πv cos π

w

cos π
u

sin2 π

w
1− cos2 π

w cos πv cos πv cos π
w

cos πu cos πv cos πv 1− cos2 π
u

cos π
w

sin2 π

u
cos πu cos πv cos π

w cos πv cos π
w

cos π
w

sin2 π

u
sin2 π

u
− cos2 π

v

 (15)

Ahol det((cij)) = sin2 π
u

sin2 π
w
− cos2 π

v
< 0. Tekintsük az A0A1A2A3

csúcsokkal adott orthoszkémet az O(1, 0, 0, 0) középpontú gömbmodellünk-
ben, ekkor Ak[ak](k = 0, 3) principális csúcsok a modellen kívülre esnek,
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míg Ak[ak](k = 1, 2) a modell belső pontjai, valamint A1A3 él belemetsz a
modellgömbbe. Ezen feltételek biztosításához az orthoszkém mátrixának in-
verzét kell vizsgálni, ugyanis 〈ai, aj〉 = hij, és a 2.fejeztben leírtak alapján
〈ai, ai〉 < 0 jelenti, hogy Ai[ai] belső pont, míg 〈ai, ai〉 > 0 jelenti, hogy Ai[ai]
a modellen kívülre esik. Az világosan látszik, hogy előbbi feltétel mindig tel-
jesül, azaz A1, A2 mindig belső pontok. Utóbbi feltételhez, tehét hogy A0, A3
külső csúcsok legyenek, az kell, hogy sin2 π

w
−cos2 π

v
< 0 és sin2 π

u
−cos2 π

v
< 0,

amelyek pontosan akkor teljesülnek, ha 1
w

+ 1
v
< 1

2 és 1
u

+ 1
v
< 1

2 . Ezek alapján
a két külső csúccsal rendelkező Coxeter orthoszkémeknek az alábbi végtelen
sorozatait tekinthetjük, melyeknek részletes osztályozása található [33]-ben.
Jelöljük ezeket F (v,w)

u -vel.

- [u, v, w], ahol u ≥ 3, v ≥ 7 és w ≥ 3

- [u, v, w], ahol u ≥ 4, v = 5, 6 és w ≥ 4

- [u, v, w], ahol u ≥ 5, v = 4 és w ≥ 5

- [u, v, w], ahol u ≥ 7, v = 3 és w ≥ 7

Ezeknek megfelelően tekintsük a már fent említett A0A1A2A3 tetraédert
a modellben (lásd 3.ábra), és csonkoljuk le A0 és A3 csúcsokat a π0 =
pol(A0)[a0] és π3 = pol(A3)[a3] polár síkjaikkal (lásd 1.ábra). Ekkor J =
π3 ∩ A0A3, Q = π3 ∩ A2A3, E = π3 ∩ A1A3, valamint H = π0 ∩ A0A3, L =
π0 ∩ A0A2, C = π0 ∩ A0A1 a modell belső pontjai. Például Q pont rajta
van az orthoszkém A2A3 élén, így felírható q ∼ c · a3 + a2 alakban a neki
megfelelő ekvivalenciaosztály, valamely c valós számra. Az ennek megfelelő
pont pontosan akkor van rajta a3-n, ha szorzatuk 0, tehát:

c · a3a
3 + a2a

3 = 0⇔ c = −a2a
3

a3a3 (16)

Ezzel q ekvivalenciaosztályát kifejezve:

q ∼ −a2a
3

a3a3 a3 + a2 ∼ a2(a3a
3)− a3(a2a

3) = a2h33 − a3h23 (17)

Hiszen aj az Aj polár síkja, tehát aiaj = aiaj = hij. Ugyanígy a többi π3-on
fekvő csúcs A2-t a megfelelő csúcsra kicserélve:

j ∼ a0(a3a
3)− a3(a0a

3) = a0h33 − a3h03 (18)
e ∼ a1(a3a

3)− a3(a1a
3) = a1h33 − a3h13 (19)
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Illetve hasonlóan a π0-on fekvő csúcsoknál, A3 szerepét A0-ra cserélve:
h ∼ a3(a0a

0)− a0(a3a
0) = a3h0 − a0h03 (20)

l ∼ a2(a0a
0)− a0(a2a

0) = a2h00 − a0h02 (21)
c ∼ a1(a0a

0)− a0(a1a
0) = a1h0 − a0h01 (22)

Helyezzük el a kétszeresen csonkolt QEJA0A1A2HLC orthoszkémet a
koordinátarendszerben, ahol a csúcsok koordinátái az alábiak: Q(1, 0, 0, 0),
E(1, 0, y, 0), J(1, x, y, 0), A0(1, x, y,−z0),A1(1, 0, y,−z1), A2(1, 0, 0,−z2),
H(1, x, y,−zH) (lásd 3.ábra), ekkor teljesülnek az élekre vonatkozó merőle-
gességi feltételek. Az ismeretlenek értékeit megkaphatjuk, ha felírjuk kétfé-
leképpen az orthoszkém éleinek hosszait, majd használjuk (5) hiperbolikus
távolságformulát, illetve az inverz mátrixra vonatkozó (16)-(21) összefüggé-
seket.

cosh(d(Q,E)) = −〈q, e〉√
〈q,q〉 〈e, e〉

= h13h23 − h12h33√
(h22h33 − h2

23)(h11h33 − h2
13)

= l1

cosh(d(Q,E)) = 1√
(−1)(−1 + y2)

Adott orthoszkémre l1 számolható, így y =
√

1− 1
l21
. Többi esetben hasonló-

an:

cosh(d(Q, J)) = −〈q, j〉√
〈q,q〉 〈j, j〉

= h03h23 − h02h33√
(h22h33 − h2

23)(h0h33 − h2
03)

= l2

cosh(d(Q, J)) = 1√
(−1)(−1 + x2 + y2)

x =
√

1− y2 − 1
l22

cosh(d(E,A1)) = −〈a1, e〉√
〈e, e〉 〈a1, a1〉

=
√
h11h33 − h2

13
h11h33

= l3

cosh(d(E,A1)) = 1− y2√
(−1 + y2 + z2

1)(−1 + y2)

z1 =
√

1− y2 − 1− y2

l23
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cosh(d(Q,A2)) = −〈a2,q〉√
〈q,q〉 〈a2, a2〉

=
√
h22h33 − h2

23
h22h33

= l4

cosh(d(Q,A2)) = 1√
(−1 + z2

2)(−1)

z2 =
√

1− 1
l24

cosh(d(J,H)) = −〈j,h〉√
〈j, j〉 〈h,h〉

= −h02h03h33 + h2
03h23√

h00h33(h22h33 − h2
23)(h00h33 − h2

03)
= l5

cosh(d(J,H)) = 1− y2 − x2√
(−1 + y2 + x2 + z2

H)(−1 + y2 + x2)

zH =
√

1− y2 − x2 − 1− y2 − x2

l25

Tudjuk, hogy H csúcs az A0 csúcs polár síkján fekszik, így 0 = 〈h, a0〉 =
−1 + x2 + y2 + z0zH , ahonnan z0 = 1−x2−y2

zH
, tehát tudjuk A0 külső csúcs

koordinátáit is. Ennek segítségével pedig számolhatjuk L és C koordinátáit,
ugyanis tudjuk, hogy ezek rendre A0A2 és A0A1 szakaszokon vannak, tehát
paraméterezhetjük őket: L = (t1x, t1y,−t1z0−(1−t1)z2), C = (t2x, y,−t2z0−
(1 − t2)z1), ahol t1, t2 ∈ [0, 1]. Majd kihasználva, hogy A0 polár síkján fek-
szenek (lásd 3.ábra):

0 = 〈l, a0〉 = −1 + t1x
2 + t1y

2 + t1z
2
0 + (1− t1)z0z2

0 = 〈c, a0〉 = −1 + t2x
2 + y2 + t2z

2
0 + (1− t2)z0z1

Ahonnan

t1 = 1− z0z2

x2 + y2 + z2
0 − z0z2

, t2 = 1− y2 − z0z1

x2 + z2
0 − z0z1

Ekkor kiszámolhatjuk a kétszeresen csonkolt QEJA1A2HLC orthoszkém
csúcsainak koordinátáit, illetve az 1.Tétel alapján a térfogatuk is meghatároz-
ható közelítőleg. Az alábbi táblázat tartalmazza ezeket az adatokat néhány
általunk vizsgált esetben.
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orthoszkém típusa térfogat csúcsok
F (3,7)

7 0.38325 Q(1, 0, 0, 0), E(1, 0, 0.49697, 0), J(1, 0.23933, 0.49697, 0),
A1(1, 0, 0.49697,−0.84393), A2(1, 0, 0,−0.84393),

L(1, 0.22636, 0.47005,−0.84393), C(1, 0.17046, 0.49697,−0.84393)
H(1, 0.23933, 0.49697,−0.82440)

F (5,5)
4 0.49789 Q(1, 0, 0, 0), E(1, 0, 0.48587, 0), J(1, 0.48587, 0.48587, 0),

A1(1, 0, 0.48587,−0.82419), A2(1, 0, 0,−0.82419),
L(1, 0.33004, 0.33004,−0.82419), C(1, 0.17422, 0.48587,−0.82419)

H(1, 0.48587, 0.48587,−0.64047)
F (4,6)

5 0.50747 Q(1, 0, 0, 0), E(1, 0, 0.55589, 0), J(1, 0.40388, 0.55589, 0),
A1(1, 0, 0.55589,−0.791493), A2(1, 0, 0,−0.79149),

L(1, 0.31954, 0.43981,−0.79149), C(1, 0.15977, 0.55589,−0.79149)
H(1, 0.40388, 0.55589,−0.66693)

F (7,3)
3 0.27899 Q(1, 0, 0, 0), E(1, 0, 0.27580, 0), J(1, 0.47770, 0.27580, 0),

A1(1, 0, 0.27580,−0.86733), A2(1, 0, 0,−0.86733),
L(1, 0.38894, 0.22456,−0.86733), C(1, 0.35936, 0.27580,−0.86733)

H(1, 0.47770, 0.27580,−0.80216)

3. ábra. A [7, 3, 7] kétszeresen csonkolt Coxeter orthoszkémnél A0 csúcsot
HLC poláris síkkal, A3 csúcsot pedig QEJ poláris síkkal csonkolva.
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A fentiekben leírt, és koordinátáikkal megadott kétszeresen csonkolt Co-
xeter orthoszkémek olyanok (lapszögeiknek megfelelően), hogy oldalaikra
vett tükörképei a H3 hiperbolikus teret átfedés nélkül kitöltik, amelynek így
egy T (v,w)

u kövezését adják.
Tekintsük T (v,w)

u alaptartományát, és rendeljünk hozzá két hiperszférát
az alábbiak szerint:

- Legyen az egyik hiperszféra alap hipersíkja (tehát amelytől pontjai
adott távolságra vannak) QEJ sík, azaz A3 polár síkja. Jelölje H1
azt a hiperszféra darabot, amelyet a hiperszféra felülete, QEJ sík, és
QE, QJ , JE szakszokra állított, az alap hipersíkra merőleges hipersí-
kok határolnak (lásd 4.ábra). Legyen a hiperszféra magassága h1.

- Legyen a másik hiperszféra alap hipersíkja (tehát amelytől pontjai
adott távolságra vannak) HLC sík, azaz A0 polár síkja. Jelölje H2
azt a hiperszféra darabot, amelyet a hiperszféra felülete, HLC sík, és
HL, HC, CL szakszokra állított, az alap hipersíkra merőleges hipersí-
kok határolnak (lásd 4.ábra). Legyen a hiperszféra magassága h2.

- Legyenek a hiperszférák olyanok, hogy a QA2, EA1, JH, LA2, CA1,
A1A2 élek valamelyikének egy adott pontja illeszkedik mindkét hiper-
szféra felületére. Ez alapján 6 esetet különböztetünk meg.

1. Lemma. Ha a fenti feltételeknek eleget tevő hiperszférák lefedik az adott
orthoszkém minden élét, akkor az orthoszkém minden pontját is lefedik.

Bizonyítás. Az állítás ekvivalens azzal, hogy a hiperszféráknak megfelelő mo-
dellbeli ellipszoidok lefedik a modellbeli poliédert. Tekintsük a poliéder tetsző-
leges lapjának síkját. Az ellipszoidok ezen síkkal vett metszetei konvex alak-
zatok melyek lefedik a poliéder lapjának, mint sokszögnek az éleit. Tehát két
konvex alakzat lefedi a sokszög éleit, akkor a teljes sokszöget le kell fedniük.
Különben ha lenne a sokszögben olyan pont, mely a kettő közül egyik kon-
vex alakzatba sem tartozik, akkor az egy-egy egyenessel elválasztható lenne a
két konvex síkidomtól. A két egyenes meghatároz egy olyan szögtartományt,
mely diszjunkt a két konvex síkidomtól, de a szögtartománynak kell, hogy le-
gyen közös pontja a sokszög valamely élével. Tehát az ellipszoidoknak le kell
fedniük a poliéder minden lapját.

Hasonlóan feltehetjük, hogy van a poliéder belsejében olyan pont, mely
nincs benne egyik ellipszoidban sem. Az ellipszoidok konvexek, így a pont



20

elválasztható lenne tőlük egy-egy síkkal, melyek így meghatároznak egy olyan
végtelen tartományt mely diszjunkt az ellipszoidoktól. Azonban ennek a végte-
len tartománynak kell, hogy legyen közös pontja a poliéder valamely lapjával.
Tehát az ellipszoidok lefedik a teljes poliédert. �

Tehát pontosan azok az elrendezések adják F (v,w)
u fedését, amelyek az

éleit lefedik. Ha ez teljesül, akkor H1 és H2 szimmetriacsoport általi képei a
H3 hiperbolikus tér egy hiperszférafedését adják, jelöljük ezt C(v,w)

u -vel.

3. Definíció. A C(v,w)
u hip-hor fedés sűrűsége:

δ(C(v,w)
u ) = V ol(H1) + V ol(H2)

V ol(F (v,w)
u )

4. ábra. A síkon A1P0FEP2 kétszeresen csonkolt orthoszkém A1P0 éléhez
(amely a fentiekkel ellentétben itt nem a csonkolásnál kapott él) rendelt hi-
perszférából a színezett rész jelöli Hi darabot, melynek térfogatát figyelembe
vesszük a sűrűség definíciójában.

Az is látszik, hogy ha a hiperszférák lefedik az orthoszkémet, így a fent
említett QA2, EA1, JH, LA2, CA1 éleket is, de ezeknek az éleknek nincs
olyan pontja, amely mindkét hiperszféra felületére illeszkedne, akkor tudjuk
csökkenteni a hiperszférák magasságát, ezáltal a fedés sűrűségét, úgy hogy a
fedés még mindig megvalósuljon. Tehát a fent is említett hat esetben valósul
meg optimális sűrűségű fedés, vagyis amikor a 6 él valamelyikének van olyan
pontja, amely illeszkedik mindkét hiperszféra felületére.
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4.1. Fedni, vagy nem fedni?
Észrevehetjük, hogy Az orthoszkém A0, A1, A2 csúcsainak modellbeli koordi-
nátáira z0 = z1 = z2, ez az orthoszkém éleinek merőlegességéből, azaz közvet-
lenül a definícióból következik. Így a továbbiakban legyen z = z0 = z1 = z2.

Meghatározhatjuk az orthoszkém éleinek távolságfüggvényeit a poláris sí-
koktól: adott él egy tetszőleges pontjából merőlegest állítunk a poláris síkra,
és ennek a hiperbolikus értelemben merőleges szaksznak a hossza lesz a tá-
volság.

• HLC sík esetén LA2, JH,CA1 élek merőlegesek HLC-re, a poláris sík
tulajdonságai miatt, így ezen élek pontjainak rendre L,H,C pontoktól
kell venni a távolságát, hogy a távolságfüggvényt megkapjuk. Tehát ha
a JH él egy pontja T (1, x, y,−tzH), t ∈ [0, 1], akkor a távolságfüggvény:

dJHHLC(t) = arccos
 1− x2 − y2 − tz2

H√
(1− x2 − y2 − z2

H)(1− x2 − y2 − t2z2
H)


Hasonlóan LA2 és CA1 élek távolságfüggvényei HLC-től:

dLA2
HLC(t) = arccos

 1− t(t1x)2 − t(t1y)2 − z2√
(1− (t1x)2 − (t1y)2 − z2)(1− (tt1x)2 − (tt1y)2 − z2)


dCA1
HLC(t) = arccos

 1− t(t2x)2 − y2 − z2√
(1− (t2x)2 − y2 − z2)(1− (tt2x)2 − y2 − z2)


QA2, EA1, A1A2 élek tetszőleges pontjából a HLC síkra hiperbolikus
értelemben merőleges egyenes áthalad a sík poláris pontján, azaz A0-
on. Így ha például QA2 egy pontja T (1, 0, 0, tz), t ∈ [0, 1], akkor meg
kell határoznunk TA0 és HL egyenesek S(1, (1 − s)x, (1 − s)y, stz +
(1 − s)z) metszéspontját, ahol s ∈ [0, 1] ismeretlen paraméter (lásd
5.ábra). Az egyenesek egyenleteit felírva, és egyenlővé téve, lineáris
egyenletrendszer megoldásaként kapjuk az s paramétert:

s = (x− t1x)(zH − z)
(tz − z)(x− t1x)− (−x)(zH − z)

Így T és S pontok távolsága adja meg a távolságfüggvényt.



22

5. ábra. EA1 él és HLC sík távolságát T és S pontok távolsága adja meg.

dQA2
HLC(t) =

= arccos
 1− tz(stz + (1− s)z)√

(1− (tz)2)(1− ((1− s)x)2 − ((1− s)y)2 − (stz + (1− s)z)2)


Hasonlóan EA1 élnél paraméterezhetjük T (1, 0, y, tz) és S(1, (1−s)x, y,
stz + (1 − s)z), t, s ∈ [0, 1], pontokat (lásd 5.ábra), ahol s paramétert
HC és TA0 egyenesek egyenleteiből kapott egyenletrendszer megoldá-
saként kapjuk, illetve a távolságfüggvényt ugyanúgy S és T távolsága-
ként.

s = (x− t2x)(zH − z)
(tz − z)(x− t2x)− (−x)(zH − z)

dEA1
HLC(t) =

= arccos
 1− (1− s)y2 − tz(stz + (1− s)z)√

(1− y2 − (tz)2)(1− ((1− s)x)2 − y2 − (stz + (1− s)z)2)


Ugyanígy A1A2 élnél: T (1, 0, ty, z) és S(1, (1 − s)x, sty + (1 − s)y, z),
t, s ∈ [0, 1], (lásd 5.ábra), és ekkor s, illetve a távolságfüggvény:
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s = (x− t2x)(t1y − t2y)
(−x)(t1y − t2y)− (ty − y)(t1x− t2x)

dA1A2
HLC (t) = arccos

 1− ty(sty + (1− s)y)− z2√
(1− (ty)2 − z2)(1− ((1− s)x)2 − (sty + (1− s)y)2 − z2)



• QEJ sík esetén a síkra merőlegesek QA2, EA1, JH élek a poláris sík tu-
lajdonságai miatt, így erre a síkra a hiperbolikus értelemben merőleges
egyenesek az [x, y] koordinátasíkra merőleges egyenesek a modellben.
Tehát (1, x, y, z) pontból a QEJ síkra állított merőleges egyenes talp-
pontja: (1, x, y, 0). Tehát ekkor a távolságfüggvények:

QA2, JH,EA1 élek esetén rendre Q és T (1, 0, 0, tz), E és (1, 0, y, tz), J
és T (1, x, y, tzH) pontok távolsága adja meg a távolságfüggvényt, ahol
t ∈ [0, 1], tehát:

dQA2
QEJ(t) = arccos

 1√
1− (tz)2


dEA1
QEJ(t) = arccos


√√√√ 1− y2

1− y2 − (tz)2


dJHQEJ(t) = arccos


√√√√ 1− x2 − y2

1− x2 − y2 − (tz)2



LA2, A1A2, CA1 élek esetén rendre (1, tt1x, tt1y, z) és (1, tt1x, tt1y, 0),
(1, 0, ty, z) és (1, 0, ty, 0), (1, tt2x, y, z) és (1, tt2x, y, 0) pontok távolsága
adja meg a távolságfüggvényt, ahol t ∈ [0, 1], tehát:
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dLA2
QEJ(t) = arccos


√√√√ 1− (tt1x)2 − (tt1y)2

1− (tt1x)2 − (tt1y)2 − z2


dA1A2
QEJ (t) = arccos


√√√√ 1− (ty)2

1− (ty)2 − z2


dCA1
QEJ(t) = arccos


√√√√ 1− (tt2x)2 − y2

1− (tt2x)2 − y2 − z2


Ennek a 12 távolságfüggvénynek a grafikonja a [u, v, w] = [7, 3, 8] orthosz-

kém esetén:

6. ábra. dJHHLC(t) dLA2
HLC(t)

7. ábra. dCA1
HLC(t) dA1A2

HLC (t)
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8. ábra. dEA1
HLC(t) dQA2

HLC(t)

9. ábra. dJHQEJ(t) dQA2
QEJ(t)

10. ábra. dEA1
QEJ(t) dA1A2

QEJ (t)

11. ábra. dLA2
QEJ(t) dCA1

QEJ(t)
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A fent meghatározott egyváltozós valós függvényeknek a vizsgálatából az
alábbi következményeket vonhatjuk le, amelyek segítenek belátni, hogy mely
esetekben valósul meg fedés, és mikor nem.

1. Következmény. A távolságfüggvények szigorúan monotonak.

2. Következmény. QA2, A1A2, EA1 élek HLC-hez legközelebbi pontjai rend-
re A2, A1, A1 pontok.

3. Következmény. LA2, A1A2, CA1 élek QEJ-hez legközelebbi pontjai rend-
re A2, A2, A1 pontok.

4. Következmény. ∀t ∈ [0, 1]: dA1A2
HLC (t) + dA1A2

QEJ (t) ≥ d(J,H)
∀t ∈ [0, 1]: dCA1

HLC(t) + dCA1
QEJ(t) ≥ d(J,H)

∀t ∈ [0, 1]: dQA2
HLC(t) + dQA2

QEJ(t) ≥ d(J,H)

Nézzük tehát a fentiekben említett 6 esetet.

1. eset Ha az A1A2 él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra
felületén. Ekkor az 1.,2. és 3. Következmény alapján H1 lefedi QA2-t
és A2T -t, H2 lefedi CA1-et és TA1-et, tehát együtt A1A2-t is lefedik.
Tekintsük a hiperszféráknak modellben megfelelő ellipszoidok egyen-
leteit a 3.4 Fejezetben leírtaknak megfelelően (a, b, c ismeretlenekkel,
hogy ne keveredjenek a jelölések):

a2 + b2 + c2

tanh2 h1
= 1, 1− a2 − b2 − c2 = (−1 + ax+ by + cz)2

sinh2 h2
(23)

Ugyanis HLC sík poláris pontja A0(1, x, y, z). Most nézzük az ellip-
szoidok síkmetszeit QEA1A2 és A0A1A2 síkokkal. A síkmetszetek el-
lipszisek melyek egyenletét megkapjuk, ha az ellipszoidok egyenleteibe
első esetben a = 0-t helyettesítünk (hiszen QEA1A2 sík éppen [y, z]
koordinátasík), második esetben pedig c = z-t helyettesítjük (hiszen
A0, A1, A2 csúcsok c-koordinátája megegyezik). Így a QEA1A2 síkmet-
szet ellipszisek egyenletei (lásd 12.ábra):

b2 + c2

tanh2 h1
= 1, 1− b2 − c2 = (−1 + by + cz)2

sinh2 h2
(24)
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Rögzítsük A1A2 élen azt a pontot, amelyen mindkét ellipszis áthalad:
ezzel rögzítettük egyenleteikben a hiperszférák h1, h2 magasságait, így
b = y helyettesítéssel ki tudjuk fejezni c1, c2 c-koordinátákat, vagyis
hogy milyen magasságban metszik EA1-élt. Tehát c1, c2 csak az A1A2
azon pontjától függ, amely illeszkedik mindkét ellipszoid felületére. Ezt
a pontot egy ismeretlennel paraméterezhetjük, így c1, c2 egyváltozós
valós függvények, melyek vizsgálatánál azt kapjuk, hogy −c1 > −c2,
azaz 1.,2. és 3. Következmény miatt a hiperszférák lefedik EA1 élt.
(lásd 12. ábra)

12. ábra. Az F (3,8)
7 -orthoszkém és a hiperszférák QEA1A2 síkmetszete, a hi-

perszférák az A1A2 él A2 pontján haladnak át, és láthatóan lefedik EA1-et.

Ugyanígy a A0A1A2 síkmetszet ellipszisek egyenletei (lásd 13.ábra):

a2 + b2 + z2

tanh2 h1
= 1, 1− a2 − b2 − z2 = (−1 + ax+ by + z2)2

sinh2 h2
(25)

Rögzítsük A1A2 élen azt a pontot, amelyen mindkét ellipszis áthalad:
ezzel rögzítettük egyenleteikben a hiperszférák h1, h2 magasságait, így
b = y

x
a helyettesítéssel ki tudjuk fejezni a1, a2 a-koordinátákat, vagyis,

hogy hol metszik LA2-élt. Tehát a1, a2 csak az A1A2 azon pontjától
függ, amely illeszkedik mindkét ellipszoid felületére. Ezt a pontot egy
ismeretlennel paraméterezhetjük, így a1, a2 egyváltozós valós függvé-
nyek, melyek vizsgálatánál azt kapjuk, hogy a1 > a2, azaz 1.,2. és 3.
Következmény miatt a hiperszférák lefedik LA2 élt (lásd 13.ábra).
Végül a 4. Következmény szerint h1 + h2 ≥ d(J,H), így a hiperszférák
lefedik ebben az esetben JH élt is.
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13. ábra. Az F (3,8)
7 -orthoszkém és a hiperszférák A0A1A2 síkmetszete, a hi-

perszférák az A1A2 él A1 pontján haladnak át, és láthatóan lefedik LA2-t.

Tehát ebben az esetben a hiperszférák lefedik az orthoszkém minden
élét, így megvalósul a fedés az 1. Lemma szerint.

2. eset Ha a QA2 él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra felü-
letén. Ekkor 2. Következmény miatt h2 ≥ d(L,A2), így H2 lefedi CA1,
LA2 és A1A2 éleket, valamint TA2-t, míg H1 lefedi TQ-t, így együtt le-
fedik QA2-t is. 4. Következmény alapján a hiperszférák együtt lefedik
JH élt, hiszen h1 + h2 ≥ d(J,H). EA1 élhez az előzőekhez hasonló-
an tekintsük az orthoszkém és a hiperszférák QEA1A2 síkmetszetét,
így kapjuk (24)-egyenleteket. QA2 élen a T pontot rögzítve rögzítjük
h1, h2 magasságokat, így b = y helyettesítéssel ki tudjuk fejezni c1, c2
c-koordinátákat, vagyis, hogy milyen magasságban metszik EA1 élt.
Így az előzőekhez hasonlóan c1, c2 egyváltozós valós függvények vizsgá-
latánál azt kapjuk, hogy −c1 > −c2, azaz 1.,2. és 3. Következmények
miatt a hiperszférák lefedik EA1 élt. (lásd 12. ábra)
Tehát ebben az esetben a hiperszférák lefedik az orthoszkém minden
élét, így megvalósul a fedés az 1. Lemma szerint.

3. eset Ha a CA1 él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra fe-
lületén. Ekkor 3. Következmény miatt h1 ≥ d(C,A1), így H1 lefedi
EA1, QA2 és A1A2 éleket, valamint TA1-et, míg H2 lefedi TC-t, így
együtt lefedik CA1-t is. 4. Következmény alapján a hiperszférák együtt
lefedik JH élt, hiszen h1+h2 ≥ d(J,H). LA2 élhez az előzőekhez hason-
lóan tekintsük az orthoszkém és a hiperszférák A0A1A2 síkmetszetét,
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így kapjuk (25)-egyenleteket. CA1 élen a T pontot rögzítve rögzítjük
h1, h2 magasságokat, így b = y

x
a helyettesítéssel ki tudjuk fejezni a1, a2

a-koordinátákat, vagyis, hogy hol metszik LA2 élt. Így az előzőekhez
hasonlóan a1, a2 egyváltozós valós függvények vizsgálatánál azt kapjuk,
hogy a1 > a2, azaz 1.,2. és 3. Következmények miatt a hiperszférák
lefedik LA2 élt. (lásd 13. ábra)
Tehát ebben az esetben a hiperszférák lefedik az orthoszkém minden
élét, így megvalósul a fedés az 1. Lemma szerint.

4. eset Ha az EA1 él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszfé-
ra felületén. Előzőekhez hasonlóan tekintsük az orthoszkém és a hi-
perszférák QEA1A2 síkmetszetét, így kapjuk (24)-egyenleteket. Ha
H2 fedi le A2 csúcsot, akkor EA1 élen a T pontot rögzítve rögzítjük
h1, h2 magasságokat, így b = 0 helyettesítéssel ki tudjuk fejezni c1, c2
c-koordinátákat, vagyis, hogy hol metszik QA2 élt. Így az előzőekhez
hasonlóan c1, c2 egyváltozós valós függvények vizsgálatánál azt kap-
juk, hogy −c1 < −c2, azaz a hiperszférák nem fedik le QA2 élt. Ha
H1 fedi le A2 csúcsot, akkor EA1 élen a T pontot rögzítve rögzítjük
h1, h2 magasságokat, így c = z helyettesítéssel ki tudjuk fejezni b1, b2
b-koordinátákat, vagyis, hogy hol metszik A1A2 élt. Így az előzőekhez
hasonlóan b1, b2 egyváltozós valós függvények vizsgálatánál azt kapjuk,
hogy b1 < b2, azaz a hiperszférák nem fedik le A1A2 élt. (12. ábrán, ha
valamelyik ellipszist lezsugorítjuk úgy, hogy EA1-en messék egymást,
akkor vagy QA2-t, vagy A1A2-t nem fedik le.)
Tehát ebben az esetben a hiperszférák nem fedik le az orthoszkémet.

5. eset Ha az LA2 él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra felü-
letén. Előzőekhez hasonlóan tekintsük az orthoszkém és a hiperszférák
A0A1A2 síkmetszetét, így kapjuk (25)-egyenleteket. Ha H2 fedi le A1
csúcsot, akkor LA2 élen a T pontot rögzítve rögzítjük h1, h2 magassá-
gokat, így a = 0 helyettesítéssel ki tudjuk fejezni b1, b2 b-koordinátákat,
vagyis, hogy hol metszik A1A2 élt. Így az előzőekhez hasonlóan b1, b2
egyváltozós valós függvények vizsgálatánál azt kapjuk, hogy b1 < b2,
azaz a hiperszférák nem fedik le A1A2 élt. Ha H1 fedi le A1 csúcsot,
akkor LA2 élen a T pontot rögzítve rögzítjük h1, h2 magasságokat, így
b = y helyettesítéssel ki tudjuk fejezni a1, a2 a-koordinátákat, vagyis,
hogy hol metszik CA1 élt. Így az előzőekhez hasonlóan a1, a2 egyvál-
tozós valós függvények vizsgálatánál azt kapjuk, hogy a1 < a2, azaz a
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hiperszférák nem fedik le CA1 élt. (13. ábrán, ha valamelyik ellipszist
lezsugorítjuk úgy, hogy LA2-n messék egymást, akkor vagy CA1-et,
vagy A1A2-t nem fedik le.)
Tehát ebben az esetben a hiperszférák nem fedik le az orthoszkémet.

6. eset Ha az HJ él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra fe-
lületén.Ha H2 fedi le A2 csúcsot, akkor HJ élen a T pontot rögzítve
rögzítjük h1, h2 magasságokat, így (23)-egyenletekbe a = 0, b = y he-
lyettesítéssel ki tudjuk fejezni c1, c2 c-koordinátákat, vagyis, hogy hol
metszik az ellipszoidok EA1 élt. Így az előzőekhez hasonlóan c1, c2 egy-
változós valós függvények vizsgálatánál azt kapjuk, hogy −c1 < −c2,
azaz a hiperszférák nem fedik le EA1 élt. Ha H1 fedi le A2 csúcsot,
akkor HJ élen a T pontot rögzítve rögzítjük h1, h2 magasságokat, így
c = z, b = y

x
a helyettesítéssel ki tudjuk fejezni a1, a2 a-koordinátákat,

vagyis, hogy hol metszik az ellipszoidok LA2 élt. Így az előzőekhez ha-
sonlóan a1, a2 egyváltozós valós függvények vizsgálatánál azt kapjuk,
hogy a1 < a2, azaz a hiperszférák nem fedik le LA2 élt.
Tehát ebben az esetben a hiperszférák nem fedik le az orthoszkémet.

Összefoglalva nem kapunk fedést, ha HJ,LA2, EA1 élek valamely pontja
illeszkedik mindkét hiperszféra felületére, de fedést kapunk, haA1A2, QA2, CA1
élek valamely pontja illeszkedik mindkét hiperszféra felületére.

4.2. Nem kongruens fedések
Tehát az eddigiek alapján nem kongruens hiperszférafedés azokban az ese-
tekben valósul meg, amikor a CA1, A1A2, vagy QA2 élek valamely pontja il-
leszkedik midkét hiperszféra felületére (így speciálisan a kongruens eseteket is
tartalmazhatják). Jelölje ekkor A1 és A2 rendre a QEJ és HLC hiperbolikus
háromszögeket. Ezeknek a területei a Gauss-Bonnet-tétel alapján számolha-
tók (lásd [20]): V ol2(A1) = π −

(
π
2 −

π
q
− π

p

)
, V ol2(A2) = π −

(
π
2 −

π
q
− π

r

)
• Legyen T (1, 0, 0, tz), t ∈ [0, 1] a QA2 él egy pontja, amelyen mind-

két hiperszféra áthalad. Ekkor a magasságaik: h1(t) = dQA2
QEJ(t) és

h2(t) = dQA2
HLC(t). Így (9) és (13) alapján kiszámítható az orthoszkém,

illetve a fedést megvalósító H1,H2 hiperszféradarabok térfogata, majd
3.Definíció szerint a fedés sűrűsége.
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Így adott u, v, w paraméterekre a fedések sűrűsége csak a t-paramétertől
függő egyváltozós valós függvények, melyek valós függvényvizsgálatával
kapjuk a mimimális sűrűségeket, ezeket tartalmazza az alábbi táblázat:

Orthoszkém típusa δmin h1 h2

F (7,3)
3 1.28943 0.92295 1.55521
F (8,3)

3 1.34248 0.67445 1.35737
F (5,4)

4 1.54311 0.73337 1.51710
F (6,4)

4 1.66605 0.52867 1.37017
F (4,5)

5 1.79576 0.77124 1.66724
F (5,4)

5 2.00292 0.42347 1.79770
F (4,5)

6 2.23585 0.53126 1.87500
F (5,4)

6 2.60090 0.31440 2.00574
F (3,7)

7 2.31671 1.08534 2.14790
F (4,5)

7 2.77700 0.42041 2.04284

Az figyelhető meg, hogy a paraméterek további növelésével a sűrűségek
is tovább nőnek, így ebben az esetben a minimális sűrűség ≈ 1.28943,
amely a [3, 7, 3] kövezéshez tartozik.

• Legyen T (1, tt2x, y, z), t ∈ [0, 1] a CA1 él egy pontja, amelyen mind-
két hiperszféra áthalad. Ekkor a magasságaik: h1(t) = dCA1

QEJ(t) és
h2(t) = dCA1

HLC(t). Így (9) és (13) alapján kiszámítható az orthoszkém,
illetve a fedést megvalósító H1,H2 hiperszféradarabok térfogata, majd
3.Definíció szerint a fedés sűrűsége.
Vegyük észre, hogy az orthoszkém szimmetriája miatt ez az eset ugyan-
az, mint az előző, tehát mintha a QA2 élen választanánk ki T pontot,
csak az u és w paramétereket kell megcserélni (lásd 1.ábra).
Tehát ebben az esetben is a minimális sűrűség ≈ 1.28943, amely a
[3, 7, 3] kövezéshez tartozik.

• Legyen T (1, 0, ty, z), t ∈ [0, 1] az A1A2 él egy pontja, amelyen mind-
két hiperszféra áthalad. Ekkor a magasságaik: h1(t) = dA1A2

QEJ (t) és
h2(t) = dA1A2

HLC (t). Így (9) és (13) alapján kiszámítható az orthoszkém,
illetve a fedést megvalósító H1,H2 hiperszféradarabok térfogata, majd
3.Definíció szerint a fedés sűrűsége.
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a) b)

14. ábra. a) δ(C(7,3)
3 )(t), amikor T a QA2 élen van b) δ(C(3,8)

7 )(t), amikor T a
A1A2 élen van

Így adott u, v, w paraméterekre a fedések sűrűsége csak a t-paramétertől
függő egyváltozós valós függvények, melyek valós függvényvizsgálatával
kapjuk a mimimális sűrűségeket, ezeket tartalmazza az alábbi táblázat:

Orthoszkém típusa δmin h1 h2

F (7,3)
3 1.38712 1.36405 1.36405
F (8,3)

3 1.45345 1.15039 1.15039
F (5,4)

4 1.36411 1.16974 1.16974
F (5,5)

4 1.41055 1.29237 0.85103
F (4,5)

5 1.31751 1.19095 1.19095
F (4,6)

5 1.34255 1.26048 0.95234
F (4,5)

6 1.34255 0.95234 1.26048
F (4,6)

6 1.35938 1.01481 1.01481
F (3,7)

7 1.26829 1.49903 1.49903
F (3,8)

7 1.28228 1.53709 1.22995

Látható, hogy a szimmetrikus esetekben, tehát amikor u = w, akkor a
minimális sűrűség éppen a kongruens esetben valósul meg. Továbbá az
figyelhető meg, hogy a paraméterek további növelésével a sűrűségek is
tovább nőnek, így ebben az esetben a minimális sűrűség nem kongruens
fedést nézve ≈ 1.28228, amely a [7, 3, 8] kövezéshez tartozik.
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Tehát a kapott eredmények alapján az alábbi tételt mondhatjuk ki:

2. Tétel. A H3 hiperbolikus térben a kétszeresen csonkolt Coxeter orthoszké-
mekhez tartozó nem kongruens hiperszférafedések közül C(3,8)

7 fedési elrendezés
adja a legkisebb sűrűségű fedést ≈ 1.28228-as sűrűséggel.

Vizsgálhatjuk továbbá a nem kongruens fedést abban az esetben is, ha
F (3,7)
u esetén az u paramétert is változtatjuk 6 < u < 7, u ∈ R tartományban.

Ekkor azonban nem teljesül a lapszögekre vonatkozó feltétel, így a generált
szimmetriacsoportot az orthoszkémre alkalmazva, annak képei nem töltik ki
a hiperbolikus teret. A korábban levezetett számítások ekkor ugyanúgy mű-
ködnek a sűrűségre kétváltozós valós függvényt kapunk, melynek numerikus
számításokkal meghatározhatjuk a szélsőértékeit, és az alábbi tételt mond-
hatjuk ki:

3. Tétel. A H3 hiperbolikus térben C(3,7)
u , (6 < u < 7, u ∈ R) nem kongruens

fedési sűrűség minimumát u ≈ 6.45953 esetén éri el ≈ 1.26454-es sűrűséggel,
amely kisebb, mint a Fejes Tóth László, Böröczky Károly nevéhez
tartozó, ≈ 1.280-as sűrűségű fedés, azonban az ehhez tartozó hiperszférafedés
nem terjeszthető ki a teljes hiperbolikus térre.

4.3. Kongruens fedések
Ebben az esetben a QA2, CA1, A1A2 élek azon pontjait keressük, amelyekre
a HLC-től és QEJ-től vett távolságfüggvények megegyeznek. Ahogy a nem
kongruens esetben láttuk az u, v, w paraméterek növelésével nő a fedés sű-
rűsége, ezért az optimális fedés megtalálásához csak a korábbiakban vizsgált
eseteket nézzük itt is. Ekkor az orthoszkémek éleit kiszámítva (lásd 4.fejezet
eleje) azt kapjuk, hogy d(Q,A2) < d(L,A2) és d(C,A1) < d(E,A1). Így ha
a QA2 vagy CA1 élek valamely pontja illeszkedik mindkét hiperszféra felüle-
tére, akkor h1 < h2 vagy h2 < h1 adódik, tehát ezekben az esetkben a fedés
nem lehet kongruens.

Tehát optimális sűrűségű kongruens fedés akkor valósulhat meg, ha A1A2
élek valamely pontja illeszkedik mindkét hiperszféra felületére. Ezt a pontot
a dA1A2

HLC (t) = dA1A2
QEJ (t) egyenlet megoldásából kapjuk meg, amiből h1 = h2

magasság is megkapható. Majd pedig a fedést megvalósító hiperszféra da-
rabok, és a sűrűség ugyanúgy számítható, mint a nem kongruens esetben.
Tekintsük tehát a sűrűségeket:
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Orthoszkém típusa δmin h1 h2

F (7,3)
3 1.38712 1.36405 1.36405
F (8,3)

3 1.45345 1.15039 1.15039
F (5,4)

4 1.36411 1.16974 1.16974
F (6,4)

4 1.45714 0.99583 0.99583
F (4,5)

5 1.31751 1.19095 1.19095
F (4,6)

5 1.45345 1.13375 1.13375
F (4,5)

6 1.45345 1.13375 1.13375
F (4,6)

6 1.35938 1.01481 1.01481
F (3,7)

7 1.26829 1.49903 1.49903
F (3,8)

7 1.36586 1.39916 1.39916

A [33]-beli eredményeket a most kiszámoltakkal kiegészítve az alábbi tétel
foglalja össze:

4. Tétel. A H3 hiperbolikus térben a kétszeresen csonkolt Coxeter orthosz-
kémekhez tartozó kongruens hiperszférafedések közül C(3,7)

7 fedési elrendezés
adja a legkisebb sűrűségű fedést ≈ 1.26829-as sűrűséggel, ez egyben a kétsze-
resen csonkolt Coxeter orthoszkémekhez tartozó hiperszférafedések közül is a
legkisebb, és kisebb mint a H3 hiperbolikus térben eddig ismert legkisebb fedési
sűrűség.

15. ábra.
F (3,7)

7 orthoszkém ≈ 1.26829-es sűrűséget produkáló hiperszférafedése
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