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1. Bevezetés

A diszkrét geometria egyik fontos kérdése a kongruens gémbok optimalis
strtiségl kitoltéseinek és fedéseinek vizsgalata konstans gorbiiletii terekben.
Az euklideszi eset a leginkdbb ismert, itt az egyik legjelentésebb eredmény a
hires Kepler-sejtésnek [25], HILBERT 18. probléméjanak megoldédsa, amelyre
THOMAS HALES adott szamitégéppel tamogatott bizonyitast az ezredfordu-
16n [17]. Ez a bizonyitds FEJES TOTH LAszLO 1950-es évekbeli gondolatain
alapul [12]. A hiperbolikus esetben mér joval tobb a nyitott kérdés.

A hiperbolikus terek vizsgdlata, egyik elsé¢ megalkotdja BOLYAI JANOS
személye miatt is klasszikus magyar téménak szamit (lasd [2]), és ebben
a témakorben FEJES TOTH L. munkdssidgan és az altala alapitott iskolan
keresztiil szamtalan nagyon fontos eredmény sziiletett (a teljesség igénye nél-
kil itt csak FEJES TOTH GABOR [13, 14], id. és ifj. BOROCZKY KAROLY
[5, 6, 7, 8, 9], HEPPES ALADAR [18], HORVATH JENO, H. TEMESVARI
Acora [19], BEzDEK KAROLY [1], MOLNAR EMIL [34, 32] nevét emlitjiik).
Erdekes és sok vonatkozasédban ma is nyitott probléméakat tartalmazé kérdés
a hiperbolikus terekben a kongruens és nem kongruens gombok optimalis
strtiségu kitoltéseinek és fedéseinek a vizsgalata. A hiperbolikus térben a
gdmboknek harom tipusa létezik: klasszikus gémb, horoszféra és hipeszféra,
melyekbdl utébbi ketté nem kompakt "gémb". Tovabba hiperbolikus terek-
ben az elhelyezés és fedés stirtiségének definidlasa is donto jelentoségii, kriti-
kus fogalom, ahogy BOROCZKY KAROLY [5] [6] {rdsaiban példakon keresztiil
bemutatja. A leginkdbb elfogadott siirtiség-definidlas a gémbok lokalis sii-
riiségét tekinti a Dirichlet-Voronoi celldaikra vonatkozéan, mi is ezen lokalis
stirtiségfogalmat és annak kiterjesztését fogjuk hasznélni.

A téma aktualitasat jelzi, hogy n-dimenziéban (n > 3) még az sem tisz-
tazott, hogy a legsiirtibb klasszikus gombaokkel torténé gombelhelyezés mikor
valésul meg (lasd [32]). A klasszikus gombelhelyezésekre vonatkozdéan BO-
ROCZKY KAROLY (lasd [8], [7]) bizonyitotta, hogy az n-dimenziés konstans
gorbiiletli térben r sugaru gombokkel torténd pakolas esetén a pakoléds loka-
lis stirtisége a gobmbok Dirichlet-Voronoi cellaira vonatkozéan nem haladhatja
meg az (n+1) darab egymast paronként érint6 r sugard gomb, kozéppontjaik
altal kifeszitett szimplexre vonatkozé stlirtiségét. Az ennek megfelel6 legna-
gyobb sfirliségii elrendezés H3-ben megvaldsul, de nem klasszikus értelemben
vett gombokkel, hanem horoszférakkal és ~ 0.85328 stirtiséggel. Ez a stirliség
teljesen asszimptotikus Coxeter kovezésekhez kapcsoldodd horoszféra pakola-
sokkal tébbféleképpen is megvalésithaté (lasd [26]). Magasabb dimenzidk-



ban n = 4,...,9 is érdekes és nagy stlirliségli eredmények sziilettek, amelyek
a [27, 29, 30] munkékban olvashaték. A témavezetém megmutatta, hogy
n > 4 dimenziokban teljesen asszimptotikus szimplexekre vonatkoz6 lokali-
san optimalis horoszférapakolas stiriisége meghaladja a megfelelé Boroczky-
féle sejtett fels6 hatart, példaul H*-ben a teljesen asszimptotikus szimplexek-
re vonatkozé lokdlisan optimaélis horoszférapakolas stirtisége ~ 0.77038 (lasd
[36, 37, 28]), de ez nem terjeszthetd ki a teljes hiperbolikus térre. Klasszikus
gombokkel torténo elhelyezések esetén az eddig ismert legnagyobb siirliség
[32] cikkben leirt ~ 0.77147. Masik alapkérdés, hogy a ,nem azonos tipu-
su” horoszférakitoltések és fedések esetén adott dimenzidoban milyen lesz az
optimalis gombelrendezés (lasd [36, 44]).

A hiperszféraelhelyezésekrdl és fedésekrol még kevesebb eredmény sziile-
tett. A hiperbolikus sikon VERMES 1. [51] igazolta, hogy a hiperszféra pako-
lasokra vonatkozo felsé hatar %, valamint [53] cikkében megmutatta, hogy a
hiperbolikus sikban a legritkabb fedés stirtisége tetszolegesen megkozelitheti
a korokre illetve horociklusokra vonatkozo stirtiségértéket.

Bizonyos kovezésekhez kapcsolodo hiperszférafedések vizsgalata talalha-
t6 a témavezetd cikkeiben (n = 3,4,5) dimenziéban a [38], [39] munkéakban,
valamint szabalyos hiperbolikus csonkolt szimplexekkel valé kovezésekhez ha-
tarozza meg az optimalis hiperszféra konfiguraciot, [46], [41],[42] cikkeiben.
A témavezetém [40] cikkében meghatarozza a hdaromdimenziés telitett hiper-
szférakitoltéseknek egy felsé korlatjat ~ 0.86338, illetve [43] cikkében eljaras
taldlhaté a H? hiperbolikus tér csonkolt tetraéderekre valé felbontdsdra a tér
tetszoleges telitett hiperszféraelrendezéséhez.

Tovabbi eredményei kongruens és nem-kongruens hiperszférakkal vald
pakoldsokra H3-ben: [47]-ben kocka- és oktaéder alapu kovezésekre vonat-
koz6 nem kongruens esetben ~ 0.84931 stiriiségii, [48]-ben csonkolt Coxe-
ter orthoszkém alapt kovezésekre vonatkozd esetben ~ (0.81335 stirliségl
az optimélis elrendezés. To6bb esetben taldlt lokalisan olyan hiperszféra-
elrendezést, amelyeknek striisége meghaladja az elhelyezésekre vonatkozo
klasszikus- gébmb és horoszférakra vonatkozd Boroczky-Florian féle felsé si-
riiséghatart.

A hiperszférafedésekrdé]l még kevesebbet tudunk, itt szintén (n > 3) ese-
tén nyitott az optimalis konfigurdciok kérdése. A hiperbolikus sikon (n = 2)
VERMES I. [52] bizonyitotta, hogy a hiperszféra- vagy horoszférafedésekre vo-
natkozé also korlat @, de magasabb dimenziéban nincs hasonlé eredmény
a legkisebb stirtiségii fedésre. (Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus sikon a



legritkdbb fedés ugyanilyen stirtiséggel realizalodik, ha horoszférakat haszna-
lunk.) A témavezetd [32] cikkében a klasszikus gombokkel torténé fedéshez
~ 1.368931-as siirtiségii konfiguraciét ad meg. A témavezetd [41] cikkében a
3-, 4- és H-dimenzios Coxeter kovezésekhez hatarozza meg a legritkdabb hiper-
szférafedéseket szabdlyos prizma-kovezésekre vonatkozdan, melyek egyszere-
sen csonkolt Coxeter-orthoszkémekbdl szarmaztathatok a principalis cstcs
polaris sikjara val6 tikrozéssel. FEJES TOTH L. [12] korszakos munk&jé-
ban taldlhaté ~ 1.280-as stirtiségii horoszférafedés leirdsa, amely a [6, 3, 3]
parkettazashoz kapcsolododik.

Vizsgalhaté tovabba az igynevezett hip-hor elrendezések csaldadja, amely
soran az elhelyezések és fedések egyarant tartalmaznak hiperszférakat és ho-
roszférakat. Ezt a problémat a témavezetd kitoltésekkel kapcsolatban 2-
és 3-dimenziés hiperbolikus terekben bizonyos Coxeter kovezések esetében
megoldotta a [45] munkdjaban. A hiperbolikus sikon az elhelyezés stiriisége
tetszolegesen megkozeliti a % felsé hatart, H3-ban pedig az optimélis elrende-
zés a [7, 3, 6] kovezéshez kacsolodik = 0.83267-es stirliséggel, illetve lokdlisan
optimélis &~ 0.85397 sfirtiség is elérhetd [p,3,6] (6 < p < 7,p € R) kovezés
esetén. Témavezetommel ugyanezekhez a végtelen cstccesal rendelkezo, egy-
szeresen csonkolt orthoszkémek Coxeter kovezéseihez kapcsoloddan oldottuk
meg a fedési kérdést [50], melyrél TDK dolgozatot is készitettem. A sikon
(n = 2) a fent emlitett hip-hor fedések stirtisége tetszblegesen megkozeliti a
hiperszféra vagy horoszférafedésekre vonatkozé alsé korlatot: @, illetve a
hiperbolikus térben (n = 3) az optimadlis elrendezés a [7,3,6] Coxeter ko-
vezéshez kapcsolodik, ~ 1.27297-es siirtiséggel, amely kisebb mint a FEJES
TOTH L. 4ltal meghatdrozott ~ 1.280-as, horoszférdk altal realizal6dé eddig
ismert legkisebb fedési siirtiség. Tovabba [p,3,6] (6 < p < 7,p € R) Coxeter
kovezéshez kapesol6dd lokalisan optimaélis hip-hor fedést érhet6 el ~ 1.26885-
Os surtiséggel, azonban ezen fedéshez tartozd kovezés nem terjesztheto ki a
teljes hiperbolikus térre.

Jelen dolgozatban a 3-dimenzids hiperbolikus tér kongruens- és nem kong-
ruens hiperszférakkal torténd fedéseit vizsgaljuk kétszeresen csonkolt Coxe-
ter orthoszkémekkel torténé kovezésekre vonatkozoan. [49]-ben témavezetém
ugyanezekhez a kovezésekhez ~ 0.81335-0s optimalis pakolasi stirtiséget ad
meg, amely [7, 3, 7] kovezéshez és a kongruens esethez tartozik. A [33] mun-
kaban a témavezetom szerzotarsaival a kétszeresen csonkolt orthoszkémek-
hez tartozé kévezések tovabbi vizsgdlatai sordn szintén a [7, 3, 7] kovezéshez
tartozéan ~ 1.26829-es fedési stlirtiségli hiperszférafedést adott meg, amely



jelenleg a legritkabb hiperbolikus gombfedés.

Jelen dolgozatban ezeket az eredményeket egészitjiik ki a maradék kong-
ruens eset, illetve a nem kongruens esetek vizsgalataval. Python programoza-
si nyelv segitségével megmutatjuk, hogy a nem kongruens hiperszférafedések
esetében az optimalis elrendezés a [7, 3, 8] kovezéshez tartozik ~ 1.28228-as
stirtiséggel. Tovabba vizsgaljuk az [u,3,7] (6 < u < 7,u € R) kovezéshez
kapcsolddé lokalisan realizalodo hiperszférafedést, amely u &~ 6.45953 esetén
veszi fel minimumat ~ 1.26454-es stirliséggel, azonban ezen lokdlisan opti-
malis fedéshez tartozd parkettazas nem terjesztheto ki a teljes hiperbolikus
térre.

2. A hiperbolikus tér projektiv modellje

Szamitasainkhoz a H" tér E. BELTRAMI, A. CAYLEY és F. C. KLEIN ne-
véhez kothetd jol ismert projektiv modelljét hasznaljuk. A modellt a E'?,
(1,n) szignatiraval rendelkezé Lorentz térben értelmezziik, azaz tekintsiik a
Vo+l valés vektorteret a

(x,y) = —xoyo + xlyl + ..+ x™y" (1)

(1,n) szignatiraju bilinearis forma megadéasaval. Tovabba x = (z°,...,2") €

Vol és y = (30, ..., y") € V™ nemnulla vektorokra az aldbbi ekvivalen-
ciarelacionak megfeleléen egy valds ¢ nem zérd szorzd erejéig egyértelmiien
meghatédroznak egy pontot a P"(R) valds projektiv térben:

x~y<+—JdceR\{0}:y=c-x (2)

~-al vett faktorizdldas a P*(V* V.1, (;)) n-dimenzids valés projektiv
metrikus teret indukédlja. A H"™ n-dimenziés tér pontjait a modellben a
P (V™ V, 1) projektiv térnek a

Q ={x] e P"[{x, x) = 0} = OH" (3)

kvadratikus forma altal "meghatarozott tartomany" belsé pontjai tartoznak.
Ekkor H™ modellezhet6, mint a () kip-komponens belseje.

A tér "valos" pontjait azon bels6 x € H"™ pontok alkotjik, amelyekre
(x, x) < 0. AQ pontjai OH" a projektiv térben P™ az abszolut alakzatot



hatarozzék meg, amely a H' végtelen tavoli pontjait tartalmazza. Azon
pontok, amelyekre ( y, y) > 0 a modellen kiviil talalhatok és a H™ kiilsé
pontjainak nevezziik. Legyen P [x]| € P", ekkor R[y] € P" pontot a P [x]-
hez a (Q-ra vonatkoztatva konjugaltnak mondjuk, ha (x,y) = 0 teljestil. Azon
pontok halmaza, amelyek konjugdltak valamely P [x] € P™ ponthoz, a pont
polar sikjat alkotjak: pol(P) = {[y] € P"|(x;y) = 0}. Igy a Q bilinearis
forma (3) egy a bijektiv megfeleltetést (linearis polaritdst) (VP — V)
hataroz meg P" pontjai és hipersikjai kozott. A P" egyenesei jellemezhetok
mint a V" 2-alterei vagy mint az (n — 1)-alterei a V,, 1 formatérnek (14sd
[35]). Ekkor P [x] pont illeszkedik « [a] hipersikra, ha (x,a) = 0 teljesiil.
(x € VPN {0},a € Viuia \ {0}).

Igy a @Q abszolit alakzat metszete az 2 = 1 hipersikkal, éppen a mar
emlitett Beltrami-Cayley-Klein modellt adja. A hiperbolikus tér axiémainak
ellenorzésével lathatjuk, hogy a megadott struktira valéban a hiperbolikus
teret adja meg.

A fent leirt projektiv modellben értelmezziik a tavolsagot, a definialt ska-
laris szorzasnak megfelel6en. Ebbol megadhaté a hiperbolikus tavolsag ebben
a modellben. Tehat x,y € H" pontok tavolsaga

dx,y) = Eg YT Vioy)” — fex) (v.y)
T ey V) - X))

amely a Beltrami-Cayley-Klein modellben értelmezett kettosviszonyon ala-

pulé definiciébél jon. H' metszetgorbiilete % = —k?% innen k = \/_71 eR
metrikus konstans, amelyrol a tovabbiakban feltessziik, hogy k = 1. A ta-

volsagképlet a kovetkezo szerint irhato at:

- <X7 y> 5
(x,x)(y,y) ©)

: (4)

coshd(x,y) =

A hiperbolikus tér projektiv modelljének részletes leirdsa megtalalhato:
[15],[35]

3. Coxeter kovezések és fedéseik
A H" n-dimenziés hiperbolikus tér kovezéseinek egy karakterizacioja ifj. Bo-

roczky Kéroly [4] osszefoglalé cikkében lathaté az alabbiak szerint: konvex
poliéderek egy T csalddja H"-beli kovezés, ha:



— T elemei lefedik H"-t,
— barmely kompakt halmazt T-nek csak véges sok eleme metsz,
— T barmely két elemének metszete (0 < k < n)-dimenzids kézos lap.

Ilyen kovezések tobbféle médon generalhatok, jelen irasban olyan periodi-
kus kovezéseket tekintiink, amelyek alaptartoméanyai egyszeresen csonkolt
Coxeter-orthoszkémek.

3.1. Coxeter orthoszkémek

1. Definicié. A H" (2 < n € N) térben S(klasszikus) orthoszkém olyan
H° ... ,H", (n + 1) hipersikkal hatdrolt szimplex (ldsd [3, 24]), amelyre
Hi1 H7, teljesiil, hacsak j # i —1,i,i + 1.

2. Definicié. A H" térben a d-rendi, vagy d-szer csonkolt ((0 < d < 2)
dltaldnositott) orthoszkém egy n+d+1 hipersikkal hatdrolt H°, HY, ... H"™d
politép amelyben H' 1 H’ minden j # i — 1, i, i + 1 esetén, (d = 2-hoz
tartozo, indexeket modulo n + 3 tekintjik).

A klasszikus (d = 0) orthoszkémek esetében az A; (n > 2) csucsokkal
szemkozti hipersikokat jelolje H® (0 < i < n), tovdbba az S orthoszkémnek
jelolje o a H' és H' sikjainak a szogét: o'/ = 5, if 0<i<j—1<n A
maradék n lapszogét a1 (0 <i <n—1) az S orthoszkém lényeges szoge-
inek nevezziik (ldsd 1. abra) A d-rendii Coxeter orthoszkémek geometriailag
a kovetkezoképpen irhatok le:

— d = 0 esetben megegyeznek a SCHLAFLI altal meghatarozott klasszikus
orthoszkémekkel (1. Definici6). Jellemz6jiik, hogy megadhaté csicsa-
iknak AgA;...A, sorozata, hogy Vi € {0,...,n — 3} A;A; 1 él merbleges
Aii0A;rs élre. Ekkor a sorozat elsé és utolsd csiicsat Ag-t és A,-et
az orthoszkém principalis csicsainak nevezziik. Ebben az esetben az
orthoszkém valamennyi cstcsa a hiperbolikus tér "valos" belsé pontja
vagy hatarpontja.

— d =1 esetben az orthoszkém A, principalis csuicsa a () abszolut alak-
zaton kiviil esik, tehat a hiperbolikus tér "kiilsé" pontja. Ekkor ezt a
csicsot lecsonkoljuk a pol(A,) polar sikjaval, és az igy keletkezd tes-
tet vizsgaljuk (lasd 1. &bra). Ebben az esetben egyszeresen csonkolt
orthoszkémnek nevezziik, A, kilsé csiccsal.



— d = 2 esetben az orthoszkém mindkét Ay, A,, principalis csticsa a hi-
perbolikus tér "kiilsé¢" pontja, tehat a () abszolut alakzaton kiviil esik,
igy ekkor ezeket a csticsokat a pol(Ag) és pol(A,,) polar sikokkal lecson-
koljuk. A keletkez6 csonkolt szimplexet nevezziik kétszeresen cson-
kolt orthoszkémnek. Ebben az esetben két részesetet kiilonboztetiink
meg attol fiiggden, hogy az AgA, egyenesének van-e a hiperbolikus
térrel kozos pontja vagy nincs. Példaul, a haromdimenziés hiperboli-
kus térben, a Lambert kocka nevezetes kovezését szarmaztathatjuk, ha
ApAs N = () és tovabbi szogfeltételek teljesiilnek. Pl az Ao, As-al
szemkozti pol(Ag) és pol(As) csonkol6 polar sikok (lapok) szoge is a 7
egész (>1) hanyada.

Altaldnosan a Coxeter-orthoszkémeket H.-C. Im HOF [22, 21] frdsaiban osz-
talyozta. Bebizonyitotta, hogy ezek csak < 9 dimenzidkban léteznek és teljes
felsorolasukat adta.

1. dbra. a) 3-dimenziés d = 1-rendii (egyszeresen csonkolt) Coxeter orthosz-
kém A kiilsé csticesal, m = HLC polar sikkal csonkolva. b) 3-dimenzids

d = 2-rendil (kétszeresen csonkolt) Coxeter orthoszkém Ay, Az kiils6 cst-
csokkal, ¥, 7% = HLC, JQE polar sikokkal csonkolva.
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3.2. Coxeter orthoszkémek &altal generalt szimmetria-
csoport

Masik lehetséges jellemzése a kovezéseknek a szimmetriacsoportjuk segitsé-
gével torténhet, ilyenkor a kévezést periddikusnak is nevezziik. Ekkor 1étezik
olyan konvex poliéder, melynek szimmetriacsoport szerinti képei a tér egy
kovezését adjak, ezt a poliédert a kovezés alaptartomanyanak nevezziik. Ha
T jeloli a kovezést, akkor jeloljiik a szimmetriacsoportjat SymT-vel.
portokat az {rq,...,r,} generator elemekkel és definialé relacidkkal az alabbi
modon lehet megadni:

G = (r1,....,rn|(rir;)™7 = 1), (6)

ahol m;; = 1 és 2 < m;; € {NU oo}, ha i # j, illetve ha m;; = oo, akkor az
(r;, ;) parhoz nem tartozik definialé relacié.

A G Coxeter csoport Coxeter-matrixan azt az n x n-es szimmetrikus M
matrixot értjiik, amelynek sorai és oszlopai r;-kkel vannak indexelve és 47-
edik eleme: M;; = m;;. Ehhez kapcsolédik a csoport C' Coxeter-Schlafli
cosinus matrixa, amely M-el megyegyez6é méretii, sorai és oszlopai ugyanigy
vannak indexelve, és ij-edik eleme: C;; = — cos mim G Coxeter-Schlafli
grafjan azt a stlyozott grafot értjik, amelynek cstcsai {ry, ..., r,} elemei, két
cstcs pontosan akkor van osszekotve, ha m;; > 2, illetve egy ¢l pontosan
akkor van megcimkézve m;;-vel, ha az legaldbb 4.

Jelen irasban a d = 2-rendii Coxeter orthoszkémekkel foglalkozunk, ahol
Ay, Az principidlis cstcsok a () abszolut alakzat kiilsé pontjai. (H"-ben
egy ilyen S orthoszkém csticsai Ay, ..., A,_1, PY, P, ..., P° | PY Pr, ..., P™ |
ahol P P, ..., P? | a lecsonkolt Ay cstics ¥ polar sikjén, By, Py, ..., P™
pedig a lecsonkolt A, cstcs 7" polar sikjan fekszenek, lasd 1. abra n = 3
esetben.) Ekkor észrevehetjiik, hogy a korabban geometriailag leirt kétszer-
sen csonkolt Coxeter orthoszkémnek oldallapjaira val6 tiikrozései, Coxeter
csoport generatorrendszerét alkotjak, amely teljesen diszkréten hat a H"™ té-
ren. Tekintsiink tehat olyan periddikus 7 kovezéseket H* (n = 2)-ben, ahol a
SymT szimmetriacsoportnak egy d-rendi altalanositott orthoszkém az alap-
tartoménya, és a csoportot az orthoszkém (n — 1)-dimenziés hiperlapjaira
vonatkozé titkkrozések generaljak (csonkolt esetben a csonkolé lapra is tiik-

roziink). A H' (n > 2) térben szimplexekkel csak akkor tudunk hipersik
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tikrozésekkel kovezést generalni, ha minden egyes lapszoge a 7 egész szamu
hényada (pl. a hiperbolikus sikon a "zéro szoget" is megengedhetjiik (azaz a
oo-vel vald osztast) bizonyos "elég kényes" és itt nem részletezett feltételek-
kel). Ez alapjan egy kétszeresen csonkolt Coxeter orthoszkém &ltal generalt
szimmetriacsoport elemeit az orthoszkémre alkalmazva, képei atfedés nélkiil
kitoltik az n-dimenziés hiperbolikus teret pontosan akkor, ha lapjai altal
bezart szogek m egész szamu hanyadosai, és ekkor periodikus kovezés alap-
tartomanyaként H"™ T kovezését adjak.

Igy a Coxeter csoportokra értelmezett méatrixokat és grafot orthoszké-
mekre is értelmezhetjiik. Egy altaldnositott S C H" Coxeter orthoszkémet
stlyozott grafjaval (Coxeter-Schlafli szimboluméval) jellemezhetjik. Ebben
a csucsok a szimplex hipersikjait jelolik és két cstcsot 0sszekoto éléhez a k;
sulyt rendeljiik ha a hipersikok lapszoge ot Formélisan a grafban k; — 2
vonallal kotiink 0ssze két csticsot ha k; = 3, 4 és egy vonallal | de k; sullyal
megjelolve k; > 5 esetében. Ha két sik merdleges egymasra, akor nem kot-
jik oOssze a megfelel6 csticsokat. Ha S két hatarolo hipersikja hiperbolikus
értelemben parhuzamos, akkor a megfelel sily oo és vastag élt hasznalunk.
Ha a két hipersik ultraparallel akkor a grafban szaggatott vonallal jeloljiik
(lasd 2. &bra). A [ki,...,k,—1, k,) rendezett halmazt a S orthoszkém altal
generalt T kovezés Coxeter-Schlifli szimbdlumanak nevezziik.

b’ ! b
i
W
b’ b
O e e e - - ———- 0"
4 : h a

2. abra. d = 2-rendii Coxeter kovezések Coxeter-Schlafli grafja az 1. abra
jeloléseivel, ezen kapjak a fGszerepet jelen dolgozatban

A szimbo6lumokhoz hozzarendelheté egy (n + 1) X (n + 1) szimmetrikus
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(V) Coxeter-Schlifli cosinus mdtriz, ahol i # j € {0,1,2,...,n}, ¥ egyenl
kl” Példaul, az 5-dimenzids hiperbolikus térben H® ha a stlyokra k; =
b, k2 = C]st =T, k?4 = S,k‘5 = ¢ akkor:

— COS

1 —cos% 0 0 0 0
—cos ™ 1 —cos ™ 0 0 0
P i 1 v
(Cij) — 0 —cos 1 —cos T 0 0 (7)
0 0 —cos% 1 —cos% 0
0 0 0 —cos% 1 —cos%
0 0 0 0 —cos% 1

1. Megjegyzés. Az dllando gorbiileti terekben a Cozeter csoportok illet-
ve a Cozeter szimplexek fontos szerepet jatszanak. A szférikus és euklideszi
Coxeter szimplexeket H. S. M. COXETER osztdlyozta [10] cikkében.

A hiperbolikus terekben véges vagy végtelen csicsi Cozeter szimplexek osz-
talyozasat és teljes felsoroldsat H. S. M. COXETER és G. J. WHITROW [11],
F. LANNER [31], J.-L. KoszUL és M. CHEIN végezték el. Ilyen tipusi Co-
xeter szimplexek <9 dimenzioig léteznek.

Ha megengediink kiilso csucsokat is, akkor magasabb dimenzioban is tald-
lunk Cozeter szimplexeket, de teljes osztdlyozds nincs.

3.3. Coxeter orthoszkémek térfogata

e A H? hiperbolikus sikon:

A hiperbolikus sikon a kétszeresen csonkolt orthoszkém lehet egy 6t-
sz0g, ha a kiilsé cstcsokat 6sszekoto él metszi a modellkort. Ekkor az
Otszognek mind az 6t szoge derékszog. Az orthoszkém lehet négyszog is,
amennyiben a kiilsé csicsokat 0sszekotd €l nem metszi a modellkort,
ezt az esetet azonban most nem vizsgaljuk. Az Otszog tertilete a hi-
perbolikus sokszogek jol ismert teriiletképletével, a Gauss-Bonnet-tétel
alapjan szdmolhaté (14sd [20]):

T m
Voly(S) =3m — 5= = — 8
oly(S) =3m 57 =7 0
e A M3 hiperbolikus térben:
Ekkor a vizsgalt poliéder HLC A1 Ay JQE egy kétszeresen csonkolt or-
thoszkém Ay, Az kilsé csucesal (ldsd 1.4bra), melynek térfogata R.
KELLERHALS aldbbi tétele alapjan szamolhat6 [23] (itt a Lambert koc-

ka eseteit nem vizsgaljuk):
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1. Tétel. A hdarom dimenzics S hiperbolikus orthoszkém térfogata (a
Lambert kocka kivételével) kifejezhetd a lapok hajldsszogeivel o, iz, oz,
(0 < ay < 3) (1.dbra) a kévetkezd formula szerint:

Voly(S) = i{ﬁ(am +6) — Llon — 6) + L5 +an — 0)+
+ L’(g — 1o — 0) + Lo(cusg + 0) — L{az — 0) + zc(g — 0, (9)

ahol 0 € [0, 3) az aldbbi formula szerint van definidlva:

\/ cos? aqy — sin® ag; sin? ams

tan(f) =

COS (Yg1 COS (Vo3

€s aho x ::—mog sint|dt a Lobachevsky fiigguényt jeloli.
’s ahol L log |2 d Lobacheuvsk lol
0

7-uvw parkettdzdsndl: o1 = %, 192 = %7 Qg3 = %

3.4. Hiperszférak

Az n-dimenzids hiperbolikus térben a gdbmboknek 3 fajtéja létezik: a klasszi-
kus gomb, a horoszféra és a hiperszféra, melyek koziil az utobbi ketté nem
kompakt gomb. A hiperbolikus tér fedését itt hiperszférakkal valositjuk meg
ugy, hogy a gdmboket a H" tér egy fent leirt kovezéséhez rendeljiik. Tehat a
kovezés alaptartomanyat, a kétszeresen csonkolt orthoszkémet lefedjiik hiper-
szférdkkal, majd az orthoszkém képeinek megfelelen a gdbmbok a tér fedését
adjak. Ehhez tekintsiik a hiperszférak adatait:

A hiperszféra feliilete H"-ben (n > 2) egy méasodrendii felilet, amely
allando6 tavolsagra van egy hipersiktol, az altala meghatarozott mindkét fél-
térben. Az n-dimenziés "fél-hiperszférat', amely h tavolsagra van a 7 hi-
persiktél, jeloljiik H’-el. A fenti modellben felirhaté H” egyenlete (lasd

[15],[16]): ,
L= ;xf - <_smhh z; smhh ) (10)

Ahol (ug,uy, ..., u,) a 7 sik pélusa. Amennyiben 7 az x,, = 0 sik:

— 2

Z ta h2h =1 (11)

=1




14

Legyen A,_; (n — 1)-dimenziés poliéder a 7 hipersikon. Legyen H(A,_ ) a
hiperszféra azon korlatos darabja amelyet 7, a hiperszféra feliilet, illetve a 7-
re meréleges A, (n—2)-dimenziés hiperlapjait tartalmazé (n—1)-dimenzi6s
hipersikok hatdrolnak (14sd 4.4bra). H"(A, ) térfogata, BoLyAal JANOS 19.
szazadbol szarmazé Osszefliggéssével szamolhaté (n = 2,3 dimenzidkban):

Voly(HA (A1) = Vol (A;)sinh (h), (12)

Vols(H!(Ay)) = ivozzmg) (sinh (2h) + 2h] (13)

A hiperszféra modellbeli egyenletébol lathatjuk, hogy ezen alakzatok meg-
feleloi a gombmodellben ellipszoidok lesznek, illetve ellipszisek a sikon.

4. Hiperszférafedések a H’? hiperbolikus tér-
ben

A haromdimenziés hiperbolikus térben a kétszeresen csonkolt Coxeter or-
thoszkémeknek, melyeknek leirdsa a 3. fejezetben talalhatd, végtelen sok
végtelen sorozata létezik. Tekintsiink egy [u,v,w] Coxeter-Schlafli szimbd-
lummal adott orthoszkémet a H? hiperbolikus térben, illetve az orthoszkém
(¢) Coxeter-Schlifli cosinus métrixat, és annak (h;;) inverzét:

1 — Cos g 0 0
T T
y —cos T 1 —cos ™ 0
(c?) = u - v . (14)
0 —cos = 1 — cos =
v w
0 0 —cos ™ 1
w
(hij) =
. ™ ™ ™ . s
sin? = —cos? = cos—sin? = cosTcosZ cosZcos” cos
u w u v u v w
L, T
1 cos — sin? — 1 — cos? - cos = cos T cos 7 (15)
u w
— T oW
det((c)) cos I cos T cos = 1—cos? X cos — sin® —
u
T o . T
cosTcosTcosE cosZcosE cos—sin®— sin?— — cos? —
u v w v w w u u v

Ahol det((¢7)) = sin® Zsin® T — cos® T < 0. Tekintsiik az AgA;A2A;
cstucsokkal adott orthoszkémet az O(1,0,0,0) kézépponti gdmbmodelliink-
ben, ekkor Aglax](k = 0,3) principalis csicsok a modellen kivilre esnek,
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mig Aglax](k = 1,2) a modell bels6 pontjai, valamint A; Az él belemetsz a
modellgombbe. Ezen feltételek biztositasahoz az orthoszkém matrixanak in-
verzét kell vizsgalni, ugyanis (a;,a;) = h;;, és a 2.fejeztben leirtak alapjan
(a;,a;) < 0 jelenti, hogy A;[a;] belsé pont, mig (a;, a;) > 0 jelenti, hogy A;[a;]
a modellen kiviilre esik. Az vilagosan latszik, hogy elobbi feltétel mindig tel-
jestl, azaz A;, As mindig bels6 pontok. Utobbi feltételhez, tehét hogy Ay, As
kiils6 csticsok legyenek, az kell, hogy sin® T —cos® T < 0 és sin® L —cos® I < 0,
amelyek pontosan akkor teljesiilnek, ha i—l—% < % és %—i—% < % Ezek alapjan
a két kiilso cstcesal rendelkez6 Coxeter orthoszkémeknek az alabbi végtelen

sorozatait tekinthetjiik, melyeknek részletes osztalyozdsa talalhat6 [33]-ben.
Jeloljiik ezeket F(V®)-vel.

- [u,v,w], ahol u >3, v > T ésw > 3
- [u,v,w], ahol u >4, v =5,6 és w >4
- Ju,v,w], ahol u > 5, v =4ésw >5
- [u,v,w], ahol u > 7, v =3ésw > 7

Ezeknek megfelel6en tekintsiik a mar fent emlitett AqgA;AsAs tetraédert
0

a modellben (lasd 3.4bra), és csonkoljuk le Ay és Aj cstcsokat a 70 =
pol(Ap)[a’] és m = pol(A3z)[a®] polar sikjaikkal (l4sd 1.abra). Ekkor J =
TN ApAs, Q = N AyAs, E = N A1 Ag, valamint H = 7° N AgAs, L =
70N AgAy, C = 7% N AgA; a modell belsé pontjai. Példaul @ pont rajta
van az orthoszkém AsAs élén, igy felirhaté q ~ ¢ - ag + a, alakban a neki
megfelel6 ekvivalenciaosztdly, valamely ¢ valés szamra. Az ennek megfelelo
pont pontosan akkor van rajta a®-n, ha szorzatuk 0, tehat:

ara’

c-aza’®+aza® =0 c=— 3 (16)
asa
Ezzel q ekvivalenciaosztalyat kifejezve:
3
asa
A~ = .32 +ay ~ ay(aza’) — ag(aza’) = axhss — aghos (17)
3

Hiszen a/ az A; polar sikja, tehat a;a; = a;a’ = hy;. Ugyanigy a tobbi m3-on
fekvé csics As-t a megfeleld csicsra kicserélve:
j ~ 30(330,3) — ag(aoag) = a0h33 — a3h03 (18)

e ~ a;(aza®) — as(a,a’) = ajhss — ashs (19)
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Illetve hasonléan a 7%-on fekvé csicsokndl, Az szerepét Ag-ra cserélve:

h ~ ag(aga’) — ag(aza’) = azhy — aphos (20)
1 ~ ay(apa’) — ag(aza’) = ashgo — aghoe (21)
c ~ aj(apa’) — ag(a;a’) = a;ho — agho (22)

Helyezziik el a kétszeresen csonkolt QFEJAqA1AsHLC orthoszkémet a
koordinatarendszerben, ahol a csicsok koordindtai az aldbiak: Q(1,0,0,0),
E(1,0,9,0), J(1,z,y,0), Ao(1,2,y, —20),A1(1,0,y,—=z1), A2(1,0,0, —29),
H(1,z,y, —zy) (lasd 3.4bra), ekkor teljesiilnek az élekre vonatkoz6 merdle-
gességi feltételek. Az ismeretlenek értékeit megkaphatjuk, ha felirjuk kétfé-
leképpen az orthoszkém éleinek hosszait, majd hasznaljuk (5) hiperbolikus
tavolsdgformulét, illetve az inverz matrixra vonatkozé (16)-(21) Osszefiiggé-
seket.

—(q,€) _ hizhag — hizhss
(9,9) (e, €) \/(h22h33 — h33)(hiihss — hi)

1
cosh(d(Q, E)) = JED (L +g2)

Adott orthoszkémre [, szamolhaté, igy y = /1 — l% Tobbi esetben hasonlo-
1
an:

cosh(d(Q, E)) = =1

—(a,J) hozhas — hoahss
cosh(d(Q, 7)) = - 1
\/<q, Q) (J.J) \/(h22h33 — h3s)(hohss — his) 2
1
h(d(Q,J)) =
oMU ) = s
1
x=y/1—y%>— 2
—(a,e) hiihss — his
h Ap)) = =/ =
cosh{d(E; A1) (e,e) (aj,a;) hiihss .
1—9?
cosh(d(E, Ay)) =
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— _ K2
COSh(d(Q7A2)) _ <aQ7q> — /M =1y
(9. 9) (az, a) hazhas

1
cosh(d(Q, Ay)) =
V14 B)(=D)
1
9 — 1-— E
— 1 —_— 2
cosh(d(J, 1)) = L2 __tolwln Llwle
V3.3 (0 ) y/heohss(haahss — h3s) (haohss — hds)
1 — y2 _ xQ

cosh(d(J, H)) =

VEL+ g2+ a2+ 23) (-1 + 42 + 22)
1 — 2_x2
ZH:\/l_yz_ﬁ_%
5

Tudjuk, hogy H csics az Ay csucs polar sikjan fekszik, igy 0 = (h, ag) =
—1 + 22 + y?* + 292y, ahonnan z, = %, tehat tudjuk Ag kiilsé cstcs
koordinatait is. Ennek segitségével pedig szamolhatjuk L és C' koordinatait,
ugyanis tudjuk, hogy ezek rendre AygAy és AgA; szakaszokon vannak, tehat
paraméterezhetjik ket: L = (t12,t1y, —t120—(1—t1)29), C' = (ta2x,y, —tazo—
(1 —t3)z1), ahol 1,19 € [0,1]. Majd kihasznélva, hogy Ay polar sikjan fek-
szenek (lasd 3.4bra):

0= <l, a0> = -1+ t11}2 + t1y2 + tlzg + (]. — t1>Z()ZQ
0= {c,ap) = =1+ tox® + 9> +to25 + (1 — t2) 2021

Ahonnan

1— 2929 1—y? — 2%
h= 5 7 ba=—5—>
e +y +ZO_ZOZ2 ZL‘+ZO—Z()ZI
Ekkor kiszamolhatjuk a kétszeresen csonkolt QFEJA; Ay H LC orthoszkém
csucsainak koordinatait, illetve az 1.Tétel alapjan a térfogatuk is meghataroz-
hato kozelitoleg. Az alabbi tablazat tartalmazza ezeket az adatokat néhany

altalunk vizsgalt esetben.
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orthoszkém tipusa

térfogat

csucsok

]_-§3,7)

0.38325

Q(1,0,0,0), E(1,0,0.49697,0), J(1,0.23933,0.49697, 0),
A1(1,0,0.49697, —0.84393), A(1,0,0, —0.84393),
L(1,0.22636,0.47005, —0.84393), C(1,0.17046,0.49697, —0.84393)
H(1,0.23933,0.49697, —0.82440)

f£5,5)

0.49789

Q(1,0,0,0), E(1,0,0.48587,0), J(1,0.48587, 0.48587, 0),
A1(1,0,0.48587, —0.82419), A5(1,0,0, —0.82419),
L(1,0.33004, 0.33004, —0.82419), C(1,0.17422, 0.48587, —0.82419)
H(1,0.48587,0.48587, —0.64047)

0.50747

Q(1,0,0,0), £(1,0,0.55589,0), J(1,0.40388,0.55589,0),
Ay(1,0,0.55589, —0.791493), A5(1,0,0,—0.79149),
L(1,0.31954, 0.43981, —0.79149), C(1,0.15977,0.55589, —0.79149)
H (1,0.40388, 0.55589, —0.66693)

0.27899

Q(1,0,0,0), £(1,0,0.27580,0), J(1,0.47770,0.27580,0),
A1(1,0,0.27580, —0.86733), As(1,0,0,—0.86733),
L(1,0.38894,0.22456, —0.86733), C(1,0.35936, 0.27580, —0.86733)
H(1,0.47770,0.27580, —0.80216)

02

01

0.25

02

01

T——  ao05

3. abra. A [7,3,7] kétszeresen csonkolt Coxeter orthoszkémnél A, csicsot
HLC polaris sikkal, A3 cstcsot pedig QFEJ polaris sikkal csonkolva.
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A fentiekben leirt, és koordinataikkal megadott kétszeresen csonkolt Co-
xeter orthoszkémek olyanok (lapszogeiknek megfelel6en), hogy oldalaikra
vett tiikorképei a H? hiperbolikus teret dtfedés nélkiil kitoltik, amelynek igy
egy T, kovezését adjak.

Tekintsiik 7,("*) alaptartomanyat, és rendeljiink hozza két hiperszférat
az alabbiak szerint:

- Legyen az egyik hiperszféra alap hipersikja (tehat amelytél pontjai
adott tavolsdgra vannak) QF.J sik, azaz Az polar sikja. Jelolje H;
azt a hiperszféra darabot, amelyet a hiperszféra felilete, QFEJ sik, és
QFE, QJ, JE szakszokra allitott, az alap hipersikra meréleges hipersi-
kok hatarolnak (lasd 4.4bra). Legyen a hiperszféra magassaga hy.

- Legyen a masik hiperszféra alap hipersikja (tehat amelytél pontjai
adott tavolsdgra vannak) HLC sik, azaz Ao polar sikja. Jelolje Ho
azt a hiperszféra darabot, amelyet a hiperszféra feliilete, HLC sik, és
HL, HC, C'L szakszokra allitott, az alap hipersikra meréleges hipersi-
kok hatarolnak (lasd 4.4bra). Legyen a hiperszféra magassaga hs.

- Legyenek a hiperszférak olyanok, hogy a QA,, FAy, JH, LAy, CAy,
A1 Ay élek valamelyikének egy adott pontja illeszkedik mindkét hiper-
szféra feliiletére. Ez alapjan 6 esetet kiilonboztetiink meg.

1. Lemma. Ha a fenti feltételeknek eleget tevd hiperszférdk lefedik az adott
orthoszkém minden élét, akkor az orthoszkém minden pontjdt is lefedik.

Bizonyitas. Az dllitas ekvivalens azzal, hogy a hiperszféraknak megfeleld mo-
dellbeli ellipszoidok lefedik a modellbeli poliédert. Tekintsiik a poliéder tetszo-
leges lapjanak sikjat. Az ellipszoidok ezen sikkal vett metszetei konver alak-
zatok melyek lefedik a poliéder lapjdnak, mint sokszégnek az éleit. Tehdt két
konvex alakzat lefedi a sokszdg éleit, akkor a teljes sokszoget le kell fedniiik.
Kiilonben ha lenne a sokszégben olyan pont, mely a kettd kozil egyik kon-
vex alakzatba sem tartozik, akkor az egy-eqy egyenessel elvalaszthato lenne a
két konvex sikidomtol. A két eqyenes meghatdroz eqy olyan szégtartomadnyt,
mely diszjunkt a két konvex sikidomtol, de a szégtartomdnynak kell, hogy le-
gyen kozos pontja a sokszog valamely élével. Tehdt az ellipszoidoknak le kell
fedniiik a poliéder minden lapjdt.

Hasonloan feltehetjiik, hogy van a poliéder belsejében olyan pont, mely
nincs benne eqyik ellipszoidban sem. Az ellipszoidok konvezek, igy a pont
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elvdlaszthato lenne tolik egy-eqy sikkal, melyek igy meghatdroznak eqy olyan
végtelen tartomanyt mely diszjunkt az ellipszoidoktol. Azonban ennek a végte-
len tartomanynak kell, hogy legyen kézds pontja a poliéder valamely lapjdaval.
Tehdt az ellipszoidok lefedik a teljes poliédert. U

Tehat pontosan azok az elrendezések adjék F (") fedését, amelyek az
éleit lefedik. Ha ez teljesiil, akkor H; és Hs szimmetriacsoport altali képei a
H? hiperbolikus tér egy hiperszférafedését adjik, jeloljiik ezt C(V)-vel.

3. Definicié. A C{"™) hip-hor fedés stiriisége:

Vol(Hy) + Vol(H2)

sy =

u

Vol(F&)

4. abra. A sikon A;PyFEP, kétszeresen csonkolt orthoszkém A; P, éléhez

(amely a fentiekkel ellentétben itt nem a csonkolasndl kapott él) rendelt hi-
perszférabol a szinezett rész jeloli H; darabot, melynek térfogatat figyelembe

R

Az is latszik, hogy ha a hiperszférak lefedik az orthoszkémet, igy a fent
emlitett QAs, EA,, JH, LAy, CA; éleket is, de ezeknek az éleknek nincs
olyan pontja, amely mindkét hiperszféra feliiletére illeszkedne, akkor tudjuk
csokkenteni a hiperszférak magassagat, ezaltal a fedés stirtiségét, gy hogy a
fedés még mindig megvaldsuljon. Tehét a fent is emlitett hat esetben valdsul
meg optimalis stirliségii fedés, vagyis amikor a 6 él valamelyikének van olyan
pontja, amely illeszkedik mindkét hiperszféra feltiletére.
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4.1. Fedni, vagy nem fedni?

Eszrevehetjiik, hogy Az orthoszkém Ay, A1, Ay csticsainak modellbeli koordi-
nataira zp = z; = 29, ez az orthoszkém éleinek merolegességébdl, azaz kdzvet-
leniil a definiciébél kovetkezik. Igy a tovabbiakban legyen z = zy = 2, = 2».

Meghatarozhatjuk az orthoszkém éleinek tavolsagfiiggvényeit a polaris si-
koktol: adott él egy tetszoleges pontjabol merdlegest allitunk a polaris sikra,
és ennek a hiperbolikus értelemben merdleges szaksznak a hossza lesz a ta-
volsag.

e HLC sik esetén LA,, JH,C A, élek merolegesek H LC-re, a polaris sik
tulajdonsagai miatt, igy ezen élek pontjainak rendre L, H, C' pontoktol
kell venni a tavolsagat, hogy a tavolsagfiiggvényt megkapjuk. Tehat ha
a JH élegy pontja T'(1, z,y, —tzg), t € [0, 1], akkor a tavolsagfiggvény:

1 — 22 — 2 — 22
dift (t) = arccos — “H
V=2 =2 =23 (1—a? — y? — 22)

Hasonléan LA; és C'A; élek tavolsagfiggvényei H LC-t6l:

LA 1 —t(tiw)* = t(ty)* — 2°
dy 7 (t) = arccos
o (W — (t12)? = (ty)? — 22)(1 = (th2)? — (tt2y)? — 22)

575 (t) = arccos ( 1 —t(tox)® —y® — 22 )
) \/(1 — (taz)? —y? — 22)(1 — (ttax)? — y? — 2?)

QAs, EA{, A1 Ay élek tetszOleges pontjabdl a H LC' sikra hiperbolikus
értelemben merdleges egyenes athalad a sik polaris pontjan, azaz Ag-
on. Igy ha példdul QA; egy pontja T(1,0,0,tz), t € [0,1], akkor meg
kell hataroznunk T'Ay és HL egyenesek S(1,(1 — s)x, (1 — s)y, stz +
(1 — s)z) metszéspontjat, ahol s € [0,1] ismeretlen paraméter (ldsd
b.dbra). Az egyenesek egyenleteit felirva, és egyenl6vé téve, linedris
egyenletrendszer megoldasaként kapjuk az s paramétert:

(x — t12) (2 — 2)
(tz — 2)(x — thz) — (=) (2 — 2)

S =

Igy T és S pontok tévolsdga adja meg a tavolsdgfiiggvényt.

|
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5. abra. EA; él és HLC sik tavolsagat T és S pontok tavolsaga adja meg.

A7 (t) =

— recos ( 1 —tz(stz+ (1 —s)2)
VA= (t2)2)(1 = (1= 5)z)2 — (1 — 5)y)2 — (stz + (1 — 5)2)?2)

Hasonléan E'A; élnél paraméterezhetjitk 7°(1,0,y,tz) és S(1, (1—s)x, y,
stz + (1 —s)z), t,s € [0,1], pontokat (ldsd 5.4bra), ahol s paramétert
HC és TAj egyenesek egyenleteibol kapott egyenletrendszer megolda-
saként kapjuk, illetve a tavolsagfiiggvényt ugyantugy S és T tavolsaga-
ként.

(x — tax) (2 — 2)
(tz — 2)(x — tox) — (—x)(2y — 2)
dipe(t) =
 arccos ( 1—(1—38)y*—tz(stz+ (1 —3s)z2) )
JI— = (1= (1= 5)of - — (ste + (1- )2

Ugyanigy A1 A, élnél: T'(1,0,ty, z) és S(1, (1 — s)x, sty + (1 — s)y, 2),
t,s € 10,1}, (lasd 5.4bra), és ekkor s, illetve a tavolsagfiiggvény:

S =
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(z — tox) (t1y — t2y)
o)ty — tay) — (ty — ) (b7 — £3)
dpy & (t) = arccos ( 1 —ty(sty + (1 — s)y) — 2* )
VO = @ = 2)(1 = (L= 9)2)? = (sty + (1= 5))? — )

S =

o (QFJ sik esetén a sikra merolegesek QQ Ay, F A, JH élek a polaris sik tu-
lajdonsagai miatt, igy erre a sikra a hiperbolikus értelemben meréleges
egyenesek az [z, y] koordinatasikra meréleges egyenesek a modellben.
Tehét (1, z,y, z) pontbdl a QFEJ sikra allitott meréleges egyenes talp-
pontja: (1,x,y,0). Tehat ekkor a tavolsigfiiggvények:

QAy, JH, EA; élek esetén rendre @ és T(1,0,0,t2), F és (1,0,y,tz), J

és T'(1,z,y,tzy) pontok tédvolsiga adja meg a tavolsagfiiggvényt, ahol
t € [0, 1], tehat:

1
dgg?,(t) = arccos ()

1 — (tz)?

d52h () = arccos _ 1oy
QEJ 1—y2 — (tz)2

1—a2—92
dlE () =
QEJ( ) = arccos (\l [ (tz)z)

LAy, A1 Ay, C Ay élek esetén rendre (1,ttyx,tty, z) és (1,ttix,tt1y,0),
(1,0,ty, 2z) és (1,0,ty,0), (1, ttax,y, 2) és (1, ttax, y,0) pontok tavolsiga
adja meg a tavolsagfiiggvényt, ahol ¢ € [0, 1], tehat:
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déﬁ%}( ) = arccos (J 1 — (tthz)? — (tthy)? )

1 — (tt1x)? — (tthy)? — 22

1— (ty)?
A1 A
dgpy (t) = arccos ($ = (=22
1 — (ttax)? — y?
CAy _
dQEJ(t) = arccos <\J 1= (thy2)? — 2 — 22

Ennek a 12 tavolsigfiiggvénynek a grafikonja a [u, v, w] = [7, 3, 8] orthosz-
kém esetén:
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7. dbra. dfjL(t) Ay é(t)
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A fent meghatérozott egyvaltozés valés fiiggvényeknek a vizsgalatabdl az
alabbi kovetkezményeket vonhatjuk le, amelyek segitenek belatni, hogy mely
esetekben valésul meg fedés, és mikor nem.

1. Kovetkezmény. A tdvolsagfigguények szigorian monotonak.

2. Kovetkezmény. QA,, A1 Ay, EA; élek HLC-hez legkdzelebbi pontjai rend-
re Ag, A1, Ay pontok.

3. Kovetkezmény. LAy, A1 Ay, C Ay élek QE J-hez legkdzelebbi pontjai rend-
re Ag, Ay, A1 pontok.

4. Kovetkezmény. V¢ € [0, 1]: dy/¢(t) + dyi? (t) > d(J, H)
vt € [0, 1) dize(t) + dggy(t) > d(J. H)
vt € [0,1]: dize(t) + dgg(t) > d(J, H)

Nézziik tehat a fentiekben emlitett 6 esetet.

1. eset Ha az A A, él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra
felilletén. Ekkor az 1.,2. és 3. Kovetkezmény alapjan H; lefedi Q) As-t
és AsT-t, Hs lefedi C'Aj-et és T Aq-et, tehat egyiitt Ay As-t is lefedik.
Tekintstik a hiperszféraknak modellben megfelel ellipszoidok egyen-

leteit a 3.4 Fejezetben leirtaknak megfeleléen (a,b, ¢ ismeretlenekkel,
hogy ne keveredjenek a jelolések):

62

tanh? hy -

—1+ ax + by + cz2)?

1, 1—a2—bz—c2=( 9
sinh” hs

a4+ v+

(23)
Ugyanis HLC sik polaris pontja Ag(1,z,y,z). Most nézziik az ellip-
szoidok sikmetszeit QEA; Ay és AgAi Ay sikokkal. A sikmetszetek el-
lipszisek melyek egyenletét megkapjuk, ha az ellipszoidok egyenleteibe
els6 esetben a = 0-t helyettesitiink (hiszen QFEA;As sik éppen [y, 2]
koordinatasik), masodik esetben pedig ¢ = z-t helyettesitjiik (hiszen
Ay, Ay, Ay csticsok c-koordinataja megegyezik). Igy a QEA; Ay sikmet-
szet ellipszisek egyenletei (1dsd 12.4bra):

b2 c? 1 1_52_02:(_1+by+02)2
tanh? hy ’ sinh? hsy

(24)
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Rogzitsitk A; Ay élen azt a pontot, amelyen mindkét ellipszis athalad:
ezzel rogzitettiitk egyenleteikben a hiperszférak hi, ho magassagait, igy
b = y helyettesitéssel ki tudjuk fejezni c;, co c-koordinatakat, vagyis
hogy milyen magassagban metszik F'A;-élt. Tehat ¢y, co csak az A Ay
azon pontjatol fiigg, amely illeszkedik mindkét ellipszoid feliiletére. Ezt
a pontot egy ismeretlennel paraméterezhetjiik, igy cq,co egyvaltozos
valos fiiggvények, melyek vizsgalatandl azt kapjuk, hogy —c; > —co,
azaz 1.,2. és 3. Kovetkezmény miatt a hiperszférak lefedik EA; élt.
(lasd 12. ébra)

/ 02 \
b Er) ED EX EE) 0 02 04 08 o8

1
\_/A«

e —

12. abra. Az fég’s)—orthoszkém és a hiperszférak QF A, A, sikmetszete, a hi-
perszférak az A;As él As pontjan haladnak at, és lathatoan lefedik F A;-et.

Ugyanigy a AgA; A sikmetszet ellipszisek egyenletei (14sd 13.4bra):

22 _q 1_a2_b2_22_(—1+ax+by+22)2
tanh? hy ’ sinh? hy

a’ +b* +
(25)

Rogzitsiikk A; Ay élen azt a pontot, amelyen mindkét ellipszis athalad:
ezzel rogzitettiik egyenleteikben a hiperszférak hi, ho magassagait, igy
= Ya helyettesitéssel ki tudjuk fejezni ay, ay a-koordinatdkat, vagyis,
hogy hol metszik LAy-élt. Tehat aq,as csak az A; Ay azon pontjatol
fiigeg, amely illeszkedik mindkét ellipszoid feliiletére. Ezt a pontot egy
ismeretlennel paraméterezhetjiik, igy ai,as egyvaltozés valos fiiggvé-
nyek, melyek vizsgalatanal azt kapjuk, hogy a; > as, azaz 1.,2. és 3.
Kovetkezmény miatt a hiperszférdk lefedik LA, élt (lasd 13.abra).

Végil a 4. Kovetkezmény szerint hy + hy > d(J, H), igy a hiperszférak
lefedik ebben az esetben JH élt is.
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13. dbra. Az fég’g)—orthoszkém és a hiperszférak AgA; A, sikmetszete, a hi-
perszférak az Ay Ay él Ay pontjan haladnak at, és lathatéan lefedik L As-t.

2. eset

3. eset

Tehat ebben az esetben a hiperszférak lefedik az orthoszkém minden
élét, igy megvalésul a fedés az 1. Lemma szerint.

Ha a Q A, él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra felii-
letén. Ekkor 2. Kovetkezmény miatt hy > d(L, As), igy Ho lefedi C' Ay,
LAy és Ay A, éleket, valamint T As-t, mig Hq lefedi T'Q-t, igy egyiitt le-
fedik QQ As-t is. 4. Koévetkezmény alapjan a hiperszférak egytitt lefedik
JH élt, hiszen hy + hy > d(J,H). EA; élhez az elézéekhez hasonld-
an tekintsiik az orthoszkém és a hiperszférak (QF A, Ao sikmetszetét,
igy kapjuk (24)-egyenleteket. QQAs élen a T' pontot rogzitve rogzitjik
h1, hs magassagokat, igy b = y helyettesitéssel ki tudjuk fejezni ¢y, co
c-koordinatakat, vagyis, hogy milyen magassagban metszik FA; élt.
fgy az el6zéekhez hasonléan ¢y, ¢y egyvéltozos valds fiiggvények vizsgé-
latdanal azt kapjuk, hogy —c; > —co, azaz 1.,2. és 3. Kovetkezmények
miatt a hiperszférék lefedik EA; élt. (1asd 12. dbra)

Tehat ebben az esetben a hiperszférak lefedik az orthoszkém minden
élét, igy megvalosul a fedés az 1. Lemma szerint.

Ha a C'A; él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra fe-
liletén. Ekkor 3. Kovetkezmény miatt hy > d(C, Ay), igy H; lefedi
EA;, QAy és A1 Ay éleket, valamint T Aj-et, mig Hy lefedi TC-t, igy
egyttt lefedik C'A;-t is. 4. Kovetkezmény alapjan a hiperszférak egyiitt
lefedik J H élt, hiszen hi+hy > d(J, H). LA, élhez az el6z6ekhez hason-
l6an tekintsiik az orthoszkém és a hiperszférak AgA;As sikmetszetét,
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igy kapjuk (25)-egyenleteket. C'A; élen a T pontot rogzitve rogzitjik
hi, ho magassdgokat, igy b = “a helyettesitéssel ki tudjuk fejezni ay, ag
a-koordinatdkat, vagyis, hogy hol metszik LA, élt. Igy az eléz8ekhez
hasonldan aq, as egyvaltozés valés fiiggvények vizsgalatandl azt kapjuk,

hogy a1 > as, azaz 1.,2. és 3. Kovetkezmények miatt a hiperszférak
lefedik LA, élt. (lasd 13. &bra)

Tehat ebben az esetben a hiperszférak lefedik az orthoszkém minden
élét, igy megvalosul a fedés az 1. Lemma szerint.

Ha az EA; él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszfé-
ra feliiletén. El6zoekhez hasonléan tekintsiik az orthoszkém és a hi-
perszférak QFA;As sikmetszetét, igy kapjuk (24)-egyenleteket. Ha
H, fedi le Ay csticsot, akkor FA; élen a T pontot rogzitve rogzitjitk
hi, ho magassagokat, igy b = 0 helyettesitéssel ki tudjuk fejezni ¢y, ¢y
c-koordindtdkat, vagyis, hogy hol metszik QA élt. Igy az eléz8ekhez
hasonlbéan ¢y, ¢y egyvaltozds valos fliggvények vizsgalatandl azt kap-
juk, hogy —c; < —c9, azaz a hiperszférak nem fedik le QA, élt. Ha
H, fedi le Ay csticsot, akkor EFA; élen a T pontot rogzitve rogzitjitk
hy, hs magassagokat, igy ¢ = z helyettesitéssel ki tudjuk fejezni by, by
b-koordinatékat, vagyis, hogy hol metszik A; A, élt. Igy az el8z8ekhez
hasonléan by, by egyvaltozos valos fiiggvények vizsgalatanal azt kapjuk,
hogy by < by, azaz a hiperszférak nem fedik le A; Ay élt. (12. dbrén, ha
valamelyik ellipszist lezsugoritjuk tgy, hogy FAi-en messék egymast,
akkor vagy QQAs-t, vagy A;As-t nem fedik le.)

Tehat ebben az esetben a hiperszférak nem fedik le az orthoszkémet.

Ha az LA, él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra felii-
letén. El6z6ekhez hasonldéan tekintsiik az orthoszkém és a hiperszférak
ApA; Ay sikmetszetét, igy kapjuk (25)-egyenleteket. Ha H, fedi le A,
csucsot, akkor LAy élen a T pontot rogzitve rogzitjik hy, he magassa-
gokat, igy a = 0 helyettesitéssel ki tudjuk fejezni b1, by b-koordinatakat,
vagyis, hogy hol metszik A; A, élt. Igy az el6zéekhez hasonléan by, by
egyvaltozés valos fiiggvények vizsgalatanal azt kapjuk, hogy b; < bo,
azaz a hiperszférak nem fedik le A; A5 élt. Ha H; fedi le A; cstcsot,
akkor LAj élen a T pontot rogzitve rogzitjik hy, ho magassdgokat, igy
b = y helyettesitéssel ki tudjuk fejezni aq, as a-koordinatédkat, vagyis,
hogy hol metszik C'4; élt. Igy az eléz6ekhez hasonléan aq,as egyval-
tozds valds fliggvények vizsgalatanal azt kapjuk, hogy a; < ao, azaz a



30

hiperszférak nem fedik le C'A; élt. (13. dbran, ha valamelyik ellipszist
lezsugoritjuk gy, hogy LAs-n messék egymast, akkor vagy CA;-et,
vagy AjAs-t nem fedik le.)

Tehat ebben az esetben a hiperszférak nem fedik le az orthoszkémet.

6. eset Ha az HJ él valamely T pontja helyezkedik el mindkét hiperszféra fe-
liletén.Ha H, fedi le Ay cstcsot, akkor HJ élen a T pontot rogzitve
rogzitjuk hq, hy magassdgokat, igy (23)-egyenletekbe a = 0,b = y he-
lyettesitéssel ki tudjuk fejezni cq, co c-koordinatakat, vagyis, hogy hol
metszik az ellipszoidok EA; élt. gy az eléz8ekhez hasonléan ¢y, ¢o egy-
valtozos valds fiiggvények vizsgdlatanal azt kapjuk, hogy —c; < —co,
azaz a hiperszférak nem fedik le FA; élt. Ha H; fedi le A, cstcsot,
akkor HJ élen a T pontot rogzitve rogzitjik hy, ho magassagokat, igy
¢ = z,b = Za helyettesitéssel ki tudjuk fejezni ay, as a-koordindtakat,
vagyis, hogy hol metszik az ellipszoidok LA, élt. Igy az eléz6ekhez ha-
sonldéan ay,as egyvaltozés valos fiiggvények vizsgalatanal azt kapjuk,
hogy a; < as, azaz a hiperszférak nem fedik le LA, élt.

Tehat ebben az esetben a hiperszférak nem fedik le az orthoszkémet.

Osszefoglalva nem kapunk fedést, ha H.J, LAy, EA, élek valamely pontja
illeszkedik mindkét hiperszféra feliiletére, de fedést kapunk, ha A; A5, QAs, CA;
élek valamely pontja illeszkedik mindkét hiperszféra feliiletére.

4.2. Nem kongruens fedések

Tehat az eddigiek alapjan nem kongruens hiperszférafedés azokban az ese-
tekben valosul meg, amikor a C'A;, A1 As, vagy QQ A, élek valamely pontja il-
leszkedik midkét hiperszféra feliiletére (igy specidlisan a kongruens eseteket is
tartalmazhatjék). Jelolje ekkor A; és A rendre a QEJ és H LC hiperbolikus
haromszogeket. Ezeknek a teriiletei a Gauss-Bonnet-tétel alapjan szamolha-
tok (lasd [20)): Vola(A1) =7 — (5 =2 =), Volp(Ay) =7 — (3 - = — T)
e Legyen 7'(1,0,0,tz),t € [0,1] a QAy él egy pontja, amelyen mind-
két hiperszféra athalad. Ekkor a magassagaik: hy(t) = dgg?](t) és
ho(t) = d992,(t). Tgy (9) és (13) alapjén kiszdmithaté az orthoszkém,
illetve a fedést megvaldsito Hq, Ho hiperszféradarabok térfogata, majd
3.Definici6 szerint a fedés stiriisége.
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Igy adott u, v, w paraméterekre a fedések siirtisége csak a t-paramétertél
fliged egyvaltozos valos fliggvények, melyek valos fliggvényvizsgalataval
kapjuk a mimimalis stiriségeket, ezeket tartalmazza az alabbi tablazat:

Orthoszkém tipusa |  Omin hy ha
F 1.28943 | 0.92295 | 1.55521
FED) 1.34248 | 0.67445 | 1.35737
F5 1.54311 | 0.73337 | 1.51710
FoD 1.66605 | 0.52867 | 1.37017
FD 1.79576 | 0.77124 | 1.66724
Foh 2.00292 | 0.42347 | 1.79770
FD 2.23585 | 0.53126 | 1.87500
FY 2.60090 | 0.31440 | 2.00574
F& 2.31671 | 1.08534 | 2.14790
Fi9) 2.77700 | 0.42041 | 2.04284

Az figyelheté meg, hogy a paraméterek tovabbi novelésével a stirtiségek
is tovabb noének, igy ebben az esetben a minimalis stirliség ~ 1.28943,
amely a [3,7, 3] kovezéshez tartozik.

e Legyen T'(1,ttax,y,z),t € [0,1] a C'A; él egy pontja, amelyen mind-

két hiperszféra athalad. Ekkor a magassagaik: hy(t)

— dCA1

QEJ

(t) és

ho(t) = d554(t). Igy (9) és (13) alapjan kiszamithaté az orthoszkém,
illetve a fedést megvaldsito Hy, Ho hiperszféradarabok térfogata, majd
3.Definici6 szerint a fedés stirtisége.

Vegyiik észre, hogy az orthoszkém szimmetridja miatt ez az eset ugyan-
az, mint az el6z6, tehat mintha a QAs élen valasztanank ki T" pontot,

csak az u és w paramétereket kell megeserélni (lasd 1.4bra).

Tehat ebben az esetben is a minimalis sliriiség ~ 1.28943, amely a

(3,7, 3] kovezéshez tartozik.

e Legyen T'(1,0,ty,2),t € [0,1] az A; Ay él egy pontja, amelyen mind-

két hiperszféra athalad. Ekkor a magassiagaik: hi(t) = d

Ay Ag
QEJ

(t) és

ho(t) = di/&(t). gy (9) és (13) alapjan kiszdmithaté az orthoszkém,
illetve a fedést megvaldsité Hq, Ho hiperszféradarabok térfogata, majd
3.Definicié szerint a fedés stirtisége.
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14. bra. a) 6(CS")(t), amikor T a QAs élen van b) §(C**)(¢), amikor T a
A As élen van

fgy adott u, v, w paraméterekre a fedések stirtisége csak a t-paramétertdl
fliggd egyvaltozos valos fliggvények, melyek valos fliggvényvizsgalataval
kapjuk a mimimalis stirtiségeket, ezeket tartalmazza az alabbi tablazat:

Orthoszkém tipusa |  Omin hy ha
F) 1.38712 | 1.36405 | 1.36405
F&9 1.45345 | 1.15039 | 1.15039
F5D 1.36411 | 1.16974 | 1.16974
FPo) 1.41055 | 1.29237 | 0.85103
FHD) 1.31751 | 1.19095 | 1.19095
F9) 1.34255 | 1.26048 | 0.95234
FED) 1.34255 | 0.95234 | 1.26048
FH0 1.35938 | 1.01481 | 1.01481
F 1.26829 | 1.49903 | 1.49903
FES 1.28228 | 1.53709 | 1.22995

Lathatd, hogy a szimmetrikus esetekben, tehat amikor © = w, akkor a
minimalis stirliség éppen a kongruens esetben valésul meg. Tovabba az
figyelheté meg, hogy a paraméterek tovabbi ndvelésével a stirtiségek is
tovabb nének, igy ebben az esetben a minimalis stirtiség nem kongruens
fedést nézve ~ 1.28228, amely a [7, 3, 8] kovezéshez tartozik.
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Tehat a kapott eredmények alapjan az alabbi tételt mondhatjuk ki:

2. Tétel. A H? hiperbolikus térben a kétszeresen csonkolt Cozeter orthoszké-
mekhez tartozo nem kongruens hiperszférafedések koziil C§3’8) fedési elrendezés
adja a legkisebb striiségi fedést ~ 1.28228-as striséggel.

Vizsgalhatjuk tovabba a nem kongruens fedést abban az esetben is, ha
F37) esetén az u paramétert is valtoztatjuk 6 < u < 7,u € R tartomanyban.
Ekkor azonban nem teljesiil a lapszogekre vonatkozo feltétel, igy a generalt
szimmetriacsoportot az orthoszkémre alkalmazva, annak képei nem toltik ki
a hiperbolikus teret. A kordbban levezetett szamitasok ekkor ugyanigy mi-
kodnek a stirtiségre kétvaltozos valds fliggvényt kapunk, melynek numerikus
szamitasokkal meghatarozhatjuk a szélsoértékeit, és az alabbi tételt mond-

hatjuk ki:

3. Tétel. A H? hiperbolikus térben C>7, (6 < u < 7,u € R) nem kongruens
fedési stiriiség minimumadt u =~ 6.45953 esetén éri el = 1.26454-es siriséggel,
amely kisebb, mint a FEJES TOTH LASzZLO, BOROCZKY KAROLY nevéhez
tartozo, ~ 1.280-as striséqi fedés, azonban az ehhez tartozo hiperszférafedés
nem terjesztheto ki a teljes hiperbolikus térre.

4.3. Kongruens fedések

Ebben az esetben a Q Ay, C' Ay, A1 As élek azon pontjait keressiik, amelyekre
a HLC-t6l és QE J-t0l vett tavolsagfiiggvények megegyeznek. Ahogy a nem
kongruens esetben lattuk az u,v,w paraméterek novelésével né a fedés sii-
riisége, ezért az optimalis fedés megtaldlasahoz csak a korabbiakban vizsgalt
eseteket nézziik itt is. Ekkor az orthoszkémek éleit kiszamitva (lasd 4.fejezet
eleje) azt kapjuk, hogy d(Q, Ay) < d(L, As) és d(C, Ay) < d(E, Ay). Igy ha
a QA; vagy C'A; élek valamely pontja illeszkedik mindkét hiperszféra feliile-
tére, akkor hy < hg vagy he < hy adddik, tehat ezekben az esetkben a fedés
nem lehet kongruens.

Tehat optimaélis stirtiségii kongruens fedés akkor valésulhat meg, ha A; A,
élek valamely pontja illeszkedik mindkét hiperszféra feliiletére. Ezt a pontot
a dyia(t) = dglE’L}f (t) egyenlet megolddsabdl kapjuk meg, amibél hy = hy
magassag is megkaphatd. Majd pedig a fedést megvaldsité hiperszféra da-
rabok, és a strliség ugyaniugy szamithato, mint a nem kongruens esetben.
Tekintsiik tehat a stirtiségeket:
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Orthoszkém tipusa Smin hy ha
F 1.38712 | 1.36405 | 1.36405
F&d 1.45345 | 1.15039 | 1.15039
Fod) 1.36411 | 1.16974 | 1.16974
FoD 1.45714 | 0.99583 | 0.99583
FiL9 1.31751 | 1.19095 | 1.19095
FL8 1.45345 | 1.13375 | 1.13375
FE® 1.45345 | 1.13375 | 1.13375
FLo 1.35938 | 1.01481 | 1.01481
F0 1.26829 | 1.49903 | 1.49903
FBY 1.36586 | 1.39916 | 1.39916

A [33]-beli eredményeket a most kiszdmoltakkal kiegészitve az alabbi tétel
foglalja Gssze:

4. Tétel. A H? hiperbolikus térben a kétszeresen csonkolt Cozeter orthosz-
kémekhez tartozo kongruens hiperszférafedések koziil C§3’7) fedési elrendezés
adja a legkisebb siriségi fedést ~ 1.26829-as striséggel, ez egyben a kétsze-
resen csonkolt Coxeter orthoszkémekhez tartozo hiperszférafedések kozil is a
legkisebb, és kisebb mint a H? hiperbolikus térben eddig ismert legkisebb fedési
striség.

15. abra.
]-“7(3’7) orthoszkém ~ 1.26829-es stirtiséget produkdld hiperszférafedése
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