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1. Bevezetés

A diszkrét geometria egyik fontos kérdése a kongruens gémbok optimalis
strtiségl kitoltéseinek és fedéseinek vizsgalata konstans gorbiiletii terekben.
Az euklideszi eset a leginkdbb ismert, itt az egyik legjelentésebb eredmény a
hires Kepler-sejtésnek [26], HILBERT 18. probléméjanak megoldédsa, amelyre
THOMAS HALES adott szamitogéppel tamogatott bizonyitast az ezredforulén
[16]. Ez a bizonyitds FEJES TOTH LAszLO 1950-es évekbeli gondolatain
alapul [12]. A hiperbolikus esetben, mar jéval tobb a nyitott kérdés.

A hiperbolikus terek vizsgdlata egyik elsé megalkotéja BOLYAI JANOS
személye miatt is klasszikus magyar téménak szamit (lasd [2]) és ebben a
témakorben FEJES TOTH L. munkéssdgdn és az 4ltala alapitott iskolédn ke-
resztiil szdmtalan nagyon fontos eredmény sziiletett (a teljesség igény nélkiil
itt csak FEJES TOTH GABOR [13, 14], id. és ifj. BOROCzKY KAROLY
[5, 6, 7, 8, 9], HEPPES ALADAR [17], HORVATH JENG, TEMESVARI AGo-
TA [18], BEZDEK KAROLY [1], MOLNAR EMIL [34] nevét emlitjiik). Erdekes
és sok vonatkozasaban ma is nyitott problémakat tartalmazé kérdés a hiper-
bolikus terekben a kongruens és nem kongruens géombok optimalis stirtiségii
kitoltéseinek és fedéseinek a vizsgalata. A hiperbolikus térben a gdmboknek
harom tipusa létezik: klasszikus gomb, horoszféra és hipeszféra, melyekbdl
utobbi ketté nem kompakt "gomb". Tovabba hiperbolikus terekben az elhe-
lyezés és fedés stirliségének definidlasa is donto jelentéségii, kritikus fogalom,
ahogy BOROCZKY KAROLY [5] [6] {rdsaiban példdkon keresztiil bemutatja.
A leginkabb elfogadott stirtiség-definidlas a gombok lokalis stirtiségét tekinti
a Dirichlet-Voronoi cellaikra vonatkozdan, mi is ezen lokalis stirtiségfogalmat
és annak kiterjesztését fogjuk hasznalni.

A téma aktualitasat jelzi, hogy n-dimenziéban (n > 3) még az sem tisz-
tazott, hogy a legsiirtibb klasszikus gombaokkel torténé gombelhelyezés mikor
valésul meg (lasd [34]). A klasszikus gombelhelyezésekre vonatkozdéan BO-
ROCZKY KAROLY (lasd [8], [7]) bizonyitotta, hogy az n-dimenziés konstans
gorbiiletli térben r sugari gombokkel torténd pakolas esetén a pakoléds loka-
lis stirtisége a gobmbok Dirichlet-Voronoi cellaira vonatkozéan nem haladhatja
meg az (n+ 1) darab egymast paronként érint6 r sugaré gomb kozéppontjaik
altal kifeszitett szimplexre vonatkozé stlirtiségét. Az ennek megfelel6 legna-
gyobb sfirliségii elrendezés H3-ben megvaldsul, de nem klasszikus értelemben
vett gombokkel, hanem horoszférakkal és ~ 0.85328 stirtiséggel. Ez a stirliség
teljesen asszimptotikus Coxeter kovezésekhez kapcsoldodd horoszféra pakola-
sokkal tobbféleképpen is megvalosihaté (lasd [27]). Magasabb dimenzi6kban



n = 4,...,9 is érdekes és nagy stirtiségli eredmények sziilettek, amelyek a
[28, 30, 31] munkakban olvashaték. A témavezetdm megmutatta, hogy n > 4
dimenzidkban teljesen asszimptotikus szimplexekre vonatkoz6 lokalisan op-
timalis horoszféra pakolas slirtisége meghaladja a megfelel6 Boroczky-féle
sejtett felsé hatart, példdul H* ben a teljesen asszimptotikus szimplexekre
vonatkozé lokalisan optimélis horoszféra pakolds siirtisége ~ 0.77038 (lasd
[38, 39]), de ez nem terjeszthetd ki a teljes hiperbolikus térre. Klasszikus
gombokkel torténo elhelyezések esetén az eddig ismert legnagyobb siirliség
[34] cikkben leirt ~ 0.77147. Maésik alapkérdés, hogy a ,nem azonos tipu-
su” horoszférakitoltések és fedések esetén adott dimenzidoban milyen lesz az
optimalis gombelrendezés (lasd [38]).

A hiperszféra elhelyezésekrdl és fedésekrol még kevesebb eredmény sziile-
tett. A hiperbolikus sikon VERMES 1. [52] igazolta, hogy a hiperszféra pako-
lasokra vonatkozo felsé hatar %, valamint [55] cikkében megmutatta, hogy a
hiperbolikus sikban a legritkabb fedés stirtisége tetszolegesen megkozelitheti
a korokre illetve horociklusokra vonatkozo stirtiségértéket.

Bizonyos kovezésekhez kapcsoldodd hiperszféra fedések vizsgalata talalha-
t6 a témavezetd cikkeiben (n = 3,4,5) dimenziéban a [41], [42] munkéakban,
valamint szabélyos hiperbolikus csonkolt szimplexekkel valo kévezésekhez ha-
tarozza meg az optimédlis hiperszféra konfigurdciot, [49], [44] cikkeiben. A
témavezetém [43] cikkében meghatarozza a hdromdimenziés telitett hiper-
szférakitoltéseknek egy fels6 korlatjat ~ 0.86338.

Tovabbi eredményei kongruens és nem-kongruens hiperszférakkal valo
pakoldsokra H3-ben: [50]-ben kocka- és oktaéder alapu kovezésekre vonat-
koz6 nem kongruens esetben =~ 0.84931 stirtiségii. [51]-ben csonkolt Co-
xeter orthoszkém alapi koévezésekre vonatkozd esetben ~ 0.81335 stirlisé-
gl az optimalis elrendezés. Tobb esetben talalt lokalisan olyan hiperszfé-
ra elrendezést, amelyeknek stirisége meghaladja az elhelyezésekre vonatkozo
klasszikus- gdmb és horoszférakra vonatkozé Bordczky-Florian féle fels6 sii-
riiséghatart.

A hiperszférafedésekrol még kevesebbet tudunk, itt szintén (n > 3) ese-
tén nyitott az optimélis konfiguracidk kérdése. A hiperbolikus sikon (n = 2)
VERMES I. [53] bizonyitotta, hogy a hiperszféra vagy horoszféra fedésekre vo-
natkozé also korlat @, de magasabb dimenziéban nincs hasonlé eredmény
a legkisebb slirliségii fedésre. (Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus sikon a
legritkabb fedés ugyanilyen stirtiséggel realizalodik, ha horoszférakat haszna-
lunk.) A témavezetd [34] cikkében a klasszikus gombokkel torténé fedéshez



~ 1.368931-as stirliségli konfiguraciét ad meg. A témavezets [44] cikkében
a 3-, 4- és 5-dimenziés Coxeter kovezésekhez hatarozza meg a legritkabb hi-
perszféra fedéseket. FEJES TOTH L. [12] korszakos munkéjdban talalhato
~~ 1.280-as sfirliségli horoszféra fedés leirdsa, amely a [6, 3, 3] parkettazdshoz
kapcsolododik.

Jelen dolgozatban az .n. hip-hor fedések témakorét vizsgaljuk, amely
soran az elhelyezések és fedések egyarant tartalmazhatnak hiperszférakat és
horoszférakat. Ezt a problémat a témavezetd elhelyezésekkel kapcsolatban
2- és 3-dimenzios hiperbolikus terekben bizonyos Coxeter kovezések esetében
megoldotta a [48] munkajaban. A hiperboliks sikon az elhelyezés siiriisége
tetszolegesen megkozeliti a % fels6 hatart, H3-ban pedig az optimalis elrende-
zés a [7,3, 6] kovezéshez kacsolodik ~ 0.83267-es stiriiséggel, illetve lokdlisan
optimélis &~ 0.85397 sfirtiség is elérhetd [p,3,6] (6 < p < 7,p € R) kovezés
esetén.

Ebben a dolgozatban ugyanezekhez a Coxeter kovezésekhez kapcsolédoan
vizsgaljuk a fedési kérdést. Megadjuk azokat a horoszféra illetve hiperszféra
elrendezéseket 2- és 3-dimenzids hiperbolikus térben, amelyek a tér végtelen
csuccesal rendelkezd, egyszeresen csonkolt orthoszkémek Coxeter kovezései-
hez kapcsoldododan, a legritkabb hip-hor fedéseket eredményeznek, valamint
megadjuk ezek stirtiségét.

Python programozasi nyelvet hasznalva megmutatjuk, hogy a hiperbolikus
sikon (n = 2) a fent emlitett hip-hor fedések sirisége tetszélegesen megko-
zeliti a hiperszféra vagy horoszféra fedésekre vonatkozo also korldtot, illetve
a hiperbolikus térben (n = 3) az optimdlis elrendezés a [7,3,6] Coxeter ko-
vezéshez kapcsolodik, ~ 1.27297-es siriséggel, amely kisebb mint a FEJES
TOTH L. és ID. BOROCzZKY K. dltal meghatdrozott eddig ismert legkisebb
striség. Tovabba vizsgaljuk a [p,3,6] (6 < p < 7,p € R) Coxeter kovezéshez
kapcsolddé lokdlisan realizaldodd hip-hor fedést, amely a minimumat a p pa-
raméter ~ 6.45962 értékére veszi fel, ~ 1.26885-0s stirtiséggel, azonban ezen
lokalisan optimaélis fedéshez tartozéd parkettazas nem terjesztheto ki a teljes
hiperbolikus térre.

Fébb eredményeinket a sikbeli esetben 2. és 3. Tételben, térbeli esetben
4. és 5. Tételben foglaltuk 6ssze.



2. A hiperbolikus tér projektiv modellje

Szamitasainkhoz a H" tér E. BELTRAMI, A. CAYLEY és F. C. KLEIN ne-
véhez kothetd jol ismert projektiv modelljét haszndljuk. A modellt a Eb™,
(1,n) szignattiraval rendelkezé Lorentz térben értelmezziik, azaz tekintsiik a
Vo+l valés vektorteret a

(x,y) = —xoyo + :clyl + ..+ x™y" (1)

(1,n) szignatiraju bilinedris forma megadéasaval. Tovdbba x = (29, ...,2") €

Vol és y = (10, ..., y") € V™ nemnulla vektorokra az aldbbi ekvivalen-
ciarelacionak megfeleléen egy valds ¢ nem zérd szorzd erejéig egyértelmiien
meghataroznak egy pontot a P"(R) valds projektiv térben:

x~y<4+—dceR\{0}:y=c-x (2)

~-al vett faktorizdldas a P*(V*1 V.1, (;)) n-dimenzids valés projektiv
metrikus teret indukdlja. A H"™ n-dimenziés tér pontjait a modellben a
P (V™1 V, 1) projektiv térnek a

Q ={x] e P"[{x, x) = 0} = OH" (3)

kvadratikus forma altal "meghatarozott tartomany" belsé pontjai tartoznak.
Ekkor H™ modellezhet6, mint a () kip-komponens belseje.

A tér "valos" pontjait azon bels6 x € H" pontok alkotjik, amelyekre
(x, x) < 0. A Q@ pontjai OH" a projektiv térben P™ az abszolut alakzatot
hatdrozzak meg, amely a H' végtelen tévoli pontjait tartalmazza. Azon
pontok, amelyekre ( y, y) > 0 a modellen kiviil taldlhatok és a H" kiilsé
pontjainak nevezziik. Legyen P [x] € P", ekkor R[y] € P" pontot a P [x]-
hez a (Q-ra vonatkoztatva konjugdltnak mondjuk, ha (x,y) = 0 teljestil. Azon
pontok halmaza, amelyek konjugéltak valamely P [x] € P™ ponthoz, a pont
polar sikjat alkotjak: pol(P) = {[y] € P"| (x;y) = 0}. Igy a Q bilinearis
forma (3) egy a bijektiv megfeleltetést (linedris polaritdst) (V™ — V.4)
hataroz meg P" pontjai és hipersikjai kozott. A P" egyenesei jellemezhetok
mint a V"1 2-alterei vagy mint az (n — 1)-alterei a V,,,; formatérnek (lasd
[36]). Ekkor P [x] pont illeszkedik « [a] hipersikra, ha (x,a) = 0 teljesiil.
(x € V** I\ {0},a € Vinia \ {0}).



Igy a @ abszolit alakzat metszete az 2™ = 1 hipersikkal, éppen a mér
emlitett Beltrami-Cayley-Klein modellt adja. A hiperbolikus tér axiémainak
ellenorzésével lathatjuk, hogy a megadott struktira valéban a hiperbolikus
teret adja meg.

A fent leirt projektiv modellben értelmezziik a tavolsagot, a definialt ska-
laris szorzasnak megfeleléen. Ebbol megadhaté a hiperbolikus tavolsag ebben
a modellben. Tehéat x,y € H" pontok tavolsaga

(x,x) (y,y)

Eoo—xy) + o/ (xy) -
d(x,y) = ~In
U oy = ooy — o) )

, (4)

—~

amely a Beltrami-Cayley-Klein modellben értelmezett kettosviszonyon ala-
puld definiciébél jon. H' metszetgorbiilete % = —k?, innen k = \/% eR
metrikus konstans, amelyrdl a tovabbiakban feltessziik, hogy k£ = 1. A ta-
volsagképlet a kovetkezo szerint irhato at:

— <X7 Y> (5)

coshd(x,y) =
) = T )

A hiperbolikus tér projektiv modelljének részletes leirdasa megtalalhato:
[15],[36]

3. Coxeter kovezések és fedéseik

A H" n-dimenziés hiperbolikus tér kovezéseinek egy karakterizacidja ifj. Bo-
roczky Kéroly [4] ésszefoglalé cikkében lathaté az alabbiak szerint: konvex
poliéderek egy T csaladja H"™-beli kovezés, ha:

— T elemei lefedik H"-t,
— barmely kompakt halmazt T-nek csak véges sok eleme metsz,
— T béarmely két elemének metszete (0 < k < n)-dimenziés kozos lap.

[lyen kovezések tobbféle modon generalhatok, jelen irasban olyan periddi-
kus kovezéseket tekintiink, amelyek alaptartomanyai egyszeresen csonkolt
Coxeter-orthoszkémek.



3.1. Coxeter orthoszkémek

1. Definicié. A H" (2 < n € N) térben S(klasszikus) orthoszkém olyan
H° ... ,H" (n + 1) hipersikkal hatdrolt szimplex (ldsd [3, 24]), amelyre
H'1 H7, teljesiil, hacsak j # i —1,1,i+ 1.

2. Definicié. A H" térben a d-ed rendd, vagy d-szer csonkolt ((0 < d < 2)
dltaldnositott) orthoszkém egy n+d+1 hipersikkal hatdrolt HO, H*, ... H"™d
politép amelyben H' 1 H’ minden j # i — 1, i, i + 1 esetén, (d = 2-hoz
tartozd, indexeket modulo n + 3 tekintjik).

A klasszikus (d = 0) orthoszkémek esetében az A; (n > 2) csicsokkal
szemkozti hipersikokat jelolje H® (0 < i < n), tovdbba az S orthoszkémnek
jelolje o a H' és HY sikjainak a szogét: o/ =%, if 0<i<j—1<n.A
maradék n lapszogét ot (0 < i <mn—1) az S orthoszkém lényeges szoge-
inek nevezziik (lasd 1. abra) A d-foki Coxeter orthoszkémek geometriailag

a kovetkezoképpen irhatok le:

— d = 0 esetben megegyeznek a SCHLAFLI altal meghatarozott klasszikus
orthoszkémekkel (1. Definicid). Jellemz6jik, hogy megadhaté csicsa-
iknak AgA;...A, sorozata, hogy Vi € {0,...,n — 3} A;A;1 él merbleges
Aii9A; 3 élre. Ekkor a sorozat elsd és utolsd cstucsat Ag-t és A,-et
az orthoszkém principalis cstcsainak nevezziik. Ebben az esetben az
orthoszkém valamennyi csticsa a hiperbolikus tér "valos' belsé pontja
vagy hatarpontja.

— d =1 esetben az orthoszkém A, principalis cstuicsa a () abszolut alak-
zaton kiviil esik, tehat a hiperbolikus tér "kiilsé" pontja. Ekkor ezt a
cstcsot lecsonkoljuk a pol(A,) polar sikjaval, és az igy keletkezé tes-
tet vizsgaljuk (lasd 1. dbra). Ebben az esetben egyszeresen csonkolt
orthoszkémnek nevezziik, A, kiilsé cstccsal.

— d = 2 esetben az orthoszkém mindkét Ag, A, principdlis csicsa a hi-
perbolikus tér "kiils6" pontja, tehat a ) abszolut alakzaton kiviil esik,
igy ekkor ezeket a csticsokat a pol(Ag) és pol(A,,) polar sikokkal lecson-
koljuk. A keletkezd csonkolt szimplexet nevezziik kétszeresen cson-
kolt orthoszkémnek. Ebben az esetben két részesetet kiilonboztetiink
meg attol fiiggden, hogy az AgA, egyenesének van-e a hiperbolikus
térrel kozos pontja vagy nincs. Példaul, a hdromdimenzios hiperboli-
kus térben, a Lambert kocka nevezetes kovezését szarmaztathatjuk, ha



ApAs N = () és tovabbi szogfeltételek teljesiilnek. Pl az Ao, As-al
szemkozti pol(Ag) és pol(As) csonkol6 polar sikok (lapok) szoge is a 7
egész (>1) hanyada.
Altalanosan a Coxeter-orthoszkémeket H.-C. Im HOF [22] frdsdban oszté-
lyozta. Bebizonyitotta, hogy csak < 9 dimenzidkban léteznek és teljes felso-
rolasukat adta. Ebbdl az osztdlyozasbdl szarmazik, hogy d = 1-fokti Coxeter
orthoszkémek csak 2-; 3- és 5-dimenzids hiperbolikus térben léteznek.

B[

b)

1. dbra. a) 3-dimenzi6s d = 1-foku Coxeter orthoszkém (egyszeresen csonkolt
orthoszkém) Aj kiilsé csuicesal. Az orthoszkémet m = pol(As) polar sikkal
csonkoltuk. b) Egyszeresen csonkolt orthoszkém m-re tiikkrozve.

3.2. Coxeter orthoszkémek altal generalt szimmetria-
csoport

Masik lehetséges jellemzése a kovezéseknek a szimmetriacsoportjuk segitségé-
vel torténhet, ilyenkor a kovezést periédikusnak is nevezziik. A kovezés perio-
dikus, ha létezik olyan konvex poliéder, melynek szimmetriacsoport szerinti
képei a tér egy kovezését adjak, ekkor ezt a poliédert a kovezés alaptarto-
manyanak nevezzik. Ha T jeloli a kovezést, akkor jeloljik a szimmetriacso-
portjat SymT-vel.

1. Megjegyzés. BOROCZKY K. konstrudlt a hiperbolikus sikon konvex sok-
sz06q egybevdgo példanyaival kovezést, amely nem periodikus és bizonyitot-
ta, hogy ilyen kovezés periddikus médon nem lehetséges [5]. Késébb hasonlo
konstrukciok sziilettek magasabb dimenzidban is [35].
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{r1, ..., } generdtor elemekkel és definiald relaciékkal az aldbbi médon lehet
megadni:

G = (r1,....ma|(rir;)™ = 1), (6)

ahol m;; = 1 és m;; > 2, ha i # j, illetve ha m;; = oo, akkor az (r;, ;)
parhoz nem tartozik definial6 relacio.

A G Coxeter csoport Coxeter-matrixan azt az n x n-es szimmetrikus M
matrixot értjiik, amelynek sorai és oszlopai r;-kkel vannak indexelve és ij-edik
eleme: M;; = m;;. Ehhez kapcsoloédik a csoport C' Schlidfli-matrixa, amely
M-el megyegyez6 méretii, sorai és oszlopai ugyanigy vannak indexelve, és
ij-edik eleme: Cj; = — cos A;J G Coxeter-Schlafli grafjan azt a cimkézett
grafot értjik, amelynek cstcsai {rq,...,r,} elemei, két cstcs pontosan akkor
van Osszekotve, ha m;; > 2, illetve egy €l pontosan akkor van megcimkézve
my;-vel, ha az legaldbb 4.

Jelen irasban a d = 1 fokt Coxeter orthoszkémekkel foglalkozunk, ahol
Ap principialis cstics végtelen tavoli pont, a () abszolut alakzaton helyezkedik
el. (H"-ben egy ilyen S orthoszkém csucsai Ag, Ay, ..., An_1, Py, P1, ..., P71,
ahol Fy Py, ..., P,—1 a lecsonkolt A, cstics 7 polar sikjan fekszenek, lasd 1.
abra n = 3 esetben.) Ekkor észrevehetjiik, hogy a korabban geometriailag
leirt egyszeresen csonkolt Coxeter orthoszkémnek oldallapjaira valo titkrozé-
sei, Coxeter csoport generatorrendszerét alkotjak. Tekintsiink tehat olyan
periédikus T~ kovezéseket H' (n = 2)-ben, ahol a Sym7T szimmetriacsoport-
nak egy d-rendii altalanositott orthoszkém az alaptartomanya, és a csoportot
az orthoszkém (n — 1)-dimenzi6s hiperlapjaira vonatkozo tiikkrozések generdl-
jék (csonkolt esetben a csonkol6 lapra is titkréziink). A ' (n = 2) térben
szimplexekkel csak akkor tudunk hipersik tikrozésekkel kovezést generalni,
ha minden egyes lapszoge a 7 egész szamu hanyada (pl. a hiperbolikus si-
kon a "zéro szoget" is megengedhetjitk (azaz a oo-vel val6 osztast) bizonyos
"elég kényes" és itt nem részletezett feltételekkel). Ez alapjan egy egysze-
resen csonkolt Coxeter orthoszkém altal generalt szimmetriacsoport elemeit
az orthoszkémre alkalmazva, képei atfedés nélkiil kitoltik az n-dimenzids hi-
perbolikus teret pontosan akkor, ha lapjai altal bezart szogek 7 egész szamu
hanyadosai, és ekkor periodikus kévezés alaptartomanyaként H" 7T parketta-
zasat adjék.

Igy a Coxeter csoportokra értelmezett méatrixokat és grafot orthoszké-
mekre is értelmezhetjiik. Egy 4ltaldnositott S C H" Coxeter orthoszkémet
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sulyozott grafjaval (Coxeter-Schléfli szimbélumaval) jellemezhetjik. Ebben
a csucsok a szimplex hipersikjait jelolik és két cstcsot 0sszekotd éléhez a k;
sulyt rendeljik ha a hipersikok lapszoge ;=. Formalisan a grafban k; — 2
vonallal kotiink 0ssze két csticsot ha k; = 3, 4 és egy vonallal | de k; sullyal
megjelolve k; > 5 esetében. Ha két sik merdleges egymaésra, akor nem kotjik
Ossze a megfelel6 csicsokat. Ha S két hatarolo hipersikja parhuzamos, akkor
megfelel6 suly co. Ha a két hipersik ultraparallel akkor a grafban pontozott
vonallal jeloljuk (lasd 2. &bra). A [ki,...,k,_1,k,] rendezett halmazt a S
orthoszkém altal generdlt T kévezés Cozeter-Schlifli szimboluménak nevez-
zik.

1

G :
”:3 O‘————C)——L}————O q:w
. . [p.6,3], p= 4
B P« ! .
n=3 O ® A O O-—--- O /p3.6],p27 PEN
[p44].pz35
5
n=5 O O O— O O----- O

2. abra. d = 1-foku Coxeter kovezések Coxeter-Schlafli grafjai

A szimb6lumokhoz hozzarendelhetd egy (n+1) x (n+1) szimmetrikus (c¥)
Cozeter-Schlifli mdtriz, ahol ¢ # j € {0,1,2,...,n}, ¢¥ egyenld — cos ot
Példaul, az 5-dimenziés hiperbolikus térben H® ha a stlyokra k; = p, ky =
q, ks =1 ky = s, ks =t akkor:

1 — cos% 0 0 0 0
— cos % 1 — cos g 0 0 0
(Cz‘j) : 0 — Cos % 1 —cos © 0 0 (7)
0 0 —cos ™ 1 —cos % 0
0 0 0 —cos % 1 —cos %
0 0 0 0 —cos ¥ 1

Ahogy mar emlitettiik IMm HOF [21] eredményét, egyszeresen csonkolt or-
thoszkémek csak 2-; 3- és b-dimenzios hiperbolikus térben 1éteznek. Coxeter-
Schléfli grafjaik, illetve a hozzajuk tartozé Coxeter-Schléfli szimbolumok a 2.
abran lathatoak. Ezen parkettédzasok kapjak a fészerepet jelen dolgozatban.
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2. Megjegyzés. Az dllandd gorbiileti terekben a Coxeter csoportok illet-
ve a Cozeter szimplexek fontos szerepet jatszanak. A szférikus és euklideszi
Coxeter szimplexeket H. S. M. COXETER osztdlyozta [10] cikkében.

A hiperbolikus terekben véges vagy végtelen csicsi Coxeter szimplexek os-
talyozasat és teljes felsoroldisit H. S. M. COXETER és G. J. WHITROW
[11], F. LANNER [33], J.-L. KOszUL és M. CHEIN végezték el. Ilyen tipusi
Cozeter szimplexek < 9 dimenzidig léteznek.

Ha megengediink kilso csiucsokat is, akkor magasabb dimenzioban is tald-
lunk Cozeter szimplexeket, de teljes osztdlyozds nincs.

3.3. Coxeter orthoszkémek térfogata

e A H? hiperbolikus térben:
A hiperbolikus sikon az egyszeresen csonkolt orthoszkém egy Lambert-
féle négyszog, melynek harom szoge derékszog, illetve a negyedik szoge
hegyesszog. Esetlinkben ez a negyedik cstics a végtelenben van, vagy-
is ezen csucshoz tartozo szog 0. A négyszog teriilete a hiperbolikus
haromszogek jol ismert teriiletképlete alapjan szamolhaté (lasd [19]):

Vola(8) = 3 (8)
e A H? hiperbolikus térben:
Ekkor a vizsgalt poliéder AgA; A PyPi Py egy egyszeresen csonkolt or-
thoszkém Aj kiils6 cstcesal (1asd 1.4bra), melynek térfogata R. KEL-
LERHALS alabbi tétele alapjan szdmolhaté [23]:

1. Tétel. A hdarom dimenzics S hiperbolikus orthoszkém térfogata (a
Lambert kocka kivételével) kifejezhetd a lapok hajldsszdgeivel agr, oz, aiag,
(0 < ay < F) (1.dbra) a kévetkezd formula szerint:

Vol (S) = i{ﬁ(agl +6) — Lloo — 6) + L5 +an — 0)+
+L(G — 2 = 0) + Llozs +6) = Llams —0) +2L(5 = 0)}, ()

ahol 0 € [0, ) az aldbbi formula szerint van definidlva:

\/C082 12 — SiIl2 (6701 SiIl2 Qo3

tan(f) =

COS (¥g1 COS Qa3
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és ahol L(x) := — flog |2sint|dt a Lobachevsky fiigguényt jeloli.
0

s s ‘7. _ T _ _ ™
Tpqr PaTkettdzasndl: op = by 2 =7, Qa3 =T.

3.4. Horo-és hiperszférak

Az n-dimenziés hiperbolikus térben a gomboknek 3 fajtdja létezik: a klasszi-
kus gomb, a horoszféra és a hiperszféra, melyek koziil az utobbi ketto "vég-
telen sugara" géomb. A hiperbolikus tér fedését itt horo- és hiperszférakkal
valositjuk meg tgy, hogy a gomboket a H™ tér egy fent leirt kovezéséhez
rendeljik. Tehat a kovezés alaptartomanyat, az egyszeresen csonkolt or-
thoszkémet lefedjiik horo- és hiperszférakkal, majd az orthoszkém képeinek
megfelel6en a gombok a tér fedését adjak. Ehhez tekintsiik a horo- és hiper-
szférak adatait:

e A horoszféra H"-ben (n > 2) egy n-dimenzids végtelen sugari gomb,

melynek kozéppontja idealis pont OH"-en. Ezzel ekvivalens megfogal-
mazas, hogy a horoszféra egy (n—1)-dimenzids feliilet, amely meréleges
parhuzamos egyenesek egy seregére, amelyek kozos végtelen tavoli pont-
ja a horoszféra kozéppontja.
Tekintsiik a méar emlitett Beltrami-Cayley-Klein gobmbmodellt, amely-
nek kozéppontja O(1,0,...,0). Ekkor a horoszféra kozéppontja legyen
To(1,0, ..., 1), illetve menjen at S(1,0,...,s) (|s| < 1) ponton. Igy a
horoszféra Descartes-koordindtarendszerbeli egyenlete (hy, ..., h, valto-
zokkal) megkaphat6 az abszolit gémb (x,x) = 0, illetve az abszolut
gdmbot Tp-ban érintd z° — 2" = 0 hipersik egyenletébdl (lasd [47]):

2(x0th2) 4 (hy— =)
<1’_13 z)+ <(1_$)22) —1. (10)

A térfogat felirdsdhoz BOLYAI JANOS 19. szdzadbdl szérmazé ered-
ményeit hasznalhatjuk. A horoszféra felilletén 16v6 L(x) geodetikus
hiperbolikus hossza megkaphaté a hozza tartozé x hir hosszabdl:

L(z) = 2sinh (g) (11)

A horoszféra feliilet bels6 geometridja euklideszi, igy a rajta 16v6 (n—1)-
dimenzids A poliéder A térfogata E"~1-ben szdmolhat6. A horoszféra
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azon H(A) darabjanak térfogata, amelyet a felilleten 1év6 A poliéder
és kozéppontja hataroz meg, a kovetkezdképpen kapjuk:

Vol(H(A)) = —— A, (12)

n—1

e A hiperszféra felillete H"-ben (n > 2) egy méasodrendi feliilet, amely
allando tavolsagra van egy hipersiktol, az altala meghatarozott mindkét
féltérben. Az n-dimenziés 'fél-hiperszférat", amely h tavolsagra van
a 7 hipersiktél, jeloljitk H"-el (a modellben h-nak megfeleld tavolsdg
tanh h). A fenti modellben felirhaté H" egyenlete (tegyiik fel, hogy =
az z" = 0 sik) (lasd [15]):

n—1 ) h2
Z hi + talrﬂ;12 h =1 (13)
i=1

Legyen A,,_; (n—1)-dimenzi6s poliéder a 7 hipersikon. Legyen H" (A, 1)
a hiperszféra azon korlatos darabja amelyet 7, a hiperszféra feliilet, il-
letve a m-re merdleges A,,_1 (n — 2)-dimenzi6s hiperlapjait tartalmazo
(n — 1)-dimenziés hipersikok hatdrolnak. H"(A,_1) térfogata, szin-
tén BoLyAl JANOSTOL szédrmazé osszefiiggéssel szamolhat6 (n = 2,3
dimenziékban):

Voly(HA(AL)) = Voli(A;) sinh (h), (14)

Vols(Hi(As)) = iVolg(Ag) [sinh (2h) + 2h] . (15)

A horo- és hiperszférak modellbeli egyenleteibdl lathatjuk, hogy ezen alak-
zatok megfelel6i a gdbmbmodellben ellipszoidok lesznek, illetve ellipszisek a
sikon.

4. Hip-hor gombfedések a hiperbolikus sikon

Tekintsiik a modelliinkben a 2-dimenzids Coxeter orthoszkémet, azaz a AqgA1 Ay
derékszogii haromszoget: Ag(1,0,1), A1(1,0,0), As(1, %, 0). Itt a korabbiak-
nak megfelel6en Ag idealis csiics, A;-nél derékszog van, A, pedig az abszolut
alakzaton kiviilre esik, tehat 0 < a < 1 valds szam.
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Ekkor azon pontok alkotjak A, 7 polar sikjat, melyeknek masodik ko-
ordindtaja a, tehat a polar egyenes: wu( ,—é,O)T. Ha ezzel lecsonkoljuk
As-t, akkor éppen az F, Lambert-féle négyszoget kapjuk, amely a modellben
derékszogli trapézként jelenik meg (ldsd 3. abra). Ennek tovabbi csicsai:
TN A()AQ = P()(l,a,l - CLZ), TN A1A2 = P1<]_,CL70), ahol Pz (Z = O,,l)
pontok koordinatai AgAi Ay és PyP; As haromszogek hasonlésagabdl jonnek.

A Lambert-féle négyszognek harom szoge 7, egy pedig 0, {gy szimmet-
riacsoportja valéban megegyezik a 2. abra els6 grafjanak megfelel6 Coxeter
csoporttal, amelyet [oo] Coxeter-Schlafli szimbélummal jelolink. Tehat a
négyszog oldalaira vett tiikorképei dtfedés nélkiil toltok ki a H? hiperbolikus

sikot, amelynek igy egy 7, parkettazasat kapjuk.

S 0.8 Pg
06/Sq 0.6
52 M
04 Pq 0.4
02 RE S1
P1
2 Aloz 0.4 o,sl':)los 12 1 12 Alo,z 04 06 08 1
a) b)

3. 4bra. a) C} tipusa hip-hor fedés a = 0.7,¢ = 0.5 paraméterekkel b) C2
tipust hip-hor fedés a = 0.4,¢ = 0.5 paraméterekkel

Vegyiik 7, alaptartomanyat és fedjiik le egy horo- és egy hiperciklussal
az aldbbiak szerint:

- A horociklus kozéppontja Ay idedlis pont kell legyen. Ekkor a horocik-
lus metszéspontja Ay és Ay egyenesével S1(1,0,s1) (=1 < s1 < 1), Ay
és Py egyenesével pedig T'(1,ta, 1 — ta?), (t € R) pont legyen. Utébbi-
nal 0 <t < H%, ugyanis konnyen latszik, hogy ekkor lesz T" a modell
bels6é pontja. Jelolje $,(t) az Ay, S1, T pontok altal meghatarozott
horociklus-darabot (lasd 3.4bra a)).
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- Legyenek a ciklusok olyanok, hogy van metszéspontjuk (ekkor kett&
is van), és jelolje M azt a metszéspontot, amely a Lambert-féle négy-
szoggel azonos térnegyedbe esik. Legyenek tovabba olyanok a ciklusok,
hogy M a négyszog AgPy vagy PPy oldalan van (lasd 3. dbra).

- A hiperciklus alapegyenese (tehat amelytél pontjai allandé tévolsagra
vannak) legyen A; és P; pontok egyenese. fgy az el6z6 két feltétel mar
egyértelmiien meghatarozza a hiperciklust. Ekkor a hiperciklus met-
széspontja Ay és Ay egyenesének pozitiv felével So(1,0,s5) (0 < s9 < 1)
pont legyen (lasd 3. &bra). Jelolje H,(t) azt a hiperciklusdarabot,
amely atmegy M-en és amelyet A, P, szakasz, a hiperciklus gorbéje, il-
letve az alapegyenesre A;-ben és Pj-ben allitott merdlegesek hatéarolnak
(1éSd 3. abra b) PlMSQAl)

1. Lemma. Ha a horociklus és a hiperciklus teljesiti a fentieket, akkor uni-
ojuk lefedi T, alaptartomdanyadt.

Bizonyitas. Ezzel ekvivalens, hogy a modellben az ellipszoidok lefedik Ay A1 Py Py
trapézt. Ehhez pedig nyilvanvaloan elég beldtni, hogy az ellipszoidok unidja
lefedi a trapéz éleit, ebbdl kovetkezik, hogy a belsd pontjait is lefedi. Két eset
adodik, M pont helyétdl fiiggden:

o M € AP, esetén: Ay Pi-et a hiperciklus nyilvinvaloan lefedi. AqPy-nak
AogM szakaszdt a horociklus, M Py szakaszdat pedig a hiperciklus fedi le,
ez az ellipszoidok konvexitdsdbol latszik. Szintén az ellipszoidok kon-
vexitdsabol jon, hogy Sa y-koordindtdja nagyobb mint M-¢é, Si-é pedig
kisebb, mint M-€, igy AgAi-et is lefedik. Szamitsuk ki, hogy a hiper-
ciklus hol metszi PyPy egyenesét.

Tudjuk, hogy a hiperciklus dtmegy M(1,ta,1 — ta®) ponton, igy ezt be-
helyettesitve az eqyenletébe (13) Sy megkaphato:
(1—ta?®)?
ta)’ + ———— =1
(ta)” + -
1 — ta?

V1 —a?t?

Ekkor a hiperciklus pontjanak y-koordindtdja x = a esetén, vagyis a

Py P, egyenesen:

2= 2(1—a?) = i 2(1 a?)
oo V1= e

S9 =
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Errél az y-rol kell beldtnunk, hogy nem kisebb, mint 1 — a?, ugyanis ez
jelenti azt, hogy a hiperciklus lefedi Py P, -et.

Visam) VT =

A bizonyitando, amely ekvivalens dtalakitisokkal az aldbbira egyszeri-
sodik:
P =20+1>0

Ami pedig nyilvanvaloan tetszoleges t-re igaz, igy Py Py -et lefedi a hiper-
ciklus.

M € PPy esetén: Ay Pi-et a hiperciklus nyilvanvaloan lefedi. Az ellip-
szoidok konvexitasabol jon, hogy So y-koordindtdja nagyobb mint M-é,
S1-€ pedig kisebb, mint M-¢é, igy AgAq-et is lefedik. Szamitsuk ki, hogy
a horociklus hol metszi PyP, egyenesét.

Tudjuk, hogy a horociklus dtmegy M(1,ta,1 —ta®) (1 <t < 1+2a2 < 2)
ponton, igy ezt behelyettesitve az egyenletébe (10) Sy megkaphato:

2((ta)?) 4 (01— ta?) — =)

=1.
1—81 (1—81)2
2ta® +t —2
= 16
S1 9 ( )

Az ellipszis két helyen metszi PyPy eqyenest, ezen pontok y-koordindtdit
megkaphatjuk, ha az imént kapott si-et, illetve x = a-t irunk a horocik-
lus egyenletébe (10):

_tat+t =240V -2t ta’+t—2—a’V2H? -2t

1= t—2 = t—2

= Y2

(17)
Tehdt ha megmutatjuk, hogy yo > 1 — a?, akkor ebbdl kévetkezik, hogy
Py-t lefedi a horociklus, igy a konvexitds miatt AqPy-t, illetve PyM -
et is. A hiperszféra pedig nyilvinvaloan lefedi M P-et, igy PyP;-et is
lefedjiik ebben az esetben. Tehdt a bizonyitando:

ta® +t — 2 — a?y/2t2 — 2t

> 1 —qg?
t—2 -
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Fkvivalens dtalakitisokkal:
£ =3t+2<0
Ez pedig tetszoleges 1 < t < 2-re teljesiil, ezzel belattuk az dllitdst. X

Tehét a fentieket teljesité horo- és hiperciklusok lefedik F,-t, igy $,(t) és
H,(t) szimmetriacsoport altali képei a hiperbolikus sik egy hip-hor fedését
adjak, ezt jeloljiik Cl(t)-vel és C2(t)-vel annak megfeleléen, hogy M € AgP,
vagy M € P F,.

3. Definicié. A Ci(t), (i = 1,2) hip-hor fedés siiriisége:

s - LA+ V00

Az is konnyen latszik, hogy azzal, hogy M-et a négyszog oldalan helyezziik
el, kisebb stirtiségti fedést kapunk, mint ha a négyzeten kiviil helyeznénk el,
igy utobbival nem kell foglalkoznunk.

4.1. C} fedések és slirtiségiik

Ebben az esetben M € AP, a ciklusok metszéspontja, igy legyen M (1, ta, 1—
ta?) (0 <t <1). Ekkor s; ad6dik, ahogy (16)-ban lattuk, {gy:

—((1,at,1— ta?); (1,0, 222 )

cosh(d(M, Sy)) = 2 —
\/<(1, at, 1 — ta?); (1, at, 1 — ta?)) ((1,0, 2222 (1,0, 2=y
2ta® +t—4
T 2t — 4+ 2ta?

Ekkor (11) és (12) alapjan:

) 1 2ta* +t—4
Vol($,(t)) = 2sinh <2arccosh <2t—4+2ta2>> (18)
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Tovabba a hiperciklus teriiletéhez ismerni kell A; P; hosszat és a hiperciklus
h, magassagat, vagyis M tavolsagat az alapegyenesre valo vetiiletétol.

_<(1’O,0);(1,a70)> ) :arccosh< )
V{(1,0,0); (1,0,0)) (1, a,0); (1, a,0)) Vi—a?
sin = | sinh(arccos —((Lat,1 —ta®); (1, at,0)) —

hm) ( h{arceosh (\/((1,at,0);(1,at,0)> (Lat.1—tad): (Lat L — ta?) ))
1 — ta?

a2t — t?2 — a?t?

d(Ay, P;) = arccosh (

Tehét (14) alapjan:

Vol(H,.(t)) = arccosh ! Lot (19)
ol(H,(t)) = ar
V1—a?) av2t —t2 — a?t?

Tgy (19) és (18) szerint:

1—ta? 2ta’+t—4
arccosh ( T a2) P Sz + 2sinh ( arccosh (Qt_ Tota?

0(Ca(t)) = -

2
(20)
Az el6z6 fiiggvény fliggvényvizsgalatabol kozvetleniil adédik a kovetkezo

2. Tétel.

e () - 22

a—0 2 s

Valamint, ha Y22 > C! ( ), minden (0 < a < 1) esetén (lasd 4. dbra). Tehdt

a H? therbolzkus stkon a hiper- vagy horoszféra fedések striségére vonatkozo
alsé korldt tetszblegesen megkozelithetd C} %) hip-hor fedéssel. X

Tovabba kétvaltozos fiiggvény valods fliggvényvizsgalataval adodik, hogy
6(CL(t)) a minimumat t = 3, a — 0 esetén produkélja (numerikus szamitdsok
is ezt mutatjak).

4.2. C? fedések és siirtiségiik

Ebben az esetben M € P Fy. A horociklus metszéspontja AgF, egyenessel
legyen (1,ta,1 —ta?) (1 <t < ). Ha t nagyobb egy bizonyos értéknél,

1+2
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akkor a horociklus nem metszi PyP; szakszt, ugyanis y; 0-nal kisebb lesz.
Ezt a t értéket megkapjuk, ha a horociklus egyenletébe behelyettesitjiik P;-
et, illetve (16) alapjan s;-et, ekkor azt kapjuk, hogy t =

tehat ebben az esetben 1 <t < W érdekes.

Ekkor $),(t) teriilete éppen gy alakul, mint (18)-ban. H,(t) teriiletéhez
pedig A; P, hosszat mar ismerjiik, igy csak a hiperciklus h magassagat kell
kiszdmitani. Azonban lattuk (17)-ben, hogy a horociklus hol metszi PP,
egyenest, ezek koziil a kisebb y-koordinataju lesz az M pont, igy a hiperciklus
is ezen megy keresztiil. Tehat hy megegyezik (1,a,y;) téavolsagaval (1,a,0)-
tol, vagyis az alapegyenesre vald vetiilettol.

o (L a,): (1,0,0) ))
sinh(hy) = | sinh(arccosh
( (\/((17%0);(1,@7 0)) ((1,a,11); (1,a,91))

V1—a?
\/1 a2 — a2+t—2+a2\/2t2—2t)2

2 2
142a2—a* < 1+a2>

= | sinh(arccosh

t—2

arccosh (ﬁ) sinh hy + 2 sinh <1arccosh (;ffi%))

6(C3(1) =

(21)

B

A §(C3(t)) kétvaltozos fliggvény szélsbértékeinek vizsgalatabol kozvetleniil
adodik a kovetkezo.

3. Tétel. A 6(C%(t)) stiriségfigguény a minimumdt t ~ 1.142 és a — 0 ese-

tén feszi fel (lasd 4. dbra), és ebben az esetben is @ eredmény kapjuk a
minimumdra. Tehdt a H? hiperbolikus sikon a hiper- vagy horoszféra fedé-

sek stiriiségére vonatkozd alsé korldt tetszblegesen megkkozelithetd C2 hip-hor
fedéssel is. K

5. Hip-hor gémbfedések a H? hiperbolikus tér-
ben
A héaromdimenziés hiperbolikus térben 3-féle végtelen sorozata van az egysze-

resen csonkolt Coxeter orthoszkémeknek egy végtelen tavoli csiicesal, melyek-
nek leirdsa a 3. fejezetben taldlhato, illetve felsorolasuk a 2. abran lathato.
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a a

a) b)

4. dbra. a) ¢ (C}) stirliség fiiggvénye t = 0.5 esetén b) § (C2) stirtiség fiiggvénye
t ~ 1.142 esetén

Ezen orthoszkémek Coxeter-Schléafli szimbolumai [p, g, 7], ahol a harom eset
(q,7) = (3,6),(4,4),(6,3), hiszen csak ezek az egész megoldasai Tti=3
egyenletnek. A p paraméter pozitiv egész, p > 7, ha (¢,r) = (3,6), p > 5, ha
(q,r) = (4,4), p > 4, ha (q,r) = (6, 3), szintén az orthoszkém geometriajabol
adodo feltétel. Jeloljiik ezeket az orthoszkémeket .Flgq””)—el, csucsai legyenek
AOA1A2POP1P2 (léSd 1. ébra).

Tekintsiik az O(1,0, 0, 0) kézépponti gombmodelliinkben egy 3-dimenzids
Coxeter orthoszkémet, azaz AgA; Ay As tetraédert, ahol Ay idedlis csics, Az
az abszolut alakzaton kiviilre esik, AgA; Ay pedig derékszogli haromszog.
Csonkoljuk le Az csucsot a polar sikjaval (lasd 1.4bra). Ekkor Py[px] (k =
0,1,2) és Aplag] (k =1, ...,2) a modell belsé pontjai, és Py-k a pol(As3)[a®] A3
kiilsé csuces polar sikjan fekszenek. Py, pont rajta van az orthoszkém AgAjAs
lapjan (vagy élén k = 0 esetén), igy felirhaté py ~ ¢ - az + py alakban a neki
megfelel6 ekvivalenciaosztdly, valamely ¢ valés szamra. Az ennek megfelelo
pont pontosan akkor van rajta a3-n, ha szorzatuk 0, tehat:

3

apa
c-aza’ +pra’ =0 c=— k3 (22)
asa
Ezzel py, ekvivalenciaosztalyat kifejezve:
3
a,a
Pr~ ——gagt+ag ~ aj(aza®) — az(aza®) (23)
3

Tekintsiik az orthoszkém (c;;) Coxeter-Schlafli matrixat, illetve annak (h;;)
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inverzét:
1 — COS % 0 0
v s
g —cos T 1 —cosZ 0
(CU) - P s ? T (24)
0 —Cos 1 —cos
0 0 — CoS % 1
(hij) ==
2 T m
— CcoSs” —— COS ——
. - - cos % cos % cos % cos % cos &
—cos? = +1  —cos—cos®—
T T
T
cos ——
T p T 1 — cos? % cos % cos % cos %
1 cos — cosZ —
- p r -
det((cw)) cos ——
r
cos Z cos T cos T 1—cos?Z . -
P 1 4 P —cos — cos? =
r p
T o T
COS —— — COS™ ——
T T T T T r
cos 7 cos T cos 7 cos 7 cos T T LT T
— COs — cos” — —cos” —+1
T p
(25)
Ahol det((¢7)) = —ozz—=. Ekkor aa; = hy;, igy mivel a® az As
P s q

cstcs polar sikja apa® = hys is teljesiil, tehdt pp = aphss — ashgs. Legye-
nek a csonkolt orthoszkém csicsai: Py(1,0,0,0), Pi(1,0,y,0), Py (1,x,y,0),
Ap(1,0,0,1), A1(1,0,y,21), A2(1,z,y,2) (ldsd 5. abra), ekkor teljesiilnek
az élekre vonatkozé merélegességi feltételek. Az ismeretlenek értékeit meg-
kaphatjuk, ha felirjuk kétféleképpen az orthoszkém éleinek hosszait, illetve
hasznéljuk a fent leirt, inverz métrixra vonatkozé Osszefliggést (23).

cosh(d(PyPy)) = ———POPY hoafias — orfss =1
V(Po,po) (P1,p1) /(s — hiy) (hoohss — his)
1
cosh(d(PyPy)) =

V=D (=1+2)

Adott orthoszkémre [, szamolhaté, igy y = /1 — l% T6bbi esetben hasonlo-
1
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an:
cosh(d(PyP)) = — (Po, P2) — hoshas — hozhss _1,
\/<p07 p0> <p27 p2> \/(h22h33 - h%g)(h00h33 —_ h%?’)
1
cosh(d(PyPy)) =
JED(T+42+22)
1
T =4/1—9y2— E

— hyihsgs — h?
cosh(d(A, Py)) = ———BuPY__ W ch (28)
\/<p1, p1) (a1, a;) hi1hss

_ 1—y°
cosh(d(A1Py)) = \/(_1 i) (27)
N St
o \/1 IR (28)

— _ K2
cosh(d(A, ) = —— 22 P2 W —h ()
\/<p27 P2) (a2, az) haahss

1—3/2—562

cosh(d(AyPy)) = \/(_1 +y2+ 22+ 23) (=1 +y? + 22) (30)
— 2 — 2
22:\/1_y2_x2_1yh2$ .
5

Ekkor kiszamithatjuk az orthoszkémek csticsainak koordinatait, illetve az
1.Tétel alapjan a térfogatukat is. Az alabbi tdblazatok tartalmazzak ezeket
az adatokat az altalunk vizsgalt esetekben.
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orthoszkém tipusa

térfogat

csucsok

(4,4)

)

0.34084

Py(1,0,0,0), P(1,0,0.48587,0), P»(1,0.48587, 0.48587, 0),
Ao(1,0,0,1), A1(1,0,0.48587,0.76393),
As(1,0.48587,0.48587, 0.52786)

]:((54’4)

0.38165

Py(1,0,0,0), P(1,0,0.57735,0), P(1,0.57735,0.57735,0),
Ap(1,0,0,1), A;(1,0,0.57735,0.66667),
Ay(1,0.57735,0.57735, 0.33333)

f§4’4)

0.40369

Py(1,0,0,0), P(1,0,0.61971,0), P»(1,0.61971,0.61971,0),
A(1,0,0,1), A1(1,0,0.61971,0.61596),
A»(1,0.61971,0.61971,0.23191)

orthoszkém tipusa

térfogat

csucsok

.7_—4{6,3)

0.31717

Py(1,0,0,0), P1(1,0,0.70711,0), P»(1,0.40825,0.70711,0),
Ao(1,0,0,1), A1(1,0,0.70711,0.49999),
A5(1,0.40825,0.70711, 0.33333)

]_-ES(S,S)

0.35992

Py(1,0,0,0), P(1,0,0.78615,0), P»(1,0.45388,0.78615,0),
A(1,0,0,1), A1(1,0,0.78615,0.38197),
A5 (1,0.45388,0.78615, 0.17595)

fé6,3)

0.38060

Py(1,0,0,0), Pr(1,0,0.81650,0), P»(1,0.47140,0.81650,0),
Ao(1,0,0,1), A1(1,0,0.81650,0.33333),
As(1,0.47140,0.81650,0.11111)

orthoszkém tipusa

térfogat

csucsok

]:7(3,6)

0.31781

Py(1,0,0,0), Pr(1,0,0.27580,0), P»(1,0.47770,0.27580,0),
Ao(1,0,0,1), A1(1,0,0.27580,0.92394),
As(1,0.47770,0.27580, 0.69574)

}—8(3,6)

0.34696

Py(1,0,0,0), P(1,0,0.34831,0), P»(1,0.60329,0.34831,0),
Ao(1,0,0,1), A;(1,0,0.34831,0.87868),
As(1,0.60329,0.34831, 0.51472)

]_-éB,G)

0.36482

Py(1,0,0,0), Py(1,0,0.38813,0), P,(1,0.67226,0.38813,0),
Ay(1,0,0,1), A1(1,0,0.38813,0.84936),
A,(1,0.67226,0.38813, 0.39742)

Ezek az egyszeresen csonkolt Coxeter orthoszkémek olyanok (lapszoge-
iknek megfeleléen), hogy oldalaira vett tiikorképei a H? hiperbolikus teret
atfedés nélkiil kitoltik, amelynek igy egy 7;(%”) parkettazasat adjak.

Vegyiik 7;(%’") alaptartomdanyat, és rendeljiink hozza egy horo- és egy hi-
perszférat az alabbiak szerint:

- A horoszféra kozéppontja Ag idealis cstcs kell legyen. Legyenek Sy, T, Q1
rendre a horoszféra AgFy, AgAs, AgA; élek egyeneseivel vett metszés-
pontjai. Jelolje 5")},’1’7”) az S1,T1,Q1, Ag pontok altal meghatarozott ho-
roszféra darabot (lasd 10.4bra).

- Legyen a hiperszféra alap hipersikja (tehat amelyt6l pontjai allandéd




25

tavolsagra vannak) PyP P, sik. Legyenek S, Vs, Ry rendre a hiper-
szféra AgPy, A1 Pi, Ay Py élek egyeneseivel vett metszéspontjai. Jelolje
’H](Dq”) azt a hiperszféra darabot, amelyet a hiperszféra feliilete, az alap
hipersik, és PyP;, P, P, P, P, szakaszokra allitott, az alap hipersikra
merdleges hipersikok hatarolnak (lasd 10.abra).

- Legyenek a szférak olyanok, hogy metszik egymast és metszetgorbéje
atmegy az orthoszkém valamely élén AgA;, AgAs, A1 Ay, Ag Py, A1 Py, Ao Py
koziil, ez alapjan 6 esetet kiilonboztetiink meg (1dsd 5. dbra).

2. Lemma. Ha a fenti feltételeknek eleget tevd horo- és hiperszféra lefedi az
adott orthoszkém minden élét, akkor az orthoszkém minden pontjdt is lefedi.

Bizonyitas. FEzzel ekvivalens, hogy a modellben a szférdknak megfeleld ellip-
szoidok lefedik a modellbeli poliédert. A feltételek miatt az ellipszoidok ten-
gelye a modellben kozds, éppen z-tengely. Ez azt jelenti, hogy az ellipszoidok
metszetgorbéje, az [x,y] sikkal pdrhuzamos kor, illetve nyilvan az ellipszoidok
barmely [x,y] sikkal parhuzamos sikmetszete is kor (ez az egyenleteikbdl is
konnyen ldtszik). Tehdt a két ellipszoid unidjinak [x,y| sikkal parhuzamos
sikmetszete kor. Az orthoszkém [z, y| sikkal parhuzamos sikmetszetei hdarom-
szogek vagy négyszogek. Az ellipszoidok az orthoszkém minden élét lefedik,
azaz barmely [x,y] sikkal pdrhuzamos sikmetszetben a kor lefedi a hdrom-
vagy mégyszog csucsait. Azonban a kor konvex, igy ha a csicsokat lefedi,
akkor az dltaluk meghatdrozott teljes hdarom- vagy négyszéget is. Tehdt az or-
thoszkém barmely [x,y] sikkal parhuzamos sikmetszetét lefedik az ellipszoidok
stkmetszetei, vagyis az ellipszoidok lefedik az orthoszkémet.X

Tehat pontosan azok az elrendezések fedik le f;q’r)—t, amelyek az éleit
lefedik. Ha ez teljesiil, akkor 55](;”) és ’H](D‘”) szimmetriacsoport altali képei a
hiperbolikus tér egy hip-hor fedését adjak, ezt jeloljitk C]f,q””)—el.

4. Definici6. A CI()‘”) hip-hor fedés strisége:

Vol(H@) + Vol ($He7)
Vol(F")

Az is latszik, hogy ha az [z,y] sikkal parhuzamos sikmetszet kor nem
megy at a sikmetszet sokszog csticsan, hanem tartalmazza a sokszoget, akkor
nagyobb stirtiségli fedést kapunk, igy azzal az esettel nem foglalkozunk, ha
az ellipszoidok nem az éleken metszik egymast. Ha a valamelyik élen metszik
egymast, akkor hat esetet kiilonboztethetiink meg, ahogy azt mar emlitettiik.

5(C(qﬂ‘)) —

p
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A, QA
U
A,
S sV
¢R
P1
Po
P2

5. abra. Tipikus egyszeresen csonkolt Coxeter orthoszkém, az éleken a szférak
metszéspontjai a 6 esetnek megfeleléen

3. Lemma. A hdromdimenzios egyszeresen csonkolt Cozeter orthoszkém
PyAgAs Py és PyAgA1 Py lapjai kétdimenzios egyszeresen csonkolt Coxeter or-
thoszkémek.

Bizonyitas. A modellben nyilvinvaloan ezek a lapok is derékszdgi trapézként
jelennek meg, illetve a modellben AgPy is 1 hosszi, tehdt azt kell beldtnunk
(a 2-dimenziéban ldtottaknak megfelelden), hogy z1 = 1 — y* és 2o = 1 —
x? — y? (hiszen PyPy hossza x? + y*). Kinnyen ellendrizhetd, hogy (27),
(28)-ba, illetve (30), (31)-be 2y =1 —y?* és zp = 1 — x? — y* Gsszefiiggéseket
behelyettesitve azonossagokat kapunk. Tehat a megfeleld oldallapok valoban
kétdimenzios eqyszeresen csonkolt Coxeter orthoszkémek. X

5.1. Legritkabb fedés, ha a metszéspont az AyA, élen
fekszik

Az AygAy él menejen at a szférak metszetgorbéjén, azaz legyen a metszés-
pont T'(t) = (1,tx,ty,tze + (1 —t)),(t € [0,1]) az AgAs él pontja (lasd 5.
abra). T kooordinatdit a horo-, illetve hiperszféra egyenletébe helyettesitve
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megkaphatjuk S; és Sy pontokat:

2(tz)? 4+ 2(ty)? 2tz + (1 —1)) — (s1+ 1))? B

=1 32
I —s1 (1—s1)2 (82
tzo + (1 — 1))
(a2 + (a2 4 G20 (33
5
. 2o41— (24P +2(22—1)2)+2(22—1)
Ahonnan s,(t) = ﬁ, 51(t) = e R

e Ha az A; pontot a horoszféra tartalmazza.
Hatarozzuk meg t értékét, ha a horoszféra atmegy A;-en, az egyenletbe
A1(0,y, z1) behelyettesitésével.

2y° (221 — (s1(t) +1))* _

1 —s1() (1 —s1(2))? =1 (34)
@Y 2 — 1)) +2(— 1) Y7422 -2
S TP N BT ) R N Et N

A fenti egyenlet megoldasa a keresett t*, ha t ennél nagyobb, akkor
létezik a horoszféranak metszéspontja A; As-vel, legyen ez U;. U;-et, és
a hiperszféra A As-vel valé Uy metszéspontja megkaphaté, ha a szférak
egyenleteibe helyettesitjik U; = (1, u1z,y, u120 + (1 — uq)2y) és Uy =
(1, ugw,y, ugzs + (1 — ug)zy) paraméterezéseket.

2(ui)* + 2(y)* n (2(urz2 + (1 —up)z1) — (sa1(t) +1))*

I a(0) (ER0)E =1 (9)
(UQZL’)Q + (y)2 + (UZZQ +S(%1(t_) u?)zl) -1 (37)

Ahonnan us(t), uy(t) kifejezhetd, és azt latjuk ezen egyvaltozés valos
figgvények vizsgalatandl, hogy igy U; z-koordindtéja: wui(t)zo + (1 —
u1(t))z1 mindig nagyobb, mint Us z-koordindtédja: us(t)ze+(1—ug(t))z1
(lasd 6. abra). Mivel a szférak konvexek, igy azon pontok A;As-n,
amelyek z-koordinataja a ketto kozé esik, nincsenek egyik szféraban
sem, tehat azok nem fedik le A; A, élt.

e Ha az A; pontot a hiperszféra tartalmazza.
Hatarozzuk meg t értékét, ha a hiperszféra atmegy A;-en, az egyenletbe
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0.100
0075
0.050
0.025
0.000
—0.025
—0.050
—0.075

—0.100

A1(0,y, z1) behelyettesitésével.

2 A
(ty)"+ 5 =1 (38)

52

B tzo+1—1t B 21

JI- 2@ +y2)  J1- (ty)?
A fenti egyenlet megoldasa a keresett t*, ha t ennél kisebbb, akkor
létezik a hiperszféranak metszéspontja AgAi-el, legyen ez Q5. Qo-t, és
a horoszféra AgA;-vel vald ()1 metszéspontja megkaphato, ha a szférak

egyenleteibe helyettesitjik Q1 = (1,0,q1y,q121 + (1 — q1)) és Qy =
(1,0,q2y, @221 + (1 — qo2)) paraméterezéseket.

20)* | Claxn+ (0 —q) = (B +1D)*

SQ(t)

(39)

1= 5:(0) (1= (1)) =1 (0
s (e +(1—qg)?
()" + 20 =1 (41)

0100

0075
0.050

0.025

0.000
—0.025
—0.050

—0.075

—0.100 & T T T T T T
070 075 0.80 0.85 090 0.95 100 0.00 0.05 010 015 020 025 0.30

a) b)

6. abra. a) Us és U; z-koordinatdjanak kilonbsége ]:554’4) esetben b) @3 és @4
z-koordinatajanak kiilonbsége ]—"é4’4) esetben

Ahonnan ¢o(t), q1(t) kifejezhetd, és azt 1atjuk ezen egyvaltozds valds
figgvények vizsgalatandl, hogy igy Q1 z-koordinatdja: ¢i(t)z; + (1 —
¢1(t)) mindig nagyobb, mint Qs z-koordinatdja: qa2(t)z1 + (1 — ¢q2(t))
(lasd 6. abra). Mivel a szférak konvexek, igy azon pontok AgA;-n,
amelyek z-koordinataja a kettoé kozé esik, nincsenek egyik szféraban
sem, tehat azok nem fedik le AgA; élt ebben az esetben sem.

Tehat ebben az esetben nem valésul meg hip-hor fedés.
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5.2. Legritkabb fedés, ha a metszéspont az AyA; élen
fekszik

Az AgA; él menejen at a szférak metszetgorbéjén, azaz legyen a metszés-
pont Q(q) = (1,0,qy,qz1 + (1 — q)),(q € [0,1]) az AgA; él pontja (lasd 5.
abra). ) kooordinatéit a horo-, illetve hiperszféra egyenletébe helyettesitve
megkaphatjuk S; és Sy pontokat:

2(qy)?* | Rlez+(1-g) = (s +1)*

1-— S1 + (1 — 81)2 =1 (42)
(qy)Q + ((]2’1 + ii - Q))Q -1 (43)

_ gntl—g (q) = a(y?+2(21-1)*)+2(21-1)

Ahonnan s3(q) i 51 2T
Ha tekintjiik a modell metszetét PyAgA, P, sikkal, akkor a 3. Lemma
miatt a 2-dimenzids esetet kapjuk vissza (az ellipszoidok z-tengelyen atmend
sikmetszetei ellipszisek), tehat ahogy ott lattuk, a szférak lefedik AgA; élt.
A 3. lemma egyszert kovetkezménye, hogy A; csics hiperbolikus magas-
saga mindig nagyobb, mint A, csticsé. Ugyanis felirva a tavolsagokat:

VI=F
V1—1y2— 22

majd a lemmaban latott 6sszefiiggéseket zq, zo-re behelyettesitve cosh(d(A; Py)) =
% > cosh(d(AsPy)) = \/a:;T trivialitas adodik. Tehat mivel hiperszféra fe-

y2

:\/1—x2—y2—z§7

cosh(d(APy)) = ,cosh(d(AsPy)) (44)

lilete az alapsiktél egyenld tavolsagra 1évo pontokat tartalmaz, lefedi A,
csucsot is, mivel Aj-et is lefedte. Vagyis a hiperszféra lefedi A1 Py, Ao Py, és
a konvexitas miatt A; A, éleket.

Az ellipszoidok nyilvanvaldéan lefedik Ay P, élt is, hiszen a hiperszféra ellip-
szoidjanak legnagyobb és a horoszféra ellipszoidjanak legkisebb z-koordinataju
pontja a szimetria miatt ezen az élen van. Elébbi nagyobb, utébbi pedig ki-
sebb tehat mint O z-koordinatédja, igy elobbi ellipszoid magasabban metszi
az élt, mint az utobbi, vagyis lefedik azt.

Hatarozzuk meg a szférak metszéspontjat AgAs éllel ugy, hogy egyenlete-
ikbe behelyettesitjiik 77 = (1, t1x, t1y, t120+(1—t1)) és To = (1, tax, oy, taza+



30

(1 — t9)) paraméterezéseket.

2(t12)? + 2(t1y)? N (2(t1z2 + (1 —t1)) — (s1(q) +1))?

) A= 510) =1 W)
(a)? + () + 22D (16

Ahonnan t5(q), t1(q) kifejezhetd, és azt latjuk ezen egyvaltozés valds fiiggvé-
nyek vizsgalatanal, hogy {gy T z-koordinataja: ¢1(q)z2 + (1 — t1(¢)) mindig
kisebb, mint Ty z-koordindtédja: to(q)za+ (1 —t2(q)) (lasd 7. dbra). A szférak
konvexek és a hiperszféra lefedi As-t, a horoszféra lefedi Ag-t, tehat egyiitt
lefedik A()AQ élt.

5.0

0.25

45
0.20

40
0.15
35

0.10
3.0

0.05 a5

0.00 20

-0.05 15

=0.10 T T T T T 10— T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 08 10

a) b)
7. abra. a) Ty és T z-koordinatdjanak kiilonbsége F) esetben b) d (Ciﬁ’g))(q)

Tehat ebben az esetben mindig megval6sul a hip-hor fedés, amelynek igy
meghatdrozhatjuk a stirliségét. Q(q), Ti(q), Si(q) segitségével a hiperboli-
kus tavolsdgok felirdsaval, (11), (12)-t alkalmazva megkaphaté Vol(ﬁz(;”)).
Sa(t) és Py hiperbolikus tavolsagénak kiszamitasaval, illetve Py Py P, hiper-
bolikus héromszog teriiletének meghatarozasaval, (15)-6t alkalmazva meg-
kaphaté Vol(?—[}(ﬂ”")). Ezek a térfogatok, és igy a sflirliségek is ¢-tél fliggd,
egyvaltozos fiiggvények, melyek valos fliggvényvizsgalataval adédnak a mini-
malis stirtiségek, ezeketet tartalmazzak az alabbi tablazatok:

Orthoszkém tipusa Omin q
FD 1.5063648 | 0.7638933
F 1.5801968 | 0.7819052
FiD 1.6471573 | 0.7936508
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Orthoszkém tipusa Omin q
F&9 1.3482413 | 0.7369142
Fo9 1.4432379 | 0.7655641
F59 1.5178400 | 0.7814085

Orthoszkém tipusa Omin q
FB8) 2.0237064 | 0.8402203
F0 2.0764303 | 0.8487021
Fo0 2.1373066 | 0.8551360

5.3. Legritkabb fedés, ha a metszéspont az A;A, élen
fekszik

Az A;As él menejen at a szférak metszetgorbéjén, azaz legyen a metszéspont
U(u) = (Luz,y,uze + (1 —u)z),(u € [0,1]) az A1 Az él pontja (lasd 5.
abra). U kooordinatait a horo-, illetve hiperszféra egyenletébe helyettesitve
megkaphatjuk S; és Sy pontokat:

2(ux)® +2(y)* | 2uze+ (1 —u)z) — (s1+ 1))
1— s (1—59)?
(uze + (1 —u)2y)?

(uz)” + (y)* + . =1 (48)

=1 (47)

Ahonnan sy(u), s1(u) kifejezheté a kordbbiakhoz hasonléan.

ApAy él egyenese a horoszféra ellipszoidjanak belsejében halad, hiszen ha
ez lenne, akkor az ¢él egyenese érintdje kell, hogy legyen az ellipszoidnak Ag-
ban, ami nem lehet, mert ekkor az él a modellen kiviil haladna. Tehat az
ellipszoid [z, z] sikkal parhuzamos sikmetszetei tartalmazzak AgA; egyenes
valamely pontjat. Ha ez ez a sik a Py A1 Ay Py, akkor egyrészt az ellipszoiddal
valé metszet 1étezik, mert U ezen a sikon van, masrészt ezen a sikon van
Ay is, tehat az ellipszoid A; cstcsot is tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy a
horoszféra lefedi AgA; élt. Meghatarozhaté a horoszféra metszés pontja AgA;
él egyenesével, az egyenletébe Q1 = (1,0, qy,qz1 + (1 — q)) paraméterezés
behelyettesitésével:

2qyP 2l + (- ) = (a(w) + 1))
= siw) (=)

=1 (49)
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Ahonnan ¢(u), kifejezhet, ezzel Q1(u) pont megkaphato

Lattuk, hogy A, hiperbolikus magassiaga kisebb mint A;-é, tehat A, hi-
perbolikus magassaga kisebb, mint A; Ay él barmely pontjanak hiperboliukus
magassaga, igy U-nak is. Tehat a szférdk konvexitasa miatt a hiperszféra lefe-
di AyU-t, a horoszféra pedig U A;-et, tehat egyiitt lefedik A; As-t. Ugyanigy
mint az el6zé esetben itt is konnyen latszik, hogy a szférdk egyiitt lefedik
Aopo—t.

Hatarozzuk meg a szférak metszéspontjat AgAs éllel igy, hogy egyenlete-
ikbe behelyettesitjiuk T} = (1,12, t1y, t122+(1—1t1)) és Ty = (1, tox, toy, tazo+
(1 — t3)) paraméterezéseket. Illetve hatarozzuk meg a szférak metszéspont-
jat P1A; éllel ugy, hogy egyenleteikbe behelyettesitjik V) = (1,0,y,v121) és
Vo = (1,0,y,v221)) paraméterezéseket.

2<t1$)2 + Q(tly)Q i (2(t122 + (1 - tl)) — (Sl(U) + 1))2

- 0= sw) =1 60
(a)? o+t + 22y 51
2 (2Aviz) — () £ D)
1 — s1(u) (1 —s1(u))? =1 (52)
2 (2)221)2 .
3w (53)

Ahonnan ty(u), t1(u), ve(u), v1(u) kifejezhetd, és azt latjuk ezen egyvéltozds
valds figgvények vizsgalatandl, hogy gy 17 z-koordinataja: ¢q(u)ze + (1 —
t1(u)) mindig kisebb, mint Ty z-koordindtdja: to(u)za+ (1 —t2(u)). A szférdk
konvexek és a hiperszféra lefedi As-t, a horoszféra lefedi Ag-t, tehat egyiitt
lefedik AgA, élt. Tovabba az is kideriil a figgvényvizsgalatbdl, hogy Vi z-
koordinatdja: wvy(u)z; mindig kisebb, mint V, z-koordinataja: wve(u)z;. A
szférak konvexek és a hiperszféra lefedi Pj-et, a horoszféra lefedi A;-et, tehat
egylutt lefedik Py A; élt.

Tehat ebben az esetben mindig megvalésul a hip-hor fedés, amelynek igy
meghatarozhatjuk a sirtségét. Qq(u), T1(u), Si(u) segitségével a hiperbo-
likus tavolsagok felirdsaval, (11), (12)-t alkalmazva megkaphaté Vol (Y)éq”)).
Sa(u) és Py hiperbolikus tavolsaganak kiszamitdsaval, illetve PyP; P, hiper-
bolikus héromszog teriiletének meghatarozasaval, (15)-6t alkalmazva meg-
kaphato Val(’i-[](ﬂ””)). Ezek a térfogatok, és igy a stirliségek is u-tol fiiggo,
egyvaltozos fiiggvények, melyek valos fliggvényvizsgalataval adédnak a mini-
malis stirtiségek, ezeketet tartalmazzak az alabbi tablazatok:
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a) b)
8. dbra. a) Ty és T} z-koordinatajanak kiillonbsége .7:7(3’6) esetben b) V5 és V)
z-koordinétajanak killonbsége Fi*9 esetben c)d (C§3’6))(u)

Orthoszkém tipusa Omin u
F 1.32751357 | 0.3852174
F 1.37006317 | 0.3748641
F 1.40632671 | 0.3713670

Orthoszkém tipusa Omin U
F&3) 1.5028018 | 0.3591
FL&3) 1.63580132 | 0.326699
F&) 1.72728141 | 0.3141772

Orthoszkém tipusa Omin U
F3O 1.27297329 | 0.3324288
F&0 1.288832 | 0.3337034
F0 1.3065421 | 0.3358650

Mint latni fogjuk, ebben az esetben kapjuk a legkisebb stirtiségeket, igy
ekkor érdemes vizsgalni bizonyos lokalis fedéseket. Vagyis f;%” p paramé-
terét is valtoztatjuk (6 < p < 7, p € R tartomanyban), és ekkor viszgaljuk
az orthoszkém hip-hor fedését a fent leirtaknak megfeleléen. Azonban ekkor
nem fog teljestilni a lapszogekre vonatkozoé feltétel, tehat a generalt szimmet-
riacsoportot az orthoszkémre alkalmazva, annak képei nem fogjak kitolteni
a hiperbolikus teret. A fent leirt szamitasok ekkor ugyanigy miikodnek, a
strtiségre kapott kétvaltozés fliggvénynek numerikus szamitasokkal meghata-
rozhatjuk a szélséértékét. Azt kapjuk, hogy ekkor a hip-hor fedés minimalis
strtisége p ~ 6.459617 esetén & ~ 1.268853 lesz, azonban ez a hip-hor fedés
nem terjeszthet6 ki a teljes hiperbolikus térre.
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a) b)

9. dbra. a) A horoszféra elhelyezése .7-"73’6)—on a 3. esetnek megfeleléen b) A
hiperszféra elhelyezése .7:73’6)—0n a 3. esetnek megfelel6en

10. abra. f7(3’6) legkisebb, & 1.27297-es stirtiséget produkald hip-hor lefedése
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5.4. Legritkabb fedés, ha a metszéspont az AyF, élen
fekszik

Lattuk, hogy a hiperszféra ellipszoidjanak legnagyobb, a horoszféra ellipszo-
idjanak legkisebb z-koordindtaji pontja van az z-tengeylen, tehat AgF, élen
a szimmetria miatt. Vagyis ekkor a szférdk érintik egymast, igy ekkor nyil-
vanvaléan nem valésul meg hip-hor fedés.

5.5. Legritkabb fedés, ha a metszéspont az AP, élen
fekszik

Az AP, él menejen at a szférak metszetgorbéjén, azaz legyen a metszés-
pont V(v) = (1,0,y,vz1),(v € [0,1]) az A1 P, él pontja (ldsd 5. d&bra).
Ennek az esetnek a vizsgalata az 1.esethez hasonléan torténik. A szférak
egyenleteibe V-t helyettesitve S;(v) és Sy(v) pontok megkaphatok. Megha-
tarozhatjuk azt a v*-ot, amikor a horoszféra megy at A,-n, illetve v**-ot,
amikor a hiperszféra. Ha v* < v < 0™, akkor a szférak nem fedik le A,
csicsot. Ha v* > v, akkor Ry = (1,z,y,7m122) és Ry = (1, x,y,7r929) paramé-
terezéseket behelyettesitve a szférak egyenleteibe megkaphatjuk, hogy azok
hol metszik APy élt. A horoszféra Ry(v) és a hiperszféra Ro(v) metszés-
pontjara egyvaltozos fliggvények valés fliggvényvizsgalataval azt lathatjuk,
hogy elébbi z-koordinataja mindig nagyobb, mint utébbié, tehat a szférdk
nem fedik le Ay P élt. Ha v** > v, akkor Uy = (1, w1z, y, u120+ (1 —uq)zy) és
Uy = (1, usx, y, usze + (1 —ug) z1) paraméterezéseket behelyettesitve a szférak
egyenleteibe megkaphatjuk, hogy azok hol metszik A; A, élt. A horoszféra
Ui(v) és a hiperszféra Us(v) metszéspontjara egyvaltozds fliggvények valds
fliggvényvizsgalataval azt lathatjuk, hogy el6bbi z-koordinataja mindig na-
gyobb, mint utébbié, tehat a szférak nem fedik le A; Ay élt. Tehat ebben az
esetben nem valésul meg hip-hor fedés.

5.6. Legritkabb fedés, ha a metszéspont az AP, élen
fekszik

Az A, P, él menejen at a szférdk metszetgorbéjén, azaz legyen a metszéspont
R(r) = (1,z,y,722),(r € [0,1]) az AsP, él pontja (lasd 5. abra). Ennek
az esetnek a vizsgdlata a 2.esethez hasonléan torténik. A szférak egyenle-
teibe R-et helyettesitve Si(r) és Sy(r) pontok megkaphaték. Az AgA; és
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Ao P, éleket lefedik a szférak, ezt igy mint a 2. esetben a modell PyAgAs Py
sikmetszetével viszavezethetjiik a 2-dimenziés esetre, majd alkalmazhatjuk a
3. lemmat. AgF, élt is lefedik a szférak, ezt tigy, mint az eddigi esetekben
konnyen lathatjuk. AgA; és A; Ay éleket pedig a horoszféra fedi le, ezt ugy
mint a 3. esetben a horoszféra ellipszoidjanak P; Ay As P, sikkal vett metsze-
tébol lathatjuk. Tehat eppen az esetben mindig megvaldsul a hip-hor fedés,
amelynek igy meghatarozhatjuk a stiriiségét.

A horoszféra egyenletébe Q1 = (1,0, qy, gz1+(1—q)) és Ty = (1, tx, ty, tzo+
(1 —t)) paraméterezéseket behelyettesitve kiszdmolhatjuk a horoszféra met-
széspontjait AgA; és AgAs élek egyeneseivel: Qq(r), Ti(r). Qi(r), Ti(r),
S1(r) segitségével a hiperbolikus tavolsagok felirdasaval, (11), (12)-t alkal-
mazva megkaphatd Vol(ﬁl(;”)). Sa(r) és Py hiperbolikus tavolsdgénak ki-
szamitasaval, illetve PyP; P, hiperbolikus hdromszog teriiletének meghatéaro-
zésdval, (15)-6t alkalmazva megkaphat6 Vol(H{)). Ezek a térfogatok, és
igy a stirtiségek is r-tél fliged, egyvaltozos fiiggvények, melyek valos flige-
vényvizsgalataval adodnak a minimalis stirtiségek, ezeketet tartalmazzak az
alabbi tablazatok:

Orthoszkém tipusa Omin r
FD 1.8383911 | 0.8114832
FD 2.3821677 | 0.7332720
FD 3.0569894 | 0.7025236

Orthoszkém tipusa Omin r
Fo3 1.8001704 | 0.5691964
F53) 2.6568700 | 0.4548009
F&) 3.7545505 | 0.4352664

Orthoszkém tipusa Omin r
FBO 2.3638149 | 0.9370251
F&O 2.8225160 | 0.9017895
F30 3.3687338 | 0.8821157

5.7. Térbeli eredmények 6sszefoglalasa

A hiaromdimenziés esetkben kapott eredményeket az alabbi két tételben fog-

laljuk 6ssze.
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4. Tétel. A H? térben az egyszeresen csonkolt Coxzeter orthoszkémekhez tar-
tozo hip-hor fedések koziil C$3’6) fedési elrendezés (lasd 5.3 fejezet) adja a
legkisebb striségi fedést, ~ 1.27297-es striséggel. Az itt kapott konfigurd-
ciohoz tartozo ~ 1.27297-es siriség kisebb mint az eddig ismert legritkdbb,
FEJES TOTH LASzLO, BOROCZKY KAROLY nevéhez tartozd, ~ 1.280-as
suriségi fedés a 3-dimenzids hiperbolikus térben.

5. Tétel. A H?® térben 6(C3*9) (6 < p < 7,p € R) minimumdt p ~ 6.45962
esetén éri el, ~ 1.268853-as striséggel, azonban az ehhez tartozé hip-hor
fedés nem terjeszthetd ki a teljes hiperbolikus térre.

A fedési és pakolasi elrendezések megadasara és azok legkisebb és leg-
nagyobb stirtiségének meghatarozasara miikodik az altalunk hasznalt eljaras
magasabb dimenzidkban is, ahol azonban a térfogatszamitds nehézségeivel
kell szembenézni. Mint azt a 3.1 fejezetben emlitettiik, az 5-dimenziés hi-
perbolikus térben létezik még analdg, egyszeresen csonkolt Coxeter orthosz-
kémek altal generalt kovezés. Ennek az esetnek a vizsgalata tovabbi érdekes
kérdés lehet.

Az n-dimenzids hiperbolikus térben az optimalis hip-hor fedés és pako-
las kérdése, az elrendezés szimmetridjara vonatkozé feltevés nélkiil, nyitott.
Hasonléan az n-dimenzidés hiperbolikus térben (n > 3) az optimalis fedés
és pakolas elrendezése kongruens hiperszférakkal vagy azonos tipusi horosz-
férakkal, nem tisztazott. Tovabba altalaban is a homogén Thurston geo-
metridkban az optimalis gombelrendezések a matematika egy nagy, nyitott
kérdéskorét alkotjak, és szamos izgalmas és megvélaszolatlan kérdést tarto-
gatnak szamunkra.
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