7. eléadas: Valds fuggvények, hatarérték,
folytonossag

Szabé Szilard



Valés fuggvények

Legyen D C R egy részhalmaz. Egy

f:D—=R

fuggvényt valds fliggvénynek neveziink.
Egy f valds fliggvény gréfja az

{(x.f(x)) € R%}

ponthalmaz. Mértanilag, f grafja egy gorbe, amelyen minden
x € D abszcisszdhoz pontosan egy ordinata tartozik. Tobbek kozt,
nem minden sikbeli gorbe grafja valamely valds fliggvénynek.



Részhalmaz 6sképe

Legyen f egy valds fuggvény és H C R. Ekkor H &sképe f-re
vonatkozdan:

fAH)={xeD: f(x)e€H}.
Specidlisan, ha H = {y}, akkor haszndljuk H 8sképére a
FH(y)

jelolést.



Fluggvény-transzformaciok 1.

Adott f valds fuggvény és a, b € R esetén tekinthetjiik a
x— f(x+a)+b

fuggvényt. Ennek grafja f grafjabdl a kovetkezOképpen keletkezik:
eltoljuk az x-tengely mentén a értékkel balra, majd eltoljuk az
y-tengely mentén b értékkel felfelé. (Amennyiben a illetve b
negativak, ezeket az eltoldsokat |a| illetve |b| értékkel a fent leirttal
ellentétes irdnyban végezziik.)



Fuggvény-transzformaciok 2.

Hasonléan: ha ¢, d > 0, akkor
x — df (cx)

grafja f grafjabdl tgy kaphatd, hogy az x-tengellyel parhuzamosan
c-edrészére zsugoritjuk, az y-tengellyel parhuzamosan d-szeresére
nagyitjuk. Amennyiben c illetve d kisebbek 1-nél, akkor a
megfeleld zsugoritasbdl nagyitas lesz, és viszont.

Amennyiben c (illetve d) negativ, akkor egy |c|-kel valé zsugoritas
(illetve, |d|-kel valé nagyitds) utdn egy y-tengelyre (illetve
x-tengelyre) vald tiikrozést is el kell végezni.



Korlatossag

Egy f : D — R valds fuggvény

> felilrdl korldtos, ha létezik olyan K € R amelyre minden
x € D esetén f(x) < K;

> alulrdl korlatos, ha létezik olyan k € R amelyre minden x € D
esetén f(x) > k;

» korlatos, ha mind alulrél, mind feliilrdl korldtos.



Monotonitas

Legyen [a,b] C D és f : D — R egy valds fliggvény. Azt mondjuk,
hogy az [a, b| intervallumon f

>

monoton novekvd, ha minden a < x < y < b esetén teljesiil
f(x) < fly)

szigortian monoton novekvd, ha minden a < x < y < b esetén
teljestil f(x) < f(y);

monoton csokkend, ha minden a < x < y < b esetén teljesdl
F(x) > F(y);

szigortian monoton csokkend, ha minden a < x <y < b
esetén teljesil f(x) > f(y);

monoton ha monoton novekvd vagy monoton csokkend;

szigortian monoton ha szigorian monoton névekvé vagy
szigortian monoton csokkend.



Lokalis szélsoértékek

Legyen f : D — R egy valds fuggvény. Azt mondjuk, hogy az xp
pont f-nek
> lokalis (helyi) minimuma, ha létezik olyan @ > 0 amelyre
minden x € (xo — o, xp + ) N D esetén f(x) > f(xo);
» lokdlis (helyi) maximuma, ha létezik olyan a > 0 amelyre
minden x € (xo — a, xp + a) N D esetén f(x) < f(xo);
> lokdlis (helyi) szélséértéke, ha lokdlis minimuma vagy lokalis
maximuma.



Globalis szélsoértékek

Legyen f : D — R egy valds fliiggvény. Azt mondjuk, hogy az
xp € D pont f-nek

» globdlis minimuma, ha minden x € D esetén f(x) > f(xo);
» globélis maximuma, ha minden x € D esetén f(x) < f(xp);

> globalis szélséértéke, ha globdlis minimuma vagy globalis
maximuma.



Periodicitas, paritds

Legyen f : D — R egy valds fuggvény. Azt mondjuk, hogy f
» periodikus T > 0 periédussal, ha minden x € D esetén
x+TeDésf(x+T)="rf(x),
» pdros, ha minden x € D esetén —x € D és f(—x) = f(x);

» pdratlan, ha minden x € D esetén —x € D és f(—x) = —f(x).



Miveletek valds fuggvényekkel

Legyenek
i:Di—>R, f£L:Dy—R

valds fliggvények. Ekkor f; és f» Osszege:
A+h:DiNDy—R
x = fi(x) + f2(x),
szorzata:
fib:DiNDy, — R
x = f(x)f(x),
és hanyadosa

f
é DN (D2 )\ £71(0)) = R



Osszetett fuggvények és inverz fuggvény

Legyenek
f:Df—-R, g:Dy;—R

valds fiiggvények. Ekkor f és g Osszetett (komponalt) fliggvénye:

gof:DenfY(Dg) » R
x > g(f(x)).

Ha f bijektiv, akkor f inverz fliggvénye:
f~':Rf — Df CR
az egyetlen olyan fiiggvény, amelyre minden x € D¢ esetén
f1(f(x)) = x.

Ekkor f és f~1 grafja egymas tiikorképei az y = x egyenesre
vonatkozdan.



Fliggvény pontbeli hatarértéke (Heine-féle definicid)
Legyen f : D — R egy valds fliggvény és xp € R olyan, hogy létezik
olyan o > 0 amelyre

(xo—a,xo+ a)\ {x} CD.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke xg-ban

» valamely A érték, amennyiben valahanyszor egy (xi, x2, . ..)
sorozat Dr \ {xp}-ban xp-hoz tart, mindannyiszor a
(f(x1), f(x2),...) sorozat tart A-hoz;

» +o00, amennyiben valahdnyszor egy (xi, x2, . ..) sorozat
Dr \ {xo}-ban xop-hoz tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...)
sorozat tart +oo-hez;

» —oo, amennyiben valahdnyszor egy (xi, x2, . ..) sorozat
Dr \ {xo0}-ban xp-hoz tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...)
sorozat tart —oo-hez.

Jelolés

lim f(x)=A, lim f(x) = +oo.

X—>X0 X—>X0



Fliggvény féloldali hatarértéke (Heine-féle definicid)

Legyen f : D — R egy valds fliggvény és xp € R olyan, hogy létezik
olyan a > 0 amelyre

(xo — a,xp) C D.

Azt mondjuk, hogy f baloldali hatarértéke xp-ban

» valamely A érték, amennyiben valahanyszor egy (xi1, x2, . ..)
sorozat (xp — «, xp)-ban xp-hoz tart, mindannyiszor a
(f(x1), f(x2),...) sorozat tart A-hoz;

» +o00, amennyiben valahdnyszor egy (xi, x2, . ..) sorozat
(xo — «, xp)-ban xp-hoz tart, mindannyiszor a
(f(x1), f(x2),...) sorozat tart +oo-hez;

» —oo, amennyiben valahanyszor egy (xi, x2, . ..) sorozat
(xo — «, xp)-ban xp-hoz tart, mindannyiszor a
(f(x1), f(x2),...) sorozat tart —oo-hez.

Hasonldan értelmezhetd f jobboldali hatarértéke xp-ban.



Fuggvény féloldali hatarértéke, folyt.

Jelolés
Baloldali hatarérték:

lim f(x);

x—x0—0
jobboldali hatarérték:
lim f(x).

x—xp+0

Tétel

Egy f fiiggvény xo-beli hatarértéke akkor és csak akkor Iétezik, ha
f-nek mindkét féloldali hatarértéke létezik xg-ban, és értékiik
azonos:

lim f(x)= lim f(x).

x—xp—0 x—x0+0



Fliggvény végtelenbeli hatarértéke (Heine-féle definicid)
Legyen f : D — R egy valds fliggvény és tegyiik fel, hogy létezik
olyan K € R amelyre

(K,+00) C D.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke +oc-ben

» valamely A érték, amennyiben valahanyszor egy (x1, x2,...)
sorozat +oo-hez tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...)
sorozat tart A-hoz;

» +o0, amennyiben valahdnyszor egy (xi, xo, ...) sorozat
+o00-hez tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...) sorozat tart
+o00-hez;

» —oo, amennyiben valahdnyszor egy (xi, xo, ...) sorozat
+oo-hez tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...) sorozat tart
—o0o-hez.

Jelolés

lim f(x).

X——+00



Fliggvény végtelenbeli hatarértéke (Heine-féle definicid)
Legyen f : D — R egy valds fliggvény és tegyiik fel, hogy létezik
olyan k € R amelyre

(—o0, k) C D.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke —oo-ben

» valamely A érték, amennyiben valahanyszor egy (x1, x2,...)
sorozat —oo-hez tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...)
sorozat tart A-hoz;

» +o0, amennyiben valahdnyszor egy (xi, xo, ...) sorozat
—oo-hez tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...) sorozat tart
+o00-hez;

» —oo, amennyiben valahdnyszor egy (xi, xo, ...) sorozat

—oo-hez tart, mindannyiszor a (f(x1), f(x2),...) sorozat tart
—oo-hez.

Jelolés

lim f(x).

X——00



Fliggvény pontbeli hatarértéke (Cauchy-féle definicid)

Legyen f : D — R egy valds fliggvény és xp € R olyan, hogy létezik
olyan oo > 0 amelyre

(x0 —a,xo + @)\ {x} C D.

Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke xg-ban

> valamely A érték, amennyiben minden € > 0 esetén létezik
olyan § > 0, hogy valahdnyszor 0 < |x — xg| < 0,
mindannyiszor |f(x) — A| < ¢;

» +00, amennyiben minden K € R esetén létezik olyan § > 0,
hogy valahanyszor 0 < |x — x| < §, mindannyiszor f(x) > K;

» —oo, amennyiben minden k € R esetén létezik olyan § > 0,
hogy valahanyszor 0 < |x — xg| < &, mindannyiszor f(x) < k.



Flggvény féloldali hatarértéke (Cauchy-féle definicid)

Legyen f : D — R egy valds fliggvény és xp € R olyan, hogy létezik
olyan oo > 0 amelyre

(xo — a,xp) C D.

Azt mondjuk, hogy f baloldali hatarértéke xp-ban

> valamely A érték, amennyiben minden € > 0 esetén létezik
olyan § > 0, hogy valahdnyszor x € (xp — d, xp),
mindannyiszor |f(x) — A| < ¢;

» +00, amennyiben minden K € R esetén létezik olyan § > 0,
hogy valahanyszor x € (xo — d, xg), mindannyiszor f(x) > K;

» —oo, amennyiben minden k € R esetén létezik olyan § > 0,
hogy valahanyszor x € (xg — d, xp), mindannyiszor f(x) < k.



Fliggvény végtelenbeli hatarértéke (Cauchy-féle definicid)

Legyen f : D — R egy valds fuggvény és tegyuk fel, hogy létezik
olyan K € R amelyre

(K,+o0) C D.

Azt mondjuk, hogy f hatarértéke +oo-ben

» valamely A érték, amennyiben minden ¢ > 0 esetén létezik

olyan M € R, hogy valahdnyszor x > M, mindannyiszor
|f(x) — Al <¢;

» 400, amennyiben minden R € R esetén |étezik olyan M € R,
hogy valahanyszor x > M, mindannyiszor f(x) > R;

—o00, amennyiben minden r € R esetén létezik olyan M € R,
hogy valahanyszor x > M, mindannyiszor f(x) < r.



Véges hatarérték viselkedése miiveletekre

Tétel
Ha f és g valos fiiggvények, amelyeknek létezik véges hatarértéke

valamely xo pontban, akkor az f + g, fg fliggvényeknek is létezik
hatarértéke xg-ban, és

lim(f+g)= lim f+ lim g

X—rX0 X—rX0 X—rX0

lim (fg) = ( lim f) ( lim g) .
X—>X0 X—>X0 X—>X0

Ha tovdbba létezik olyan o > 0 amelyre minden 0 < |x — xp| < «
esetén g(x) # 0, valamint limy_,,, g # 0, akkor

o lime f

X=X g “mxaxo g

Hasonlo dllitdsok igazak féloldali és végtelenbeli hatdrértékre.



Végtelen hatarérték viselkedése miiveletekre

Tétel
Ha f és g valds fliggvények, limy_,,, f = oo, limy_,,, & > 0,
akkor

lim (f +g) = +o00

X—>X0

lim (fg) = £o0

X—rX0
f‘

lim — = +oc0.
X—rX0 g



Folytonos fuggvények

Legyen f : (xo — , xp + @) — R valds fiiggvény.
Definicié
Azt mondjuk, hogy f folytonos az xg pontban, ha f-nek létezik
hatarértéke xg-ban, és

f(xo) = XI|_>n;O f.
Azt mondjuk, hogy f : D — R folytonos, ha minden xy € D
pontban folytonos. Azt mondjuk, hogy f balrdl (illetve, jobrrol)
félig folytonos az xoy pontban, ha f-nek létezik baloldali (illetve,
Jobboldali) hatirértéke xp-ban, és

f(xo)= lim f

x—x0—0

(illetve,
f(x)= lim f).

x—x0+0



Osszeg—, szorzat- és hanyadosfuggvény folytonossiga

A hatértértékre |atott eredményekbdl rogton kovetkezik:

Tétel

Ha az f és g valds fliggvények folytonosak xg-ban, akkor ugyanez
igaz az f + g és fg fiiggvényekre, valamint amennyiben g(xo) # 0
akkor az gf fliggvényre is.



Osszetett fuggvény folytonossaga

Legyenek
f:Df =R, g:Ds—R

valds fliggvények. Tegyiik fel, hogy g o f értelmezési tartomanya
tartalmaz valamely intervallumot xg koriil.

Tétel
Amennyiben f folytonos az xy pontban és g folytonos az f(xp)
pontban, akkor g o f is folytonos xg-ban.



Welerstrass szélsoérték-tétele

Tétel
Haa< be R ésf:[a b] — R folytonos valés fiiggvény, akkor
léteznek olyan xi, x> € [a, b] értékek, amelyekben f-nek globalis
maximuma illetve minimuma van az [a, b| intervallumon: minden
x € [a, b] esetén

f(x1) < f(x) < fx).

Tobbek kozétt, f korldtos [a, b]-n.



Bolzano kozbensoérték-tétele

Tétel
Haa< be R ésf:[a bl — R folytonos valds fiiggvény, valamint
~y tetszbleges érték f(a) és f(b) kozétt, akkor létezik olyan
¢ € [a, b] amelyre f(c) = 7.
Kovetkezésképpen: ha f : [a, b] — R folytonos és szigortian
monoton ndvekvé (illetve, szigordan monoton csokkend), akkor
Re = [f(a), f(b)] (illetve, Rf = [f(b),f(a)]). Tobbek kozott, f-nek
|étezik

f~1:[f(a), f(b)] = [a, b]

(illetve,
f1: [f(b), f(a)] — [a, b])

inverz-fliggvénye.



