12. eléadds: Fuggvények integrilhatdsaga

Szabé Szilard



Motivacid

Sok gyakorlati kérdés megvalaszolasdhoz sziikség van egy kivant
értéket véges osszegekkel vald kozelitd eljarasokra.

Példa

Nem egyenes szakaszok (illetve, lapok) dltal hatdrolt sik-(illetve,
tér-)idomok teriilet-(illetve, térfogat)-szamitdsa.

Ezek az eljdrdsok a matematikdban az integrdlszamitds korébe
tartoznak.



Intervallumok felosztasa

Definicié
Egy rogzitett [a, b] intervallum egy felosztasa:

a=xg<x3<---<xy=b.

Ekkor xy-t a k-adik osztépontnak, Iy = [xk—1, xk]-t a k-adik
rész-intervallumnak hivjuk.

Jelolés
P=(h,...,Iy).



Minden hataron tul finomodd felosztas-sorozatok

Definicié
A P felosztds finomsdga a

AP = max (xx — X
1<k< ( k= %)
érték.
Minden i € N esetén legyenek P; felosztasai az [a, b]
intervallumnak.
Definicié
Azt mondjuk, hogy a {P;}ien felosztds-sorozat minden hatdron til

finomodad, ha
lim AP; =0.

1—00



Alsé és fels6 Riemann-féle osszegek

Legyen
f:[a,b] - R
egy korlatos valds fuggvény.
Jelolés
Legyen my = infyc, f(x), Mk = sup,¢, f(x).
Definicié
Az f fiiggvény P felosztashoz tartozé also, illetve felsé
Riemann-féle osszege:

Sp = Z My (xkx — Xk—1)-
k=1



Egyenlotlenségek Riemann-féle osszegek kozott

Allitas

Minden P felosztdsra teljesiil, hogy sp < Sp.

Bizonyitas

Mivel minden k esetén my < M és x, — xx_1 > 0, azért
nyilvdnvalo.

Allitas

Ha egy P felosztdsbdl egy P’ felosztds véges sok osztépont
hozzavételével keletkezik, akkor

sp < spr < S5pr < Sp.



Egyenlotlenségek Riemann-féle osszegek kozott, bizonyitds

Bizonyitas

Teljes indukcidval, elég azt az esetet vizsgdini, amikor P’ P-bdl
egyetlen j & €]xk_1, xk[ osztépont hozzavételével keletkezik.
Legyen

m' = inf{f(x), x € [x_1,€]}, m" =inf{f(x), x € [£,x]}

Nyilvan ekkor
m > my., m’ > my.

A megfelelé Riemann-féle 6sszegekben a k-adiktdl eltekintve
minden tag azonos, és

spr—sp = m'(§ — xk—1) + m"(xk — &) — mi(xk — xk—1)
= (m = m)(§ — xk—1) + (m" — mi)(xx =€) > 0.



Becslés Riemann-féle osszegek kiilonbségére
Legyen § > 0 és P egy §-nal finomabb felosztds. Legyen

K= F(x)|.
Xren[gf;)]! (x)]

Allités
Tegylik fel, hogy P’ a P-bél N ij osztdpont hozzavételével
keletkezik. Ekkor

|5,P, — 5’])‘ < 2KNJ, |57j/ — 577| < 2KNG6.

Bizonyitds
Ismét elegend6 az N = 1 esetet beldtni. Ezt az el6z6 bizonyitds
képletének felhasznaldsaval tehetjiik meg:

|spr — sp| < |m'|(€ — xk—1) + [m"|(xic — &) + [mie| (xxc — xx—1)
< K(§— xk—1) + Kk — &) + K(xk — xk—1)
= 2K(Xk — Xk—l) < 2K6.



Kilonbozo felosztasokhoz tartozé Riemann-féle osszegek

Allitas
Bdrmely Py, P> felosztdsok esetén

sp, < 5py.
Bizonyitds
Tekintsiik azon P3 felosztdst, amelyet Py és P> osztépontjainak

egyesitésével nyeriink. Ekkor P3 mind P1-bél, mind P,-bd/
megkaphatd véges sok Uj osztépont hozzavételével. Ezért:

spy < S5ps < SP3 < SPQ'



Alsé és felso integral létezése

Legyen az f fliggvény rogzitett és a P felosztas valtozd. Jelolje

{spip, {Sp}r

az osszes lehetséges P felosztashoz tartozd alsd, illetve felsd
Riemann-féle 0sszegek halmazat.

Allitas
Az {sp}p halmaznak létezik a h legkisebb felsé korlatja.

Hasonléan, az {Sp}p halmaznak létezik a H legnagyobb alsé
korldtja. Tovabba: h < H.

Definicio
Az Allitasban szereplé h, illetve H értékeket f Riemann-féle also,
illetve felsé integraljanak nevezziik.



Alsé és felso integral létezése, bizonyitas

Bizonyitas

Egy tetszbleges rogzitett Py felosztds esetén Sp, felsé korlatja az
{sp}p halmaznak, tehat utdbbinak létezik legkisebb felsé korldtja.
Ugyanigy, sp, alsé korldtja az {Sp}p halmaznak, tehat utébbinak
létezik legnagyobb alsé korldtja. Mivel az {sp}p halmaz barmely
eleme alsé korlatja az {Sp}p halmaznak, azért h < H.



Konvergencia az alsé és fels6 integralhoz

Allitas
Bdrmely, minden hatdron tdl finomodd {P;}ien felosztds-sorozat
esetén
lim sp, = h, lim Sp, = H.
1— 00

i—00

Bizonyitas
Rogzitsiink valamely € > 0 értéket, és legyen Py egy rogzitett

olyan felosztds, amelyre h — sp, < £/3. Legyen Py osztopontjainak

szama N, és -

0=——.
4KN
Minden §-ndl finomabb P felosztds esetén legyen P’ a P és Py
osztépontjainak egyesitésével nyert felosztds. Ekkor:

Spr Z Srpo.



Konvergencia az alsé és felso integrdlhoz, bizonyitds

Bizonyitas (folyt.)
Tovdbba, ekkor P’ megkephatd P-bél legfeljebb N ij osztépont
kozbeiktatdsaval, tehat

Spr — Sp, < 2KNé = %
Emiatt:

h—sp = (h—sp,) + (sp, — sp') + (spr — sp)

<Z40+i=¢
2 2 7



Integralhaté fuggvények

Definicié

Egy f : [a, b] — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhato, ha
h = H. Ekkor ezt a kbzds értéket f-nek az [a, b]-n vett
integraljanak nevezziik. Jelolése:

b
/ f(x)dx.
Jelolés

Ha a < b és f Riemann-integralhatd [a, b]-on, akkor

/: f(x)dx = 0, /b f(x)dx = — /ab f(x)dx.



Integralhatdsag jellemzése

Allitas
Egy f korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integralhato

[a, b]-n, ha valamely (vagy barmely) minden hatdron tdl finomodd
{Pi}ien felosztds-sorozat esetén

lim sp, = lim Sp..
I—00 1—00

Bizonyitas
Lattuk, hogy barmely minden hatdron til finomodd {P;}icn
felosztds-sorozat esetén a két hatdrérték h-hoz, illetve H-hoz tart.



Téglanyosszegek

Legyen P egy felosztdas. Minden 1 < k < N esetén valasszunk egy
&k € I elemet.

Definicié
A P felosztashoz és & € Iy valasztdsokhoz tartozé téglanyosszeg
vagy integral-kozelité Osszeg a

N
op = (&) % — xk-1)
k=1

kifejezés.

Minden P felosztas és &, € I valasztas esetén

sp < op < Sp.



Téglanyosszegek és alsd, illetve fels6 Riemann-féle osszegek
Allitas
Minden P felosztds esetén

sp =inf{op}, Sp =sup{op},
£k &k

ahol az inf-ot és a sup-ot az osszes &1, ... ,&N valasztdsra vessziik.
Bizonyitas

Rogzitsiink egy tetszéleges € > 0 értéket. Minden k esetén létezik
olyan & € [xk—1, xx] amelyre f(§k) < my + 5= Innen:

N N c
WCICEEEEDS (mk + b_g) (x4 — x51)

€
b—a

NE

N
= Z My (XK — Xk—1) + (XK — Xk—1)
k=1

k=1
=sp te.



Téglanyosszegek és Riemann-integral

Allitas

Egy f korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integralhaté
[a, b]-n | integrallal, ha valamely minden hataron tul finomodd
{Pi}icn felosztds-sorozat és minden hozza vett &1, ...,&N
vdlasztds esetén

lim op, = 1.
1—00



Egyenletesen folytonos fliggvények

Legyen | egy tetszdleges (zart vagy nyilt, véges vagy valamelyik
irdnyban végtelen) intervallum és f : | — R egy valds fiiggvény.
Definicié

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos I-n, ha minden ¢ > 0

esetén létezik olyan § > 0, hogy valahanyszor x,y € | teljesiti a
|x — y| < 0 feltételt, mindannyiszor teljesiil

[F() = f)l <e.

Megjegyzés

A kiilonbség a folytonossdg definicidjghoz képest az, hogy itt nem
rogzitjiik elére az x pontot, hanem mind x mind y szabadon
valtozhat I-ben.

Ebbdl azonnal latszik, hogy minden egyenletesen folytonos
fliggvény egyittal folytonos is.



Korlatos, zart intervallumon folytonos fuggvény
egyenletesen folytonos
Legyen most a,b € R, a< bés | = [a, b].
Allitas
Ha f folytonos [a, b]-on, akkor egyenletesen folytonos is.
Bizonyitds
Tegytik fel az ellenkezgjét: létezik olyan €9 > 0, amelyre minden
0= % esetén léteznek xp, yn € [a, b] amelyre |x, — ya| < % és

| (xn) = f(yn)| = €0.

Ekkor létezik olyan n' részsorozata N-nek, amelyre x,y €s y,y
konvergalnak valamely x* € [a, b] és y* € |a, b] értékekhez. Mivel
[Xn — ynl < % azért x* = y*. Mdsrészt, f folytonossaga miatt

lim f(xy) = f(x7), n’linoo flyw) =f(y").

n’'—o00

Ez ellentmond annak, hogy |f(x,) — f(yn)| > €o.



Korlatos, zart intervallumon folytonos fuggvény
Riemann-integralhaté

Tétel
Ha f folytonos [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhatd.

Bizonyitds

Rogzitsiink egy tetszéleges € > 0 értéket. Ekkor, mivel f
egyenletesen folytonos, azért létezik olyan § > 0, hogy minden
|x — y| < 0 esetén teljesiil

€
b—a

[f(x) = fy)l <

Legyen P egy tetszbleges, 0-nal finomabb felosztdsa [a, b]-nak.
Bolzano tétele miatt f felveszi szélséértékeit minden I
részintervallumon.



Korlatos, zart intervallumon folytonos fuggvény
Riemann-integralhatd, bizonyitas

Bizonyitas (folyt.)

Innen
N
Sp—sp= Z(Mk — my)(Xk — Xk—1)
k=1
Noo¢
< Z (Xk — kal)
— b—a
.l
= > (% — Xi-1)
b—a —
= bia(b—a):a

Tehdt, minden ¢ > 0 esetén H — h < ¢, azaz h = H.



Korlatos, zart intervallumon monoton fluiggvény
Riemann-integralhaté
Tétel

Ha f monoton [a, b]-on, akkor ott Riemann-integralhatd.
Bizonyitas

Feltehetd, hogy pl. f monoton novekvd. Ekkor

My = f(xk), mx = f(xk_1), s igy minden P felosztds esetén

Sp—sp=

Mz

(F(xk) — f(xk—1)) (xk — xk—1)

x
Il
—

Mz

(f(x) = f(xk-1))Ap = (f(b) — f(a))A

x
Il
—

Amennyiben tehat Ap < m, akkor

Sp—sp <e.



Allandé fuggvény Riemann-integrélja
Legyen minden x € [a, b] esetén f(x) = c.
Allitas
Ekkor .

/ f(x)dx = c(b — a).
a

Bizonyitas
Minden P felosztds esetén my = ¢ = My minden 1 < k < N-re,
gy

N

Sp = 579 = Z C(Xk — kal)
k=1

N
= CZ(Xk — Xk—l)
k=1

= c(l;— a).



A Riemann-integral monotonitdsa

Legyen a < b és minden x € [a, b] esetén f(x) > 0.
Allitas
Ekkor .
/ f(x)dx > 0.
a

Bizonyitds
Minden P felosztds esetén my > 0 minden 1 < k < N-re, ahonnan

b N
/ f(x)dx = h> Z my(xx — xk—1) = 0.

a k=1



Véges sok pontban kilonbozo fliggvények
Riemann-integrélja

Allitas

Ha f Riemann-integrdlhatd [a, b]-on, és g olyan valds fiiggvény
[a, b]-on, amelyre léteznek olyan a < ¢; < - -+ < ¢, < b értékek,
hogy minden x ¢ {c1,...,cn} esetén f(x) = g(x), akkor g is
Riemann-integrdlhatd [a, b]-on, és

Bizonyitas

Elég a n = 1 esetet beldtni, onnan teljes indukcidval kovetkezik.
Legyen P egy tetszbleges felosztasa [a, b]-nek, amelyre c; nem
osztépont. Legyen k az az érték, amelyre c; € I és legyenek
K¢, Kg az |f| és |g| maximumai [a, b]-on.



Véges sok pontban kilonbozo fliggvények
Riemann-integralja, folyt.
Bizonyitas (folyt.)
Ekkor,
15p(8) = Sp(f)] < (Kg + Kr) (i — Xk—1),
és hasonlcan |sp(g) — sp(f)|-re. Tehdt, rogzitett € > 0 esetén
£

= °
Kg—l—Kf

valasztdssal élve, minden 6-ndl finomabb P esetén

1Sp(g) — Sp(f)| <,

és hasonléan |sp(g) — sp(f)|-re. Innen latjuk, hogy g alsé és felsé
Riemann-integralja f integrdljatdl e-ndl kevésbé térnek el.
Minthogy ez minden € > Q esetén igaz, azért g integralhaté

[a, b]-on, és a két fiiggvény integralja [a, b]-on egyenlé.



Nyilt intervallumon korlatos fliggvény Riemann-integralja
Legyen

f]a, b= R

korlatos fluiggvény.

Definicié

Az f fiiggvény egy kiterjesztése [a, b|-re egy olyan
f:lab] =R

fiiggvény, amelyre minden x €|a, b[ esetén f(x) = f(x). Azt
mondjuk, hogy f Riemann-integralhatd ]a, b[-on, ha valamely
(vagy akdrmely) f kiterjesztése Riemann-integralhato. Ekkor, f

integralja |a, b[-on:
b b
/ f(x)dx = / f(x)dx
a a

Mivel barmely két kiilonbdzd f kiterjesztés egymastdl legfeljebb két
pontban kilonbozik, azért az el6z6 allitds miatt ez§6l értelmezett:



Riemann-integralhatésag részintervallumon

Allitas

Tegytik fel, hogy f Riemann-integralhatd [a, b]-on és

[, B] C [a, b]. Ekkor f Riemann-integralhatd [« 5]-on is.
Bizonyitas

Rogzitett € > 0 esetén vdlasszunk olyan § > 0 értéket, amelyre
[a, b] barmely, §-nal finomabb P felosztdsa esetén

Sp—sp <e.

Ekkor, [cv, ] akdrmelyik 6-ndl finomabb P’ felosztdsa
kiterjeszthetd uj osztépontok felvételével [a, b] egy 6-nal finomabb
P felosztdsavd. Kénnyen lathatd, hogy

Spr — spr < Sp — sp.



Riemann-integralhatésag intervallumok egyesitésén

Allitas
Legyenek a < b < ¢ és tegytik fel, hogy f Riemann-integralhatd
[a, b]-on és [b, c]-on. Ekkor f Riemann-integrdlhatd [a, c]-on is, és

/ac f(x)dx = /ab f(x)dx + /bc f(x)dx.

Bizonyitas

Legyenek Py és P felosztdsai [a, b]-nak és [b, c]-nak. Képezziik
[a, c]-nak azt a Py felosztdsat, amelynek osztépontjai P1 és Pa
osztépontjainak egyesitése. Ekkor, amint Py és P> minden hatdron
tul finomodik, ugy ugyanez igaz Po-ra is. Tovabba, minden Py-hoz
tartozo téglanyosszeg megkaphato egy Pi-hez és egy Pa-hoz
tartozo téglanyosszeg osszegeként. Minthogy utdbbiak tetszbleges
&y vdlasztdsok esetén rendre fab f(x)dx-hez és [ f(x)dx-hez
tartanak, kapjuk a kivant osszefliggést.



A Riemann-integral linearitasa, |.

Tegylik fel, hogy f Riemann-integralhatd [a, b]-on, és legyen ¢ € R
tetszbleges.

Allités
Ekkor cf is Riemann-integralhatd [a, b]-on, és

/ab cf (x)dx = c/ab f(x)dx.

Bizonyitas
Azonnal kovetkezik a

my(cf) = cmi(f), My(cf) = cMi(f)

osszefliggésekbdl.



A Riemann-integral linearitasa, |l.
Tegylik fel, hogy az f és g fiiggvények Riemann-integralhatok
[a, b]-on.
Allitas
Ekkor f + g is Riemann-integralhatd [a, b]-on, és

/ab(f+g)(x)dx:/ab f(x)dx+/abg(x)dx.

Bizonyitas

Az f + g fiiggvény akdrmelyik P felosztashoz és &y valasztashoz
tartozo téglanyosszege megkaphaté az f és g fiiggvények
ugyanazon P felosztashoz és &y valasztashoz tartozo
téglanyosszegeinek osszegeként. Mivel utobbiak tetszbleges &
vdlasztdsok esetén rendre [ ab f(x)dx-hez és | ab g(x)dx-hez
tartanak, amint P minden hatdron tdl finomodik, igy kapjuk a
kivdnt Gsszefiiggést.



Riemann-integralhaté fuggvények szorzata és hanyadosa
integralhaté

Tegyiik fel, hogy az f és g fliggvények Riemann-integralhatdk

[a, b]-on.

Allftas

Ekkor, az fg fiiggvény Riemann-integrdlhatd [a, b]-on. Tovdbbd, ha
létezik olyan m > 0, amelyre minden x € [a, b] esetén g(x) > m,
akkor g is Riemann-integralhatd [a, b]-on.



