0.1. Az affinitasok haszndlata kiapszeleteknél

Az kupszeletet kiipszeletbe visz és nem valtoztatja a kipszelet végtelen ta-
voli pontjainak a szamat. Ezért a metrikus tipusokat 6érzi. Igen j6l hasznédlhaté
szerkesztési és bizonyitasi feladatok megolddsara, lassunk erre néhany példat.

0.1.1. Az ellipszis mint kor képe

Az ellipszis affinitdssal mindig korbe vihetd, hiszen tekintve a f6kor egy
sugarat, annak végpontjat a g ardnyud nagytengelyre mer6leges iranyu affini-
tasnak aldvetve, az ellipszis egy pontjahoz jutunk.

1. abra. Affin alapabra

Valéban,ha a P’ pont tdvolsdga a szokott jelolések mellett x illetve y a kis-
tengelytdl illetve a nagytengelytsl, akkor egyrészt x> + y?> = a*> mésrészt a
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Ezek szerint, ha a kitengely meg a nagytengely folé egyarant megrajzoljuk a
kort, akkor egy kozos OP' sugar segitségével a megfelel6 P ellipszis ponthoz
ugy juthatunk, hogy a T kiskorrel alkotott metszéspontbdl a nagytengellyel hi-
zunk parhuzamos egyenest, majd a P’ pontbol a kistengellyel, és a két egyenes
metszéspontjaként a P ellipszisponthoz jutunk. Ezt a szerkesztést kétkoros mod-
szernek nevezziik. Ha két mer6leges korsugarat tekintiink dbrankon, az ezek-
hez tartoz6é OP, OQ ellipszis félatméréket konjugdltaknak nevezziik. Forgassuk
el az OQ'Q zaszlocskat kilencven fokkal az 6ramutaté jarasaval megegyez6
irdanyban. Ekkor Q" pont P’ pontba fordul, a Q pedig a Q* helyzetbe keriil. A
kapott PTQ*P’ négyszog oldalai parhuzamosak a tengellyel, tehat téglalap. A
Q*P &tloja messe a tengelyeket R-ben illetve S-ben. Ezért |[KT| = |KP| és mivel
TP egyenes parhuzamos OR egyenessel |[KO| = |KR| kovetkezésképpen

IPR| = |OT| = b.
Hasonléképpen
[PS| = [PO| =
azaz o
ISRl =a+1b

fliggetlentil a P pontnak az AC ellipszis iven elfoglalt helyétél. Ez alapjan tigy
is rajzohatunk ellipszis pontokat, hogy egy a + b hosszu szakasz végpontjait a
tengelyek egyeneseire illesztjiik, majd megjeloljiik az a : b ardnyt osztépontot
rajta. Ezen elv alapjan miikddtek a mechanikus ellipszis rajzolé gépek az ellip-
szogrdfok. A médszer az dbrdzolé geometria vildgaban papircsik modszernek van
nevezve, de hivhatnank létrds médszernek is, hiszen egy falhoz tdmasztott 1ét-
ran allé ember a létra megcstszasa esetén ellipszis palyédn fog a talaj sikjahoz
kozeledni.

A fenti észrevétel alapjan, két konjugalt ellipszis 4tmér6 ismerete elegendd
az ellipszis meghatdrozé adatainak a megszerkesztéséhez. Tegyiik fel ugyanis,
hogy a Q,O, P pontok adottak és tudjuk, hogy OQ illetve OP két konjugalt
félatmérs. Ekkor az Q pontnak az QOP tompaszogli tartomdnyban valé ki-
lencven fokos elforgatdsaval a Q* ponthoz jutunk. a Q*P egyenesbdl a Q*P
szakasz K felez6pontja mint kdzéppont koriil megrajzolt O-n dthaladé korvo-
nal kimetszi az R és S pontokat, melyek meghatarozzak a tengely egyeneseket.
Adédnak a fél tengely hosszak is a PS illetve a PR szakaszok hosszaként. A




nagyobbik a nagytengely félhossza ezt mérjiik a konjugalt atmérdk altal meg-
hatdrozott, hegyesszogti tartomdnyban haladé tengelyre, hiszen csak ez lehet
anagytengely. Megkaptuk az ellipszis csticspontjait, melyekbdl az ellipszis f6-
kuszai, vezéregyenesei, vezérkorei megszerkeszthet6k. Elso leir6ja neve utdn
ezt a szerkesztést Rytz szerkesztésnek nevezziik.

Szép egyszer(i szerkesztést kindl az affinitds az ellipszis és egyenes met-
széspontjainak meghatdrozdsara. Az ellipszist és az adott egyenest mer6leges
tengelyes affinitassal a f6korébe illetve egy tjabb egyenesbe transzformaljuk,
majd a transzformdlt alakzatok metszéspontjait az inverz leképezéssel vissza
transzformaljuk a kiindulasi egyenesre. A szerkesztés konnyen nyomonkovet-
het6 a ?Abréan.

2. dbra. Ellipszis és egyenes metszéspontja

0.1.2. Hiperbola és affinitas

A hiperbolédk affin osztdlya nem tartalmaz a korh6z hasonl6 elfajul6 elemet.
Mégis van egy kitiintetett hiperbola az egyenldoldalii hiperbola. Tekintsiik a ko-
vetkez0 szerkesztési feladatot. Adott a hiperbola aszimptotaja és a 2a tavolsag
szerkesztend6 a hiperbola. Vilagos, hogy a feladatnak két megolddsa van, mert
nincs megadva, hogy az aszimptotdk szogfelez6i koziil melyikre esik a valos
és melyikre a képzetes tengely.

A két megoldast a ?Abran lathatjuk. Rogton adédik, hogy abban az esetben,
ha az aszimptotdk merSlegesek egymadsra, a két megoldds egybevadgd, egymas
kilencven fokos elforgatottjai. Ezeket a hiperboldkat nevezziik egyenl6oldalt
hiperboldknak. Tetsz6leges hiperbola affinitdsal egyenl6oldalt hiperboldba vi-
het6. Ha a Descartes koordinatarendszert tigy vessziik fel, hogy a tengelyek
az aszimptotdkkal egyezzenek meg, a jol ismert y = % fuggvény grafként valo
eléallitdshoz juthatunk az egység alkalmas valasztdsa utdn. Azonban ebbdl az
el6allitasbol a hiperbola két szép tulajdonsiga rogton adodik. Mivel 1 = xy
egy P(x,y) pont két koordinatajara ezért az OP, PP, téglalap tertilete mindig
egy. Mivel az affinitds tertiletarany tartd, tetsz6leges hiperbola esetén fennall,



3. abra. Hiperbola pér

hogy tetszbleges pontjin dt az aszimptotdkkal hiizott pdrhuzamosok és az aszimptotdk
dltal meghatdrozott paralelogramma teriilete fiiggetlen a pont vdlasztdsdtol.

A masik érdekes észrevétel adodik, ha koordinatarendszeriinket a tenge-
lyekkel megegyez6 irdnytnak valasztjuk. Ekkor a pozitiv els6 koordinataval
rendelkez6 4g pontjainak koordinétai (cosht,sinh t) koordindtdkkal adhatok
meg, ahol f valés paraméter. A tq,t, paraméterekhez tartozé P, P, pontokat
Osszekotd egyenes paraméteres vektoregyenlete:

(ﬁ’ = (cosh ty,sinh t1) + T(cosh t; — cosh tp, sinh #; — sinh £3),

vagy a masodik pontot hasznélva az egyenletben

(ﬁ = (cosh tp,sinhty) + p(cosht; — coshty, sinht; — sinht,).

Ha P az x = y aszimptotdnak az 6sszekot egyenessel valé metszéspontja,
akkor az els6 egyenletbdl

- cosh f; — sinh 1
~ (sinht; —sinhty) — (cosht; — cosht,)

Iﬁ = 7(cosht; — cosh ty,sinh #; — sinhty).

A masodik felirdsbol azon Q pontjéra az 6sszekotd egyenesnek, mely az x =
—y aszimptotara esik,

. cosh ty + sinh ty
p= —(sinh t; —sinht,) — (cosh t; — cosht;)

@ = p(cosht; — coshty,sinht; —sinhty)



adoédik. Azonban T = —p mert
(cosht; —sinhty)[—(sinh#; — sinht) — (cosht; — cosh tp)] =

= cosh 1 sinh t; — sinh £1 cosh t; = sinh(f; — t1),

mig
—(cosht;, + sinh tp)[(sinht; — sinht;) — (cosh t] — cosh )] =
= —(cosh t; sinht; — sinh #; cosh t1) = —sinh(t; — £) = sinh(f; — #7).
Ezért |P P| = |P,Q| azaz a hiperboldt azonos dgin két pontban metsz egyenesnek a

gorbe és az aszimptotdk kozé esd darabjai eqyenl hossziiak. Az allitas nyilvan akkor
isigaz, ha a két metszéspont kiilonboz6 agra esik, ezt is hasonléképpen ki lehet
szamitani. Ha a metszd egyenes érint6vé egyszeriisodik az allitds a kovetkezd
szintén érdekes észrevételt adja: a hiperbola érintdjének az érintési pont és az
aszimptotdk kozé es6 darabjai egyenl hossziiak.

4. dbra. Gyorsszerkesztés hiperboldnal

Ezeket az allitdsokat fel lehet haszndalni arra, hogy az aszimptotak és egy
pont ismeretében tovabbi hiperbola pontokat szerkessziink, hiszen a ponton
athalad6 sugarak metsz8 egyeneseket hatdroznak meg, amelyeken a masik
metszéspont az emlitett észrevétel alapjan rogton adodik. Ezt a szerkesztési
eljdrast nevezik a hiperbola gyorsszerkesztésének. A gyorsszerkesztés az ? Abran
lathato.

0.1.3. Parabola gyorsszerkesztése

A parabolék affin osztalya igazabdl hasonlésagi osztaly, igaz ugyanis, hogy
tetszbleges két parabola hasonlé egymdssal. Tekintsiik ugyanis a meghatdrozé ada-



5. dbra. A parabolat két érint6 az érintési ponttal meghatdrozza.

taikat. Nyilvan a sik alkalmas eltoldsaval elérhetd, hogy a két fokusz meg-
egyezzen. Ezutdn az egyik tengely a kozos fokusz kortili forgatdssal a masikba
vihets. Végiil a fokuszbol mint kdzéppontbdl valé alkalmas nyujtas az egyik
vezéregyenest a mdsikba viszi. Az utolsé 1épés hasonlésdg az elsd ketts egy-
bevégosag igy a leképezések szorzata hasonldsag.

Igen fontos volt a projektiv részben kimutatott kovetkezd éllitds: a parabola
két érintbjének a metszéspontjdt dsszekitve az érintési pontok dltal meghatdrozott sza-
kasz felezépontjdval, a tengellyel parhuzamos egyeneshez jutunk. Ezt kdzvetlentl is
koénnyen belathatjuk.

L

6. dbra. Harom érintd viszonya parabolanal.

Legyen a két érint6 t1 és t, az érintési pontok T7 és T,. A két érinté met-



széspontja M az érintési pontokat dsszekotd szakasz felez6pontja L. Az M
pont egyenl6 tdvol van a két érint6héz tartozo ellenpontoktol, mert ezen kozos
tavolsdg éppen a fokusztol mért tavolsdg az érintd egyenesek szakaszfelez6
merdleges volta miatt. Igy az EME,/A haromszog egyenl6széru, ezért az M-
bél indulé magassag, stlyvonal is egyben. Azaz ezen egyenes parhuzamos
a T1E; illetve ToE; egyenesekkel és azoktdl egyenld tavolsdgra halad. Min-
den szakaszt felez, melynek egyik végpontja T; E1-re mésik végpontja T, Ey-re
illeszkedik. Ezért tartalmazza a T; T, szakasz L felez&pontjat is.

Ugyanezen dbra alapjan leszogezhetjiik:  két érint$ az érintési pontokkal a
paraboldt egyértelmilen meghatdrozza. Valoban el6szor megrajzolhatjuk az ML
egyenest, mely megadja a tengely irdnyat. Ezutdn vele parhuzamosan meg-
rajzolhatjuk a T E; illetve T, E; vezérsugar egyeneseket. Ezeket az érint6jiikre
tikrozve két egyeneshez jutunk, mely athalad a fokuszon, a tiikorképek met-
széspontja tehat F. F-t tikkrozve az érintékre adodik E; illetve E; és igy a ve-
zéregyenes is.

7. &bra. A parabola gyorsszerkesztése.

Lattuk a projektiv részben, hogy a két érint6 bizonyos projektiv pontsorai-
nak megfelel6 elemeit 0sszekot6 egyenesek adjak a ktupszelet érintéit. Parabo-
lanal ez a projektiv kapcsolat affin kapcsolattd egyszer(isodik. Ennek belatasa-
hoz tekintsiink egy harmadik érint6t t3-t. Ezen az érintési pont T3 az el6z6 két
érint6t pedig rendre M;-ben illetve Mj-ben metszi. Minden metszés és érin-
tési ponton keresztiil hiizzunk egy atmérét, ezek tavolsagai kozotti kapcsola-
tokat az ?Abran kovethetjitkk nyomon. Ha Ty és M; egyenesének a tavolsaga
x ugyanennyi M, és T3 egyenesének a tdvolsaga. Jeloljiikk y-al M; és M atmé-
réjének tavolsadgat. Akkor T3 és M atmérdk tavolsdga y — x és MT, tavolsdga
y + x. Ezért T3 és T, atmérdk tavolsdga 2y igy ennek fele y az M és T, atmérdk



tavolsaga. Ekkor az MM, atmérdk tavolsdga megint x, amibél kapjuk,hogy T3
illetve M, atmér6k tavolsdga megint y. A parhuzamos szel6k tétele szerint

x:y=|TiMy| : [MiM| = [MM;| : IMyT,| = |M;T3| : T3 M|

egyenldségek allnak fenn, azaz a harmadik érint6 azonos ardnyban osztja az eredeti
két érintl szakaszt, és ez az ardnya az 1ij érintési pont és az 1ij metszéspontok dltal meg-
hatdrozott két tdvolsdgnak is. Ha x = y feltétellel ériink a kovetkez6 egyszerti ész-
revételhez jutunk: a kitnduldsi érintési hdromszognek az érintési pontokat dsszekotd
oldalhoz tartozé kozépvonala egy 1ij érintd, melyen az érintési pont ezen kozépvonal
felezOpontja. Ezen észrevétel adja a lehet6ségét a parabolaiv gyorsszerkesztésének,
mely az ?Abrén lathato.



