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El6sz6 helyett...

El6sz6 helyett alljanak itt Blaise Pascal orokérvényt gondolatai
a geometriarol, az igazsagrol, az utrol, annak keresésérdl és az
emberi szivrol.

... Kétfagta gondolkodds létezik tehdt: az eqyik gyorsan és tel-
jes mélységiikben felfogia az alaptételekbdl szirmazo kovetkezmeé-
nyeket, ezt nevezhetjik hibatlan gondolkoddsnak; a mdsik eqyszer-
re sok torvényt képes felfogni, anélkil, hogy Osszezavarnd dket,
és ez az 1gazi geometriar gondolkodds. Az eqyik az értelem ere-
je és tévedhetetlensége, a masik az értelem dtfogoképessége. Mdr-
most e kettd nagyon jol meglehet eqymds nélkiil, az emberi szellem
ugyanis eqyardant lehet erds és ugyanakkor korldtolt, vagy dtfogo,
de ugyanakkor gyenge. ...
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A magunk lelte magyardzatok dltaldban jobban meggydznek
benniinket, mint azok, amelyek mdasoknak jutottak eszikbe.

2. 4bra. Leonardo tanulméanya Vitruvius aranyairol

Sohasem magukat a dolgokat keressiik, hanem a dolgok keresését.
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Nemcsak esziinkkel ismerjik meg az 1gazsdagot, hanem sziviink-
kel is. Ez utobbi révén fedezzik fel az alapelveket, s az okoskodds,
melynek semmi szerepe sincs benne, hidba igyekszik cdafolni dket.
... Mert az olyan alapelvek ismerete, mint az, hogy van tér idd,
mozgds, szamok, oly szildard, amilyen eqy sincsen okoskoddasainkkal
megszerezhetd ismereteink kozott. ...

3. 4bra. Escher vizesése

Amikor valamely midvet frunk, legutoljdara tudjuk meg, mivel is

kezdyiik.
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4. abra. Botticelli: Szent Agoston

M hdt az 1dd'? Ha senki sem kérdezi, tudom ; ha kérdik télem, s
meqg akarom magyardzni, nem tudom. Merem dllitani, hogy eqyet
tudok; azt tudnuillik, hogy nem volna mailt idd, ha nem volna mu-
landdsdag; nem wvolna j6vd idd, ha nem wvolna jovendd torténés,
nem volna jelen 1dd, ha eqydltaldin semmi sem volna.

Szent Agoston: Vallomdsok XI.konyv



Bevezetés

Akér akarjuk, akar nem, a geometria sziiletésiink pillanatatol, halalunkig ki-
séri életiinket, hiszen elsGdleges targya a minket koriilvevs vilag. A geometriai
torvényszeriiségek figyelembe vétele nélkiil, nem alakulhatott volna ki mun-
kaeszkoz, szallashely, kdzlekedési eszkoz, emberi civilizacio.

Minden gyerek megtanulva néhény szabalyt, automatikusan, modszerként,
hasznélja a geometriat, tudja, hogy a nagyobb targy nem fér a nala kisebb
dobozba; ha iigyesen pakolja el holmijat tobb fér a fiokba; a haromlabu szék
nem billeg, mint a négylabt, habar konnyebb felborulni vele; megtalédlja a
legrévidebb utat otthona és iskoldja kdzott, hogy minél tovabb aludni tudjon
reggel. Amikor rajzol, a perspektiva szabalyait alkalmazza, hogy kétdimenzios
képe hiiebben adja vissza a lerajzolt haromdimenzids targyat, elcsodélkozik
a vonatsinpar Osszetartasan, rajon, hogy a nagy dolgok is kicsinek latszanak,
ha messze vannak téliink. El6bb vagy utobb felismeri a derékszog és parhu-
zamossag szerepét, maga is elkezdi alkalmazni mondjuk szobajéanak rendbe-
magatol is rataldl. Egyszoval szaméra a geometria a megismerés modszere.

Nem véletlen tehédt, hogy a matematika megismerésének modszere éppen
a geometria vizsgalata nyoman alakult ki a jelenleg elfogadott axiomatikus
formara.

Az axiomatika kezdetben azon illizioval kecsegtetett, hogy az emberi ki-
vancsisag a logika szabélyainak alkalmazasaval maradéktalanul és eldonthetd
modon kielégithets. Ez a tézis a mult szdzad elején végérvényesen megdélt.
Jelenleg gy gondoljuk, hogy érdemes axiomatikus alapokon logikailag jol
kovethetd rendszereket kialakitani, azokat tanulméanyozni, de ha a rendszer
keretein beliil felmeriils valamely kérdésre nem tudunk valaszt adni, azon
sincs mit csodalkozni. Ilyen esetben rendszert valtoztatunk, az adott kérdést
megvalaszolni képes 1j rendszer keretén beliil gondolkozunk tovabb.

Evvel persze a matematikai megismerés modszere is bedll a sorba, kdveti
a legegyszeriibb mintét, a gyerek feln6tté valasidnak folyamatét. Kinéve a kis-
agyat az élettér a szoba lesz, szoba viszont t6bb is van a lakasban, mindegyik
méas érdekességet tartogat, majd kovetkezik az 6voda sok-sok tjabb szobéa-
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val és a kozlekedés lehetGségével, stb.... A valogatast az érzelmek iranyitjak,
azt a szobat inkdbb vilasztjuk tartézkodési helyiinknek, melyben szeretiink
lenni, mint azt, ahol nem. Ugyanakkor meg sem probaljuk a létez6 dsszes szo-
bat figyelembe venni déntéseink soran, adott helyiségek koziil valasztjuk ki a
pillanatnyilag legmegfelel6bbet. A geometria a kapcsolatteremtés legtermé-
szetesebb modszere, kapcsolatot hoz 1étre a matematika kiilonb6z6 dgai ko-
zOtt a szemléltetd gondolkozas utjan; matematika, elméleti fizika és kisérleti
fizika harmasédban a modellalkotas segitségével ; matematika és mérnoktudo-
manyok kozott a tér szerkezetének leirdsa és dbrazoldsa tutjan, matematika
és miivészet kozott a logikai és esztétikai szépség egyiittes megjelenésének
targyaként.

Jelen konyv szerzGje nem akar bevezetni a geometriaba, hiszen gy gon-
dolja, hogy ezen minden emberi lény a neki fontos mértékben mar tilesett,
nem akarja megmondani, hogy mi a geometria, mert gy gondolja igazabol
nem lehet, és kiilonosképpen nem akarja megmondani mi fontos és mi hasz-
nos a geometridban mert gy gondolja ezen kérdésekre adhatod valaszok nem
lehetnek drokérvényiiek. Szeretné konyvében vezérfonalnak megérizni a ben-
niink létezd gyerek racsodalkozasit mindarra ami szép, arr6l irni, ami tetszik
neki és agy, ahogy ez geometriai munkassaga soran kialakult benne.

Ha a konyv olvasasa sordn oromet okoz, mar elérte céljat. Haszonnal
forgathatja mindaz, aki geometriat kozépiskolai, egyetemi szinten tanul, vagy
csak érdeklédik a konyvben feldolgozott teriiletek irant. Javasolhato tovabbé
mindazoknak, akiknek a szellemi élmény is tud 6romet okozni.

Szeretném megkdszonni a tdmogatas minden formajat, melyet a konyv
elkészitése illetve megjelentetése kapcsan kaptam; csalaidomnak a tiirelmet,
tanadraimnak a megalapozott tudis megszerzésének a lehetGségét, hallgato-
imnak a késztetést a konyv megirasara és kollégaimnak a segitséget a kivite-
lezésben, mely eszmei és anyagi tamogatasban egyarant megnyilvanult.

G.Horvath Akos
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5. abra. Vizcseppek (foto: G.Horvath Csenge)
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Babits Mihdly: Bolyai

,,Semmibdl egy uj, mds vilagot teremtettem.”
Bolyai Janos levele atyjaho:z.

Isten elménket bezarta a térbe.
Szegény elménk e térben rab maradt:

a kapzsi villamélyv, a gondolat,
gyémantkorlatjat még csak el sem érte.

En, boldogolvéan azt a madarat
ki kalitjabol legalabb kilatott,

a semmibdl alkottam 1j vilagot,
mint pokhalobol sz6 kotélt a rab.

Uj torvényekkel, tal a sziik egen,
Uj végtelent nyitottam én eszemnek;
kiraly gyanant, tal minden képzeten.

kirabolvan kincsét a képtelennek

nevetlek, mint Istennel 0sztozo,
vén Euklides, rab torvényhozo.
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1. fejezet

Abszolat geometria

1.1. Az alapok

A matematikdhoz nem vezet kirdlyi 1it.

Fuklidész

Az alapok kérdésében nehéz eredeti médon nyilatkozni. Monografiak tu-
catjai tartalmazzak az axiomatikus vizsgalatok torténetét, legfontosabb sze-
mélyiségeinek munkéssigat, azok eredményeit, az eredmények értelmezéseit
és az értelmezések kritikdit. Szamos konyv és tanulmény foglalkozik a filo-
zofiai és modszertani kovetkezményekkel, tehat mindezekr6l mégegyszer irni
felesleges. A szépség, amit egy szisztematikus felépités rejt, és az 6rom, amit
annak készitése okoz, tovabba latni, ahogy lépésrdl-1épésre helyiikre keriilnek
a dolgok, nem mindennapi élmény. Ahogy az elsé talalkozasrol mondja Ady
Endre "Vajjon milyennek lattal?" c.versében:

Minden vagyok, amit vdrtdl
Minden vagyok, amit nem sejtsz
Minden vagyok, mi lehetnék.

Ebben a fejezetben ezt az élményt probaljuk tolmécsolni. Alapfogalma-
kat, alaprelaciokat definidlunk, ezekre vonatkozoan alaptételeket, axiomakat
rogzitiink bizonyitas nélkiil. Ujabb definiciok kimondasa utan ezekre vonat-
kozo allitdsokat fogalmazunk meg, melyeket mér bizonyitunk is. Nem t6-
reksziink preciz felépitésre, de szeretnénk attekinteni a geometriai fogalmak
megjelenésének pontos helyét. Axiomarendszeriink, alapvetGen a Hilbert-féle
axiomarendszer, de a konnyebb haladas érdekében a sziikségesnél erdsebb
axioméakat is megfogalmazunk.



2 1. FEJEZET. ABSZOLUT GEOMETRIA

1.1.1. Illeszkedés

A vildg megismerésének, a létezGk csoportositasanak kulcskérdése, az 0sz-
szetartoz6 dolgok Osszetartozasanak felismerése. A matematikiban altalaban
az eleme relacio bevezetése a szokasos megoldas, ez azonban aszimmetriat
sugall, igy a geometriai 0sszetartozast a szimmetrikusabbnak ting illeszkedés
fogalma alapjan épitjiik fel.

Alapfogalmak: Pont, egyenes, sik. Alaprelacié: Tlleszkedés.

Egy pont illeszkedik egy egyenesre vagy egy sikra. Egy egyenes illeszkedik
egy sikra, ha pontjai illeszkednek ra.

I1. Axiéma. Két (kilonbozd) pont egyértelmien meghatdroz eqy egyenest.

I12. Axiéma. Hdarom nem eqy eqyenesre illeszkedd pont egyértelmiien meg-
hatdroz eqy sikot.

I13. Axioma. Ha eqy eqyenes két pontja illeszkedik eqy sikra, akkor az eqyenes
0sszes pontja illeszkedik rd.

I4. Axiéma. Van négy, nem egy sikra illeszkedd pont.

I5. Axioma. Ha két siknak van eqy kézos pontja, akkor van eqy tovdbbi kozos
pontjuk is.

Az els6 két axioma jellemzi az egyenes egyenesszertiségét illetve a sik sik-
szertiségét, a harmadik Gsszekapcsolja az egyenes és sik fogalmat, a negyedik
és 6todik pontosan harom dimenzidra rogziti teriink méretét.

Egy egyenesre, illetve egy sikra illeszkedd pontok esetében hasznalhatjuk
a kollinedris, illetve komplandris pontok kifejezéseket is.

1.1.2. Rendezés

A vilagegyetem térben és idében létezik. Az idébeli létezés alapjan termé-
szetes képiink van a lineéaris rendezés fogalmérol. Beszélhetiink korabban,
egyidGben, vagy késGbb megtortént eseményekrsl. Ezeket minden nyelv meg
tudja kiillonboztetni egymastol. Természetes vagyunk, hogy a sorrendiség fo-
galmat a térbeli, egyidGben létezé objektumok fogalmara is kiterjessziik, és
azok kozott rendet, sorrendet teremtsiink. A rendezés gondolata elvezet sza-
mos komoly probléma felvetéséhez és megoldasihoz, tovabba 1j geometriai
alapobjektumok bevezetéséhez. Igy jelentGsen hozzajarul a tér fizikai megis-
meréséhez is.



1.1. AZ ALAPOK 3

Az abszolat geometridk rendezése a ,,k6z6tt” fogalma alapjan

Alaprelaci6: kozte van”.

Jelolése: (AC'B), ami tehéat azt is jelenti, hogy a harom pont kollinearis
és a C pont az egyenes két, A és B pontja kozott van.

R1. Axiéma. Ha (ACB), akkor (BCA).

R2. Axiéma. Az egyenes hdarom pontja kézil pontosan egqy van a mdsik kettd
kozott.

R3. Axiéma. Az eqyenes A, B pontpdrjihoz taldlhato olyan C' pont is, amire
(ABC) teljestil.

R4. Axiéma (Pasch). Legyen A, B,C hdrom nem eqy egyenesre illeszkedd
pont, e pedig egy egyenes, amelynek valamely D pontjira (ADB) teljesiil. Ha
C' nem illeszkedik e-re, akkor taldlunk olyan E pontot e-n, amire (AEC) vagy
(BEC) egyike fenndll.

E

B F C
1.1. 4bra. Miért nincs harom beliil metszett oldal?

Az els6 harom axiéma az egyenes pontjainak rendezésérsl szol, de nem
garantalja azt, hogy végtelen sok pontja van az egyenesnek. (Vessiik Gssze az
otponti rendezett egyenes modelljével.) Viszont értelmezhets az A, B vég-
pontok altal meghatarozott nyilt szakasz, mint az egyenes azon C' pontja-
inak halmaza, melyekre (ACB) all fenn. Nem tudjuk azonban, hogy van-e
pontja minden szakasznak. A Pasch-axiéma alapjan azonban értelmezhets
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a félegyenes, félsik és tordttvonal fogalma, beszélhetiink szdgvonalakrol, és
eqyszerd zdart toréttvonalrdl. Ertelmezhetd tovabba a konvexitas is. Mindezek
tulajdonsagairol azonban lényegében semmit sem tudunk. Az axiéma csoport
,erds” axioméaja a mar emlitett Pasch-axiéma, amely mér a sik pontjait segit
rendezni. A kovetkezs egyszert allitasok minden tovabbi vizsgéalat alapjat
képezik.

1.1.1. Lemma. A Pasch-azxioma kimonddsdban szerepld (AEC) és (BFC)
relaciok kozil pontosan az eqyik teljesil. Tehdt, ha (ADB) fenndll, akkor
(AEC) és (BFC') nem teljesiilhet egyszerre.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy mindkét relacio igaz. Tegyiik fel tovabba,
hogy (DEF) teljesiil. Tekintsiik a B, D, F' nem kollinearis pontharmast és
az AC egyenest. Mivel feltételeink szerint (BDA) és (DEF) fennallnak, az
AC illetve BF egyenesekre nézve a Pasch-axioma (BCF) teljesiilését koveteli
meg. Ez pedig ellentmond (BFC')-nek. O

1.2. 4bra. Minden szakasznak van pontja!

1.1.1. Tétel. A szakasznak van pontja.

Bizonyitas: Tekintsiik az AB pontpar altal meghatarozott szakaszt. Il-
leszkedési axioméink szerint van olyan C' pont, mely nem illeszkedik az AB
egyenesre. Az AC egyenesen fel tudunk venni egy D-vel jel6lt pontot, melyre
(ACD) teljesiil. D nem lehet B igy a BD egyenesen is talalunk egy E pon-
tot, melyre (DBE) teljesiil. Az EC' egyenesre és az A, D, B nem kollineéris
pontharmasra alkalmazva Pasch axiéméjat, olyan F' pont létezése adodik,
melyre (AF B) teljesiil. O

1.1.1. Kovetkezmény. A szakasznak és igy az eqyenesnek is végtelen sok
pontja van. Valoban, eqymadsba skatulydzott szakaszokkal wjabb €s ujabb pontok
szerkeszthetdk, melyek az eldzd nyilt szakaszoknak pontjas.
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Tovabbi alapvets fogalom a félsik fogalma. Ennek bevezetésére is lehe-
tGségiink nyilik. Egy stk egy adott egyenesére nem illeszkedd két pontjat az
egyenesre nézve ekvivalensnek nevezziik, ha az altaluk meghatarozott zért
szakasz nem tartalmaz az egyenesre illeszkedd pontot. Definicié szerint min-
den pont ekvivalens magaval.

1.1.2. Lemma. K¢ét pont eqy adott e egyenesre vonatkozo ekvivalencidja ek-
viwalencia reldcio, melynek két osztalya van.

1.3. abra. Az egyenesre vonatkozo ekvivalencia tranzitiv

Bizonyitas: Mivel a reflexivitas és a szimmetria nyilvanvalo, csak a relacio
tranzitivitasat kell belatnunk. Legyen elGszor A, B, C' nem kollinearis pont-
harmas. Ha A ekvivalens B-vel, és B ekvivalens C-vel, akkor A ekvivalens
C-vel is, hiszen ellenkezs esetben e-nek lenne olyan D pontja, amelyre (ADC')
allna fenn, és ez ellentmondana Pasch axiomajanak. Ha pedig a harom pont
egy egyenesre illeszkedik, tekintsiink elGszor egy E pontot, amely e-nek egy
D-t61 kiilonb6z6 pontja, és vegyiink fel egy F' pontot, melyre (AEF) teljesiil.
Az A, F, C nem kollineéris pontharmasra és e-re alkalmazva a Pasch-axiomat,
aD €e, (ADC), (AEF) feltételekbdl adodik, hogy C' és F' ekvivalensek. Ha
most B és F' ekvivalensek lennének, akkor a nem kollinearis eset miatt, A és
F' is ekvivalens pontpar lenne, ez I’ valasztasa miatt nem lehetséges, igy B
és F nem ekvivalensek. Ekkor viszont megint a Pasch-axiéma, valamint C'
és F' ekvivalenciaja miatt, B és C' nem ekvivalensek. Ezzel ellentmondésra
jutottunk.

Legalabb két osztaly létezik, mert egy e-re nem illeszkedS pontot Ossze-
kotve egy e-re illeszkedd ponttal, az R3. axioma alapjan talalunk a ponttal
nem ekvivalens pontot. Masrészt, ha lenne harom osztaly, ezekbdl vilasztva
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egy-egy A, B, C' pontot, nem kollineéaris pontokhoz kéne jutnunk az 1. illesz-
kedési axioma szerint (az egyenesen levé pontok definicionk szerint vizsgéla-
tunkbol ki vannak zarva). Ekkor viszont e és A, B, C' egy a Pasch-axiomanak
ellentmond6 konfiguracidhoz vezetne, ami szintén lehetetlen. Evvel utolso al-
litdsunkat is belattuk. 0J

A fent kapott ekvivalencia osztalyokat az egyenes altal meghatarozott
nyilt félsikoknak nevezziik. Ha a meghatarozo egyenest is a félsikhoz vessziik,
zart félsikrol beszéliink. Félegyenes (nyilt vagy zart) egy egyenes egy 6t nem
tartalmazo félsikhoz tartozo része.

Bevezethets a szogtartomény, szogvonal, torottvonal, sokszog, sokszog-
tartomany fogalma, mert igazolhato a sikbeli egyszert zéart torottvonalra
kimondott Jordan-tétel. Eszerint a sik egy egyszert zart tordttvonala a sikot
két tartoményra bontja, és ezek egyike nem tartalmaz félegyenest. Ez utobbi
a darabot, a torottvonal mint sokszogvonal 4ltal meghatarozott sokszogtar-
toméanynak nevezziik.

Jegyezziik meg tovabba, hogy az 1.1.2. Lemma bizonyitasaval analog bi-
zonyitas azt is mutatja, hogy adott szakasz pontjai altal mint végpontok altal
definialt szakasz pontjai az eredeti szakasznak is pontjai.

Az elliptikus sik rendezése az ,elvalaszt” fogalma alapjan

Amint azt a késGbbiekben latni fogjuk, az abszolut sikon vannak nem metszd
egyenesek. Ha olyan geometriat szeretnénk felépiteni, melyben minden egye-
nespar metszG, a rendezés fogalmat kell djragondolni. Szemléletesen vilagos,
hogy az euklideszi sikbol kiindulva definialhato egy 6t tartalmazé ,bGvebb
sik” — a walos projektiv sik — melyben mar barmely két egyenes metszi egy-
mast. Olyan rendezési modszert kell bevezetni, melybdl alkalmas specializa-
lassal az abszolut geometridk ,kozte van” fogalma a megkovetelt tulajdonsa-
gaival egyiitt adodik.

Alaprelaci6:,elvalasztas”.

Az elvalasztas jelolése: (ACBD), ami azt jelenti, hogy a négypont kolli-
nearis és az A, B pontokat a C', D pontok elvalasztjak.

ER1. Axioma. Ha (ACBD), akkor (BCAD) és (CBDA).

ER2. Axidbma. Az egyenes négy pontjabol pontosan eqyféleképpen alkothato
két pontpdr gy, hogy azok elvdlasszdk eqymdst.
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ER3. Axiéma. Az egyenes tetszileges A, B, D ponthdrmasdhoz taldlhato
olyan C pont az egyenesen, amelyre (ABCD) teljesiil.

ERA4. Axioma (Pasch). Legyen A, B,C hdarom nem egy egyenesre illeszkedd
pont, e és [ pedig két egyenes, melyeknek D € e illetve D' € f pontjaira
(ADBD') teljesiil. Ha C nem illeszkedik e-re és f-re sem, akkor taldlunk
olyan E pontot e-n és E' pontot f-en, amelyekre (AECE'), (BECE') egyike
fenndll.

Vegyiik észre, hogy ha idedlis egyenesként rogzitiink egy egyenest a fenti
axioméakat kielégitd elliptikus sikon, és olyan pontnégyesekre alkalmazzuk az
elvilasztas fogalmat és axiomaéit, melyeknek egyik eleme ezen egyenesre esik,
éppen visszakaphatjuk a ,kozte van” fogalmat és tulajdonsagait.

Valoban, legyen az idealis egyenes f. Ha valamely e egyenes f-hez illesz-
ked6 pontja D, akkor tovabbi A, B, C' pontjaira pontosan akkor teljesiiljon
(ABC), ha eredetileg (ABCD) allt fenn. Mivel az elsG elvalasztasra vonat-
koz6 axioma alapjan feltehets, hogy D az utolsd pontja a felsorolasnak egy
rogzitett pontnégyes esetén, a ,kozott” szimmetridja trividlis. A masodik axi-
6ma szerint D az A, B, C' pontok koziil pontosan eggyel alkotja a maradék
kett6t elvalasztd pontpéart, igy a ,kozott” masodik rendezési axidméja szintén
teljesiil. Ha az egyenes két pontja A, B az f-en levs pontja pedig D, a har-
madik axioma éppen a ,k6zott” harmadik axiomajat adja. Végiil a negyedik
axioma a Pasch axiéméat adja, ha f-et idealis egyenesnek valasztjuk.

1.1.3. Egybeviagosag

A vildgegyetem tetszéleges két 1étezd objektuma nem tekinthetd azonosnak.
Ez a  kettd” sz6 alapvetd jelentése. Egy véges axidomarendszer altal leirt struk-
tira ezt sohasem teljesiti. A geometrian beliil az egybevagosag fogalma hiva-
tott eldonteni, hogy két objektum azonosnak tekinthetd-e vagy sem. Erdekes
felismerni, hogy milyen keveset kell elhinniink ahhoz, hogy lényegében tet-
sz6leges objektum parrdl eldonthessiik az azonossag kérdését. A szimmetria
kedvéeért a szakaszok és a szogtartomanyok fogalméat parhuzamosan axioma-
tizaljuk. Ez nyilvanvaloan sziikségtelen bévitéshez vezet, ahogy ezt a nagy
el6dok munkaibol lathatjuk.

Alaprelaci6:,szakaszok és szogek egybevagosaga”.

Ha AB és C'D két szakasz, az egybevagosagukat AB =2 C'D jeloli.
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E1l. Axioma (Felmérési axioma). Bdrmely egyenes barmely pontjdabdl a pont
altal meghatdrozott mindkét félegyenesére felmérhetd eqy-eqy, az adott sza-
kasszal eqybevdgo szakasz.

E2. Axioma. Az eqybevdgdsdg ekvivalencia reldcid.

E3. Axioma (Felbontési axioma). Két eqybevdgo szakasz felbonthatd paron-
ként egybevdgd részekre. Azaz ha AB =2 A'B’ és C az AB szakasz eqy pont-
ja, akkor eqyértelmiien taldlhaté az A'B’ szakasznak olyan C' pontja, melyre
AC =2 A'C" és CB = C'B’ egyardnt fenndll.

E4. Axiéma. Barmely szégtartomdanyhoz megadhato eqy vele eqybevdgo szog-
tartomdny, melynek eqyik szdra eqy eldre adott félegyenes, mdsik szdra pedig
benne van a félegyenes tartoegyenese dltal meghatdrozott eqyik eldre adott

félsikban.

E5. Axiéma. Ha két hdaromszog két oldala és a kozrezart szogik pdronként
eqybevdgo, akkor a harmadik oldalparjuk is eqybevdgo.

A Hilbert-féle axiémarendszerben az altalunk hasznalt felbontasi axiéma
helyett az egybevagd szakaszok egyesitésérdl szolo axioma szerepel. Eszerint
egybevagd szakaszokhoz az egyenesiikon csatlakoztatott egybevagod szakaszok
uni6ja szintén egybevagd szakaszokat ad. A felbontasi axiomanak az egye-
sitési axioma kovetkezménye, hiszen ha vizsgalt pontjainkra (ABC) illetve
(A'B'C") all fenn, és AB = A’B’ mellett feltessziik, hogy D a masodik egye-
nesnek egy olyan pontja, melyre (A'B'D) és AC = A’D egyarant teljesiilnek,
akkor a felbontasi axioma miatt BC = B’D is fennall. Ez a felmérési axio-
ma miatt azt jelenti, hogy D = (', vagyis teljesiil az egyesitésre vonatkozo
axioma is.

Az egybevagosagi axiomak lehetGséget biztositanak az Osszehasonlitasra
is. Bevezethetjiik az egyenes szakaszain értelmezett nem negativ, valos érté-
ki additiv fiiggvényt, a szakasz hosszat, tovabba a ,kisebb-nagyobb” relaciot
is. Ez alapozza meg a mérést. Bevezethet§ a derékszog fogalma a sikot négy
egybevagd részre oszto egyenespar altal meghatarozott szogtartomanyok mér-
tékeként. Ertelmezheté a mercleges vetités, és igy a koordinata fogalma is.
Rendelkezésiinkre all tehat a derékszogi vagy Descartes-féle koordinatarend-
szeren alapulé analitikus geometria kozel teljes eszkoztara.

Bevezethets az egybevagosagi leképezés fogalma is. Azonban még sok ter-
mészetesnek gondolt allitast talalhatunk, amelyek az eddigi axiomék alapjan
nem bizonyithatok. Ezek belatasahoz olyan tovabbi axiomakra van sziikség,
amelyek megalapozzak a valos szamhalmaz és az eddigi axiomak alapjan
megismert egyenes pontjai kozott fennallo kolcsondsen egyértelmd kapcso-
lat igazolhatosagat. Ahogy a racionalis szamokbol kiindulva tovabbi axio-
ma nélkiil nem juthatunk el a valds szdmok halmazahoz, gy az els6 harom
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axiomacsoportnak eleget tevé egyenes sem rendelkezik a megkivant szinti
Jfolytonossaggal”. Igy sziikség van egy negyedik axiémacsoport felallitasara
is.

1.1.4. Folytonossag

A geometriai vizsgalatokban kiilonb6z6 pontokon lehet az egyenes folytonos-
saganak axiomatizalasara iranyuld 1épéseket megtenni. A jelenlegi felépités
szerinti elsG lehet&ség a szakasz fogalméanak bevezetése utan kivankozik a
Dedekind nevéhez fliz6d6 altalanosan elfogadott axiéma révén.

Axiéoma (Dedekind). Tegyiik fel, hogy az egyenes pontjaibdl dllé valamely
nem tres, diszjunkt A, B halmazpdrra teljesil, hogy az eqyikhez tartozé pont-
part sohasem vdlaszt el a mdsikhoz tartozo pont. Ekkor taldlhato az egyenesen
olyan pont, amely elvdlaszt valamennyi olyan pontpdrt, melynek eqyik eleme
A masik eleme pedig B pontja.

A Dedekind-axioma tovabb élesithetd olyan halmazparra, amely a fenti
feltételekkel az egyenes pontjainak két diszjunkt A, B halmazra val6 felbon-
tasdhoz vezet. Ilyenkor pontosan egy elvilaszté pont van.

Val6ban, ha két elvalaszto pont lenne, példaul C” és C”, akkor ellentmon-
déashoz vezetne az a feltevés is, hogy ugyanahhoz a halmazhoz (pl. A-hoz)
tartoznak, és az is, hogy kiilonb6z6khoz. Az elgbbi esetben ugyanis a C'C”
szakasz pontjai is A-hoz tartoznanak, ezért vagy egyikiik sem elvalaszto pont,
vagy pedig nem teljesiil a kiindulasi feltétel B-re. A masodik esetben a C'C"
szakasz egy D pontja C’'-vel vagy C”-vel azonos halmazhoz tartozik, viszont
igy az emlitett pont nem lehet elvalasztd pont.

Hagyomany szerint a kiindulasi halmazokat Dedekind-szeleteknek nevez-
ziik. Ezzel az elnevezéssel az axiomat tgy is fogalmazhatjuk, hogy ha az
egyenes Dedekind-szeleteinek unidja, akkor egyértelmiien meghatarozott az
egyenes egy pontja, amely a szeleteket elvilasztja. A Dedekind-axiéma és az
illeszkedési valamint rendezési axiomék egyiittesen lehetGvé teszik a Cantor-
axioma bizonyitasat. Ezen axioma a jol ismert Cantor-féle kozospont tétel
metrikatol mentes (,gyenge”) alakja:

Axioéma (Cantor). Tegyiik fel, hogy A;B; (i = 1,2,...) zdrt szakaszoknak egy
megszdmldlhatdan végtelen sorozata, melyre A;B; O A;1Biy1 teljesiil, azaz

fenndllnak az (A;Aiy1B;), (Air1Biv1B;) rendezések. Ekkor () A;B; # (.

Valoban, azon P pontok halmaza, melyekre (PA;B;) all fenn valamely 4

indexre legyen A, B pedig jelolje azon R pontok halmazat, melyekre valamely
i indexszel (A;B;R) teljesiil. Vildgos, hogy A és B kielégitik a Dedekind
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axioma feltételeit, ezért van olyan C' pont, melyre minden P € A és R € B
esetén (POR) teljesiil. Ez a C pont hozzatartozik mindegyik A;B; kiindulasi
zart szakaszhoz. O

Ezen a ponton igazolhato, hogy az egyenes pontjainak halmaza nem meg-
szamlalhato, mert a Cantor axidoma nem teljesiilhet megszdmlalhatéan ren-
dezett ponthalmazra. Valoban, tegyiik fel, hogy az egyenes pontjait egy (P;)
sorozatba rendeztiik. Legyen Q1 = P, Ry = P» és ezt kdvetGen legyen )y =
= P;, ha P; az els6 pont a sorozatban, amire (¢ P;R;) fennall. Mivel minden
szakasznak van pontja ilyen indexet talalunk. Hasonl6 médon definialjuk Rs-
t a (Q2 P, R,) feltétel alapjan. Vilagos, hogy a zart szakaszokra Q1 R; D Q2 R;
fennall. Az eljarast folytatva egy olyan zart tartalmazkodo szakaszsorozathoz
jutunk, melynek metszete nem tartalmazhat a (P;) sorozatba tartozd pon-
tot. (Ami nem szakaszvégpont az valamelyik szakasznak kiilsé pontja.)Ez
ellentmond Cantor axiémajanak.

Ha egyenesiink pontjait valos szamoknak szeretnénk megfeleltetni, fol kell
hasznalnunk az egyenes szakaszairol szold egybevagosagi axiomakat, amelye-
ket Osszefoglaloan linedris aziomdknak is szoktunk nevezni. Ahhoz, hogy az
egyenes pontjait rendezéstartd megfeleltetéssel leképezhessiik a valos szamok
halmazaba elegend6 a Dedekind-axiomanal valamivel gyengébb Archimédeszi
axioma is.

Axiéma (Archimédeszi). Legyen AB illetve CD az e egyenes két szakasza.
Ekkor van olyan n természetes szam, és léteznek olyan C;i=1,...,n pontok
az e egyenesen, hogy minden i-re C;C; 1 = CD, tovdbbd C,C,, D AB.

Archimédeszi, de nem Dedekind-féle egyenes modellje lehet a valos szam-
egyenes racionalis pontjaibol 4ll6 ponthalmaz. Ezen egyenes egy szakasza a
megfelel6 kozonséges szakaszhoz tartozo racionélis pontok halmaza lesz. E
modellben az egyenesen értelmezett axiomak — beleértve az Archimédeszi
axioméat is — teljesiilnek, de egy irracionalis pontra ,hiz6d6” szakaszsoro-
zat metszete nem pontja az igy értelmezett egyenesnek. Igy nem teljesiil a
Cantor-axioma és vele egyiitt a Dedekind-axiéma sem.

Forditva, konnyen igazolhato, hogy a Dedekind-axiomabol a vizsgélt fel-
tételek mellett kovetkezik az Archimédeszi axioma. Jelentsen ugyanis a to-
vabbiakban C1C,, egy a CD szakasz (n — 1)-szer val6 sorozatos felmérésével
adodo szakaszt. (Az egyszertiség kedvéért a sorozatos felmérést a vizszintes-
nek tekintett egyenes ,bal oldala” fel6l képzeljiikk a ,,jobb oldal” iranyaban.
Mivel ez a kifejezésmod konnyen pontosithatd a tovabbiakban hasznéljuk
ezen definidlatlan elnevezéseket is.) Legyen G a vizsgalt félegyenes azon C
pontjainak halmaza, melyhez talalunk olyan n-et, hogy C' € C,C, teljesiil.
Jel6lje H a fenti modon nem lefedhets pontok halmazéat. Ha az Archimédeszi
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axioma nem teljesiilne, a két halmaz Dedekind szeleteket ad, mert diszjunk-
tak, és fennall rajuk a ,szelet” tulajdonsag is. Igy a Dedekind axiéma szerint
van olyan E pont, mely a két szelet valamennyi pontpérjat elvalasztja. Ha
E € G akkor E-t6l jobbra is talalunk lefedhets pontot, és E nem elvilasz-
to pont, ha pedig F € H akkor E-t6l balra talalunk tovabbi nem lefedhetd
pontot, és E ezért nem lehet elvilaszto pont. Mivel az egyenes Gsszes pontja
G-hez vagy H-hoz tartozik ellentmondasra jutottunk.

Az altalanos Archimeédeszi egyenest (ami nem teljesiti Dedekind axio-
méjat) rendezéstart6 modon csak a valos szamegyenes egy mindeniitt strt
részhalmazanak tudjuk megfeleltetni. Ahhoz, hogy az egyenest kolcsonosen
egyértelmiien képezhessiik a valos szamegyenesre a Dedekind-axioma teljesii-
lését is meg kell kovetelniink.

Felmeriil a kérdés, hogy van-e olyan rendezett, az egybevigdsigok linea-
ris axiomait is teljesité egyenes modell, amely Archimédész axiomajat sem
teljesiti. A kérdésre Veronese példaja ad egy szép pozitiv valaszt (lasd a 4.
fejezetben).

1.2. Abszolat tételek

Minden pontbél minden ponthoz hiizhato egyenes.

FEuklidész 1. I.posztuldtum

Ebben a fejezetben azon fontos allitasokat mondjuk ki, melyek a parhu-
zamossag fogalméat készitik els. Egyel6re tehat nem hasznaljuk a parhuza-
mossagi axioma egyik valtozatat sem. [gy az abszolut geometria allitasaihoz
jutunk.

1.2.1. Lemma. Ha eqy sz0g kiilonbozd szdrain vdlasztott két pontot eqy sza-
kasszal dsszekdtyik, akkor a szog csiucsdbol kimndulo, a szogtartomdnyban ha-
lado tetszdleges félegyenes metszi a szakaszt.

Bizonyitas: Tekintsiik az AOB szog szarait osszekots AB szakaszt. Jelol-
jon C egy olyan pontot, amelyre (AOC) teljesiil. Az ABCa-re és a félegye-
nesre alkalmazva a Pasch-axiéomat, az allitds azonnal adodik. O

1.2.2. Lemma (a kiils6 szogrol). A hdromszog kilsd szige nagyobb a nem
mellette fekvd belsd szdgeknél.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fol, hogy valamely ABCa-ben az A, kisebb
vagy egyenlé a B csicsnal 16vé kiils6 szogénél. Ekkor a kiilsé szoget az Ay
AB szarara a szogtartoméany belsejében folmérve, a felmért kiils6 szog mésik
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B
C O A
1.4. abra. A szogtartomanybeli félegyenesek metszik a szarakat 0sszekotd
szakaszt
C
M
4 B

M’

1.5. abra. A kiils6 sz6g lemmaja
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szara az Ay belsejében halad. Az el6z6 lemma szerint ez egy M pontban
metszi a haromszog BC' oldalat. Hosszabbitsuk meg a BC' oldal egyenesét
az AB egyenes altal meghatarozott C-t nem tartalmazoé félstkban, és mérjiik
fel a4 az AM szakasz hosszat B-bél. Ha M’ jeloli a kapott pontot, akkor
az E5. axioma miatt az ABMa = BAM),, és igy az M BA, egybevago az
M'AB-gel, vagyis az M, A, M’ pontok kollinearisak. Ez viszont lehetetlen,
tehat lemmank allitasa igaz. O

1.2.1. Megjegyzés. A fenti bizonyitdsbol az is kideril, hogy ha eqy eqyenest
két mdsik egyenes ugyanakkora szog alatt metsz, akkor a két eqyenesnek nincs
kézdos pontja, nem metszik eqymdst. Tehdt az abszolut geometriaban mindig
léteznek nem metszd eqyenesek.

1.2.3. Lemma (Két haromszog egybevagosaga). Két hdaromszig eqybevdgd,
ha eqy oldal valamint az oldalon lévd eqyik sz6q és az oldallal szemkozti szdg
a két haromszégben egybevdgo.

A B’
1.6. dbra. Egy oldal és két szog egyenlGsége.

Bizonyitas: Tekintsiik az ABCa-et és az A'B'C’\-et, amelyekben AB =
A'B', ABC, = A'B'C', és BCA, = B'C'A,. Mérjiink fel a B'C’ oldalra
B’-bsl C" iranyaban egy BC-vel egybevagé szakaszt, elGallitva a C* pontot.
Ekkor A'B'C*5 =2 ABCy, igy a B'C’ egyenest az A'C* és A'C' egyenesek
azonos szog alatt metszik. Ez azonban csak gy lehetséges, ha ¢’ = C*,
vagyis ABCx = A'B'C',. O

A tovabbiakban két pont tdvolsdiga alatt az Sket 0sszekotd szakasz hosszat
értjiik. Szakasz felezdpontja a szakasz egy olyan pontja, mely a végpontok-
t0l egyenl( tavolsagra van. A sik két eqyenese merdleges eqymdsra, ha négy
egybevago tartomanyra bontjak a sikot.

1.2.1. Tétel (A szakaszfelezs merdlegesrdl). Tetszdleges szakaszhoz egyértel-
mden létezik a felezdpontjan dthalado, rd merdleges eqyenes, a szakaszfelezd
merdleges, amelynek barmely pontja eqyenld tavolsdigra van a szakasz végpont-
jaitol.
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C C

1.7. abra. Szakaszfelez6 merdleges.

Bizonyitas: A bizonyitas elss lépéseként az AB f5lé szerkessziink egy olyan
haromszoget, melynek az alapon fekvs szogei egyenlSk. Vegyiink elGszor egy
tetszGleges C' pontot, ami nem illeszkedik az AB egyenesre, és tekintsiik
az ABCa-et. Ha ebben az AB-n 1év6 szogek egyenlsk, készen vagyunk. Ha
pedig nem, akkor példaul CAB, > CBA,. Mérjiik &t CBA -et AB-t6l a
nagyobbik CAB, tartoméanyba. Els§ lemmank szerint a szogtartomanyban
halado6 szar egyenese metszi BC-t egy D pontban, és ekkor ABD A mar ren-
delkezik a kivant tulajdonsaggal. Vegyiik {61 az AB D a-gel egybevago ABD',
haromszoget is az AB egyenes altal meghatarozott masik félsikban. Els6 lem-
mankat ismét alkalmazva kapjuk, hogy DD’ metszi AB-t egy M pontban.
Mivel AMDa = AMD!,, ezért DMA, = DMA, = DMB, = D'MB,,
és igy az el6z6 lemma szerint AM D = BMDa. Ez azt jelenti, hogy DD’
athalad AB felezépontjan és merdleges is ra. A DD’ egyenes egy tetszéleges
M-t61 kiilonbo6z6 E pontja esetén AMEA = BMEn, és igy E-nek az A és
B pontoktol mért tavolsdga egyenld. Végiil jegyezziik meg, hogy a felmérési
axioma miatt egy szakasznak csak egy felezGpontja lehet, igy a szakaszfelezs
merGleges egyértelmi. O

1.2.2. Megjegyzés. Tételink kivetkezménye, hogy az egyenldszdri hdrom-
s20q alapon fekvd szdgei eqyenldk, tovdbbda, hogy ha eqy hdromsziog eqyik ol-
dalon fekvd szdgei megeqyeznek, akkor a szogekkel szemben fekvd oldalak is
eqyenlik.

1.2.4. Lemma. A hdromszog két szégének dsszege kisebb az eqyenesszognél.

Bizonyitas: Valamely ABC-ben az A-nal és B-nél leve bels6 szogek Ossze-
ge kisebb, mint a B-nél levs bels6 és kiils§ szogek Osszege, ami éppen az
egyenesszog. 0
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1.8. 4bra. Nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.

1.2.1. Kovetkezmény. Eqgy egyenldszari hdromszig szdrszige az eqyenes-
sz0q felénél kisebb, azaz mindig heqyesszag.

A tovabbiakban gyakran utalunk szakasz hosszara. A szakaszokat anélkiil
is Ossze lehet hasonlitani, hogy mérdszamot rendelnénk a hosszukhoz, igy
a ,,< " relaciot minden tovabbi magyarazat nélkiil hasznaljuk. Ha ezzel
ekvivalens modon a hosszaiknak megfelel§ valos szamokat hasonlitjuk, akkor
a szokasos szakasz jelet abszolutérték jel hasznalatéval egészitjiik ki, és igy
hasznaljuk a fenti relacio jeleket.

1.2.5. Lemma. A hdromszigben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg és
nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal taldlhato.

Bizonyitas: Ha az ABCa-ben AC < BC, a két oldal kozos C csiicsabol a
BC-re felmérjiik AC-t, elsallitva az A’ pontot. Igy az AA'C /A egyenlészarii.
Az abranak megfelels tartalmazasi viszonyokat figyelembe véve

CBAA{ < CA,AA{ = AACA{ < BAC&

A tétel masodik allitasa pedig egyszeri logikai kovetkezménye a most bizo-
nyitottnak. O

1.9. abra. HaromszogegyenlGtlenség.

1.2.2. Tétel (HaromszogegyenlGtlenség). A haromszig két oldaldnak dsszege
nagyobb a harmadik oldalndl.
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Bizonyitas: Maérjiik fel a b = AC tavolsigot a BC oldal meghosszabbi-
tasara az 1.9. dbranak megfelelGen. Ekkor az egyenl@szari haromszogre vo-
natkoz6 korabbi észrevételiink alapjan az ABDa-ben BDA, < DAB,, igy
el6z6 lemmaéank szerint valoban fenndll: a + b > c. O

1.2.2. Kovetkezmény. Tételink alapjin indukcioval konnyen igazolhaté a
tordttvonal egyenldtlenség, miszerint ha Ay, As, ..., A, eqy térdttvonal szog-

n—1
pontjai, akkor fenndll a > A;A;v1 > A1A, egyenldtienséy.
i=1

1.2.6. Lemma (Kar lemma). Ha két hdaromszig két-két megfeleld oldala egy-
bevdgo, a koztik levd szég pedig az elsd haromszdogben kisebb, mint a mdso-
dikban, akkor a harmadik oldal az elsd hdaromszdgben szintén kisebb, mint a
masodikban.

A

1.10. dbra. Kar lemma n = 3.

Bizonyitas: Legyen ABCx és A'B'C', a feltételeknek megfelels két harom-
szog. Nyilvan feltehets, hogy A = A, B = B’ és ABC, < A’B'C’, tovabba,
hogy C és C" az AB egyenes azonos oldalan helyezkednek el. Ekkor D-vel
jelélve a BC egyenes és AC” szakasz (els6 lemmank szerint létezd) metszés-
pontjat, a B, D,C pontok elhelyezkedésére két eset lehetséges: (BDC') és
(BCD,).

Az els6 esetben a BC = BC' egyenldség miatt

AC'Cy < BC'C, =C'CB; < C'CAy

egyenlStlenségek teljesiilnek, és igy AC' < A’C” is fennall (lasd az 1.10. dbra
baloldala).

A masodik esetben a CBC), egyenl6szart volta miatt BCC!, < 7, azaz

C'CD. > 3. fgy a CC’'Da-ben C'C'D, alegnagyobb szog. Ezért DC' > DC,
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és igy AC" = AD+ DC" > AD+ DC > AC is fennall (lasd az 1.10.abra jobb
oldala). 0O

1.2.3. Tétel (Legendre elss tétele). Bdrmely hdromszig szogeinek dsszege
nem nagyobb az eqyenesszognél.

1.11. abra. Legendre els6 szogtétele.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan ABCx, amelyben a szogek

Osszege egyenesszognél nagyobb. Az AB félegyenesen vegyiik fol ezen harom-
szog n darab egybevagd példanyat gy, hogy az AB-nek megfelel6 oldalak
csucspontjai a félegyenes A = Ag, B = Ay, Ay, ..., A, ekvidisztans (egyenld
kozii) pontsorozatot alkossanak, mig a Cy = C, (1, ... C,,_; harmadik cstcs-
pontok ugyanazon félsikhoz tartozzanak. A feltételiink miatt A;C;A; 11, >
> (;A;i11Ci41 , egyenlStlenség teljesiil minden 7 = 0,1,...,n — 1-re. Ezért
a kar lemma alapjan AgA; = A; A1 > C;Cip1 = CyCy. Ugyanakkor a t6-
réttvonal egyenlStlenség miatt AgCy + CoCh + -+ + Crh1An_1 > n - AgA;
adodik. Ebbdl atrendezéssel n - (A0A1 — COCI) < AgCo+C,, 1A, 1 Osszefiig-
géshez jutunk, ami n megvilasztasanak tetszéleges volta miatt ellentmond
az Archimédeszi axiomanak. O

C

GO

4 B

1.12. abra. Kiils6 szog tétel.

1.2.1. Definicié. Egy hdaromszig szogeinek 6sszegét eqyenes szogre kiegészitd
szoget a hdromszog defektusanak nevezzik és d-val jeldljiik.
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1.2.4. Tétel (kiilsdszog tétel). A hdromszog eqyik (belsd) szogéhez tartozo
kiilsd szige nem kisebb a mdsik két (belsd) szogének dsszegénél.

Bizonyitas: A Legendre elsd szogtétele miatt
DBCy =m—ABC, > CAB,+ ACBy,
teljesiil az allitasnak megfelelGen. O

1.2.3. Megjegyzés. Tetszdleges (zdrt, onmagdl nem metszd) sokszdg atlok-
kal haromszégekre bonthato. A felbontdsban szerepld haromszogek defektusa-
inak dsszegével definidlhatjuk o sokszog defektusat, ami ldthatoan a sokszog
belsd szigei Gsszegének (n — 2)m-t6l vald eltérése. (Igy nem fiigg a felbontds-

tdl!)

1.2.5. Tétel (Legendre masodik tétele). Ha van olyan hdromszog, amely
defektusa nulla, akkor valamennyi haromszig defektusa nulla.

1.13. abra. A masodik szogtétel.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az ABCx defektusa nulla. Mivel a defektus
nem negativ, additiv fiiggvény, igy a haromszog legnagyobb szégéhez behu-
zott magassagvonal két nulla defektusi derékszogi haromszogre bontja az
ABCa-et. Az egyiket egy vele egybevago példannyal egyesitve, egy nulla de-
fektusi négyszoghdz jutunk, melynek két egymas melletti szoge derékszog.
Van tehét téglalap a sikon. Ebbdl a téglalapbol kiindulva, ilyenek oldal menti
egyesitésével tetszéleges korlatos tartomanyhoz — igy egy tetszéleges A’ B'C'y -
hoz is — taldlunk egy 6t lefedd téglalapot az Archimédeszi axioma alapjan.
Az A'B'C)y-et az 1.13.4bra szerint lefedd téglalapot bontsuk fel az ott lathato
modon, legfeljebb 6t diszjunkt haromszog unidjara. Ezek mindegyikében nul-
la a defektus az additivitds és nem negativitas miatt, igy A’B'C’, defektusa
is nulla. O
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PD1 =D1 D2 , PD2 =D2 Dy

1.14. abra. Miért tart nulldhoz a PD;T,?

1.2.6. Tétel. A hdromsziogek defektusa pontosan akkor nulla, ha sikjiban
bdrmely a eqyeneshez eqy rd nem illeszkedd P ponton dt egyetlen nem metszd
egyenes hizhato.

Bizonyitas: Tegyiik fel elgszor, hogy a haromszogek defektusa nulla. Je-
16lje T a P-bél a-ra bocsatott merdleges talppontjat. Ekkor P-ben a T P-re
allitott PK merdGleges nem metszi a-t. Indirekt tegyiik fel, hogy a KPT,
szogtartomanyban van tovibbi P-bél indul6 a-t nem metsz6 f félegyenes is.
Ekkor f PK-val egy pozitiv € szdget zar be. Tekintsiink, most egy olyan P-
bél indulo félegyenest, mely D-ben metszi a-t, és amelyre PDT, < e. (Ilyen
sz0g talalhato, mert a kiilsé szogek tétele miatt, ha az a-ra illeszked6 D pont
végtelenhez tart, akkor a PD;T« nullahoz tart (lasd az 1.14. abrat). Ez vi-
szont, lehetetlen, mert a PDT, szogosszege w, és igy KPD, = PDT, < ¢,
ami azt jelenti, hogy az a-t nem metsz6 f félegyenes a T'P D szogtartomany
félegyenese ellentmondva az 1.2.1.Lemménak.

P K

A T a B D

1.15. 4bra. Ha a defektus nulla teljesiil a parhuzamossigi axioma

Forditva tegyiik fel, hogy a P-n keresztiil csak egy egyenes hiizhatd amely
nem metszi a-t. Valasszuk tovabbd az ABCa-et tgy, hogy AB oldalanak
egyenese a legyen, és C' csicsa egybeessen P-vel. Ekkor a BPK, = PBA,
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feltételnek eleget tevé P-bdl kiinduld P—I% félegyenes az a-t nem metsz§ egye-
nes egyik félegyenese. Hasonlé6 modon az 1.16.abra szerinti PL félegyenes
tartoegyenese sem metszi a-t, ha teljesiil az APL, = PAB, feltétel. Ekkor
viszont a két félegyenes ugyanahhoz az egyeneshez tartozik, és igy az ABCa
defektusa nulla. O

L C=P K

A B

1.16. abra. A defektus nulla, ha teljesiil a parhuzamossagi axiéma.

A tovabbiakban megvizsgaljuk az abszolit geometridhoz illeszthets par-
huzamossagi axiéméakat.

1.3. Euklidész parhuzamossagi axiomaja

Ha két egyenest ugy metsz eqy egyenes, hogy az eqyik oldalon keletkezd
belsd szaogek (0sszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes
végtelentl meghosszabbitva taldlkozzék azon az oldalon, amerre

az (0sszegben) két derékszognél kisebb szogek vannak.

Fuklidész 1. V. Posztuldtum

Euklidész 6todik posztulatuméaval ekvivalens a Proklostol szarmazé alabbi
megfogalmazas:

Axioma (Euklidész parhuzamossagi axiomaja). Adott egyeneshez adott, az
eqyenesre nem illeszkedd ponton keresztil egyetlen nem metszd eqyenes hiiz-
hato.

Néhany tovabbi, altalunk eddig nem vizsgalt, az 6todik posztulatummal
ekvivalens allitas:

e Adott egyenestdl a sik ugyanazon felén egyenls tavolsagra 1évé pontok
meértani helye egyenes. (Clavio, 1574)

e Van legalabbis két hasonlo, de nem egybeviagd haromszog. (Wallis,
1663)
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e Barmely haromszognél van nagyobb teriiletti haromszog. (Gauss, 1799)

e Héarom pont koron vagy egyenesen van. (Bolyai Farkas)

1.3.1. Definicié. Az egybeesd egyenesek parhuzamosak (azaz egy egyenes
pdrhuzamos onmagdval). Két kilonbozd egyenest pedig akkor mondunk pér-
huzamosnak, ha van kézos sikjuk, de nincs kézos pontjuk.

1.3.1. Tétel. A pdrhuzamossdg ekvivalencia reldcid.

1.17. 4bra. Az euklideszi parhuzamossag tranzitiv.

Bizonyitas: A reflexivitas és szimmetria a parhuzamossag fenti definicioja
szerint teljesiil. Elegendd tehat a tranzitivitast igazolni. Ha al|b és b||c, akkor
a és ¢ valamely koz6s pontja b-hez nem tartozhat, igy b-vel egy sikot hatéaroz
meg, mely a, b, ¢ kozos sikja. A parhuzamossagi axiéma szerint ekkor a = ¢
azaz a||c. Ezek szerint ha a # ¢ akkor a-nak és c-nek nincs kozoés pontja. Ha
az a,b és b, c egyenesparok ~v és « sikjainak van b-re nem illeszked6 kozos
pontja is, akkor a két stk egybeesik, és ez az a, c egyenespar sikja is, tehat
al|c is teljesiil. Ha pedig 7 és « kiilonb6z6 sikok, akkor tekintsiik a ¢ egyenes
tetsz6leges C' pontjat (ez biztosan nem illeszkedik y-ra). Az a egyenes és C'
pont sikjat jeloljiik S-val. Ekkor a = S N~y, és legyen @’ = a N f. Ha d' = ¢,
akkor a-nak és c-nek van kozos sikja, és igy al|c teljesiil. Ha pedig o’ # ¢, akkor
a’ metszi b-t (a-ban). Ez a metszéspont akkor v-ra is illeszkedik, amib6l v = 3
kovetkezik, tehat ellentmondasra jutunk. Igy a és ¢ kozos siktt nem metszé
egyenesek, tehat parhuzamosak. Ezzel a tranzitivitast bizonyitottuk. O

Az axioma ellendrzése — az egyenes végtelensége miatt — tapasztalati, ész-
lelési koriinkon kiviilre esik, ezért kimondasanak pillanatatol kezdve vizsgalat
targyat képezte. Legendre eredményei, mint lattuk, visszavezették a kérdést a
haromszog szogosszegének vizsgalatara, ami ellenérizhet6bb tulajdonsagnak
tlint. Azonban mérésekkel — azok mindig is fellépé hibaja miatt — tovabbra
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sem lehet minden kétséget kizardan eldonteni, hogy tapasztalati iton elér-
het6 vildgunkra az euklideszi vagy a hiperbolikus geometria parhuzamossagi
axiomaja teljesiil-e. Tehat, ha mindkét axioma alapjan felépithets egy-egy
geometria, akkor azok egyforma eséllyel irhatjak le vilagunkat.

1.4. PArhuzamossag a hiperbolikus sikon

Semmibdl egy 1j, mds vildgot teremtettem.

Bolyai Jdnos levele atyjahoz

A tovabbiakban feltessziik, hogy a sikon a hiperbolikus geometria alabbi
parhuzamossagi axibmaja érvényes.

Axioéma (Hiperbolikus parhuzamossagi axioma). Adott egyeneshez adott, az
eqyenesre nem illeszkedd ponton keresztil tobb, az adott eqyenest nem metszd
eqyenes hizhato.

1.4.1. Tétel. A hiperbolikus sikon eqy adott a egyeneshez eqy adott, rajta
kivil fekvd A pontbdl pontosan két olyan félegyenes hizhato, hogy az dltaluk
meghatdrozott kisebbik nyilt szogtartomdnynak valamennyi A kezddponti fél-
eqyenese metszi a-t, €s a két hatdrolo félegyenesnek nincs kézds pontja a-val.
Ezeket elpattano félegyeneseknek egyeneseiket pedig elpattand egyeneseknek
nevezzik.

Bizonyitas: Az A pontbol az a egyenesre bocsatott merdleges talppont-
ja legyen T'. Tekintsiik az A ponton_:)ithalad() T A-ra meréleges e egyenest,
amit az A pont két félegyenesre, AK-ra és ﬁ—re bont fel. A TAK szog-
tartomanyban haladé félegyenesek az 1.2.1. Lemma szerint metszik AK-t. A
metszéspontok, aszerint, hogy metsz6 vagy nem metszé félegyenes adja Gket,
két Dedekind szeletet alkotnak, igy van egy egyértelmiien meghatarozott el-
valaszto pont. (A TK egyenes tobbi pontjat természetes modon soroljuk a két
osztaly egyikébe, ha (PTK) &all fenn, akkor P-t a metsz6k osztéalyaba sorol-
juk, ha Q-ra (TKQ) teljesiil, akkor a nem metszdk halmaziahoz vessziik.) Az
ehhez tartozo félegyenes az elpattand egyenes, mely nyilvan a nem metsz6k
osztalyanak eleme. A tételben szerepls masik félegyenes T A-ra szimmetriku-
san adodik. O

A tovabbiakban a félegyenesek parhuzamossaganak definidlasat tiizziik ki
célul. Ehhez az ,elpattanas” alaposabb vizsgéilata sziikséges.

1.4.1. Definicié. Egy adott félegyenes tarto eqyeneséhez eqy adott, az egye-
nesen kivil fekvd pontbol két elpattand féleqgyenes hizhato. Ezek kézil azt
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L A K

1.18. 4bra. Elpattano félegyenesek.

tekintjik az adott félegyeneshez a pontbol hiuzott elpattand félegyenesnek,
amelyik a pontot €s az adott félegyenes kezddpontjdt dsszekdtd egyenesnek a
félegyenessel kozos oldalan van.

1.4.1. Lemma. Az elpattand vagy az adott félegyenes kezddpontjdt tarto
eqyenesén dthelyezve gy, hogy annak végtelen tdvoli pontjdat nem vdltoztatjuk
meg, az elpattands tulajdonsdga megmarad.

Ha eqy félegyenes elpattand eqy adott félegyeneshez, akkor elpattand az
adott félegyenesre illeszkedd, vagy az azt tartalmazé bdrmely masik félegye-
neshez is. Tovdbbd a féleqyenesre illeszkedd vagy a félegyenest tartalmazo bdr-
mely félegyenes is elpattand az adott félegyeneshez.

B B
\
\ M
\ L’
A K
VAML << =AML B’L’ metszd

B

B.
L
A4 > ) .-
A K/ A A\ /K

1.19. dbra. KezdGpont athelyezés.

Bizonyitas: A lemma bizonyitasa négy eset vizsgalatat igényli, ami a Pasch
- axioma segitségével az dbrak alapjan konnyen elvégezhetd. O

1.4.2. Tétel. A félegyenesek halmazan az elpattands szimmetrikus és tran-
zitiv tulajdonsdyg.
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A T, M K
1.20. 4bra. Szimmetria.

Bizonyitas: FElGszor igazoljuk a szimmetriat. Legyen a két félegyenes F(
és 37, ahol L illetve K a félegyenesek egy-egy ,tavoli” pontjai. Tegyiik fel,
hogy F(]\ﬁ, azaz a B-bol zﬁ(—hoz inditott elpattand a BL félegyenes.
Huzzuk meg az ABL, szogfelez6 egyenesét. FEz metszi zﬁ(—t M-ben. Az
M AB, szogfelezGje metszi BM-et O-ban. Vilagos, hogy O egyenl tavolsag-
ra van az Ff illetve Bj félegyenesektSl. A merdleges szakaszok talppont-
jai legyenek rendre T és Tp. Az el6z6 lemma szerint AK||BL ekvivalens
a TA—I%IITﬁ relacioval, amely viszont szimmetrikus, mert a 7?(, m fél-
egyenes par szimmetrikus a T4OTpg, szogfelezGjére. Ezért az utobbi relacio

T IT R
ekvivalens a T L||T4 K relacioval, és ismét a lemmankra hivatkozva kapjuk,
7 H
hogy BL||AK.
B
B
C L
M
4 K
C C
M M
B A
B L K

1.21. 4bra. Tranzitivités.

A tranzitivitas igazabol térbeli allitas. Modelltdl fiiggetleniil bizonyitani
nem konnyii. Az elpattanas valamely modellben valo geometriai jellemzése
utan az allitas trividlisan adodik. Jelen esetben modelltdl fiiggetlen bizonyi-
tast adunk, de ,csak” sikban.

Harom esetet kiilonboztethetiink meg a félegyenesek egyméashoz viszonyi-
tott elhelyezkedése alapjan. Az elsG két egyenest AK-val illetve ﬁ—lel jelol-
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ve, a harmadik, C—Z\>/[ az JF(HBj, BTHC—Z\)/[ feltételek mellett, a kezd&pont
athelyezésrél szolo lemma alapjan, az 1.21. abran lathaté harom helyzetben
képzelhetd el.

Valoban, AK és Bj parhuzamossagabol kovetkezik, hogy az AB egye-
nes altal meghatarozott félsikok koziil az egyik tartalmazza mindkét félegye-
nest. Mivel ﬁHC—Z\)/[ is fennall, ezért CM szintén belemetsz ezen félsikba.
Ha egyenesének van pontja AB-n akkor feltehetd, hogy a harom kezdGpont
kozos egyenesre illeszkedik. Ha ez nem teljesiil, akkor tekintsiik B és C' pon-
tok Osszekots egyenesét is. Mivel BL és CM kozos félsikban vannak, ezért
mindharom félegyenes azon ABC; konvex szogtartomanyba esik, mely BL-et
tartalmazza. Ennek szarain, vegyiink rendre egy (BAA’), (BCC") relaciok-
nak eleget tevs A’, C' pontpart. Vildgos, hogy az A’C’ szakaszt mindharom
félegyenes metszi.

A masodik két eset ekvivalens egymaéssal, ezért csak az els6 két esettel

foglalkozunk. A BL egyenes elvilasztja a masik két félegyenest ezért C’_]\f nem
metszi AK-t hiszen kiilonben a Pasch-axioma miatt AK-val egyiitt ﬂ—et is
metszené. Ugyanakkor a C-bél az AC' M tartoményban inditott félegyenes az
elpattanas tulajdonsiga miatt metszi BL-et egy B’ pontban. A_)kezdc’ipont
athelyezésérdl ﬂ’)}() lemma miatt ugyanez az egyenes metszi AK-t is igy
metsz6. Azaz C'M elpattand AK-hoz, ahogy allitottuk.

A masodik eset hasonloképpen elintézhets, ha hasznaljuk a szimmetria
tulajdonsagot is, és az A-bol indulo félegyeneseket vizsgaljuk. O

1.4.2. Definicié. Két félegyenes parhuzamos, ha az eqyik tartalmazza a md-
sikat, vagy ha elpattandak. Két egyenes parhuzamos, ha mindkettd tartalmaz
eqy-eqy olyan félegyenest, amelyek pdrhuzamosak. A pdrhuzamos félegyenesek
osztdlyaihoz uj objektumokat rendeliink, az osztdlyhoz tartozo félegyenesek ko-
70s végeét. Két eqysiki egyenest ultraparallelnek (vagy kitérdnek) mondunk,
ha nem metszdk és nem is pdrhuzamosak.

A kovetkez§ tétel azt jelzi, hogy a hiperbolikus sik struktiraja jobban
hasonlit az euklideszi tér szerkezetéhez, mint az euklideszi sikéhoz. Az ultra-
parallel egyenesek példaul rendelkeznek az euklideszi tér kitérs egyeneseinek
alabbi fontos tulajdonsagaival.

1.4.3. Tétel (Bolyai Janos). Két ultraparallel egyenesnek létezik kizos me-
rdlegese.

Bizonyitas: Bolyai Janos bizonyitasa felhasznalja, hogy az egyeneshez egy
kiils6 pontbol inditott metsz6 félegyeneseknek az egyenessel bezart szoge foly-
tonosan valtozik a pontbol az egyenesre bocsatott merdlegeshez viszonyitott
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1.22. abra. Ultraparallel egyenesek k6zos merGlegese.

sz0g fiiggvényében. Ez nem kézenfekvg allitas, de a bizonyitasat az olvasora
bizhatjuk.

Legyen most AK illetve ﬁ vizsgélt egyeneseink két olyan félegyenese,
amelyekre a BAK , derékszog, és a két félegyenes a BA egyenes altal meg-
hatarozott ugyanazon félsikhoz tartozik. Ekkor vagy AB a két _egyenes k6z0s
merdlegese, vagy feltehetjiik, hogy ABL, hegyesszog. Legyen B%az ABL,
szogtartomanyaban B-bdl inditott metszé félegyenes, ahol M az AK-val alko-
tott metszéspontot jeloli. Megjegyzésiink szerint mig M az A pontbol eljut
K-ba az M BL, sz6g monoton csokkend folytonos véaltozas mellett rendre
felveszi az [ABLy,, €] intervallumba es6 valos szamértékeket. Itt € > 0, mert
ebben a szogtartomanyban van a B-bdl hiizott parhuzamos, amely elvalasztja
az LBA, két szarat. Hasonl6 médon a BM A, monoton csokkend folytonos
fiiggvény, amely a [7,0) intervallum értékeit veszi fel. (Korabban mar lat-
tuk, hogy van nulldhoz tarto részsorozata ezen fiiggvénynek.) Mindez csak
ugy lehetséges, ha van egy olyan M, amire BMA, = MBL,. Jelolje F' a
BM szakasz felezGpontjat, és lﬁyen n az F' pontbol AK-ra bocsatott me-
réleges egyenes, T' pedig n és AK kozos pontja. Az n = T'F egyenes metszi
a ﬁ( félegyenest egy S pontban, mert az F' pontra vonatkozd kdzéppontos
tiikrézés az n egyenest fixen hagyja, a ﬁ félegyenest pedig az M A félegye-
nesbe képezi. Az MT Fx ekkor egybevagd a BSFa-gel, igy n a keresett kozos
merdleges. O

1.4.2. Lemma. Egy eqyenest az dbra szerint azonos szoq alatt metszd eqysiki
eqyenespdr ultraparallel helyzeti.

Bizonyitas: Korabban lattuk az 1.2.1. Megjegyzésben, hogy egy ilye_n>egye—
nespar nem lehet metsz§. Ha parhuzamosak lennének, akkor pl. az AK és a
37 félegyenesek elpattandak volnanak, és az AB szakasz felezGpontjara vo-
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1.23. abra. Azonos szog alatt hajlo egyenespar ultraparallel.

N\

natkozo szimmetria miatt a komplementer félegyenespar is elpattano lenne.
Ez azonban ellentmondana a hiperbolikus parhuzamossagi axiéméanak. [

1.4.1. K6évetkezmény. Ha eqy egyenespdrnak van kézés merdlegese, akkor
ultraparallel.

Most pedig megszerkesztjiik a kozos merdlegest. Ehhez sziikségiink lesz
egy specialis négyszog, a Saccheri-négyszog tulajdonsagaira.

Az A’ABB’ négyszog Saccheri-féle, ha AB alapjan 16v6 szogei derékszo-
gek, tovabba az AA’ és BB’ szarai egyenlSk. Ekkor a négyszog szimmetrikus
az AB és A'B’ alapok F' és G felezGpontjait 6sszekots egyenesre. A négyszog
a nevét G.G. Saccheri olasz geométerrdl kapta, akinek a parhuzamossaggal
kapcsolatos vizsgalataiban fontos szerepet jatszott ez a négyszog tipus.

1.4.3. Lemma (A Saccheri-négyszog tulajdonsagai). A Saccheri-féle négy-
s20q derékszogtdl kilonbozd két szoge eqyenld (igy ezek hegyesszigek). Az ala-
pok felezdpontjait dsszekitd eqyenes mindkét alapra merdleges. A hegyesszigek
kézos szdardt ado alap hosszabb a derékszogek kozos szdardt ado alapndl.

Bizonyitas: Az é&bra jeloléseit hasznélva, a BAA, és ABB/)\ egybevigo-
saga miatt BA’A, = AB'By, és AB’ = BA'. Ezért az A'BB. is egybevago
B'AA, -gel, és igy elsé allitasunknak megfeleléen AB’A’, = BA'B/,.

Az alaplapokon F' és G felez6pontok, igy az A’ AF A, egybevago a B’ BFa-
gel, tovabba oldalaik paronkénti egyenlGsége miatt az A’ FGa és a B'FGa
is egybevago. Igy az FG egyenes merdleges az A’'B’ alapra. Mivel az AA'G A
és a BB'G is egybevago, ezért |[AG| = |BG/|. Ebbol az AGFa, és BGFa
haromszogek egybevagosaga is adodik, igy F'G egyenes mersleges AB-re is.

Az utolso allitas bizonyitasédhoz tekintsiik az AA’'Ba, B'BA’y hdromszo-
geket. Mivel B'BA’, + A'BA, = 7 ugyanakkor A'BA, + BA'A, < %, ezért

. 2
BA'Ay < A'BB/,. Igy a kar lemma alapjan utolsé allitasunk is teljesiil. O
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1.24. dbra. A Saccheri-négyszog tulajdonsagai.

A Saccheri-négyszog szimmetria tengelyének nevezziik az alapok kozos
(FG) merdlegesét. Ez a Saccheri-négyszoget két egybevago tin. Lambert-féle
négyszogre bontja.

1.4.4. Tétel (Hilbert). Ultraparallel eqyeneseknek szerkeszthetd a kiozos me-
rolegese.

1.25. abra. K6zos mer&leges szerkesztése.

Bizonyitas: Legyen a két egyenesiink a és b. Tetsz6legesen jeloljiik ki a egy
A pontjat, majd allitsunk ebbdl a pontbol b-re merdleges egyenest. A talp-
pontot jeloljiik B-vel. Ha AB egyenes a-ra is meréleges készen vagyunk. Ha
nem feltehetd, hogy az 1.25. 4branak megfelelGen jobbra zar be a-val tompa
szoget. Legyen most a jobboldali félegyenes tetszéleges pontja A’ és az ebbdl
b-re bocsatott merdleges talppontja B’. Mérjiik fel B’-bsl a B’A’ egyenes-
re a BA szakasz hosszat, a kapott végpontot jeloljiik A”-vel. Vegyiik észre
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elgszor, hogy (B’ A” A’) a kapott pontjaink rendezése, mert ABB’A” Saccheri-
négyszoget hataroz meg, igy BAA, < 7 < BAA!,. Jelolje K és L rendre az
a és b egyenesek bal oldali félegyenesének végét, és mérjiik at a KAB, et_A)”
ben az A”B egyenesre az abra szerint. A lipc;tt 1j félegyenes legyen A"M.
Igazoljuk, hogy ez a félegyenes mets_m) az A'K félegyenest. ﬂ és AK nem
metszok, ezért B-bdl indithato egy AK-val parhuzamos félegyenes BK mely
az LBA, szogtartomanyban halad. Mérjiik at az LBKL{_et) B’-bdl is b-re, az
abra szerint kijelolve az LB'K’, szoget. Ekkor BK és B'K’ félegyenesek ult-
raparallelek (kitérck), igy W metszi ﬁ( t egy P pontban. Valoban ha
B-t osszekotjitkk A’-vel akkor ezen szakaszt B'K' metsm ezért metszi AB il-

letve AA’ egyikét. Az elsG esetben metszenie kell AK t igy allitasunk ekkor
is teljesiil. Alkalmazzuk most a Pasch-axiomat a PB’A's-re, és kapjuk, hogy

W metszi ﬁ(—t egy C' pontban. (W—t nem metszheti W, mert az
MA"B'K’ tartoméany egybeviagd6 a K ABK tartomannyal, és igy K/ = M
is teljesiil.) Bocsassunk most C-bdl merdlegest b-re, ennek talppontja legyen
D. Végiil a CA”B'D négyszoget helyezziik at az abranak megfelels EABF
pozicidba. Vildgos, hogy EC'DF Saccheri-féle négyszog, hiszen az athelye-
zés a CD szakaszt a vele egyenl§ hosszti EF szakaszba viszi, mely szintén
mer6Gleges b-re. Ennek szimmetria tengelye a kivant egyenes. O

1.4.5. Tétel. Adott eqy eqyenes és eqy félegyenes. Ekkor szerkeszthetd olyan
eqyenes, mely merdleges az adott eqyenesre, €s pdarhuzamos az adott félegye-
nessel.

1.26. dbra. Adott félegyenessel parhuzamos, egy méasik egyenesre meréleges
felegyenes szerkesztése.

Bizonyitas: A félegyenest tiikrozziik az egyenesre, majd keressiik meg azt
az egyenest, mely egyik irdnyban a félegyenessel, mésik irdnyban a tiikorkép
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félegyenessel parhuzamos. A kapott egyenes eleget tesz a feltételnek. ElGszor
megmutatjuk, hogy két (altalaban nem egy egyenesre illeszkedd) félegyenes-
hez van olyan egyenes, mely mindkettGjiikkel parhuzamos. A Cayley-Klein
modellben (1asd 4.3. fejezet) abréazolva félegyeneseinket ilyen egyeneshez csak
ugy jutunk, ha a végtelen tavoli pontok 6sszekots egyeneseként reprezenta-
16d6 hiperbolikus egyenest tekintjiik. Azonban kozos kezdGpont esetén egy
ilyen kozos parhuzamos a szimmetria miatt meréleges a szogtartomény szog-
felezs egyenesére. Kiilonb6z§ kezdGpont esetén ezekbdl a mésik félegyenessel
parhuzamost hizva, majd a keletkez6 szogek szogfelezG egyeneseit megraj-
zolva két olyan egyenest kapunk, melyekre a keresett egyenesnek egyarant
merdlegesnek kell lennie. Es mivel a kozos parhuzamos egyértelmien léte-
zik, ezen szogfelezs egyenesek ultraparallelek és kozos merdlegesiik a kozos
parhuzamos. Kozos kezdSpont esetén a félegyenesek egy-egy pontjara mint
kezdGpontra attérve a feladatot a kiilonboz6 kezdGpontok esetére vezettiik
vissza. U

1.4.1. Megjegyzés. A bizonyitdsbol kiderilt, hogy az emlitett szigfelezdk
ultraparallel helyzetiek. Ehhez azonban felhaszndltuk, a kézés parhuzamos lé-
tezését és eqyértelmiiségét, melyet modelltdl fiiggetleniil igazolni nem is olyan
eqyszerd feladat.

1.4.3. Definicié. Rendre metsz6 vagy parhuzamos vagy kitérs sugdrsornak
nevezzik azon eqyenesek halmazdt, amelyek mind dthaladnak eqy adott pon-
ton, vagy pdrhuzamosak eqy adott félegyenessel, vagy merdlegesek eqy adott
equenesre. A sik eqy pontjinak eqy adott sugdrsor elemeire vonatkozo tikor-
képeinek halmazdt a sugdrsor ciklusanak nevezziik. A metszd sugdrsor ciklusa
a kor, a pirhuzamos sugdrsoré a paraciklus és a kitéréé a hiperciklus.

El6re bocsatunk harom észrevételt, amelyek a ciklusok jellemzésében fon-
tos szerepet jatszanak.

1.4.4. Lemma. A ciklusok eqy-eqy mértani hely feladat megolddsai, ponto-
sabban :

o A kor az adott ponttdl dllando tdvolsdgra taldlhatd pontok mértani he-
lye.

e Két pdarhuzamos egyenes egy-eqy pontjdt korrespondedlonak mondjuk,
ha szakaszuk eqyenld szdget zdr be az eqyenesekkel. A paraciklus eqy
adott ponthoz adott pairhuzamos sugdrsorra vonatkozoan korrespondedlo
pontok mértani helye.

o A hiperciklus adott eqyenestdl (annak egyik félsikjiban) egyenld tavol-
sagra levd pontok mértani helye.
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1.27. abra. A paraciklus mint korrespondeal6 pontok halmaza.

Bizonyitas: Az elsdilletve harmadik allitasok bizonyitasa definici6 alapjan
egyszert, ezért csak a masodik allitast fogjuk igazolni. Tegyiik fel, hogy A és
B két tiikorkép pontja P-nek. Igazoljuk, hogy az AB szakasz F felezépontjan
athalado szakaszfelez6 merdleges a kiindulasi parhuzamos sugarsor eleme. Ha
metszené a t, vagy t;, tiilkoregyenesek valamelyikét, akkor ezen ponttol P, A és
B egyenl§ tavolsagra esne, azaz a két tiikoregyenes is metszené egymaést, ami
lehetetlen. Tegyiik most fel indirekt, hogy vizsgalt egyenesiink ultraparallel a
PB szakasz t;, tiikoregyeneséhez képest. Ekkor létezik n kozos merélegesiik.
Erre a k6zos merdlegesre A-bol és B-bdl is merdlegest bocsatva két egybevago
Lambert-négyszoget kapunk, AA'F'F-et illetve BB'F'F-et. Azaz A-nak és
B-nek a tavolsaga ettsl az egyenestsl megegyezik. Hasonl6an lathato, hogy
ugyanekkora a P pont tavolsiga is ettdl az egyenestdl, igy ez kozos merdlegese
az eredeti két tiikoregyenesnek. Azonban ez lehetetlen, igy AB szakaszfelez
merdlegese is hozzatartozik a sugarsorhoz. Azaz az A-bol és B-bdl inditott

— .
sugarsor elemekkel egyiitt az F'I” félegyenes is eleme a sugarsornak. Igy a
korrespondealas egyszertien lathato. O

1.4.6. Tétel. Eqyenestil kilonbozd ciklusnak nincs hdarom kollinedris pontja.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a P pont valamelyik sugarsor két elemére
vonatkozé tiikorképe P’ és P”. A PP’ illetve PP" szakaszok felez6pontjai
legyenek M’ és M”. Ha a harom pont egy egyenesre illeszkedik, akkor az
1.2.1 kovetkezmény miatt a sugarsor ezen két egyenese kitérs. Azaz a harom
pont egyenese kozos merélegese a sugarsor elemeinek. Igy a kiindulasi pont
tiikorképeivel egyiitt a sugarsort meghatarozo alapegyeneshez tartozik, tehat
nem egy valédi ciklus pontjai. O
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1.5. Mer6legesség az abszolit terekben

Ha valamely egyenesre egyenest dllitunk gy, hogy eqyenld mellékszogek
keletkeznek, akkor a két eqyenld szoq derékszdg, és az dllo
egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen dll.

FEuklidesz 1. 10. Definicio

A merdlegesség (ellentétben a parhuzamossaggal) abszoliat fogalom igy
vizsgalata alapvets informéaciokat ad az abszolit tér szerkezetérdl.

1.5.1. Definicid. FEgy adott sikot metszd egyenes merGleges a sikra, ha me-
roleges annak valamennyi, a metszésponton dthalado egyenesére.

1.5.1. Tétel. Eqy adott egyenes pontosan akkor merdleges eqy adott sikra,
ha metszi azt, és merdleges kettd, a metszésponton dthalado sikbeli eqyenesre.

1.28. 4bra. Sik egyenes merGlegessége.

Bizonyitas: Legyen az n egyenes merGleges az a, b metsz§ egyenesparra
ugy, hogy n is athalad az a és b egyenesek D metszéspontjan. Tekintsiink egy
(a,b) sikra illeszked6 D-n athalado tetszéleges ¢ egyenest. A tovabbiakban
az (a,n) illetve (b,n) sikok altal meghatarozott azon térnegyedet vizsgaljuk
az 1.28. dbra szerint, amelyben ¢ a C' pontban metszi az a, b egyenespar egy
AB 6ss7ekotd szakaszat. Legyen P’ az n egyenes azon pontja, melyre |PD| =
= |DP'|. Vilagos, hogy a PDAx, és a P'DAx haromszogek egybevagosiga
folytan, |PA| = |P’A|, és hasonloképpen |PB| = |P'B|. Ezért a PABA,
és a P'ABA haromszogek is egybevagoak. Igy PAC, = P'AC,, amibél a
PACx =2 P'AC, egybevagosag is kiovetkezik. Ekkor |PC| = |P'C| azaz
egybevagoak a PDCa és a P'DCx haromszogek is. Igy PDC, = P'DC, =
= 2. Mivel ¢ az (a,b) sik tetszileges egyenese volt, n meréleges az [a,b]
sikra. O




1.5. MEROLEGESSEG AZ ABSZOLUT TEREKBEN 33

1.5.1. Megjegyzés. A tétel bizonyitdsdbol kideril, hogy a merdleges sik pont-
jai €s csak azok vannak a P,P’ pontpdrtdl eqyenld tdvolsdgra, azaz a sikbeli
esethez hasonloan igazolhato, hogy a szakasznak egqyértelmiien létezik szakasz-
felezé merdleges sikja, mely a végpontjaitol eqyenld tavolsdgra lévd pontok
meértani helye.

1.5.2. Megjegyzés. A tételnek eqy fontos kévetkezménye, hogy eqy adott
eqyenes adott pontjin dthalado, az adott eqyenesre merdleges eqyenesek mér-
tani helye az adott egyenesre merdleges, az adott ponton dthalado sik. Te-
kintsiik ugyanis a mértani hely két eqyenesét. Ezek meghatdroznak eqy sikot,
mely az 1.5.1 Tétel szerint merdleges az adott eqyenesre. Teqyiik fel, hogy a
meértant helyhez tartozo valamely eqyenes, nem illeszkedik erre a sikra. Ekkor
az eqyenes €s az adott eqyenes dltal meghatdrozott sik metszi a merdleges si-
kot eqy 1jabb egyenesben, mely szintén merdleges az adott eqyenesre. Ez nem
lehetséges, mert adott sikban, adott eqyenes adott pontjin dthalado merdle-
ges eqyenes csak eqy van. Ugyanakkor a sik bdrmely pontjan dthalad eqy, a
feltételeket kielégitd egyenes, a pontot a défésponttal dsszekitd eqyenes.

1.5.2. Tétel. Adott pontbol egyértelmien dllithaté merdleges egyenes eqy
adott sikra.

4

1.29. 4dbra. Sikra merGleges egyenes szerkesztése.

Bizonyitas: Jelolje A az adott pontot, és legyen o az adott sik, a pedig a
sikra illeszked§ tetszGleges egyenes. Tegyiik fel elGszor, hogy A nem illeszkedik
a sikra. Bocsassunk merdlegest az A pontbdl az a egyenesre a sikjukban, en-
nek talppontja legyen T. A T pontban allitsunk merglegest a-ra az « sikban,
és végiil ezen egyenesre bocsassunk merdlegest az A pontbol. A merGleges
talppontjat jelolje D. Ha D azonos T-vel, akkor D-n keresztiilhalad az « sik
két merdleges egyenese, ezért az el6z6 tétel alapjan a keresett egyenes AD.
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Ha D kiilénbozik T-t61, tekintsiik az a egyenes tetszéleges T-t61 kiilonb6zd
S pontjat. Igazoljuk, hogy a DS egyenes is mersleges AD-re, igy a keresett
meréleges egyenes ebben az esetben is AD. Mérjiik f5l AD-re az |AD| tavol-
sadgot a D pontbol A-val ellentétes iranyban, igy az A’ pontot kapjuk. Vegyiik
észre, hogy az a egyenes merdleges az [A, T, D] sikra igy annak valamennyi
T-n athalado egyenesére, tehat A'T-re is. Ezért az ADTa és az A'DTa egy-
bevagosiga miatt |AT| = |A'T|, és igy az AT Sx is egybevago az A'T'S-gel.
Ez viszont azt jelenti, hogy |AS| = |A’S|, amibdl végiil az AA’, és a DS
egyenesek merdlegessége adodik.

Legyen most A olyan pont, amely illeszkedik a-ra. Ekkor két tetszdéle-
ges A ponton athaladé egyenesre allitsunk meréleges sikot az A ponton at.
Ezek metszésvonala lesz a keresett, a-ra merdGleges egyenes. Egy A-n athala-
do egyenesre merGleges sik felvétele pedig tigy oldhaté meg, hogy az egyenest
tartalmazo két sikban az egyenesre egy-egy merGlegest allitunk az A pontban.
Ezek hatarozzak meg az adott egyenesre merdleges sikot.

Az egyértelmiiség abbol kovetkezik, hogy a sikban az egyenesre allitott
meréGleges egyértelmii. Ez utobbi allitds pedig Legendre elsG szogtételének
kovetkezménye. O

Alapvet§ jelentGségii a harom meréleges tétele, mely szintén abszolit al-
litas.

1.5.3. Tétel. Legyen az o sik eqy egyenese a, tovdbbd legyen A eqy a-ra
nem illeszkedd pont. Ha A-bol merdlegest dllitunk «-ra €s a-ra is, akkor a
merdlegesek D és T talppontjait 6sszekitd egyenes szintén merdleges a-ra.

1.30. abra. A harom merdleges tétele.

Bizonyitas: Ha az a egyenes S és R pontjai egyenld tévolsagra vannak
T-t6l, akkor TASA = TARA, és ezért a sikra vonatkozd merdGlegesség miatt
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ADSA =2 ADR, (két oldal és a nagyobbikkal szemben levs szogek egybeva-
gosaga folytan), amibél |[DS| = |DR| adodik. Azaz az SDR, egyenlGszari,
és igy allitasunk adodik. O

1.5.2. Definicib. A tér egy pontjanak eqy adott sikra (mint képsikra) vonat-
kozo merGleges vetiilete a pontbol a sikra dllitott merdleges eqyenes és a sik
kézos pontja. Eqy ponthalmaz merdleges vetiilete, pontjai merdleges vetiiletei-
nek halmaza. Magdt a leképezést a tér adott sikra valo merdleges vetitésének
nevezziik.

1.5.4. Tétel. A merdleges vetités illeszkedés tartd és eqyenestarto leképezés,
mely az euklideszi esetben egyenesek mentén az ardnyokat is meqdrzi.

1.31. 4bra. Egyenestartas.

Bizonyitas: Az illeszkedés relacio tartasa a meréleges egyenes egyértelmi-
ségébdl kovetkezik. Valoban tekintsiik most egy vetitendd egyenes két pontjat
A-t és B-t, melyek A’ illetve B’ képei kiilonbozéek. Feltéve, hogy AA’, BB’
egyenesek nem egysikiak tekintsiik az A’B’ 0sszekots egyenest és a ra me-
réleges A’-n athalado, a képsikra illeszkeds e egyenest. Tiikrozziik az A'B’
szakasz I felez6pontjara az AA', A'B’, e egyeneseket, igy rendre a B'C,
A'B’, f egyenesekhez jutunk. Itt a kiindulasi merdlegességek miatt tovabbra
is teljesiil, hogy B'C' meréleges A'B’ és f egyenesekre, ezért a sikra is. Mi-
vel a sikra allitott merdleges egyenes egyértelmt, a B'C' és a B'B egyenesek
egybeesnek, tehat az A, A, B, B’ pontnégyes egysiki. Ha most A, B, C' egy
egyenes harom pontja, akkor az A, A", B, B"; A, A’, C, C" pontnégyesek egysi-
kuaak. Tovabbé, mivel A, B, C' kollinearis pontharmas, a két sik megegyezik,
és igy A’, B, C" is kollineérisak.

Az euklideszi esetben az egyenesek mentén fennallo aranytartas, a parhu-
zamos szel6k tételébsl kovetkezik. 0J

1.5.3. Definici6. A tér két metszd sikja merdleges eqymdsra, ha az eqyikben
van a mdsikra merdleges egqyenes.
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)

1.32. abra. Sikok merGlegessége.

Jegyezziik meg, hogy ha az «; sik t; egyenese merGleges az o sikra,
akkor merGleges a két sik m metszésvonalara is, valamint az s, siknak arra
a ty egyenesére is, amely t;-gyel kozos pontjaban merdlegesen metszi m-et.
Igy az as siknak is van olyan ¢, egyenese, amely az «; sikra merdleges. A
kovetkezG egyszeri allitast igen gyakran hasznéljuk.

1.5.5. Tétel. Adott o sikhoz és adott t egyeneshez mindig taldlhatd olyan
sik, mely a-re merdleges, t-t pedig tartalmazza.

Bizonyitas: Ha ¢ meréleges vetiilete a-n a ¢’ egyenes, akkor a [t,t'] sik
éppen megfelel a feltételnek. Ebben az esetben ez az egyetlen megoldés a
merGleges vetiilet egyértelmiisége és a sikra vonatkozo illeszkedési axioma
miatt. Ha pedig ¢ merGleges vetiilete a-n egyetlen pont, akkor a ¢ egyenest
tartalmazo barmelyik sik megfeleld. O

Mint lattuk a tételben szerepld sik egyértelmi, ha ¢ nem meréleges a-re.
Ekkor a [t,t'] sikot ¢ (a-ra vonatkozo) wvetitdsikjdinak is nevezziik. Meréle-
ges vetitéssel kapcsolatban a képsikra merdéleges sikot, illetve egyenest vetits
egyenesnek ill. vetitGsiknak mondjuk.

1.6. Egyenesek kolcsonos helyzete a térben

Ha két eqyenes metszi eqymdst, akkor eqy sikban fekszenek, és minden hdromszdg
eqy sikban fekszik. Ha van két parhuzamos egyenes, és mindegyiken tetszélegesen
vesziink eqy pontot, akkor a pontokra illeszkedd egyenes ugyanabban

a sikban fekszik, mint a pdrhuzamosok.

FBuklidész XI1.2. illetve X1.7. Tételei
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Egy tételt abszolut tételnek mondunk, ha bizonyithaté mindkét abszolit
geometridban. A bizonyitas ilyenkor lehet kiilonb6z6 a két geometridban, ki-
hasznéalva azok specidlis parhuzamossigi axiomajat. Azonban egy abszolit
tételnek lehet abszolut bizonyitasa is, melynek sordn egyik parhuzamossigi
axiomat sem hasznaljuk. A kitérd egyenesek normaltranszverzalisanak léte-
zése és egyértelmiisége is abszolut tétel, amelyre abszolit bizonyitas adhato.

1.6.1. Lemma. A hdromszig kozépvonala a hozzdtartozo oldal felénél nem
hosszabb.

C C

1.33. abra. Tétel a kézépvonalrol

Bizonyitas: Az ABC s haromszog AB oldaldhoz tartozo FyFs kdzépvona-
lanak egyenesére, vetitsiik r4 merGlegesen az A, B, C' cstcsokat. Igy adodnak
az A', B',C" pontok. Az AA'F| 5, CC'Fyp illetve a BB'Fy, CC'Fy5 hé-
romszogparok egybevagosaga alapjan 2|FyFy| = |A'B'| teljesiil (I33] abra).
Az AA’, BB’ egyeneseknek kozos merdlegese A'B’, mig az AB szakasz egy
Saccheri-négyszog szemkozti alapja, vagyis az 1.4.3 Lemma szerint |[AB| >
> |A'B'| = 2|1 Fy|. O

1.6.1. Definicié. A P pont a térben egyenes vonali egyenletes mozgést
végez, ha helyzetét eqy P(t) : R — R3, leképezés irja le, ami rendelkezik a
kovetkezd tulajdonsdgokkal :

e a P(t) pontok kollinedrisak,
e minden ¢ € RT pozitiv valds szdm és tetszdlegest € R valds szdm esetén
[P(0)P(ct)] = ¢[P(0)P(t)],

vagyis az elmozdulds mértéke egyenesen ardnyos a paraméter mequdl-
tozdasaval azaz az eltelt iddvel.
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1.6.2. Lemma. A P és (Q pontok az abszolit térben eqy-eqy egyenes men-
tén egyenes vonali egyenletes mozgdst végeznek. FEkkor a P(t)Q(t) szakasz
hossza az eltelt t iddnek folytonos, konver fiiggvénye. Ha a pontok mozgdsd-
nak egyenesei kitéréek (ultraparallelek), akkor a vizsgdll fiigguény szigorian
konvex.

1.34. dbra. A transzverzalis fiiggvény konvexitasa.

Bizonyitas: A folytonossag kozvetlen kovetkezménye a hdromszog egyen-
16tlenségnek és a definici6 masodik feltételének. Ezért az altalanos konvexitasi
feltétel helyett elegend6 a felezGpontokra vonatkozo konvexitasi feltételt iga-
zolni. Tekintsiik ehhez a t = 0,1,2 id6pillanatokat és a megfelels P(0), P(1),
P(2), illetve Q(0), Q(1), Q(2) kollinearis pontharmasokat. Igazolnunk kell,
hogy
2[P(HQ()] < [P0)Q(0)[ +[P(2)Q(2)]-

Legyen a P(0) pont tiikorképe @Q(1)-re P’ (lasd 1.34. abra). Ekkor a meg-
felels haromszogek egybevagosaga miatt |P(0)Q(0)| = |P'Q(2)], és igy a
haromszog-egyenlétlenség szerint

[P0)Q0)] + [P(2)Q((2)] = [P'Q(2)] + [P(2)Q(2)] = [P'P(2)|.

Ugyanakkor a P(0)P(2)P) haromszogre alkalmazva az 1.6.3. Lemmat, kap-
juk, hogy |P'P(2)| > 2|P(1)P(2)|, ami éppen az allitast jelenti. A szigora
konvexitas a hdromszog-egyenlGtlenségnek az adott szituacioban nem elfaju-
16 voltabol kévetkezik. 0J

A lemmaban nem kellett foglalkozni sem a t = 0 id6ponthoz tartozo kez-
dépontok, sem a sebességek megvalasztasaval, tehat az allitas ezektdl fiigget-
leniil igaz.

A norméltranszverzalisra vonatkozo fétételiink bizonyitasa el6tt jegyez-
ziik meg, hogy egy a teljes szimegyenesen értelmezett és ott pozitiv, folytonos
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és szigortian konvex f fiiggvény végtelenben vett hatarértékei a kovetkezsk
szerint alakulhatnak:

e lim f(t)=ceRés tlim f(t) = oo, vagy
—00

t——o0

e lim f(t) =o00és tlim f(t) = ceR, vagy
—00

t——o0
* tEI—noof(t) - tliglof(t) -

gy az egyértelmd minimumhely az els két esetben csak a kibovitett szam-
egyenesen létezik, mig a harmadik esetben a valos szamegyenesnek egy ko-
zonséges pontja lesz.

1.6.1. Tétel. Abszolit tér két nem egysiki (kitéré) egyenesének egyértel-
mien létezik kézos merdlegese. Ezen a metszéspontokat dsszekitd szakasz a
két egyenes eqy-eqy pontjdt dsszekotd szakaszok kozil a legrovidebb. A kézos
merdlegest nevezziik a két egyenes normaltranszverzalisinak.

Bizonyitas: Tekintsiik az a és b nem komplanéris egyeneseket. Tiikrozziik
a pontjait rendre a b egyenesre. Vilagos, hogy ekkor a tiikorképek egy o
egyenest alkotnak. Tegyiik o], hogy az A(t) pont egyenes vonali egyenletes
mozgast végez az a egyenesen. Jelolje B(t) az A(t) pont merdleges vetiiletét
b-n, A'(t) pedig legyen A(t) b-re vonatkozo tiikorképe a/-n. Ekkor a megfe-
lel6 egybevagd haromszogekbdl azonnal adodik, hogy A’(t) is egyenesvonali
egyenletes mozgast végez. (Ugyanezt nem mondhatjuk el B(t)-r6l!) Alkal-
mazzuk most az el6bbi lemmankat az

f@) st = |AR)A Q)]

fiiggvényre, amely igy folytonos, pozitiv és szigortian konvex. Azt kell még

igazolnunk, hogy f(¢) hatarértéke a mindkét végtelenben végtelen. A szim-

metria miatt elegend6 megmutatni, hogy tlim f(t) = oco. Ehhez vizsgaljuk
— 00

az A(t)A'(t) szakasz helyett a fele akkora A(t)B(t) szakasz hosszat. Tekint-
sik a 8 = [b, A(0)] sikot. Jelolje a” illetve A”(t) rendre az a egyenes illetve
A(t) pont meréleges vetiiletét S-n. Az a, a” egyenespar metszé igy kdnnyen

lathatoan
lim |A(t)B(t)| > Jim |A(t) A" (t)| = .
—00

t—o00

(Metsz6 egyenesparra az allitas leolvashato az [L35] abrarol.) A tétel ki-
mondéasa el6tt felsorolt lehetdségek koziil tehat a harmadik teljesiil, igy az
f(t) fiiggvénynek egyértelmiien létezik egy végesben fekvs tg minimumbhelye.



40 1. FEJEZET. ABSZOLUT GEOMETRIA

|

A B
BB >24A4

1.35. abra. A metsz§ egyenesek exponencidlisan tavolodnak.

1.36. 4bra. A norméaltranszverzalis a legréovidebb 0sszekotd szakasz.
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Ezek szerint az A(tg)B(to) szakasz az a és b egyenesek legrévidebb b-re
merGleges 0sszekotd szakasza. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem meréleges a-
ra. Ekkor a [B(ty), a] sikban a B(ty) pontbdl a-ra bocsatott meréleges egy
rovidebb B(tg)A(t;) Osszekots szakaszt eredményezne (36 Abra). Ennél vi-
szont az A(ty) metszéspontbol b-re bocsatott meréleges A(ty)B(t1) szakasz
révidebb volna, ami nem lehetséges. Igy A(ty)B(ty) meréleges a-ra is. Mivel
to egyértelmi, a normaltranszverzélis is az. O

1.7. Trigonometria

Az ebbdl levezethetd gombi trigonometria igy a
XI. Aziomdtdl fiiggetlen megalapozdst nyert.

Bolyai: Appendixz 26.§

Bolyai és Lobacsevszkij egyarant észrevették, hogy a gémbi trigonometria
abszolut, a parhuzamossigi axiomatol fiiggetlen dga a geometrianak. ElGszor
Bolyai nyoméan allitjuk:

1.7.1. Tétel (Abszolut szinusztétel). Bdrmely haromszigben illetve gombhd-
romszogben az oldalakkal, mint sugarakkal irt korok keriletei gy ardnylanak
eqymdshoz mint a szemkozti szogek szinuszai.

Bizonyitas: Tekintsiink egy ABCA derékszogii haromszoget abszolit te-
riinkben, melynek derékszogi csticsa C. Tekintsiik a haromszog sikjara me-
r6leges M végi AM félegyenest, és vegyiik enﬂ<> egy tetszbleges O pontjat.
Az O kozépponti B-n athaladé gémb és az AM félegyenes altal meghaté-
rozott parhuzamos sugérsor B-n keresztiilhaladd paraszférdja ugyanabban a
korben metszi az [A, B, C] sikot. E kor kozéppontja éppen az A csics, sugara
pedig a haromszog AB atfogoja. Keriiletét igy a sikon, a gémbfelszinen és a
paraszféran (lasd a 6. fejezet) is szamolhatjuk, a megfelel§ sugarak alkalmas
fiiggvényeként.

A tovabbiakban bizonyitéas nélkiil felhasznaljuk, hogy a harom feliilet ko-
ziil valamelyiknek euklideszi a geometriaja. Az euklideszi esetben a sik és a
vele megegyezG paraszféra lesz ilyen, hiperbolikus esetben pedig egyediil a
paraszféra.

Meghuzva az A, B és C pontokon keresztiil az m féelegyenessel parhu-
zamos AM, BN és C'P egyeneseket (M, N, P az egyenesek alkalmas, tavoli
pontjai), valamint az O ponton athaladé OB, OC' sugarakat is, ezek rendre
E, E’ pontparban, B-ben illetve a D, D’ pontparban metszik a paraszférat
illetve a gombfeliiletet. Mivel a D P illetve a D'O egyenesek rendre tengelyei
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a paraszféranak illetve a gombfeliiletnek, igy a rajuk meréleges C-n athala-
do sik Gket egy-egy |C'B| sugart kdrben metszi, ahogy ezt az AM tengely
esetében is lattuk. Jeloljiik a hiperbolikus sik korkeriilet fiiggvényét f(r)-el,
a vizsgalt tér egységsugari gombfelszinén pedig adja meg a g(r) fiiggvény a
kor keriiletét. Ekkor az ABCa haromszog A cstcsnal 16vE6 o szogére nyilvan:

sina : 1 = 2[DBr : 2|EB|x = f(|BC)) : f(JAB|) = o(ID'B) : g((FB)).

mert BC egyenes merdleges az [A, M, C| sikra, és igy a rajta keresztiil halado
valamennyi sikra szintén ez all. O

1.37. abra. Abszolut szinusztétel.

Szép kovetkezménye a fenti tételnek, hogy a g fiiggvény fiiggetlen attol,
hogy az euklideszi vagy a hiperbolikus térben vagyunk.

1.7.2. Tétel. A gombi ABCx derékszogd hdaromszigben (a szokdsos jelilé-
sekkel) fenndllo

sina = sin asin ¢
dsszefiiggés abszolit érvényid. Kovetkezésképpen g(r) = psin(r), ahol p jeldli
az eqységsugari gomb fokorének keriletét.

Bizonyitas: Jeldlje O a gomb kozéppontjat. Tekintsiik az O A sugarra me-
réleges, a B csicson athalad6 o sikot, és jeldlje ennek OC-vel alkotott met-
széspontjat D, az O A-val kozos pontjat pedig E. Mivel a o és az [O, B, C]|
sikok merdlegesek az [O, A, C] sikra, ezért a BD metszésvonaluk is merdleges
ra. Igy a BDEa haromszog D-nél levs szoge derékszog, azaz

f(DB)): f(BE]) = sina.
Mivel az OEBa és OD Ba haromszogek derékszogiiek, ezért
sin(|BA|) = f(|EB|): f(|OB]), ¢és sin(|BC|) = f(|DB]): f(|OB]).
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1.38. 4bra. Gombi szinusztétel.

A harom egyenletbdl
sina = sin(|BC|) = sin Asin(|BA|) = sinasin ¢

adodik. Osszevetve ezt az el6z6 tétel gombre vonatkozo allitasaval kapjuk az

™

g(r):g (5) =sinr:1

egyenldséget, ami bizonyitja az utolso allitasunkat. O
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1.8. Euklidész

1.39. abra. Euklidész

A matematikdhoz nem vezet kirdlyi iit.

Euklidész

Euklidész tizenharom konyve koziil az els§ allitasait idézziik fel, hogy
lathassuk, annak szigori és kovetkezetes felépitését. Ez a konyv a legsikeriil-
tebb, talan azért, mert az addig kikristalyosodott elmélet hi leirasat adja.
Tokeéletesen hasznalhatdé ma is tankonyvnek, kiillonosen tetszetds az alapél-
litasok héarom csoportba sorolasa. A gérog matematika csoportos vita altal
valo miivelésére utalva definiciokat, posztulatumokat illetve axiémékat fogal-
maz meg. A Definicio a vita targya, a Posztulatum a vitatkozo felek egyike
altal onkényesen elfogadott allitds, mig az Axiéma minden a vitaban részt-
vevs altal elfogadott alapéllitis. Geometriardl 1évén sz a szerkesztéseket is
tételként emliti.

FEUKLIDESZ: ELEMEK

[.KONYV

\ DEFINICIOK :

1. Pont az, aminek nincs része.
2. A vonal, szélesség nélkiili hossziisag.

3. A vonal végei pontok.
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. Egyenes vonal az, amelyik a rajta levé pontokhoz viszonyitva egyenléen

fekszik.

Feliilet az, aminek csak hossziisdga és szélessége van.

. A feliilet végei vonalak.

. Sikfeliilet az, amelyik a rajta levs egyenesekhez viszonyitva egyenl&en fek-

szik.

. A sikszdg két olyan egysikbeli vonal egyméashoz val6 hajlasa, amelyek met-

szik egymast, és nem fekszenek egy egyenesen.

. Ha a szoget kozrefogé vonalak egyenesek, egyenes vonalinak nevezziik a

szoget.

Ha valamely egyenesre egyenest allitunk Ggy, hogy egyenlé mellékszogek
keletkeznek, akkor a két egyenls sz6g derékszdg, és az all6 egyenest mers-
legesnek mondjuk arra, amelyen all.

Tompaszog az, amelyik nagyobb a derékszognél.

Hegyesszog pedig, amelyik kisebb a derékszégnél.
Hatér az, ami vége valaminek.

Alakzat az, amit egy vagy tobb hatar vesz koriil.

A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz koriil Ggy, hogy e vonal és egy,
az alakzat belsejében fekvd pont kézé esé szakaszok egyenl8k egymassal.

Ezt a pontot a kor kdzéppontjanak nevezziik.

A kornek atméréje barmely, a kozépponton at haladé egyenes vonal, amely
mindkétoldalt a kor keriiletén végzédik. Az ilyen egyenes félbevagja a kort.

A félkor olyan alakzat, amelyet egy atmérd és az altala kimetszett koriv
vesz kortil.

Egyenesvonal( alakzatok azok, amelyeket egyenes vonalak vesznek koriil,
haromoldaltak, amelyeket harom, négyoldaltak, amelyeket négy, sokolda-
laak pedig, amelyeket négynél tobb egyenes vesz koriil.

A haromoldala alakzatok koziil egyenlé oldalt haromszég az, amelynek
harom egyenlé oldala van, egyenl6 szara, amelynek csak két egyenlé oldala
van, ferde pedig, amelynek harom nem egyenlé oldala van.
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21.

22.

23.

Tovabba a haromoldala alakzatok koziil derékszogii haromszdg az, amely-
nek van derékszoge, tompaszdgii, amelynek van tompaszdge, hegyesszogii
pedig, amelynek hdrom hegyesszdge van.

A négyoldala alakzatok koziil négyzet az, amelyik egyenlé oldali és de-
rékszog(, téglalap, amelyik derékszdgii, de nem egyenls oldala, rombusz,
amelyik egyenld oldald, de nem derékszog(, romboid, amelynek szemkdzti
oldalai és szogei egyenl6k egymassal, de sem nem egyenld oldala, sem nem
derékszogii. A tobbi négyoldali neve legyen trapéz.

Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban vannak
és mindkétoldalt végteleniil meghosszabbitva egyiken sem talalkoznak.

| POSZTULATUMOK : |

. Koveteltessék meg, hogy minden pontbdl minden ponthoz legyen egyenes

hazhaté.

Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatélag meghosszabbithaté
legyen.

Es hogy minden kdzépponttal és tavolsaggal legyen kér rajzolhaté.

. Es hogy minden derékszog egymassal egyenld legyen.

Es hogy ha két egyenest Gigy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon
keletkez6 bels6 szogek Osszege két derékszognél kisebb, akkor a két egye-
nes végteleniil meghosszabbitva talalkozzék azon az oldalon, amerre a két
derékszognél kisebb szégek vannak.

AXIOMAK:

. Amik ugyanazzal egyenl6k, egymassal is egyenl6k.

Ha egyenlékhoz egyenlSket adunk hozza, az 6sszegek egyenlsk.

Ha egyenl6kbdl egyenléket vesziink el, a maradékok egyenlék.

Ha nem egyenl6khéz egyenlket adunk hozza, az 6sszegek nem egyenlék.
Ugyanannak a kétszeresei egyenl6k egymassal.

Ugyanannak a fele részei egyenlék egymassal.
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. Az egymasra illeszked6k egyenlék egymassal.

. Az egész nagyobb a résznél.

Két egyenes vonal nem fog kdzre teriiletet.

TETELEK:

. Véges egyenes szakasz folé egyenld oldala haromszog allithato.

. Van adott végponta adott hosszisagi szakasz.

Két adott, nem egyenl6 szakasz koziil a nagyobbikbdl kivonhaté egy, a
kisebbel egyenld szakasz.

Ha két haromszognek két-két oldala és a kozrezart szogiik egyenld, akkor
az alapok is egyenl6k, és a haromszogek is egyenl6k, és a tobbi szog is
paronként egyenls, amelyekkel szemben az egyenls oldalak fekszenek.

. Az egyenl6szari haromszogeknek az alapon fekvé szogei egyenlék egy-

massal, és ha meghosszabbitjuk az egyenl oldalakat, akkor az alap alatt
egyenls szogek keletkeznek.

Ha egy haromszog két szége egyenls egymassal, akkor az egyenls szogekkel
szemben fekvé oldalak is egyenl6k egymassal.

Ugyanarra az egyenesre nem lehet adott két szakasszal paronként egyenlé
masik két szakaszt allitani Ggy, hogy mas ponton taldlkozzanak, de ugyan-
azon az oldalon fekiidjenek, és ugyanazok a pontok legyenek a végeik, mint
az el6z6 szakaszoknak.

Ha két haromszognek két-két oldala paronként egyenld, és alapjuk egyenld,
akkor a szogeik is egyenl6k, amelyeket az egyenls oldalak zarnak be.

. Adott egyenes vonal( sz6g megfelezhetd.

Adott szakasz megfelezhetd.
Adott egyeneshez, adott pontjabél hiizhaté derékszogii egyenes.

Adott végtelen egyenesre rajta kiviili pontbdl bocsathaté meréleges egye-
nes.

Ha agy keletkeznek szogek, hogy egy egyenest allitunk egy egyenesre, ak-
kor vagy két derékszog, vagy Osszegben két derékszoggel egyenls szogek
keletkeznek.
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Ha valamely egyenesen levé pontnal két egyenes fekszik nem ugyanazon
az oldalon, és két derékszoggel egyenls szdgeket alkotnak egymas mellett,
akkor ugyanazon az egyenesen van a két egyenes.

Ha két egyenes metszi egymast a keletkez6 csiicsszogek egyenlék.

Minden haromszoégben az egyik oldal meghosszabbitasakor keletkezé kiilsé
sz6g nagyobb mind a két szemkozt fekvd belsd szognél.

Minden haromszogben két szog Gsszege kisebb két derékszégnél, barhogy
is valasztjuk &ket.

Minden haromszégben a nagyobb oldal nagyobb szoggel szemben fekszik.
Minden haromszégben a nagyobb széggel szemben nagyobb oldal fekszik.

Minden haromszogben két oldal egyiitt nagyobb a harmadiknal, akarhogy
is valasztjuk &Sket.

Ha egy haromszog egyik oldalara a végpontjaiban beliil két szakaszt al-
litunk, akkor az allé szakaszok a haromszdg masik két oldalanal egyiitt
kisebbek, de nagyobb széget fognak kozre.

Szerkeszthet6 haromszdg harom szakaszbdl, amelyek harom adott sza-
kasszal egyenlék, ha két szakasz egyiitt nagyobb a harmadiknal, akarhogy
is valasztjuk &Sket.

Szerkeszthets adott egyenesre, egy rajta levs ponthoz, adott egyenes vo-
nalt szoggel egyenls egyenes vonall szog.

Ha két haromszogben két-két oldal paronként egyenl, de az egyenl6 oldalak
altal kozrefogott szdog nagyobb az egyikben, mint a masikban, akkor az
egyiknek az alapja szintén nagyobb a masik alapjanal.

Ha két haromszogben két-két oldal paronként egyenls, az egyik alapja vi-
szont nagyobb a masik alapjanal, akkor az egyenld oldalak altal kézrefogott
sz6g is nagyobb abban a haromszdgben, amelynek alapja nagyobb mint a
masikban.

Ha két haromszdgben két-két szog paronként egyenld, és egy-egy oldal is,
akar az egyenl6 szogek melletti oldal, akar az, amelyik az egyenld szogek
egyikével szemben fekszik, akkor a tobbi oldal is paronként egyenls, és
ugyanigy a féonnmaradé egy-egy szog.
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Ha két egyenest egy egyenes Gigy metsz, hogy egymas kdzott egyenld val-
tészogek keletkeznek, akkor a két egyenes parhuzamos egymassal.

Ha két egyenest egy egyenes Ggy metsz, hogy ugyanazon az oldalon levé
szemkozti bels6 szoggel egyenls kiilsé szog keletkezik, vagy ugyanazon az
oldalon két derékszoggel egyenlé bels§ szogek keletkeznek, akkor a két
egyenes parhuzamos.

Ha parhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, akkor egymassal egyenlé
valtészogek keletkeznek, és a szemkozti belsé széggel egyenl§ kiilsé szég
keletkezik, és ugyanazon az oldalon egyiitt két derékszoggel egyenlé belsé
szogek keletkeznek.

Az ugyanazzal az egyenessel parhuzamos egyenesek egymassal is parhuza-
mosak.

Adott ponton at adott egyenessel hiizhaté parhuzamos egyenes.

Minden haromszogben az egyik oldal meghosszabbitasakor keletkezé kiilsé
sz0g egyenl® a két szemkozti belss sz0g Gsszegével, és a haromszdg harom
bels6 szoge egyiitt két derékszoggel egyenld.

Egyenlé és parhuzamos szakaszokat ugyanazon az oldalon Gsszekétd sza-
kaszok maguk is egyenl6k és parhuzamosak.

A parhuzamos vonali idomok szemkdzti oldalai és szdgei egyenlk egymas-
sal, és az atl6 felezi Gket.

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon parhuzamosok kozott fekvd parale-
logrammak egyenl6k egymassal.

Az egyenlé alapokon és ugyanazon parhuzamosok kozott fekvs paralelog-
rammak egyenlék egymassal.

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon parhuzamosok kozott fekvé harom-
szogek egyenlék egymassal.

Az egyenls alapokon és ugyanazon parhuzamosok k6zo6tt fekvs haromszo-
gek egyenlék egymassal.

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon az oldalon fekvé egyenlé haromszo-
gek ugyanazon parhuzamosok kozott is fekszenek.

Az egyenlé alapokon és ugyanazon az oldalon fekvd egyenlé haromszogek
ugyanazon parhuzamosok kozott is fekszenek.
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Ha egy paralelogrammanak ugyanaz az alapja, mint egy haromszdgnek, és
ugyanazon parhuzamosok kozott fekszik, akkor a parallelogramma kétsze-
rese a haromszdgnek.

Szerkeszthets adott haromszdggel egyenld adott egyenes vonala szogi pa-
rallelogramma.

Minden paralelogrammaban az atl6 koriilotti paralelogrammak kiegészitdi
egyenl6k egymassal.

llleszthets adott szakaszhoz adott haromszoggel egyenld adott egyenesvo-
nalt szoggel rendelkezé parallelogramma.

Szerkeszthets adott egyenesvonal( alakzattal egyenls és adott egyenesvo-
nalt szoggel rendelkezé parallelogramma.

Adott szakaszra mint oldalra emelhet& négyzet.

A derékszogli haromszogben a derékszoggel szemkozti oldalra emelt négy-
zet egyenld a derékszoget kozrefogd oldalakra emelt négyzetek 6sszegével.

Ha egy haromszogben az egyik oldalra emelt négyzet egyenl6 a haromszog
masik két oldalara emelt négyzetek Gsszegével, akkor derékszég a harom-
sz6g masik két oldala altal kozrefogott szog.
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1.9. Bolyai

1.40. abra. Bolyai Janos

Bolyai Janos miivét - a kor szokasa szerint - folyamatosan leirt, paragrafu-
sokra bontott, Gsszefiiggd szovegként tette kozzé. E fejezetnek a hiperbolikus
parhuzamossagrol szolo bekezdését az O miive alapjan épitettiik fel. A f5
vonal konnyebb attekintése miatt megprobaljuk - a paragrafus bontés elha-
gyasaval - definicioit tételeit azok linearis rendjében tolméacsolni.

BOLYAI JANOS: APPENDIX
A TER ABSZOLUT IGAZ TUDOMANYA

A XI. EUKLIDES-FELE AXIOMA (A PRIORI SOHA ELNEM DONTHETO) HELYES,
VAGY TEVES VOLTATOL FUGGETLEN TARGYALASBAN: ANNAK TEVES VOLTA
ESETERE, A KOR NEGYSZOGESITESEVEL.

| DEFINICIOK: |

1. Félegyenesek parhuzamossaga az elpattanas fogalma alapjan.

2. Paraszféranak ( F-nek) nevezzitk az A pontnak és mindazon B pontok-
nak az dsszességét, amelyeknek barmelyike olyan, hogyha BN parhuzamos
AM-el akkor NBA, = MAB,. Az F-nek barmely az AM egyenest tar-
talmazé sikkal valé metszetét L paraciklusnak nevezziik.

3. Az Euklidész XI. axiémaja (V.Posztulatum) igaz voltanak feltevésén fel-
épiil6 geometriat nevezziik > -nak az ellenkez feltevésen alapulét S-nek.
Mindazok a tételek, amelyeknél nem emlitjiik kifejezetten, hogy vajon a >
vagy az S rendszerben érvényesek-e, abszolat igazak, vagyis allitjuk, hogy
érvényesek, akar a >, akar az S rendszerben tekintjiik Gket.
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TETELEK:

. A kezdpont athelyezhetd azon az egyenesen, mellyel az elpattané egyenest

haztuk.

. A metsz6 szakaszok félegyenessel bezart szoge nullahoz tart.
. A kezd6pont athelyezhets az elpattané félegyenesen.

. Adott félegyenessel parhuzamos félegyenesek, nem metszsk.

Ha az AB félegyenes az M AB, tartomanyban halad, akkor minden B
pontjahoz van olyan C pont az AM félegyenesen, amire BCM, = NAM,.

Ha BN parhuzamos AM, akkor az AM egyenesen van olyan F' pont, hogy
MFB;, = NBF,.

Ha BN félegyenes parhuzamos AM-el és G az AM, H pedig a BN
egyenes pontja, akkor HN parhuzamos GM-el és GM parhuzamos H N-
el.

Ha BN parhuzamos AM-el, C'P parhuzamos AM-el, és C' a BN egye-
nesen kiviil van, akkor BN parhuzamos C P-vel.

Ha BN parhuzamos CP, NBC, = PCB, és az NBCP tartomanyban
levé AM merélegesen felezi BC-t, akkor BN parhuzamos AM-el.

Ha BN parhuzamos AM-el és az M AP és N BD (azonos térfélbe tartozé)
félsikoknak az M ABN sikkal bezart szdgeik Gsszege kisebb 2 R-nél, akkor
metszik egymast.

Ha BN és CP parhuzamosok AM-el és NBA, = BAM,, valamint
PCA, = MAC,, akkor BN parhuzamos C'P-vel és NBC, = PCBy.

Ha B az AM-hez tartoz6 L tetszéleges pontja, és AM parhuzamos BN-
el, akkor az A-hoz és B-hez tartoz6 L-ek megegyeznek.

Ha BN parhuzamos AM-el C'P parhuzamos D(Q-val, és BAM +ABN, =
= 2R, akkor DCP, + CDQ, = 2R.

Ha BN parhuzamos AM-el C'P parhuzamos D(Q-val, és BAM +ABN, <
< 2R, akkor DCP; + CDQ, < 2R.

Ha AM valamely L-nek tengelye, akkor a > rendszerben ez az L az
AM-re mer6leges egyenes.
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L az S rendszerben is vonal és F feliilet.

Az S rendszerben minden olyan sik, mely az F-nek A pontjan megy
keresztiil és az AM tengelyhez ferdén all, F-et kérben metszi.

Az S rendszerben valamely L-nek BN tengelyére meréleges, s L sikjaban
levé BT egyenes érint6je L-nek.

F-ben barmely két L-vonal alkotta szog a szérait tartalmazé F-re meré-
leges sikok lapszogével egyenls.

Két ugyanabban az F-ben [évé L vonal, amelyek egy harmadik L vonallal
2 R-nél kisebb Gsszeget adé belsé szoget alkotnak, metszik egymast.

Az F feliileten -ha az egyenesek szerepét az L vonalakra ruhazzuk at
- akkor a XI. axiéma, és a ) sik egész geometridja és trigonometridja
érvényes. Igy annak a kdrnek a keriilete, amelynek az F feliilet L vonala
mentén mért hossza r 271, az F feliileten mért teriilete 727-vel egyenls.

Ha AB az AM tengelyhez tartozé L-vonal és C' az AM-en van, ha tovabba
a CAB, szoget - melynek egyik szara az AM tengely, masik szara az
L alaka AB - mindkét iranyban a végtelenbe toljuk akkor C-nek atja a
C'M tengelyhez tartozé L vonal. Ezt az AB-vel parhuzamos L-vonalnak
nevezziik.

Ha AB és C'D parhuzamos L-vonalak, akkor az (AB) illetve (C'D) ivek
hosszanak aranya fiiggetlen a hosszuktél, az AC' tavolsagtsl meghatérozott
érték. Ha az AC tavolsagot kis z-el jeloljik, a megfelel6 parhuzamos ivek
hosszanak aranyat nagy X-el jeldljik.

Y = Xv. Az S rendszerben X =1 a " rendszerben X > 1, és barmely
AB, ABE ivekhez megadhaté C'DF Ggy, hogy CDF' parhuzamos ABE
és C'D iv egyenlé AB ivvel. Azaz két parhuzamos egyenes altal hatarolt tar-
tomany egybevagé tetszéleges az el6bbiekkel parhuzamos egyenesek altal
hatarolt tartomannyal. Specialisan ,a rész lehet egyenl6 az egésszel”.

Barmely egyenesvonali haromszogben az oldalakkal egyenlé sugari kérok
keriiletei agy aranylanak egymashoz, mint a velitk szemkdzti szégek sinusai.

Barmely gémbharomszdgben az oldalak sinusai agy aranylanak egymas-
hoz, mint a velilk szemkdzti szdgek sinusai. Kovetkezésképpen a gémbi
trigonometria a parhuzamossagi axiomatél fiiggetlen.
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Ha AC és BD mer6leges AB-re, s a CABy-et az AB egyenes mentén
eltoljuk, akkor a C' pont atja a C'D (hiperciklus) iv, akkor ennek hossza
az AB szakasz hosszahoz agy aranylik, mint a sinCAD, a sin ADB,
értékhez.

Ha AB > CD parhuzamos L-ivek = tavolsaggal, akkor

X =sin ACBy :sinCBDy.

Ha BAM, = R, az AB szakasz hossza y és BN parhuzamos AM-el,
akkor az S rendszerben Y = cot sNBA,.

Az y sugar( kor keriilete az S-rendszerben 7k (e% — e_%), ahol k& szdmhoz
tartozé K éppen e = 2,7182818...

Jeldlje a, b egy derékszogii haromszog két befogéjat ¢ pedig az atfogojat.
a, B, R a szemkozti szogek, ekkor

. < _c a _a
1:sma=(ek—e k):(ek—e k),

(e% — 6_%)2 =
és végiil
cotacot f = % (e% — e_%) )

Legyen a z hosszi AB, valamely vonal a sikon, melynek CA,CB me-
réleges egyenesparra vonatkoz6 derékszogii koordinatak szerinti egyenlete
y = f(z). A CAB tartomany teriilete u. Ha példaul, AB AM tengelyi L

vonal ennek egyenlete:
u x 2
ek = ek + er — 1.

Legyen az AB p hosszi alapvonalhoz tartozé ¢ tavolsagra levé C'D hiper-
ciklus iv hossza r, ekkor a CABDC tartomany s teriilete:

1 q 9
—_]{;(E_*E)_
S 2p e e
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34. A p teriileti sikidom és a ra mer6leges t hosszii szakaszok altal meghata-

rozott test térfogata:
1

ok (¥ — )
V== er —e —pq.
8p 2pq

35. Az r sugari kor teriilete:

mk? (eE +e F+ 2) .
36. Az r hossziisagh L vonal és a vele parhuzamos = tavolsagra levé L vonal
altal kozrezart szektor teriilete:

u:rk(l—e_%),
igy a teljes paraciklus tartomany teriilete, illetve egy p paraszféra tartomany

metszetii szektor térfogata:

1
rk illetve ipk:.

37. Az S rendszerben a gémb felszine és térfogata:

P’ 1
— illetve —7k*(X?* — X ?) — 27k,
T 2

ahol = a sugar és p a gombi f6kor keriilete.

Az AB szakasztdl ¢ tavolsagra levd pontok altal meghatarozott feliilet

38.
felszine és a kapott forgasfeliilet térfogata:
1 2 -2
§7Tkp(Q Q )7
illetve .
TTEPQ - Q7

| MEGALLAPITASOK: |

1. Ha k végtelenhez tart, akkor barmely k-t tartalmazé kifejezés hatarérté-
ke éppen a megfelel6 > rendszerbeli mennyiség, hacsak azonossidg nem

keletkezik.
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. Eld6ntetlen marad, hogy vajon a val6sagban a > vagy pedig valamelyik

S rendszer teljesiil-e.

. Mindaz, amit a XI. axiéma (V. Posztulatum) helytelenségének feltevésébdl

levezettiink, abszolat igaz, ebben az értelemben tehat semmiféle feltevésre
nem tamaszkodik. Van eszerint olyan a priori sik trigonometria, amelynél
csupan az igaz rendszer ismeretlen és ezért csakis a kifejezések abszolat
nagysaga marad meg nem hatarozott, azonban egyetlen ismert eset alapjan
nyilvan az egész rendszert rogzithetnénk. A gémbi trigonometriat viszont
abszolat érvényben bizonyitottuk. Az F feliilleten a ) rendszer sik geo-
metridjanak tokéletesen megfelel§ geometria érvényes.

. Ha tudnék, hogy > érvényes, akkor e tekintetben semmiféle tovabbi nyilt

kérdés nem maradna. Ha azonban tudnok, hogy nem érvényes, akkor sziik-
séges volna, hogy rendelkezziink, valaming olyan konkrét a értékkel, amely-
hez tartozé A ismeretes. Ebben az esetben £ természetes hosszegység vol-
na. Ha tudndk, hogy k létezik akkor gyakorlatilag tokéletes pontossaggal
megszerkeszthet6.

. Nyilvanvalé, hogy a korabban kifejtett értelemben, minden térbeli feladat

az analizis Gjabb, kell6 hatarok kozott igen elismerésre mélté moédszerével
targyalhato.

. Kovetkezik végiil, ami a szives olvas6é szamara bizonyara nem érdektelen,

hogy abban az esetben, ha val6sagban nem )~ hanem S rendszer volna
érvényes, akkor a korrel egyenl§ teriilet(i egyenesvonali idom szerkesztheté.

| SZERKESZTESEK: |

. Adott pontbdl, adott félegyenessel parhuzamos félegyenes szerkesztése.

S-ben olyan egyenes szerkesztése, mely adott hegyesszdg egyik szaraval
parhuzamos és meréleges a masik szarara.

. Adott egyenesen athalado, adott sikra meréleges sik és az adott sik met-

szésvonalanak szerkesztése.

. Parhuzamos félegyeneseken korrespondeélé pontpar szerkesztése.

. Az F feliileten a XI. axiéma hasznalata nélkiil elvégezhet6k mindazok a

szerkesztések, amelyek a > rendszerben a sikon elvégezhetgek.

. Az M N egyenes t tavolsaghoz tartozé tavolsagvonalai AG illetve C'H.

Ekkor az AGCx, AGH a haromszdgek szogosszege és teriilete egyenld.
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7. Egyenls teriileti, egy egyenl6 oldallal rendelkez6 haromszogek sz6gosszege
egyenld.

8. Egyenl§ teriiletli haromszdgek szdgdsszege egyenls.

9. Haaz ABCx-benu, a DF Ea-ben v a szogosszeget 2 R-re kiegészit§ szog,
akkor a két haromszog teriiletének aranya u : v.

10. A gdmbharomszogek felszinének az aranya szogosszegeik 2 R-et meghaladé
részeinek, excesszusainak aranyaval egyenls. A z excesszusli gdmbharom-
sz6g felszine:

2p?
42

11. Ha z egésziti ki 2R-re a haromszdg szogosszegét, akkor teriilete:
2k?.
A haromszorosan aszimptotikus haromszog teriilete hataratmenettel:

k2.

12. Megadhaté a paraszféran az aszimptotikus haromszoggel egyenlé teriileti
kor, és korzGs-vonalzos eljarassal szerkeszthetd ugyanilyen teriilet(i négyzet.
Azaz vagy érvényes Euklidész XI. axiémaja, vagy lehetséges a kor négyszo-
gesitése.

,, Hatra volna végiil a tAirgy minden vonatkozasban val6 lezara-
sa érdekében annak bizonyitasa, hogy mindennemii feltevés nélkiil
nem lehet eldonteni, vajjon >, vagy pedig valamelyik S (és me-
lyik) teljesiil. Ezt azonban kedvez6bb alkalomra halasztjuk.”
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1.10. Lobacsevszkij

1.41. abra. Nyikol4j Ivanovics Lobacsevszkij

—,Ki ne értene egyet azzal, hogy semmiféle matematikai tudo-
manynak nem volna szabad olyan homalyos fogalmakkal kezd6dnie,
mint amilyenekkel mi, Euklidész nyoman, a geometriat kezdjiik,
és hogy sehol a matematikiAban nem engedhet6 meg a szigortsag-
nak az a hidnya, amelyet a pArhuzamosok elméletében kénytelenek
voltunk elttirni.” Irja Lobacsevszkij elsé kiadott miivében. A két feladat
koziil a mésodikat sikeresen megoldotta ugyan de kortarsai ugyanigy nem
ismerték fel teljesitményének volumenét, ahogy Bolyai Janosét sem. Tobb
probalkozas utan sikeriilt csak az altala ,Elképzelt geometrianak” nevezett
struktirahoz azt érté és elismerd olvasot taldlnia. 1840-ben németiil megje-
lenteti ,A Geometriai vizsgalatok a parhuzamosok elméletének korébsl” c.
kiadvanyat mellyel talal egy ilyen olvasot, Gauss-t. Fejezetiink ezen kiadvany
tételeit tartalmazza. Lobacsevszkij nem tor6dott az abszolut geometriai té-
telek és az axiomak szétvilasztasaval illetve az egymaésra épiils 1j tételek
tartalom szerinti tagolasaval — igy mi is igy tesziink.

NY.I. LOBACSEVSZKIJ: GEOMETRIAI
VIZSGALATOK A PARHUZAMOSOK ELMELETENEK
KOREBOL.

| ELFOGADOTT TETELEK: |

1. Az egyenes vonal minden helyzetben fedi sajat magat. Ezen azt értem, hogy
ha azt a feliiletet, amely az egyenest tartalmazza, az egyenes két pontja
koriil elforgatjuk, az egyenes helyzete nem valtozik.

2. Két egyenes nem metszheti egymast két pontban.
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. Az egyenes, mindkét iranyban kellsen meghosszabbitva, minden hataron

talmegy és igy barmely zart sikrészt két részre oszt.

. Ha két egyenes kiilon-kiilon meréleges egy harmadikra, akkor barmennyire

meghosszabbitva sem metszik egymast.

Ha egy egyenes atmegy egy masik egyenes egyik partjarél a masikra, akkor
metszi azt.

. A cshcsszogek, vagyis két olyan szdg, amelyek barmelyikének szarai a masik

szOg szarainak meghosszabbitasai, egyenléek. Ez egyarant all egyenesek
altal alkotott sikbeli szogekre, és sikok altal meghatarozott lapszogekre.

. Két egyenes nem metszheti egymast, ha egy harmadik mindkett6t ugyan-

abban a szégben metszi.

. A sikhdromszdgben egyenlé oldalakkal szemben egyenl6 sz6gek vannak és

forditva.

. A sikharomszdgben nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van. A de-

rékszogli haromszog atfogdja nagyobb barmelyik befogénal, a rajta levs
szogek hegyesszogek.

Két sikharomszog egybevagd, ha egy oldaluk és két szogiik, vagy két ol-
daluk és az azok altal bezart szogiik, vagy két oldaluk és ezek koziil a
nagyobbikkal szemben levs szogiik, vagy harom oldaluk paronként egyen-
8.

Ha egy egyenes mer6leges két masik, vele nem egysika egyenesre, akkor
mer6leges mindazokra az egyenesekre, amelyek e két utobbi egyenes sikja-
ban vannak és atmennek azok metszéspontjan.

GOmb sikmetszete kor.

Az olyan egyenes, mely meréleges két egymasra meréleges sik metszésvo-
nalara és benne van az egyik sikban, mer&leges a masik sikra.

A gdmbharomszogben egyenlé oldalakkal szemben egyenld szogek vannak,
és megforditva.

Két gombharomszog egybevagd, ha két oldaluk és az azok altal bezart
szogiik, vagy egy oldaluk és az azon levs két szogiik paronként egyenls.
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\ MAGYARAZOTT VAGY BIZONYITOTT TETELEK: \

. A sikban az egy ponton atmené egyenesek, egy adott egyeneshez valé vi-

szonyukat tekintve, két osztalyba sorolhaték: a metszék és a nem metszék
osztalyaba. A két osztaly hatarat alkot6 egyenest az adott egyenessel par-
huzamosnak nevezziik. A pontb6l az egyenesre bocsatott mersleges és a
parhuzamos altal meghatarozott sz6g a parhuzamossagi szég. Ezt a pont
és egyenes tavolsaganak a fiiggvényeként tekintjiik.

A parhuzamos egyenes minden pontjaban kielégiti a parhuzamossag krité-
riumat.

Két egyenes parhuzamossaga mindig kolcsonds.

. A haromszog bels6 szogeinek Gsszege nem lehet tobb két derékszognél.

Ha van egy olyan sikharomszog, melyben a sz6gek 6sszege két derékszog,
akkor ugyanez all barmely mas haromszdgre is.

Adott ponton at mindig hazhaté olyan egyenes, mely egy adott egyenessel
tetszésszerinti kis adott szdget zar be.

Ha két olyan egyenes, mely meréleges ugyanarra a harmadikra, parhuzamos
egymassal, akkor barmely sikharomszdg szdgeinek Gsszege m-vel egyenls.
Ezen a feltevésen alapszik a kbzonséges geometria. Az ellenkezd feltevés is
megengedhets, mert semmiféle ellentmondasra nem vezet; ezen alapszik
az az 0j geometria, amelyet én elképzelt geometridnak neveztem el.

Barmely adott sz6gh6z talalhaté olyan tavolsag, amelyhez tartozé parhu-
zamossagi sz6g az adott szog.

Minél inkdbb meghosszabbitjuk a parhuzamosokat parhuzamossaguk ira-
nyaban, annal jobban kdzelednek egyméashoz.

Ha két egyenes parhuzamos egy harmadikkal, akkor egymassal is parhuza-
mosak.

Ugyanazon gdmb felszinén az atellenes gdmbharomszdgek teriilete egyenld.

A triéder térszoge egyenls lapszogeinek fél 6sszegével, levonva ebbél egy
derékszoget.

Ha harom sik parhuzamos egyenesekben metszi egymast, akkor a harom
lapszog Gsszege egyenls két derékszoggel.
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A sikharomszog meréleges oldalfelez&i vagy nem metszik egymast, vagy
mindharman egy k6z6s ponton mennek at.

Ha a haromszog meréleges oldalfelez6i koziil ketts parhuzamos, akkor mind
a harom parhuzamos egymassal.

Hatarvonalnak (horociklusnak) nevezziik az olyan sikgorbét, melyben a hi-
rok mer&leges felez8i mind parhuzamosak egymassal.

Ha egy kor sugara minden hatéaron tal n6, a kor hatarvonalba megy at.

Az AA', BB’ parhuzamos félegyenesek kdzotti AB, A’B’ hatarvonalivek
hossza s illetve s’. Ekkor

ahol x az AA" = BB’ szakaszhossz, e > 1 allandé fiiggetlen az ivek
hosszatdl és az x tavolsaguktol. A tovabbiakban e legyen a természetes
logaritmus alapszama.

A hatarvonalat egyik tengelye koriil megforgatva a hatarfeliiletet kapjuk. A
hatarfeliilet barmely két pontjat 6sszekots har egyenls szog alatt hajlik a
végpontjain atmend tengelyekhez. A hatarfeliilet barmely tengelye forgas-
tengely és a tengelyen keresztiilhaladé sik a feliiletet hatarvonalban metszi.

A hatarfeliiletharomszog oldalai és szogei k6zott ugyanazok az dsszefliggé-
sek allnak fenn, mint a kdzonséges geometridban a sikhdromszégek oldalai
és szogei kozt.

A derékszogii haromszdg oldalai és szogei kozti 6sszefiiggések, ha atfogéja
c befogéi a illetve b az ezekkel szemben levs szdgei I1(«) illetve I1(5), ahol
ezek jelentése az « illetve [ tavolsagokhoz tartozé parhuzamossagi szog:

sinI1(¢) = sinIl(a) sin I1(b)
sinII(B) = cos () sinII(a).

A fenti derékszogii sikharomszdggel egyiitt létezik egy gombharomszog
amelynek oldalai II(c), II(a) illetve TI(8), szogei pedig rendre II(b) , i7
illetve IT(37 — «v). Ha az oldalait ezen gdmbharomszdgnek most a, b illetve
c jeloli, a befogdkkal szemkozti szogeket pedig A illetve B, a megel6z8
formulak az ismert:

sina = sincsin A,
sinb = sincsin B

formulakba mennek at, igy a gdmbi trigonometria abszolit.
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23. A parhuzamossagi szogre fennall:

1
tan §H(:c) =e "

24. Altalanos haromszdgre adédik:

sin A tanIl(a) = sin B tan II(b),

in II(b) sin I1
cos A cosI1(b) cos I1(c) + i 552)1;22) (¢) _—
I1(b
cot Asin C'sin I1(b) + cos C' = %H((a%’
B
cos A + cos BcosC' = w
sinI(a)

» Ezen egyenletek mar maguk is elegendé alapot adnak arra,
hogy az elképzelt geometria feltevését lehetségesnek tartsuk. A ko-
zOnséges geometriabol foly6 szamitasok pontossaganak ellenSrzésé-
re igy nincs més eszk6ziink, mint a csillagaszati megfigyelések. Mint
arra egyik munkimban ramutattam, az euklidészi geometria annyi-
ra pontos kozelitést ad, hogy azokban a haromszogekben, amelyek
mérdeszkozeink szamara hozzaférhetSek, a szogek Osszegének két
derékszogtsl valo eltérése a masodperc szazadrészénél is kisebb.”
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1.11. Hilbert

1.42. 4bra. David Hilbert.

A parhuzamossagi axioma hiperbolikus valtozata megfogalmazhato ugy,
hogy folytonossédgra vonatkozé allitast is tartalmazzon. Hilbert ezt észrevé-
ve a hiperbolikus sikgeometria egy folytonossagi axiomat nem tartalmazo
megalapozasat adja. Ezt a remek munkét tekintjiik most at.

D. HILBERT: A BOLYAI-LOBACSEVSZKIJ-FELE
GEOMETRIA UJABB MEGALAPOZASA.

\ [LLESZKEDESI AXIOMAK : \

1. Két ponthoz, mindig tartozik egy egyenes, amely a két pont mindegyikéhez
illeszkedik.

2. Két ponthoz nem tartozik tobb mint egy egyenes, amely a pontok mind-
egyikéhez illeszkedik.

3. Minden egyeneshez legalabb két pont illeszkedik. Van harom olyan pont,
amelyek nem illeszkednek egy egyeneshez.

| RENDEZESI AXIOMAK : |

1. Ha egy B pont két masik A és C kozétt van, akkor a harom pont egy
egyenesnek kiildnb6z6 pontja és B C' és A kdzétt is van.
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. Két ponthoz, A-hoz és C-hez az AC' egyenesnek legalabb egy olyan B

pontja tartozik, hogy a C' A és B kozott van.

. Egy egyenesnek barmely harom pontja koziil az egyik, de csak az egyik van

a masik ketts kozott. Két pont kozott fekvd pontok halmaza a szakasz.

. Legyen A,B,C harom nem egy egyenesre esé pont és a egy olyan egyenes

a sikjukban, amely egyiken sem megy at; ekkor ha az a egyenes az AB
szakasz egyik pontjan atmegy, feltétleniil 4tmegy vagy BC vagy az AC
szakasz egy pontjan.

\ EGYBEVAGOSAGI AXIOMAK : \

. Ha A, B egy a egyenesnek két pontja s ha tovabba A’ egy d’ egyenesnek

pontja, akkor egy az A’ altal az a’ egyenesen létesitett, megadott félegyene-
sen mindig van egy olyan B’ pont, hogy az AB szakasz az A’ B’ szakasszal
egybevagd, vagy egyenld.

. Ha egy A’'B’ szakasz és egy A”B" szakasz ugyanazzal az AB szakasszal

egybevagé, akkor A’B’ szakasz az A”B” szakasszal is egybevago.

. Legyen adott az a egyenesen két, kbzos pont nélkiili szakasz, AB és BC,

legyen adva tovabba ugyanazon, vagy egy masik a’ egyenesen két, kozos
pont nélkiili szakasz, A'B’ és B'C"; akkor, ha AB = A'B’' és BC = B'(”,
egyben AC' = A'C". (Szbg, szogtartomany definiciéja.)

. Legyen adva (h, k)., egy o’ egyenes és az a’ egyenes egyik oldala, A’ jelent-

se az a’ egyenesnek egyik félegyenesét, amely O’ pontbdl indul ki; akkor
egy és csakis egy olyan k' félegyenes van, hogy (h, k) szdgtartomany egy-
bevago, vagyis egyenlé (h', k'), szdgtartomannyal, és hogy ugyanakkor a
(W', k")« bsszes bels6 pontjai az ' megadott oldalan vannak. Minden szdg
onmagaval egybevagé.

. Ha két haromszog két oldala és a kozrezart szége egybevagd, akkor egy

masik megfelel6 szdgiik is egybevagé.

Az eddigi axiomakbol konnyen adédnak a haromszogek egybevagosagara,

valamint az egyenlGszarti haromszogre vonatkozo tételek, egyszersmind be-
lathato, hogy lehet mer&legest allitani, vagy merdGlegest bocsatani, valamint
adott szakaszt, vagy adott szoget felezni. Eppen tigy, ahogy Euklidésznél az
a tétel is kovetkezik, hogy minden haromszogben két oldal 6sszege nagyobb,
mint a harmadik oldal.
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\ A7 EGYMAST METSZO ES NEM METSZO EGYENESEK AXIOMAJA : \

1. Ha b tetsz8leges egyenes és A egy nem rajta levé pont, akkor mindig van
két A-bél indulé félegyenes a, és a, amelyek nem egészitik ki egymast
egyetlen egyenessé és amelyek nem metszik a b egyenest, viszont minden,
az ap, ao szdgtartomanyban levs, A-bol indulé félegyenes metszi a b egye-
nest. Bontsuk fel a b egyenest valamilyen B pontbél két félegyenesre, b;-re
és byo-re agy, hogy ai, by illetve ay, by az AB egyenes azonos oldalan le-
gyen, akkor az a; félegyenest a b;-hez az a, félegyenest a by-hoz viszonyitva
parhuzamosnak mondjuk. Hasonléképpen mondjuk, hogy az ay, a, félegye-
nesek a b egyenessel parhuzamosak és mind a két egyenesrél, melynek a;
illetve ay részei, hogy parhuzamosak b-vel.

\ TOVABBI TETELEK ES DEFINICIOK : \

1. Az egyenesek, félegyenesek parhuzamossaga szimmetrikus és tranzitiv. (Gauss
bizonyitdsa nem hasznal folytonossagot.) Minden félegyenes meghataroz
egy véget az egymassal parhuzamos félegyenesek ugyanazt a véget hata-
rozzak meg.

2. Ha A,B illetve A’,B’ két pontpar «, o/ két vég, gy ,hogy AB = A’'B,
aAB, = o/ A'B/, valamint a BA, = o/ B'A, akkor az ABa illetve A'B'o/
alakzatokat egybevagénak mondjuk. Ismert médon definialjuk az egyenesre
vonatkoz6 tiikrozés fogalmat, a tiikérkép egyenes fogalmat.

3. Ha két egyenes egy harmadikat ugyanakkora valtészogben metsz, akkor a
két egyenes nem parhuzamos egymassal.

4. Ha adva van barmilyen két egyenes, amelyek egymast nem metszik és nem
parhuzamosak egymassal, akkor mindig van egy olyan egyenes, amely mind-
kettére merdleges.

5. Ha adva van két tetszéleges, egymassal nem parhuzamos félegyenes, akkor
mindig van egy olyan egyenes, amely a két félegyenes mindegyikével par-
huzamos, azaz mindig van olyan egyenes, amelyhez két el&irt vég tartozik.

6. Legyen adott két egymassal parhuzamos egyenes a és b és az altaluk ha-
tarolt siktartomanyban egy O pont. Legyen O, az O pontnak az a-ra és
Oy az O pontnak a b-re vonatkozé tiikorképe és M az 0,0, szakasznak
a kozéppontja. Akkor az az M-bél indulé egyenes, amely a-val és b-vel is
parhuzamos meréleges M-ben az O,Oy-re.
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. Ha harom egyenes egyik vége kdzos, akkor a rajuk vonatkozé titkrozések

szorzata, megegyezik egy olyan egyenesre vonatkozé tiikrozéssel, melynek
szintén ugyanez az egyik vége.

Felvesziink egy egyenest melynek végeit 0-val és oo-el jeldljiik. Ennek egy
O pontjan at ra mer&leges egyenest allitunk ennek végei +1. Ha « illetve 3
két co-tél kiilonb6z6 vég, az 6sszegiik a+ 3 az O pont acco, Soo egyenesek-
re vonatkoz6 tiikorképeinek felez8pontjat oo-vel 6sszekots egyenes masik
vége. Az Osszeadasra a végek kommutativ additiv csoportot alkotnak.

. Ha egy vég a Ooco egyenes +1-el megegyezé oldalan van akkor pozitiv-

nak nevezziik, ellenkez8 esetben negativnak. Az (1, —1),(a, —), (8, —0)
egyenesek merdlegesek (0, 00) egyenesre rendre O, A, B pontokban metsz-
ve azt. Tekintsiik azt az egyenest, mely szintén meréleges (0, 00)-re és azt
olyan C' pontban metszi, melyre BC = OA és az O-tél A felé haladé
irany a B-t8l C felé halad6 irannyal megegyezik. Ennek végei legyenek
+af («, 8 pozitivok). A végek ezen szorzasra nézve kommutativ multipli-
kativ csoportot alkotnak

Az «, B végponti egyenes koordinatai legyenek v = aff, v = O‘T*ﬁ Ha
a, 3,7 olyan végek, hogy 4avy — 3% vég pozitiv, akkor azon egyenesek
melyek koordinatai az

au+pPv+v=0

egyenletet kielégitik egy ponton mennek at.

» Miutan megallapitottuk, hogy a pont egyenlete vonalkoordi-
natdkban linearis, konnyen koévetkezik az egyenesparra vonatkozo
Pascal tétel és a perspektiv helyzetii haromszo6gekrdl szo6lé Desar-
gues tétel, valamint a projektiv geometria t6bbi tétele. Ezek utan
a Bolyai-Lobacsevszkij- féle geometria ismert képletei is nehézség
nélkiil levezethetSk és igy ez a geometria csupan a mi axiémaink
alapjan is felépithets.”
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Sik Sdndor: Belenéztem a napba

Egyszer, egy sugaras, piroslo reggelen,
A virradati Napba két szemmel belenéztem.
Es ama reggel Ota, 6rokre megigézten,

Jarok fényittasan és a Nap jar velem.

Egy csodavillanas, egy percnyi perc alatt

Azon a reggelen a Nap szivembe égett.

S azota mast se latok, csak egy nagy fényességet,
Csak langot és tiizet, csak ég6 sugarat.

Amerre fordulok, a rét rezgd fiivén,

Es felhds ormain a kodl6 messzeségnek:
Ezer picike Nap, eziist ezernyi fény

Szikrazé szemei gydzelmes tlizzel égnek.
Es kiviil és beliil, 6rokre, sziintelen

Orvénylik és dalol a tiizes Végtelen.
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2. fejezet

Elliptikus és projektiv
sikgeometriak

2.1. Elliptikus sik

Mint tudjuk, a geometria feltételezi a tér fogalmdnak, illetve a szerkesztések elsd
alapelveinek, mint ismert dolgoknak az ismeretét. Definiciokat ad kézottik,
melyek elnevezés szintiek, az igazi meghatdrozottsiguk az ariomdkban

lépnek fel. Kovetkezésképpen az ezen feltevések kiozotti viszony

felderitetlen marad, sem felfogni sem a priori elfogadni

nem tudjuk, hogy e kapcsolatok vajon

sziikségesek-e vagy csak lehetségesek.

B. Riemann: A geometria alapjait ado hipotézisekrdl.

Bernhard Riemann veti fel a pArhuzamossagi axioma tagadésanak azt a
formajat, amely a nem metsz6 egyenesek létezésének lehetdségeét zarja ki. Ki-
indulasi modelljeként a gombfelszin geometriajanak akkor is jol ismert példa-
ja szolgalt, amely keretében kétféleképpen épithetiink fel geometriat. Ha meg
szeretnénk Grizni az egyenes két pont altali meghatarozottsagat az atellenes
pontok nem adhatnak a modellben kiilonb6z6 pontokat. Ilyenkor tetszéle-
ges két egyenes pontosan egy kozos pontot tartalmaz, az illeszkedési axioma
csoport, ondudlissa valik, és valamit feltétleniil el kell hagynunk a maradék
axioméak koziil, hiszen a nem metsz6 egyenesek létezése az eddigi illeszkedési,
rendezési és egybevagosagi axioméink kovetkezménye.

A masodik lehetGség az, hogy az els6 illeszkedési axidomét hagyjuk el,
azaz két ponton keresztiil tobb kiilonb6zé egyenest is hiizhatunk. Ilyenkor
is modositanunk kell néhény tovabbi axiémat és definiciot de az euklideszi
szemlélethez kozelebb allo struktirat kapunk, olyan eredményekkel, melyek
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a beagyazo euklideszi tér geometriajabol konnyen levezethetdk. Elvi szem-
pontbdl ez a lehetGség a kevésbé érdekes, az igy kaphato allitasok Osszességét
nevezziik gdbmbi geometridnak.

A tovabbiakban a lényegesen messzebb vezetd els6 lehet&ség szisztemati-
kus vizsgalatahoz kezdiink, megérizziik tehat illeszkedési axioméainkat, ijra
fogalmazzuk a maradék axiomarendszer azon elemeit, melyeknél ez sziik-
séges, és feltessziik, hogy barmely két egyenes pontosan egy kozos ponttal
rendelkezik. Ily moédon az u.n. elliptikus geometriat épitjiik fel.

Az elliptikus geometria axiéma csoportjai az illeszkedési, rendezési, egy-
bevagosagi, folytonossigi axiomak és a parhuzamossagi axioma elliptikus val-
tozatat tartalmazzék.

Az illeszkedési és folytonossagi axiomak megegyeznek az abszolit geo-
metridk megfelel§ axiomaival. A rendezési axioma csoport alaprelacioja az
egyenes négy pontja kozott értelmezett pontparok elvilasztédsanak fogalma,
ahogy azt az 1.1.2. alfejezetben lattuk. (A megfelels jelolés: (ACBD) azaz
AB elvalasztja CD-t.)

Rogton modosithatjuk a parhuzamossagi axiomat is, legyen az 6todik
axidma csoport egyetlen axiomaja, az euklideszi parhuzamossagi axiéma Ri-
emann féle tagadasa:

Axioma (Elliptikus parhuzamossagi axioma). Tetszdleges két egysiki egye-
nes eqy pontban metszi eqymdst.

A szakasz fogalméat masképp kell megadnunk, egy pont nem bontja fel
az elliptikus egyenest, két pont két halmazra bontja az egyenest ezek kozott
kiilénbséget nem tudunk tenni, azaz sziikséges egy harmadik pont a definici-
6hoz.

2.1.1. Definicié. Az egyenes A, B, C' ponthdrmasa dltal meghatdrozott A, B
végponti szakasz azon D pontokbdl dll, melyekre (ACBD) teljesiil.

Vilagos, hogy ha (ACBD),akkor az A, B végpontokkal rendelkezs D-t
illetve C-t tartalmazo szakaszok diszjunktak és unidjuk (A illetve B kivéte-
lével) kiadja az egyenest. Az egyenes a tovabbiakban viszont nem fogja két
félsikra bontani a sikot. Legyen adva ugyanis egy egyenes és rajta kiviil két
pont. A két pont altal meghatarozott egyenes két szakaszra bomlik melyek
koziil az egyik tartalmazza az adott egyenes valamely pontjat, a masik vi-
szont nem. Igy olyan ekvivalencia relacio a pontparokon, mint "ekvivalens két
pont ha szakaszuk (egyik szakaszuk stb.) nem metszi az adott egyenest" nem
juthatunk el. Igaz azonban, hogy két metsz6 egyenes két tartomanyra bontja
a sikot, melyeket szogtartomanynak nevezhetiink. Valoban, tetszéleges két
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pont 0sszekotG egyenese az adott egyenespart két pontban metszi és az adott
pontok illetve ezen utobbiak altal meghatarozott pontparok elhelyezkedése
kétféle lehet, elvalasztjak egymast vagy sem. Ezen tulajdonsig alkalmas egy
két osztallyal rendelkezé ekvivalencia relacio definidlasidhoz, mely osztéalyait
nevezhetjiik a két egyenes altal meghatarozott szogtartomanyoknak.

Erdekes észrevenni, hogy a nem metszé egyenesek létezésére vonatkozo
bizonyitasunk milyen médon sériil. Tegyiik fel, hogy nem tettiik fel semelyik
parhuzamossagi axiomét, de tudunk egybevigdsigokra vonatkozo alapalli-
tasokrol, szogek, szakaszok, haromszégek bizonyos egybevagosagi allitésait
ismerjiik. Ekkor a nem metsz6 egyenesek létezésérdl szolo bizonyitasunk azt
mondja, hogy ha a két (egy harmadikat azonos szog alatt metszd) egyenes-
nek van kozos pontja akkor a harmadik egyenes altal meghatarozott mindkét
felsikban van kozos pontja, azaz két kiilonboz6 kozos pontot talalunk. Ha az
egyenes nem valasztja szét két félsikra a sikot, semmi sem garantalja, hogy
az altalunk megtalalt két pont kiilonbozé...

A teljes elliptikus tér felépitéséhez sziikséges még az egybevagosagi axio-
méak alkalmas atalakitasa. Ha a szogtartomany a fenti modon definialt (az-
az egyenesek hataroljak) akkor szogtartomanyok metszeteként lehet harom-
szogtartomanyt definidlni és harom pont négy haromszogtartomanyt hataroz
meg, melyek unidja a teljes sik. A haromszogtartoményt hatérold szakaszok
uni6ja a haromszogvonal. A szakasz és szogfelmérésre vonatkozd axiomak ese-
tében egybevago szakaszparok illetve szogparok felmérésérsl beszélhetiink, a
felbontasi axiomat pont helyett pontparra kell megfogalmazni. Mérték beve-
zetése esetén az egyenes hossza véges szam lesz, pontpar tavolsaga pedig a
két meghatarozott szakasz koziil a nem nagyobb hossza.

Az elliptikus geometriaban a teriilet (térfogat) fiiggvény szintén értelmez-
het6 és a haromszog teriilete a haromszog szogeitdl fiigg mint a hiperbolikus
geometriaban.

Az elliptikus stk legfontosabb modellje a haAromdimenzios tér egységgdomb-
jének a felszine, mikor is az atellenes pontokat azonositottuk. Az egyenesek
fel fokorivek, szakaszok hosszat f6koriv darabok hosszaval mérjiik, igy a teljes
egyenes hossza lehet példaul w. A szogek mérése f6korsikok hajlasszogének
mérésével torténhet a haromszog teriiletét a T = (o + 5 + v — 7) szam az
excessus, a szogosszegnek a m-hez képest viszonyitott tobblete adhatja.

2.2. Projektiv sik

Hosszi 1ddt toltottem az elvont tudomdnyok tanulmdnyozdsdval; de kedvemet
szegte az, hogy milyen kevés emberi kapcsolatot szerezhetiink segitségiikkel...

B. Pascal: Gondolatok 1/4.
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Az elliptikus geometria egyik kézenfekvé modellje a projektiv geometria.
A fejezet célja olyan 6nallo megalapozast adni, amely soran feltarul szdmos
jol ismert tétel "igazi" szerepe. A klasszikus projektiv geometria kialakulasa
joval Riemann el6tt megtortént, szinte valamennyi nagy matematikus nevé-
hez fiz6dnek projektiv geometridhoz kapcsolhatd eredmények. Szamunkra
nem csak mint az elliptikus geometria egyik modellje fontos, hanem mint
a képi abrazolas elvi hatastere is. Kiilonosen érdekesek a hozza kapcsolhato
axiomatikus vizsgalatok, melyek megleps kapcsolatokat tarnak fel, konfigu-
raciok, testelmélet és magasabb dimenzios geometridk kozott.

2.2.1. Illeszkedési sik és a Desargues tétel

2.2.1. Definici6. Illeszkedési siknak nevezziik a pontok és eqyenesek eqy
halmazdt, mely az aldbbi axiomdknak eleget tesz:

IS1. Axiéma. Tetszdleges két pont egyértelmiien meghatdroz eqy egyenest,
melyet a rajuk illeszkedd egyenesnek nevezink.

IS2. Axiéma. Tetszdleges két eqyenes eqyértelmiien meghatdroz egy pontot,
melyet a metszéspontjuknak nevezink.

IS3. Axiéma. Van négy pont mely kozil semelyik hdarom nem illeszkedik egy
egyenesre.

Az illeszkedési sik Desargues-i sik, ha teljesil benne a Desargues tétel :

Axiéoma (Desargues). Az AA’, BB', CC’" egyenesek pontosan akkor illesz-
kednek eqy pontra, amikor az X = ABNA'B",Y = BCNB'C', Z = ACNA'C'
pontok eqy egyenesre illeszkednek.

Konnyen lathato, hogy a Desargues-i sik axiémarendszere onduélis, ezért
tetszéleges tételével egyiitt annak dualisa is teljesiil. Illeszkedési siknak van-
nak kollineacioi, értelmes a centralis-axialis kolline4ci6 fogalma.

2.2.2. Definicid. Az illeszkedési sik kollinedcidja axialis, ha van pontonként
fiz egyenese, tengelye. Centralis-axialis, ha azidlis és van olyan pont a sikon,
melyen keresztiilhalado valamennyi eqyenes invaridans. Ezt a pontot centrum-
nak nevezzik.

2.2.1. Lemma. Minden azidlis kollinedcid centrdlis-axidlis kollinedcid.

Bizonyitas: Legyen kollineacionk tengelye ¢ és tekintsiink egy rajta kiviili
P pontot a P’ képével 6sszekots egyenest. Ez az egyenes csak akkor nem
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2.1. abra. Desarguesi konfiguracio

c=C

2.2. abra. Tengelyes kolline4dcionak van centruma

létezik ha P = P’. Ha a t-n kiviili valamennyi P pontra a P = P’ tulajdonsag
teljesiil a leképezés az identitéds, igy minden pont centrum.

Az illeszkedési sik 6sszes pontja nem illeszkedhet két egyenesre, ezért van
olyan () pont, mely sem ¢-n sem P P’-n nincs rajta. Tekintsiik ennek Q" képét.
Ha @Q = @' valamennyi Q-n keresztiilhalado egyenes t-t Q-tol kiillonbo6zs
fixpontban metszi, igy megegyezik sajat képével, azaz () centrum.

Ha QQ' egyenes meghatéarozott, akkor legyen PP’ és Q)" metszéspontja
C. Mivel P’ nem P ezért a PP’ egyenes invarians hiszen a t-vel valo metszés-
pontja fixpont, igy a leképezésnél sajat magara képzddik. Ugyanigy a QQ’
egyenes is invarians ezért C' = C’. Azaz C fixpont, ha nincs ¢-n akkor centrum
is.

Ha C' illeszkedik t-re, akkor QP és ()'P’ a tengelyen metszik egymast.
Tekintsiik — ezen metszésponttol kiilonbozs — tetszbleges R pontjat @) P-nek.
Ennek R’ képe P'Q'-re illeszkedik. Ha RR’ nem megy keresztiil C-n akkor
PP’-t egy t-re nem illeszkedd fixpontban metszi, ami ekkor nyilvan centrum
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is. Ez nem lehetséges, mert QQ'-nek is at kell haladnia a centrumon ezért C'
centrum. U

A kovetkezi tétel el6tt sziikségiink lesz a haromdimenzios illeszkedési tér
fogalmara. Ez lényegében a projektiv tér illeszkedési strukturijat adja meg
absztrakt szintetikus forméban. Szohasznalatunkban a pont, egyenes, sik sza-
vak nem jelenthetik ugyanazt az objektumot, tovibbé az egyenesek és sikok
pontok halmazelméleti unidi, azaz minden egyenesen van két pont és min-
den sikon harom nem egy egyenesre esé. Az utolsd axioma néhany ellenpélda
lehetGséget kizarva (négy ponti modell, ceruza elrendezés) garantalja az al-
taldnossag azon szintjét, amely mar megfelels erds tételek kimondasat teszi
lehetdve.

2.2.3. Definicié. Illeszkedési térnek nevezziik a pontok, egyenesek és sikok
eqy halmazat, mely az aldbbi axiomdknak tesz eleget:

S1. Axioéma. Tetszdleges két pont egyértelmiien meghatdroz eqy egyenest,
melyet a rajuk illeszkedd egyenesnek nevezink.

S2. Axiéma. Tetszdleges két sik eqyértelmiien meghatdroz eqy egyenest, me-
lyet a metszésvonaluknak neveziink.

S3. Axioma. Tetszdleges harom nem eqy eqyenesre illeszkedd pont egyértel-
mden meghatdroz eqy sikot, amelyet a rajuk illeszkedd siknak nevezink.

S4. Axiéma. Tetszdleges hdarom nem eqy eqyenesre illeszkedd sik egyértel-
mien meghatdroz eqy pontot, amelyet a kozds pontjuknak neveziink.

S5. Axiéma. Ha eqy sik tartalmazza eqy egyenes két pontjdt, akkor tartal-
mazza valamennyi pontjdt.

S6. Axiéma. Ha eqy egyenesen keresztilhalado két sik egqyardnt tartalmaz
eqy pontot, akkor minden ezen az egyenesen dthalado sik tartalmazza ezt a
pontot.

S7. Axiébma. Minden sikon van négy pont, amely kézil semelyik harom nem
illeszkedik eqy egqyenesre.

S8. Axiéma. Van dt pont mely kézil semelyik négy nem illeszkedik eqy sikra.

Evvel ekvivalens Kerékjarto Béla: Projektiv Geometria c. tankonyvében
szerepls kovetkezd axiomarendszer:

a. Bdrmely két ponthoz tartozik eqy és csak eqy egyenes.

a’. Bdrmely két sikhoz tartozik eqy €s csak eqy eqyenes.
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b. Bdrmely egyeneshez tartozik legalabb hdarom pont.

b’. Bdrmely egyenesen legaldbb hdarom sik megy dt.

c. Barmely sikhoz tartozik hdarom, nem eqy eqyenesen fekvd pont.
c’. Bdrmely ponton dtmegy hdrom, nem eqy egyenesen dtmend sik.

d. Ha egy sik tartalmazza eqy egyenes két pontjdt, akkor tartalmazza vala-
mennyi pontjdt.

d’. Ha egy egyenesen keresztilhalado két sik tartalmaz eqy pontot, akkor min-
den ezen az egyenesen dthalado sik tartalmazza ezt a pontot.

e. Bdrmely hdrom, nem eqy eqyenesen fekvd pont eqy és csak eqy sikhoz tar-
tozik.

e’. Bdrmely harom siknak, amelynek nincs kézos eqyenese, eqy és csak eqy
pontja van.

f. Eqgy egyenes és eqy hozzd nem tartozo pont eqy és csak eqy sikhoz tartozik.

f’. Egy egyenesnek €s eqy ezt nem tartalmazo siknak eqy és csak eqy kozos
pontja van.

g. Két olyan egyenesnek, mely eqy sikhoz tartozik, van eqy és csak eqy kozos
pontja.

g’. Két olyan egyenesen, mely eqy ponton meqy dt, dtmeqgy eqy és csak eqy
sik.

h. Van legaldbb négy pont, mely nem tartozik eqy sikhoz.

h’. Van legaldbb négy sik, mely nem megy dt eqy ponton.

Vil4dgos, hogy az utobbi axiémarendszernek a dualitast nyilvanvalova te-
v allitasai nem fliggetlenek egyméastol. S1 = a, S2 =a’, S3 = e, S4 = €/,
S5 = d, S6 = d'. Igazoljuk, hogy S2 = a’ a t6bbi allitas kovetkezménye.
Mivel c szerint az els§ sikon taldlhatunk hdrom nem egy egyenesre illeszkedd
pontot. Ezek meghataroznak harom kiilonbo6z6 egyenest (a). Ezek mindegyi-
ke a sikhoz tartozik d szerint. Ha egyik sem tartozik a mésik sikhoz, akkor
a harom egyenes legalabb két pontban metszi a masik sikot, ugyanis véve a
mésik sik egy tetszdleges pontjat, ez valamelyik egyenessel f szerint megha-
taroz egy harmadik sikot, és a harom sik e’ szerinti k6zos pontja az egyenes
és a masodik sik kozos pontja is egyben. Ekkor a két pont egyenese a két
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sik kozos egyenese. Tovabbi kozos egyenes nem lehetséges a kiindulési sikok
kiilonbozGsége miatt.

El6szor S7-t és S8-t igazoljuk ahhoz, hogy lassuk, a mésodik axioma-
rendszer kovetkezményei az elsG axidomarendszer axiomai. S8 igazoldsidhoz
vegylink fel négy olyan pontot (P, @, R,S), amelyek nem esnek egy sikba.
Ezek meghataroznak négy sikot és hat egyenest, mely utébbiak a sikok pé-
ronkénti metszésvonalai. Mivel minden egyeneshez tartozik legalabb harom
pont, az elsé egyenesen P@Q-n felvehetiink a kiindulasi pontoktol kiilonb6z6
otodik T pontot. A T'R egyenesen van egy tovabbi X pont. X nem illesz-
kedik az eddigi egyenesekre, hiszen azok RT-t vagy nem metszik, vagy R
és () egyikében metszik. Legyen Y az XS egyenesen egy harmadik pont.
A P Q,R,S,Y pontok koziil semelyik négy sem esik egy sikba, és semelyik
harom egy egyenesre. S7 hasonloképpen lathat6. Azaz minden, a masodik
axiomarendszert teljesité modell egytttal az els6 axiémarendszernek is mo-
dellje.

Forditva, vegyiik elGszor észre, hogy egy, az elsé axiomarendszer allitasait
teljesité modell sikjai, egytttal illeszkedési sikok is. Ehhez azt kell latni, hogy
tetszGleges két egysiku egyenesének van kozos pontja. Azonban a két egyenes
mindegyikén taldlunk két pontot, melyektdl kiilonb6zé — a sikjukban nem
lévs — 6todik pont létezése S8 miatt evidens. Ezen pont a két egyenesen levd
pontokkal egyiitt meghataroz két sikot, a harom siknak S4 szerint egyértelmi
k6z6s pontja van. A sikok paronkénti metszésvonala S2 szerint szintén létezik
és egyértelmi, melyek koziil ketts a két kiindulasi egyenes. Azaz ezeknek is
van egyértelmi kozos pontja, a harom sik k6zos pontja. Ez éppen a g axiéma
allitdsa. g’ axibma vilagos, mert minden egyenesen van legalabb két pont.

Most mar a b axioma a kovetkezSképpen kovetkezik az elsé axiomarend-
szer allitasaibol: a PQ) egyenesen kiviil van S8 szerint tovabbi R pont. R, P, )
meghataroznak egy sikot, ezen S7 szerint van négy altaldnos helyzetid pont,
azaz van hat egyenes melyek koziil semelyik négy nem megy keresztiil egy
ponton. Ezek minden tovibbi egyenest legalabb négy pontban metszenek,
mert, a sik illeszkedési sik.

Az S8 axiomabol azonnal kovetkezik b’, az S7-bdl ¢ és c'.

Végiil a h és h' szintén trivialis kovetkezmény.

Lattuk tehat, hogy a két axidmarendszer ekvivalens, mivel a mésodik
ondualis az elsé is az, igazoltuk tehat S8 és S7 dualisit:

2.2.1. Kovetkezmény. Van ot sik, melyek kézil semelyik négy nem megy
at eqy ponton, illetve minden ponton keresztil taldlhatunk négy olyan sikot,
melyek kozil semelyik hdrom nem metszddik eqy egyenesben.

Az illeszkedési tér tehat a projektiv axiomarendszer illeszkedési axiomait
teljesits struktira.
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2.2.1. Tétel. A kivetkezd dllitdsok illeszkedési sikon ekvivalensek :
1. Teljesiil a Desargues tétel.
2. Valamennyi centrdlis-axidalis kollinedcio létezik.

3. A sik egyenesei elldthatok dsszeadds €s szorzds miveletekkel, melyre
nézve valamennyi egyenesen a pontok halmaza eqy fix K ferde testtel
izomorf. Ezen K test felett homogén maodon koordindtdzhatunk, a koor-
dindtdzds alaprendszere eqy projektiv homogén koordindtarendszer.

4. A sik megadhato mint valamely haromdimenzidos K feletti projektiv tér
kétdimenzios altere.

5. A sik valamely hdromdimenzios illeszkedési tér sikja.

Bizonyitas: Az allitasok ekvivalenciajat korbe bizonyitassal igazoljuk. Nem
adunk minden részletet tartalmazo6 bizonyitast, a hiAnyzo részek ellenérzését
az olvasora bizzuk.

1 < 2 Ha a kollineacié t tengelye, C' centruma és egy P pont valamint a téle
kiilonbozé P’ képe adott, akkor tetszdleges tovabbi pont képét meghataroz-
hatjuk a 2.3. Abranak megfelels szerkesztéssel. A () pont kollineacié szerinti
képe a P, P’ pontpar alapjan Q. Az R pont R’ képe azonban a P, P’ és a
Q, Q' pontparok alapjan egyarant meghatarozhat6. A kollineacio akkor léte-
zik, ha a két pontparbol ugyanahhoz az R’ ponthoz jutunk. A 2.3. abrarol
azonnal leolvashato, hogy ez akkor és csak akkor all fenn, ha teljesiil a Des-
argues tétel.

2.3. abra. A kollineaci6 létezik ha teljesiil Desargues tétele

2 = 3 Pontok 0Osszeadasat a kovetkezSképpen végezziik. Az egyenesen a P,
@ pontok mellett kijel6liink egy O "zérus" és egy I, "végtelen tavoli" pontot.
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Felvesziink tovabba két az adott egyenessel "parhuzamos" azaz I,-en keresz-
tiilhalado6 egyenest, melyek koziil az egyiket szaggatottal jeloljiik és "végtelen
tavoli" egyenesnek neveziink. Ha két egyenes az euklidészi szemléletiinknek
megfelelGen parhuzamos, akkor az illeszkedési sik szaggatott egyenesén met-
szik egymast (lasd 2.4. abra).

O P QP+Q PO E,

osszeadas szorzdas
2.4. dbra. Osszeadas és szorzas

Most mar az OPQI, egyenes menti euklideszi OQ) eltolasnak megfelels
kollineacio mellett kell meghatarozni P képét. A leképezés tengelye a végtelen
tavoli egyenes, a centruma I, az O pont képe (). Mivel 1éteznek a centralis-
axialis kollineaciok ez a leképezés jol definialt. (A két egyenes szerepének
felcserélésével a () + P pontot feleltetjiik meg ugyanannak a pontnak, ezért
a miivelet kommutativ.)

Hasonloképpen lathatd a masik két egyenes ,forgathatosaganak” lehets-
sége, igy az Osszeadas jol definialt.

A szorzas definicioja a parhuzamos szelGk tétele alapjan elvégezhets sza-
kasz szorzast idézi. (Descartes is észrevette ennek jelentdségét, ahogy latni
lehet az 5. fejezetben.) Sziikségiink van egy egységnyi hossztsagi szakaszra
azaz egy egység pontra a kiindulasi egyenesen. A szorzéas gondolata az, hogy

! Jegyezziik meg, hogy a Desargues tétel segitségével ez kizvetleniil is lathato. Valo-
ban, a P + @ pontnak fiiggeni kell az O illetve I, pontoktol de fliggetlennek kell
lennie a végtelen tavoli egyenesnek és az O1,, I, R segédegyeneseknek a sajat sugér-
sordaban elfoglalt helyétsl. Elég az egyik megvaltoztatasa esetén latni, hogy a P+ Q
pont helyzete sem véltozik az egyenesén. Lassuk példaul a végtelen tavoli egyenes
megvaltoztatdsinak lehetGségét. A 2.5. abrankon két SRI, haromszog keletkezett.
A két haromszog az Gtszoggel jelolt pontra nézve perspektiv, igy a megfelel ol-
dalaknak is egy egyenesen kell metsz&dniiik. A kozos egyenesiik a PQ egyenes és
egyikiik a P + @ pont. Azaz a Desargues tétel teljesiilése esetén a végtelen tavoli
egyenes szabadon valaszthato sugarsoraban.



2.2. PROJEKTIV SIK 83

2.5. abra. Osszeadas és a Desargues tétel

abrankon az OF,, E,E szakaszok "egységnyi hossziak", az OQ, E,R sza-
kaszok "egyenl6k" és igy az OF, : OQ = E,E : E,R arany megegyezik az
OP: (OP-0Q) =0OP : O(P - Q) arannyal.

A szerkesztés egy olyan centralis-axialis kollineacié Gsszetartozd pontjait
adja meg, melynek a tengelye a végtelen tavoli egyenes, centruma az O pont
es az F, pont képe Q.H

Annak részletes vizsgalatat, hogy a két miiveletre nézve az egyenes pont-
jai valamely K ferde testet (u.n. nem kommutativ szorzéssal rendelkezs tes-
tet) alkotnak az olvasora bizzuk. Erdemes a miiveletek konkrét geometriai
definicioja helyett azok centralis-axialis kollineacioként valo interpretalasara
attérni igy a legtobb részéllitas, mint az asszociativitas, vagy az Osszeadés
kommutativitasa, azonnal adodik. Szintén egyszertien adodik, hogy az egye-
neseken el6allo testek izomorfak, tehat csak egy testet kell a tovabbiakban
figyelemmel kévetni.

Jelolésiink az O, segédegyenessel és az E,, F, pontokkal egy koordiné-
tarendszerre utalnak, melyben a két tengely hajlasszogének és rajuk mért
egység nagysaganak nincs szerepe. Az ilyen koordinatarendszert affin koor-
dindtarendszernek nevezziik. Ha kozonséges egyenesként tudjuk abrazolni a
végtelen tavoli egyenest projektiv koordinatarendszerhez jutunk. Ha tovab-
bé a két egyértelmiien meghatarozott projektiv koordinatat helyettesithetjiik
koordinata harmasok ekvivalencia osztéalyaival, akkor projektiv homogén ko-

2 Desargues tétel segitségével ez az allitas a kovetkezSképpen igazolhatd: A szerkesztés
jol definialt ha segédegyeneseink "forgatasa" a P - Q) pont helyzetét nem befolya-
solja. Valtoztassuk most az I, E egyenes helyzetét. Ekkor az E, S, R pontok altal
meghatarozott két hiromszog lesz perspektiv az I, pontbol nézve azaz a P, P - Q,
I, pontok egy egyenesre illeszkednek, ahogy ezt szerettiik volna. Hasonloképpen
lathato a tobbi segédegyenes forgathatosaga.
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2.6. abra. Szorzas és a Desargues tétel

ordinatazasrol beszélhetiink.

Ha teh&t minden egyenesen van egyértelmiien meghatérozott K-val jelolt
test, amit az egyenes pontjai alkotnak és az egyenesen elhelyezett harom pont
egyértelmiien meghataroz, akkor a koordinatazas kérdése csak egy alkalmas
konfiguracion milik, az illeszkedési sikon ez négy altalanos helyzeti pont E,
FEs, Ej5illetve E, felvételével megoldhato.

Legyen a harom — nem egy ponton athaladé — egyenes az indexelt pon-
tok harom 06sszekotd egyenese, jeloljiik ezeket eq, es, es-al tgy, hogy E; ne
illeszkedjen e;-re (lasd 2.7. abra). Az E, = EEy N EyEs, E, = EE, N B3k,
illetve £, = EFE3N Ey E5 definicidkkal készen allunk a sik projektiv homogén
koordinatazasara.

Legyen P most tetsz6leges pont. Rendeljiik ehhez hozza a csticsokbol a
szemkozti oldalakra vonatkozo vetiileti pontokat P,-t, P,-t illetve P,-t. Mind-
harom egyenesiink pontjai a K test valamelyik elemének felelnek meg kivéve
egy pontot, amely a "végtelen tavoli pont" szerepét jatszotta az egyenesen,
az evvel valo 0sszeadas vagy szorzas szingularis leképezéshez vezet, ami nem
kollineacio. Szereposztasunk homogén jellege abban nyilvanul meg, hogy nem
kiilonboztetheté meg a két mésik egyenes szerepe a kollineacié hozzarende-
lésénél, igy természetes Otlet, hogy az e; egyenesen az elsG koordinata legyen
zérus a mésodik két koordindta arédnya pedig a P, ponthoz tartozd teste-
lem. A kapott ardanyokkal a P,, P,, illetve P, pontokhoz rendelt ekvivalencia
osztalyok egyértelmiien meghatarozottak lettek, és barmely két ekvivalencia
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£, ~(1,1,0)

P~(1,1,1)

E,;=1.~(0,0,1) E.~0Ll) P E=[,~0,10)

P~(x,y,z), P.~(0,),2), PyN(x’ 0,z), P.~(x,),0)

2.7. dbra. Projektiv koordinatazas

osztalybol a P-hez rendelt ekvivalencia osztély is adodik. Azonban a P,, P, és
P, pontok testelemmel val6 azonositasa nem fiiggetlen egyméstol, hiszen az
alappontok rogzitése a tobbi pont azonositasat egyértelmiien meghatarozza.

Ahogy azt lattuk, a pontsorok zérus, egység és végtelen tavoli pontja-
it megfeleltets kollineaciok a tobbi testelemet is megfeleltetik egyméasnak.
Ha a végtelen tavoli pontot a zérus pontnak feleltetjiik meg a testelemhez
a reciprokat rendeltiik hozza. A @), pontnak megfelel§ testelem P%,a mert az
EsE, tengelyl E)-t Ey-be vivé kollineacio a P, pontot Q),-be viszi, F-t és
Es-t felcseréli, végiil F3-t és E-t fixen tartja, ezért a kollinedcio az elsé egye-

“, e,

“, e,

egyenes oo pontjaba viszi, és forditva.

Hasonloképpen adodik, hogy (). jelenti az egyenes P% pontjat.

A @, pontot szorozzuk meg @).-vel. Ehhez meg kell hatarozni az FQ),,
FE, E5 egyenesek metszéspontjat T-t, az 1@, illetve I, F; egyenesek metszés-
pontjat R-t és Q,Q, ekkor a T'R és E3F, egyenesek metszéspontja. Azonban
az F3,T, R pontok rendre az S,Q,, > pontok E-bél valo vetiiletei, ezért
Desargues tétel szerint az £y = E3T'NSQ,, P = EsRNSE; illetve Q- Q). =
= TR N QuE, pontok kollinearisak. Azaz P, = @, - @, ezért tetszbleges
P pontra a harom hozzarendelt testelem szorzata 1, amibd&l adodik, hogy a
koordinatazasunk nem vezet ellentmondashoz.

3 = 4 3 allitasa szerint a sik pontjai kdlesondsen egyértelmii megfeleltetésben
allnak egy koordinatazott K-feletti 3-dimenzios V' vektortér egydimenzios
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2.8. dbra. P,P P, =1

altereinek a rendszerével. Ezt tekintsiik egy 4-dimenzios K-feletti vektortér
egydimenzids alterei azon részhalmazanak, mely egy adott 3-dimenzios altér-
hez illeszkedd alterekbdl all. A beagyazo vektortér 1 dimenzids altérrendszerét
megfeleltethetjiik egy illeszkedési térnek a kovetkez6 modon:

o Az 1-dimenzios alterek az illeszkedési tér pontjai.

e Egy 2-dimenzios altérhez tartoz 1-dimenzios alterek halmaza az egye-
nes. (Azaz pontok alkotjak az egyenest.)

e Egy 3-dimenzits altérhez tartozo 1-dimenzids alterek halmaza a sik.

e Egy térelem illeszkedik egy mésikra, ha valamennyi pontja hozzatarto-
zik.

Konnyen ellenérizhets, hogy a kapott struktiura illeszkedési tér, pld. F8.
Axiéma kovetkezik abbol, hogy egy bézis vektoraibdl illetve ezen vektorok
osszegvektorabol 4116 meghatéirozott 5 elemii vektorrendszer 4-elemt részhal-
mazai linedrisan fiiggetlen vektorok.

Kiindulasi illeszkedési sikunk illeszkedéstartod bijekcidval felel meg ezen
illeszkedési tér valamelyik sikjanak. Az O-pont modell projektiv megfelelGjét
konnyen megkaphatjuk, ha az euklideszi tér idealis pontokkal valoé bévité-
sével készitiink projektiv teret és ebbe helyezziik el a derékszogi koordina-
tarendszeriinket. Ha a projektiv homogén koordinatdkat az euklidészi koor-
dindtakkal szeretnénk megadni, akkor az FE; alappontokat egységvektornak
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tekintjiik, az osztalyokat pedig ezen vektorok linearis kombinéciéival repre-
zentaljuk (1asd 2.9. abra). Mint lattuk az euklideszi homogén koordinatékhoz
jutunk, ha a z = 1 sik pontjait illetve az ezzel parhuzamos irdnyokat feleltet-
jiik meg a valos projektiv sik pontjainak, a projektiv homogén koordinatézas
esetén a valasztott sik (x,y) sikkal valo parhuzamossagatol eltekinthetiink,
egy projektiv homogén koordinatarendszerhez kapcsolodd O-pont modellbél
tgy kapunk homogén koordinatarendszerhez kapcsolodot, ha az (z,y) sikkal
valo metszet egyenest (E9FE; egyenest) végtelen tavoli egyenesnek tekintjiik.

2.9. 4dbra. Projektiv homogén koordinatédzas O-pont modellje

2.10. abra. Desargues tétele

4 = 1 A 2.10. abra jelolései mellett képzeljiik el elGszor, hogy az ABC illetve
A'B'C" haromszogek a haromdimenzios illeszkedési tér egy-egy sikjanak ha-
romszogei, melyek az S pontbdl egymésba vetithetGek. Mivel az AB, A'B’;
BC, B'C"; AC, A'C" egyenesparok elsi elemei az egyik, mésik elemei a masik
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sikba esnek, metszéspontjaik csak a két sik metszésvonalan helyezkedhetnek
el. Innen a Desargues tétel a térbeli alakzat sikba vetitésével azonnal adodik.
A 2.10. 4bran az is nyomon kovethetd, hogy barmely két sikbeli hadromszoghoz
van megfelel§ térbeli alakzat, aminek éppen 6 a vetiilete.

Ezzel a tétel allitasait bizonyitottuk. O

2.2.4. Definici6. Desargues-i siknak nevezziik azokat az illeszkedési sikokat,
amelyeken teljesiil a Desargues tétel.

A tovabbiakban Desargues-i sikokkal dolgozunk. A Desargues tétel egy-
szertsitett alakja a kis Desargues tétel:

2.2.2. Tétel (kis Desargues). Ha két haromszog pontra nézve perspektiv, és
az ABNA'B = X, BCNnBC' =Y, A ANBB' NCC'" = S pontok eqy
egyenesre illeszkednek, akkor ezen az eqyenesen taldlhaté a CANC'A" = Z
pont is.

A tétel allitasa az 2.11. Abran nyomon kovethetd, bizonyitas helyett ele-
gendd a Desargues tételre és az elsd illeszkedési axioméra hivatkozni.

A° C z
2.11. abra. Kis Desargues tétel

Célunk a kettGsviszony fogalmanak értelmezése, ami kapcsan kimondhat-
juk a Pappous-Steiner tételt, miszerint a centralis vetités a kettdsviszonyt
6rzi (lasd 2.12. dbra). Azonban a kettésviszony szokasos definidlasahoz sziik-
ség van a szorzas kommutativitdsara, ezért tovabbi komoly vizsgalatok elé
néziink.

2.2.2. Projektiv sik és a Pappous-Pascal tétel

Felépitésiink igen fontos részét képezi a projektivitasok alaptétele. Sziiksé-
giink lesz a kovetkezd definiciora:
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Nsta

(1+0)s+a+b

2.12. abra. A Pappous-Steiner tétel

2.2.5. Definici6. A K-feletti vektortér A transzformdcidja félig linearis, ha
additiv és valamely K-beli ¢ automorfizmussal eleget tesz az

Alax) = ¢(a)A(x)
egyenliségnek.

2.2.3. Tétel (Projektivitasok alaptétele). A Desargues-i sik o kollinedcio-
i a bedgyazo vektortér félig-linedris transzformdcioival irhatok le, azaz adott
kollinedciohoz megadhato olyan ¢ testautomorfizmus és ¢-hez tartozo A félig-
linedris transzformdcid, hogy ha az x pont képe a kollinedciondl x' = ox akkor
osztdalydnak képe az AX osztdlya.

Bizonyitas: A sik pontjait a bedgyazd vektortér 1-dimenzios altereivel azo-
nositjuk. Az illeszkedéstartas miatt latjuk, hogy pontok alteréhez tartozo
pontok képei a megfelel6 képpontok altereinek pontjai, tovabba, hogy tet-
szGleges harom kollinearis =,y # 2z pont esetén z osztalya az egyértelmi ~y
konstanssal megkaphato az x4~y pont osztalyaként. (A linearis kombinéciot
at tudjuk irni ezen alakra, mivel test az egyiitthatok strukturaja.) Vilagos
tovabba, hogy a vektortér e; bazisvektoraihoz valaszthatunk olyan f; vekto-
rokat, melyek o(e;) osztalyanak oly vektorai, hogy teljesitik a

f3+fz :a(e3+e,~)

egyenlGségeket is. Tetszbleges « testelemhez hozzarendelhetiink egy o teste-
lemet gy, hogy
0'(83 —+ ozel) = f3 —+ O/fl.

Vil4dgos, hogy a leképezés jol definialt és injektiv, mely a 0-t és az 1-t fixen
hagyja. Hasonl6an definidlhatd egy o — o leképezés az e, bazisvektorhoz.
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A két leképezés azonos, azaz o = o” minden « esetén. Valéban az ae; —
— ey osztaly megegyezik az e — ey osztalyaval, igy o(ce; — aey) egyben
o(e; — eq) osztélya is, ezért o/f; — o’f; osztalya. Ugyanakkor nyilvan f; — f,
osztalya, ezért o/~'a” = 1 igazolja allitasunkat. Innen méar konnyen lathato,
hogy tetszbleges o(e3 + ae; + [ey) osztaly éppen f3 + o/f; + 5'fs.

A masik oldalrél a o bijekciojanak kovetkezménye, hogy a fenti o — o/
leképezés sziirjektiv, igy K bijekcioja. Szintén additiv és multiplikativ, tehat
K automorfizmusa. Legyen A a fenti automorfizmushoz tartozé félig linearis
leképezés, ez a vektortér 1-dimenzios alterein megegyezik o-val tehat valoban
o-t reprezentalja. O

2.2.1. Megjegyzés. Konnyen ldthato, hogy a fenti félig-linedris leképezés
lényegében eqyértelmi, azaz, ha két ilyen ugyanazt a kollinedciot szdrmaztat-
ja, akkor eqymads konjugdltjai (azaz K belsé automorfizmusa szdirmaztatja az
eqyiket a mdsikbol).

2.2.2. Megjegyzés. Jegyezziik tovdibbd meg, hogy a C centrumi t tengelyd
centrdlis-axidlis kollinedciok az

x'=x—k(n,x)c

alaki linedris transzformdacickkal adhatok meg, ahol t pontjai az (n,x) = 0
eqyenlet megolddsaihoz tartozd pontok. Igy a szorzataikként elédlls transzfor-
mdciok ugyszintén linedrisak. A madsik oldalrol, tetszdleges linedris transzfor-
mdcioval leirhatd kollinedcio elddll centrdlis-axidlis kollinedciok szorzataként,
amit gy 1gazolhatunk, hogy az alaptétel bizonyitisdban szerepld e; bdzisvek-
torokat egyesével, alkalmas c-a kollinedciokkal transzformaljuk az f; bdzisvek-
torokba, figyelve arra, hogy eqy 1ij transzformdcio fix pontjai leqgyenek a kisebb
indext f; képvektorok. Ezért eqy kollinedcidra a linedris transzformdcioval va-
lo reprezentdlhatosdg illetve a centrdlis-azidlis kollinedciok szorzataként valo
eldadllithatosdg ekvivalens tulajdonsdgok.

2.2.3. Megjegyzés. Ha a testnek nincs az identitdstol kiilonbozd automorfiz-
musa akkor minden félig linedris transzformdcio eqyittal linedris transzfor-
mdacio is igy minden kollinedcio linedris transzformdcidval reprezentdlhato.
Azonban méqg ez sem jelenti azt, hogy az dltalunk vizsqdlt kollinedciot a be-
agyazo vektortér dimenziojandl eqgyel tobb dltaldnos helyzetd pont hatdroz
meg. Tekintsink ugyanis eqy kollinedciot, amely négy dltaldnos helyzetd pro-
jektiv pontot, példdul ei-t, es-t, e3-t €s eq + eq+ es3-t fixen tart. A reprezentdilo
linedris leképezések most éppen az identitds konstansszorosai, mert teljestil

az
3 3 3
Alr) = A(Z Ti€;) = Z%’aiez‘ = GZ%‘ei
i=1 i=1 i=1
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egyenldség, ahonnan azonnal kapjuk, hogy a; = a; minden i, j-re. Eqy tetszo-
leges x =Y x;e; + es projektiv pont képét a bedgyazott sikon az

Ax) = (Z xa€; + aeg)

vektor eqyenesének a sikra esd pontja adja meg, azaz a

E a_lxiaei + e3

pont. Ez akkor eqyenld csak x-el, ha a 'z;a = x; teljesiil minden x;-re és
minden a-ra, azaz ha K a szorzdsra nézve is kommutativ.

A kovetkezi tétel rendet tesz a Desargues-i sikok kozott, lehetGséget biz-
tositva a projektiv sik definidldsara. Kimondésa el6tt kiilon beszélniink kell
pontsorok leképezéseir6l. A pontsor elnevezés az egyenes pontjainak Osszes-
ségét jelenti.

2.2.6. Definicidé. Két pontsor perspektiv kapcsolatban dall, ha centrdlis
vetités viszi az eqyik pontjait a mdsik pontjaiba.

2.2.4. Tétel. Desargues-i sikon az aldabbi dllitisok ekvivalensek:

1. Teljesiil benne a Pappous-Pascal tétel, azaz ha az 135, 246 ponthdr-
masok eqy eqyenesre illeszkednek, akkor a o = 12N 45, O = 23 N 56,
* = 34N 61 pontok szintén kollinedrisak.

2. Pontsorok perspektivitasainak véges szorzatait, harom pont és a képeik
egyértelmien meghatdrozzak.

3. K kommutativ

4. Centralis-azxidlis kollinedciok szorzatait négy dltaldnos helyzetd pont a
képeivel eqyértelmiten meghatdrozza.

Bizonyitas:

1 < 3 A 2.13. 4bran levd jelolésekkel, a P-Q pont az Fy Ej3 illetve 45 egyene-
sek metszeteként adodik, a Q- P pont az Fy E3 és 12 egyenesek metszéspontja.
Az 123456 hatszoget vizsgalva azonnal latszik, hogy a Pappous-Pascal tétel
allitdsa a K test kommutativitasaval ekvivalens.

1 = 2 El6szor igazolhato, hogy tetszéleges (véges) szamu perspektivitas szor-
zata reprezentalhato két perspektivitas szorzataként. A bizonyitas hossza-
dalmas de nem til nehéz, ezért most csak a f6 lépéseit irjuk le. B Ket segéd

3 A bizonyitas teljes részletességgel megtalalhato Kerékjarté Béla: Projektiv geomet-
ria c. tankdnyvében.
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2.13. abra. A Pappous-Pascal tétel és a test kommutativitisa

allitason alapul. Igazolhato, hogy ha a perspektivitasok egyenesei egy ponton
mennek keresztiil, akkor a leképezés maga is perspektivitas és kimutathato,
hogy harom ko6z6s pont nélkiili ay, as, ag pontsor esetén az

O1:a1 ay és az O1 : as — as

perspektivitasok szorzata tetszbleges az a; Nay ponton dthalado by egyenessel
és alkalmasan valasztott O € O,04 kozépponttal helyettesithets az O : a; —
b, Os : b+ ay perspektivitasok szorzataval.

Maésodszor a 2.14. abra fels6 rajza azt mutatja, hogy az O; illetve O,
kozéppontu perspektivitasok A — A” +— A szorzata helyettesithet a P’
illetve Oy kozéppontia A — Ay — A szorzataval. Valoban az AgA” A és a
ByB" B haromszogek az O PO, egyenesre nézve perspektivek azaz az AB,
AoBy, A" B"” egyenesek egy kozos R ponton haladnak keresztiil. Mivel a ByCy
pontparra ugyanez teljesiil, ezért Ay, By, Cy kollinearisak. Hasonlé modon az
0, kbzéppontu perspektivitas is helyettesithet§ a P kozéppontuval. Eképpen
a P, A, B pontharmas illetve képeik P', A’, B’ egyértelmtien meghatarozzak
a leképezést, hiszen a Pappous-Pascal tétel miatt az A = PPAN PA', B =
= P'B N PB’ pontok egyenesén talalhatjuk a tetszéleges C' ponthoz rendelt
C = P'C' N PC’ pontot, igy C' egyértelmtien meghatarozott C' altal.

2 = 1 Tegyiik fel hogy a Desargues-i sikon teljesiil a 2. tulajdonsig. Vegyiik
fel a Pappous-Pascal tételben szerepld a illetve o' egyeneseket és rajtuk a
3-3 pontot. Ezeket most jeloljiik rendre A, B, C illetve A’, B’, C'-vel. Legyen
u az AB' illetve A’'B egyenesek metszéspontjat AC’ illetve A'C' egyenesek
metszéspontjaval 6sszekotd egyenes. Ha tekintjiik azt a kollineaciot, mely
A, B,C-t rendre A’ B', C'-nek felelteti meg, akkor ez elGall mint az A" ko-
zépponti a — wu perspektivitas szorzata az A kozépponti u — d' pers-
pektivitassal ezért leképezésiink az a, a’ egyenespar M metszéspontjat az u
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a’-vel valo M’ pontjaba viszi, és az M = N’ pont pedig az u és a egyenesek
N metszéspontjanak a képe. Az u egyenes tehat a kiindulési két Gsszetarto-
76 pontpartol fiiggetleniil helyezkedik el azaz tartalmazza a BC' illetve C'B’
egyenesek metszéspontjat is. A sikon tehat érvényes a Pappous-Pascal tétel.

B

2.14. abra. Pappous-Pascal tétel és a projektivitasok

3 < 4 A projektivitasok alaptétele szerint a kollineaciokat altaldban félig-
lineéris leképezésekkel, mig a 2.Megjegyzés szerint a centralis-axialis kolli-
neaciok szorzatait lineéris leképezésekkel reprezentalhatjuk. A 3. Megjegy-
zés mutatja,hogy linearis leképezéssel reprezentalodod kollineaciok azonban 4
altalanos pontjuk képe altal pontosan akkor hatidrozodnak meg, ha a test
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kommutativ. Ezzel allitdsunkat igazoltuk. O

2.2.7. Definicié. A Desargues-i sikot projektiv siknak nevezzik, ha igaz
benne a Pappous-Pascal tétel.

2.2.3. Kettdsviszony

A projektiv sikon a kettdsviszony fogalmat a koordinata pontsor elemeire
a kovetkezdképpen értelmezhetjiik. Tegyiik fel, hogy egyenesiink kiilonbozik
az FyFE5 egyenestSl. Ha harom pontja P, (@), R és egyikiik sem esik az E F,
egyenesre, akkor a nekik megfelelG reprezentans vektorok valaszthatok p =
= (zp,ypr,1)T, q = (2q,yg,1)T illetve r = (zg,yr,1)" ahol az egy egyenesre
vald illeszkedés azt jelenti, hogy ezek a vektorok linedrisan OsszefiiggGek. Azaz
fennall az
ap+pq+r =0

kapcsolat valamely «, 5,7 € K harmassal. Nyilvin ha a harom pont kiilon-
b6z6 az egyiitthatok nem a test zérus elemei, igy feltehetd, hogy v = —1.
Ekkor « és (8 egyértelmiien adodik, 6sszegiik 1, és a harom pont osztdviszonya
legyen a valos projektiv sik megszokott értéke (lasd az analitikus geometria
fejezetet):

s

PQR) = —.
(PQR) = =
Ha S ugyanezen egyenes negyedik pontja, akkor ra hasonloképpen

(PQS) = (p,q,7p +0q) = %

adodik és a kettGsviszonyt értelmezhetjiik a két osztoviszony hdnyadosaval:

)
(PQRS) := b D —.
a
Ha P az E1FE; egyenes pontja legyen (PQR) := —oo ha @, akkor legyen

(PQR) = 0 ha pedig R esik az F; F5 egyenesre legyen (PQR) = —1. R és
S koziil legfeljebb az egyik eshet az E;FE, egyenesre, azaz a kettdsviszony
minden esetben egyértelmiien adodik.

Az Fy E5 egyenes esetében hasonloképpen jarhatunk el egy mésik koordi-
natanak rogzitése utjan.

2.2.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy projektiv sikon a linedris leképezéssel
reprezentdlhato kollinedciok éppen a kettdsviszonytarto kollinedciok. Fhhez
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haszndlva a kollinedris pontnégyes kettdsviszonydnak a definiciojdt kapjuk,
hogy ha A linedris akkor

(A(x), A(y), A(ax + By), A(vx + 8y) =
= (A(x), Ay), aA(x) + BA(y), vA(x) + 0A(y) =

=3 % (x,y,ax + By, 7x + Jy),

azaz 0rzi a kettdsviszonyt, mig ha A nem linedris hanem csak félig linedris,
akkor a fenti eqyenldség nem teljestilhet a vdltozok minden értékére, azaz nem
orzi a kettdsviszonyt, amivel dllitdsunkat igazoltuk.

2.2.8. Definicio. A projektiv sik eqy pontsordnak eqy mdsikra vonatkozo
kélesindsen eqyértelmi leképezése projektivitas, ha véges sok perspektivitds
szorzata.

2.2.5. Tétel (Pappous-Steiner). A projektiv sik perspektivitisai kettdsvi-
szonytarto leképezések.

Bizonyitas: Az 2.12. Abranak megfelels reprezentans valasztassal a két ket-
tosviszony :
(a,b,a+b,a+tb)=1:t,

illetve
(a+s,b+s,(a+s)+(b+s),(a+s)+t(b+s)) =1:t.

O

A tétel kdvetkezménye, hogy minden pontsor projektivitas kettGsviszony-

tarto leképezés. Specidlisan 6rzi a harmonikus elvdlasztdst azaz egy —1 kettGs-

viszonnyal rendelkezé pontnégyest ugyanilyenbe visz. Ha az egyenes pontjai-

ra vonatkozoan feltessziik a Dedekind axioéma teljesiilését is, akkor az allitas
megforditasa is igaz:

2.2.6. Tétel (Staudt-Darboux). Ha az egyenesek pontsoraira teljesil a De-
dekind axioma, akkor tetszdleges a harmonikus elvdlasztisokat 6rzd bijekcio
projektivitas, azaz véges sok perspektivitds szorzata.

Ez indokolja, hogy a valos projektiv sikon a pontsor projektivitasokat ket-
tGsviszonytarto leképezésként is szoktak definidlni. Ahogy ezen alfejezet meg-
jegyzésében lattuk a lineéris transzformacioval reprezentalhato kollineaciok
éppen a kettdsviszonytartd kollinedciok és a valds szamok teste kommutativ,
ezért a valos projektiv sik minden kollinedci6ja linearis transzformécioval
reprezentalhato, ezért kettGsviszonytartd is. A centralis-axialis kollinedciok
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jatsszak a perspektivitasok szerepét, minden kollineacié véges sok centralis-
axialis kollineaci6 szorzata is egyben. Ezért a ,kettGsviszonytarto leképezés”
elnevezés mindkét esetben szinoniméja a ,projektivitas” elnevezésnek, a gya-
korlatban pontsor esetén véges sok (két alkalmas) perspektivitas szorzata-
ként, kollineaciok esetén pedig véges sok (legfeljebb 4) centralis-axialis kolli-
neacio szorzataként valo elGallithatosagot jelent.

2.2.9. Definici6. Sugarnégyes kettdsviszonyan az 6t metszd valamely egye-
nesen létrejovd pontnégyes kettdsviszonydt értjik. A sugdrsorok kettdsviszonyt
Orzd leképezéseit sugarsor projektivitasnak nevezzik.

A Pappous-Steiner tétel alapjan a definicié jo, nem fiigg az egyenes va-
lasztasatol. A dualitas alapjan két sugarsor pontosan akkor perspektiv, ha
az egymasnak megfelel§ elemek metszéspontjai egy egyenesre illeszkednek.

2.2.4. Kupszeletek

2.2.10. Definicié. A projektiv sik két projektiv de nem perspektiv sugdr-
sordanak képzédményét (az eqymdsnak megfeleld elemek metszéspontjai dltal
létrejovd halmazt) kupszeletnek nevezziik.

2.2.7. Tétel (Pascal). Kupszeletbe irt hatszog szemkaozti oldalpdrjainak met-
széspontjai kollinedrisak, azaz ha 1,2,3,4,5,6 pontok illeszkednek eqy kiupsze-
letre, akkor a

0=12N45 O=23N56, x=34N61

pontok kollinedrisak.

2.15. 4bra. Pascal tétel
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Bizonyitas: Legyen X = 23N45 Y = 34N 56 (lasd 2.15. abra). A kup-
szeletet képzeljiik a 2 és 6 tartoja sugarsorok képzddményének. Hasznalva a
sugarnégyes kettGsviszonyanak fogalmat kapjuk, hogy
(x,Y,4,3) = (61,65,64,63) = (21,25,24,23) = (0,5,4, X).
Azaz homogén koordinatakkal
x=m, Y=y, 4=am+fpy, 3=am-+ Sy
definiciok mellett, feltehetd
o=n, H=xX5 4d=amn+ x5, X = an+ PrX;
is. Felhasznalva, hogy az
am + By = (an + B1Xs)
egyenl@ség ekvivalens az
am — an = X5 — iy

egyenl@séggel, kapjuk az

—asf

3—x = (aem + fhy) — (on + Boxs) = ( + 52) (y —xs5) =

(R )

egyenlGségeket. A szerepld egyiitthatok értelmesek mert «q, 5; nem lehet
nulla. Igy adodik, hogy a 3X, 5Y, o, egyenesek egy pontra illeszkednek
O-ra. ]

2.2.11. Definicié. A kipszelet érintGje eqy olyan egyenes, melynek egyet-
len pontja illeszkedik a kupszeletre. Ezt a pontot az érintd érintési pontjanak
nevezzik.

A projektiv sikon érvényes dualitas alapjan a kupszeletet két projektiv
de nem perspektiv pontsor képzddményének is tekinthetjiik. A képz&dmény
most a megfelel§ pontparok osszekotd egyenesei burkoldjat jelenti, mely mint
ponthalmaz, az érintési pontok halmaza is egytuttal. A Pascal tétel dudlisa a
Brianchon tétel:
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2.2.8. Tétel (Brianchon). Ha egy kipszelet hat érintdje 1,2,3,4,5,6 akkor az
(1n24Nn5), (2Nn3,5N6), (3N46N1)
eqyenesek eqy ponton mennek dt, a kiupszelet Brianchon pontjan.

Ezen tétel korre megfogalmazott valtozata a bedgyazo euklidészi tér illesz-
kedési rendszerét is hasznalva szépen és elegansan igazolhato. A bizonyitas
tobb konyvben és jegyzetben is megtalalhato (lasd: G.Horvath Akos — Szir-
mai Jen§: Nemeuklideszi geometridk modelljei).

2.3. Kupszeletek az Euklidészi térben

...Amikor az embert kezdtem tanulmdnyozni, rajéttem, hogy ezek az elvont
tudomanyok nem valdk az embernek, és, hogy behato tanulmanyozdsukkal
kevesebbet tudtam meg emberi dllapotomrdl, mint azok,

akik semmit sem konyitanak hozzdjuk....

B.Pascal: Gondolatok 144.

A figyelmes olvas6 biztosan eltoprengett azon, vajon mért nevezik a pro-
jektiv geometria a fentiekben vizsgalt gorbéjét kupszeletnek, amikor nincs is
definialt kup-fogalom. Felmeriilhet az a kérdés is milyen kapcsolatban all egy-
méssal az egyenesparra és a kupszeletre vonatkozo Pascal tétel. Kimondott
célunk az is, hogy a Brianchon tételnek is 6nallo elemi geometria bizonyitéast
adjunk. Ezen kérdések tisztazésadhoz a kipszeletekrdl szolo vizsgéalatainkat
részletezni kell a valos projektiv tér specializaldsaval kapott régi-uj Euklidé-
szi tér keretein beliil.

A modszer rendkiviil egyszerii, rogzitiink egy projektiv sikot, ezt ezentul
végtelen tavoli siknak nevezziik, mindazon térelemeket, amiknek a metszete
ehhez a sikhoz illeszkedik — megkiilonboztetett médon— parhuzamosoknak
nevezziik. A sik pontjait idealis vagy végtelen tavoli pontoknak egyeneseit
idealis vagy végtelen tavoli egyeneseknek nevezziik. A projektiv koordinata-
rendszer harmadik koordinata sikja lesz ez az idealis sik, a projektiv homo-
gén koordinatarendszerbdl, Descartes-féle homogén koordinatazashoz jutunk,
ahonnan a szokésos koordinatakra is visszatérhetiink. A kettésviszony, ha a
négy pont valamelyike idedlis pont osztoviszonnyé egyszeriisédik, ha mind
a négy pont idealis pont egy olyan sugarnégyes kettdsviszonyat definialja,
amelynek tartoja valamely tetszéleges kozdnséges pont.

A tovabbiakban egy kozonséges egyenes kettds korkipot fogunk tekin-
teni. Ezt egy adott kérvonalat strold, egy ponton, a kip csticsan athalado
egyenesek halmazaként értelmezziik, ahol a csiics helyzete rogzitett, a kor
kozéppontjan athalado, a kor sikjara merGleges egyenesen.
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2.3.1. Definicié. Kupszeletnek nevezziik a kip sikmetszeteit.

Ezek szerint kapszelet egy pont (a kip csticsa), a kétszeres egyenes (a kup
egy alkotoja), és két metszG egyenes is. Ezen tal harom kiilonh6z6 nem elfa-
juld gorbét talalunk, melyeket az idedlis pontjaik szama szerint ellipszisnek,
paraboldnak illetve hiperbolinak neveziink. Mivel a korkipot egy sik nem
tudja ketténél tobb alkotéban metszeni, tobb ideélis pont mint ketté nem
lehetséges. Persze ki kell majd mutatnunk, hogy a kapott alakzatok az el6z6
szakasz értelmében is kipszeletek. Vegyiik tovabbé észre, hogy a masodren-
dii gorbék koziil a fenti felsorolasban csupan egy nem szerepel, a parhuzamos
egyenespar, amely szintén adodik, ha nem rogzitjiik a kip cstcsat kézonsé-
ges pontként, hanem lehet idealis pont is. Ezért nem meglepd tény, hogy a
kupszeletek vizsgalata nem mas, mint a masodrendii gorbék szintetikus (nem
analitikus) kezelése.

2.16. abra. A kup szeletei

A tovabbiakban nem elfajulo kipszeleteket fogunk vizsgalni. Feltessziik
tehat, hogy a metsz6 stk nem megy at a kup csicsan. Vegyiik észre, hogy
mindig beirhat6 egy gémb a sik és a kiupfeliilet altal hatarolt korlatos, vagy
nem korlatos tartoményba. Ennek a gombnek a kupfeliilettel kozos pontjai
egy kort alkotnak, melynek sikja fontos szereppel bir, a tovabbiakban legyen
ez II. Kiindulési sikunkat nevezziik a-nak, a két sik metszésvonalat d-nek.
Erintse a kupszelet sikjat a gdbmb F-ben. Messe egy kiipalkoto P-ben a-t és
D-ben II-t, legyen tovibba M a P-pont II-re vonatkoz6 merdleges vetiilete,
és N a d egyenesre vonatkozo vetiilet. Vilagos, hogy a PN szakasz hossza a
P pont és a d egyenes tavolsdga. Legyen még a kup K csiicsanak merdleges
vetiilete a II sikon 7.

Mivel PM D 5 haromszog hasonld a K'T'D o haromszoggel, ezért a DPM
sz0g a kup félnyilasszoge ¢. A |PF| tavolsag megegyezik a |PD| tavolsaggal,
mert a gombhoz kiilsG pontbol hiizott érintGszakaszok hossza egyenls, ezért

|PD| = cos ¢| PF|.
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2.17. abra. A vezéregyenes

Ugyanakkor, ha v jeloli a két stk hajlasszogét a PM N haromszogbdl
|PD| = sin | PN| = sin | Pd|
adodik. Osszevetve a két egyenlGséget kapjuk, hogy

PF| _ cos(r— 1)
|Pd| ~ cos¢

ami a sik rogzitése utan egy allando.

c stz

2.3.2. Definici6 (vezéregyenessel). Ellipszisnek nevezziik a kipszeletet, ha a
sik eqy adott F' pontjdtol és adott d eqyenesétdl mért tavolsaguk % aranya
kisebb mint 1, parabolanak ha egyenld 1-el és hiperboldnak ha nagyobb mint

1.

2.3.1. Ellipszis

Haladjunk tovabb a 2.17. abra specializalasaval. Tekintsiik azt az esetet, ami-
kor a metszGsik minden alkotot metsz. Abrankon ekkor berajzolhatunk még
egy kort, ami a kupba irt, a sikot a masik oldalarol érinté gémb vetiilete és
egyben a rajz sikjaval valo metszete (lasd 2.18. abra). Minden fontos pontunk
és vonalunk még egy példanyban elGall, ezt az 1-es 2-es indexek felvételével
jeleztiik. Tobb mindent is leolvahatunk az abrarol, elGszor is, hogy a P pont-
nak az Fi, F, pontoktdl vald tavolsdga a gébmbhoz hizott érintészakaszok
egyenlGsége folytan megegyezik a DD, kuipalkoté szakasz hosszaval, ezért
fiiggetlen a P pont valasztasatol. Legyen ez a tavolsag 2a-val jelolve. Meg-

t sz
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2.3.3. Definicio. Adott két pont és eqy tdavolsdg, azon pontok mértani helye
a sikon, melynek a két ponttol mért tavolsaganak dsszege az adott tdvolsdggal
eqyezik meg, az ellipszis.

2.18. abra. Dandelon tétele

Maguk az Fy, F, Fy és E5 pontok a rajz sikjaban vannak, ezért a korhoz
kiils6 pontbol htzott érintGszakaszok egyenlGsége miatt az E1Fy és EyF;
szakaszok Gsszege szintén 2a. Jeloljiik a tovabbiakban az Fy F; szakasz hosszat
2¢-vel, ekkor az 2a = 2| E, F} | +2c egyenldségbdl adodik, hogy | By Fi| = a—c.
Hasonloképpen addodik, hogy EsFy = a — ¢ szintén teljestil. Akkor viszont az
|EyEs| = 2a is fennall. Tovabba Ey, E, a ktpszelet pontjai, tehat

|E1F1| . |E1N1‘ = |E2F1| . |E2N1‘,

ahol most Ny az F, F)5 pontokhoz tartozo talppont a d; egyenesen. Felhasz-
nélva, hogy |FEyFi| = a + ¢ és |EsNy| = 2a + E1 Ny, kapjuk, hogy
(a — C) . ‘E1N1| = (a -+ C) . (2& —+ ‘EINI‘)a
ahonnan
2a* — c¢|E N, | — 2ac = c|E1Ny|,
Igy
2

_ a” — ac
EN,| = .

Mivel |E1N;| = |E2Ns| nyilvan fennall, kapjuk, hogy

(l2 — ac (1,2

|N1N2|:2(l+2 = —
C C
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és az ellipszist meghatarozé arany:

|E1F1| . C

|E\Ny|  a

Attérve, mostmar a gorbe sikjaban rajzolt abrara (2.19. abra), konkrét szer-
kesztési eljarasok kidolgozasaval tovabbi informaciokat gytjthetiink az ellip-
szisr6l. A most rajzolandd abrat az ellipszis alapdbrdjinak nevezziik. Vissza-
tériink a hagyoméanyos jelolésekhez, az 1j elnevezéseket a szovegbdl d6lt bet-
vel kiemeljiik. Igy az E, E, pontokat, amelyek a leghosszabb ellipszis atmérs
pontjai A-val és B-vel jeloltiik. Ezek tavolsaga tehat tovabbra is 2a. A sza-
kasz kozéppontja legyen O. Az O-ban AB-re allitott merdleges is tartalmaz
ellipszis pontokat, melyek F;-t6l éppen a tavolsdgra vannak, ezek C| illetve
D. Altalanos P pontot tgy tudunk szerkeszteni, hogy egy 2a hosszt szakaszt
felbontunk két részre és a kapott részszakaszok hosszaval mint sugarral ko-
roket rajzolunk az F; fokuszok koriil. Ezek metszéspontjai az ellipszis olyan
pontjai, melyek az AB, C'D egyenesekre nézve szimmetrikusan helyezkednek
el. Mivel tetsz6leges ellipszis pont ezen az Gton megkaphato és ezek szim-
metrikus négyesek csoportjaiba sorolhatok, az ellipszisnek ez a két egyenes
szimmetria tengelye. Az AB szakasz a nagyobb, ezt nagytengelynek nevez-
ziik a C'D a kisebb ezt kistengelynek. A kistengely félhossza legyen b. Nyilvan
a®? = b? + 2 teljesiil. Az A, B, C, D pontokat csicspontoknak nevezziik az O
pont az ellipszis centruma, amire nézve kozéppontosan szimmetrikus. A P
pontot Osszekotve a fokuszokkal kapjuk a vezérsugarakat, mérjiik fel most az
Fi-hez tartozo vezérsugarat a mésik P-n tili meghosszabbitésara, kapjuk az
E pontot. Az F1 PE, sz6g szogfelezé egyenese t.

Mivel |PE| = |PF}| ezért t az BT szakasz szakaszfelezé merclegese, azaz
tetszéleges () pontja E-t6l és Fi-t6l egyenld tavolsagra van. Tehét egy ilyen
pontra a

|QF| + |QF| = [QE| + |QF,y| > |EF| = 2a,

egyenlGtlenség all fenn, amelyben csak a P pont esetén talalunk egyenl&séget.
Ha a sik egy @ pontjara a

|QF1| -+ |QF2| > 2a

egyenlGtlenség teljesiil, akkor ezt az ellipszis kiilsd pontjinak nevezziik. A t
egyenesen tehat pontosan egy ellipszis pont van a rajta 1évé tobbi pont pedig
az ellipszis kiils6 pontja. Az ilyen egyenesek az ellipszis érintdi. Az E pontot
tehat tgy is megkaphattuk volna, hogy az ellipszis ¢ érintGjére tiikrozziik az
Fy fokuszt. Egy ilyen tiikorkép pontot ellenpontnak neveziink az ellenpontok
halmaza (az F; fokusz valamennyi ellipszis érint6re vonatkozo tiikorképeinek
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2.19. dbra. Az ellipszis alapdbréja
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halmaza) az ellenalakzat. Mivel az ellenalakzat minden pontja az F; fokusztol,
azonos 2a tavolsagra van pontjai egy korre esnek, melynek kozéppontja Fy
sugara 2a. Azonban ezen kor valamennyi pontjahoz konnyen visszakereshetd
az az érintd, amire valo tiikorképként elGall, ezért az ellenalakzat ezen teljes
kor. Az elnevezés dolgaban az irodalom eltér, szoktak ezt a kort vezérkornek
is nevezni, jelenlegi felépitésiinkben konzekvensebb az ellenkor elnevezés.
Vegyiik észre, hogy az F,, B, E pontok kollinearis voltabol az is kovet-
kezik, hogy a P pont koézépponti, Fj-en keresztiilhaladé kor az ellenkort
beliilrsl érinti. Igy definidlhatnank az ellipszist a kovetkezd modon is:

2.3.4. Definici6 (definicio vezérkorrel). Adott eqy kor és belsejében eqy pont.
Azon korok kézéppontjainak a mértani helyét, melyek a ponton dthaladnak és
a kort belulrél érintik, ellipszisnek nevezziik.

Az alapabra egy tovabbi fontos kort is tartalmaz, ez az ellipszis fdkdre.
Kozéppontja az O pont és a sugara a, azaz keresztiil halad az A, B csics-
pontokon. Mint egy mértanihely feladat megoldasat, igy kaphatjuk meg a
fokort, hogy az Fy (Fy) fokuszt merdlegesen vetitjiik az ellipszis érintdire és
keressiik a vetiileti pontok mértani helyét. Az alapabran T jelol egy vetiileti
pontot. Valoban, az Fy E'F} haromszog oldalainak O illetve T felezépontjat
osszekotve a haromszog kozépvonalahoz jutunk, igy annak hossza éppen 2a
hosszt oldalanak a fele, azaz a.

Abrankon a vezéregyenest is konnyen berajzolhatjuk (2.20. abra). Mivel
merdleges az AB nagytengely egyenesére, és az A ponthoz tartozo, vezér-
egyenesre esG talppont egytttal a nagytengely egyenesével vald6 metszéspont
is, ezért elegendd a nagytengelyen olyan pontot M pontot keresni, amire az

|AF1| . C

|[AM| «a

. Mivel a P pont koré rajzolt %|P—Fl| sugaru kor a keresett egyenest érinti,
ezért a P-n dthaladd vizszintes egyenesen a két koncentrikus kor sugarai a
kivant aranyban &allnak. Ugyanakkor az A pont felezi az ellenkor altal az
AM-bol kimetszett S pont és az Fy tavolsagat, tehat a PA egyenes és a P
kozépponti Fi-en athalado kor vizszintes PR sugardnak R végpontjat S-el
0sszekots egyenes a vezéregyenes egy pontjaban metszik egymést.

Alkalmazhatjuk ezen észrevételt két specilis pont esetében, az egyik a
kistengely C' végpontja, a mésik az ellipszis azon P pontja, mely éppen az F}
fokusz "felett" helyezkedik el, azaz az F| P egyenes parhuzamos a kistengellyel
(lasd a 2.20. abrat). A C esetében a

a
CQ| = ~ICF|
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’” 2 s, , . 2 2 2 7
egyenlGség alapjan djra megkaphatjuk az O pont és a d vezéregyenes % ta-

volsagéat. Hasonloképpen adodik, hogy |PQ| = |AFy| + |[AM| = %, ahonnan
kapjuk, hogy |PFi| = % Ezen utébbi PF| szakaszt latus rectum-nak nevez-
ziik. A latus rectum egyenese atmegy a C-hez tartozd E ellenponton, mert az

F, pont szintén rajta van a C' kézépponti Fi-en athalado koron, igy az FLF
szakasz ezen kor atmérGje, azaz az I Fy egyenes mersleges az F'F) egyenesre.
Ezt mondhatjuk gy is, hogy a C' kozépponti fokuszokon dthalado kor az Fy
koézépponti vezérkor és az Fi-en athalado latus rectum F) P egyenese egy
ponton megy keresztiil.

Tudjuk, hogy a PMF;, haromszog befogoinak aranya c : a. Az FyP

vezérsugar messe a P kozéppontu Fi-n keresztiilhalado kort E’-ben. Mivel

— b? c?
|[bE'| =20 —2— = 2—,
a a
ezért E'-bdl a nagytengelyre allitott merdleges H talppontjaval 1étrejove de-

rékszogi haromszog megfelel6 befogoinak aranya:

P b2 c?
- - 25_ 2 (201—;)—2; 2 2
|E’H\:\HF1|:<7“>Z)—:20 zg:b—:c:a,

20 -2 ] a 20 — 2 a2 a
a a

ezért az E'F egyenes parhuzamos PM egyenessel. Azonban E'F nyilvan
parhuzamos a P-beli ellipszis érintével, tehat a P-beli érint§ dtmegy a nagy-
tengely egyenesének a vezéregyenessel vald metszéspontjan M-en.

2.3.2. Hiperbola

Most azon sikmetszetbdl indulunk ki, mely pontosan két kipalkotoval par-
huzamos és nem megy at az origon. Ilyenkor a kettds korkiap két kiilonbozo
kipjaba lehet érinté gomboket irni.

Az ellipszisnél elmondottak valtozatlanul elmondhatok a hiperbola esetén,
de itt a fokuszok 2¢ tavolsdga nagyobb a fix kiupalkotd | Dy Ds| = |Ey Ea| = 2a
tavolsaganal, és igy a P pontok az

[PF)| — [PF|| = 2a

egyenldséget elégitik ki, a hiperbolat meghatarozé arany pedig

|JE‘ :E>1.
|Pdi| a

Attérve a hiperbola alapabrajara szintén tjabb fogalmakat vezethetiink
be, ezek koziil az ellenpont, érintd, ellenkor vagy vezérkor illetve f6kor fogal-
ma teljes analdgiaban &ll az ellipszisnél mondottaknél. Azonban az ellenkor
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2.20. abra. Latus rectum
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és f6kor lyukas korok két pont van az ellenkoron és ketts a f6koron, mely nem
all el6 az egyik fokusz érintére valo tiikrozése illetve vetitése altal. A 2.22.
abran egy ilyen pontpar S és R, az F;-b6l a f6korhoz hizott érinté érintési
pontja S és F erre vonatkozo tiikorképe R. Mivel az ellenkor a f6korbdl az £
kozéppontbol valo kétszeres nagyitassal adodik, R valoban az ellenkor pontja,
ugyanakkor viszont emiatt a nyudjtas miatt az OSFy -el egyiitt az FoRFy,
is derékszog, ezért az OS szakaszfelezGmerdéleges illetve Fy R egyenesek par-
huzamosak egyméssal, egymast a hiperbola egyik végtelen tavoli pontjiban
metszik. Az emlitett derékszogek egy tovabbi kévetkezménye, hogy R rajta
van az O kozéppontu a fokuszokon athalado koron is. Az OS egyenest a hi-
perbola aszimptotdjinak nevezziik. Két aszimptota van mert kiilsé ponthol
két érinté hiuzhato.

Vildgos, hogy nem taldlunk pontot az A, B pontok szakaszfelezémerd-
leges egyenesén, ezért csak egy igazi tengelyiink van a két szimmetria ten-
gely ellenére, ezt valds tengelynek mig a masikat képzetesnek nevezziik. Két
csucspontunk van A és B.

2.21. abra. Dandelon tétele

Huzzuk meg az A cstcspont-beli érintét, ez merdleges a valds tengelyre.
Létrejon vele egy derékszogti haromszog, amelynek egyik befogdja OA sza-
kasz és atfogoja pedig az aszimptotara esik. Ez a haromszog egybevago az
OSFya-el, mert van két egyenls szogiik és |OS| = |OA| = a. Ezért az t-
fogoja szintén ¢ hosszi, igy az OS aszimptota , az A-beli csiucsérintd és az
O kozéppontu fokuszokon athalad6 kor egy ponton megy at. Legyen ez Z.
Bocséssunk most S-b&l merdlegeset a valos tengelyre, a talppont legyen M.
Nyilvan

O] = % ¢ (774 = 29
C C
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2.22. 4bra. Hiperbola alapabra
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Ezért

‘AFl‘ . C

|AM| a
és igy M a vezéregyenes pontja. Mivel a vezéregyenes szimmetrikus a valos
tengelyre, ezért az MS egyenessel egyezik meg. Tovabba bevezetve a b =

=2 — a? jelolést,

2 b2
MF|=c- L =2,
C C

ezért az F) feletti hiperbola pont valds tengelytsl vald tavolsaga, azaz a latus
rectum hossza:

b2

E.
Erdemes a jellegzetességeket tartalmazo uj abrat késziteni ugyantgy, ahogy
azt az ellipszis esetében tettiik (lasd 2.23. dbra).

Abrankon a P pont az [ feletti hiperbola pont. A hozzatartozo ellenpont

E illetve a megfelels érinté a PT' egyenes. Az érint§ megint felezi a vezérsu-
garak (ezuttal) belss szogét ezért olyan M’ pontban metszi a valos tengelyt,
melyre

- - b2 b2
|M'Fy|: |M'Fy| = — : (2a+ —)
a a
teljesiil. Ebbdl
R — —
(2a+ —) |M'Fy| = (20— \M/F1|) —
a a

Osszefiiggés adodik, ahonnan

_ b? b?
|M'F1| — Cilﬂ —
ala+=) ¢

a

adodik, ezért M = M'. Hosszabbitsuk meg az F\E szakaszt E-n tul, amig
nem metszi a f6kort valamely C' pontban. Mivel |PT||PM| = |PFy|?, ezért

— b 1 bt v’
[PT| = = - M A
a fu v a>+ %  avc+a?

Mivel |PT|: |[F{T| = ¢ : a ebbél

b2

AT| = ————
AT V2 +a?
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VNG DY AN,

2.23. 4bra. Latus rectum
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kifejezés adodik. Mivel |F\T||F1C| = |F1 Al Fy B| ezért

il = —— = @+
VEra

Azaz C a f6kor AB-re merGleges atmérGjének végpontja, hiszen a COF| A
derékszogii. Azaz a P pont szerkeszthet$ a kovetkezd modon:

A fekor C pontjat Fi-el 6sszekotve kapjuk a masodik T metszéspontot,
amiben ugyanezen szakaszra merélegeset allitva a TP érint6 egyeneshez ju-
tunk. A P pont ezen egyenes és az [-ben a valds tengelyre allitott egyenes
k6z0s pontja.

2.3.3. Parabola

A parabola esetén 1j térbeli dbrara nincs sziikség, nincs tovabbi Dandelon
gomb. A lehetséges sikbeli definiciok egy definicioba esnek Gssze, mert csak
egy fokusz van, és a vezérkor (ellenkor) egybeesik a vezéregyenessel. Szintén
egy "valodi" tengelyt talalunk, de mar szimmetria tengely sincs tobb. Ezen az
egy tengelyen van az egy darab cstcspont, amelyet a hagyomanyoknak meg-
felelen C-vel fogunk jel6lni. A latus rectum szerkesztése szintén nem jelent
problémat, hiszen olyan () pontot keresiink, mely a d egyenessel parhuza-
mos F-n athalad6 egyenesen van és egyenld tavolsagra F-t6l és d-t6l, azaz az
M metszéspontbol indul6 d-vel § szoget bezir6 egyenesen, mely egytttal a
@-beli érintd is.

2.3.4. Kupszelet és egyenes metszéspontjai

Az abrazolo geometria alapvetd problémaja, hogy miként lehet kupszelet és
egyenes metszéspontjait megszerkeszteni. A kiilonféle definiciok kiilénbo6z6
geometria feladatokhoz vezetnek. A vezérkort hasznalo definicié kézos mod-
szert eredményez a harom kipszelet esetében a pont korre vonatkoz6 hatva-
nyanak fogalmat hasznalva. A két centralis kupszelet esetén a feladat meg-
fogalmazasa is azonos, az adatok felvétele donti el, hogy ellipszissel vagy
hiperbolaval val6 metszetet kereshetiink. Az elemi geometriai feladat, amire
visszavezethet§ a metszéspontok szerkesztése:

Szerkesztendd olyan kdr, aminek kdzéppontja adott eqyenesre illeszkedik,
eqy adott ponton dthalad és eqy adott egyenest érint.

Ha a pont a kor belsejébe esik a megoldasok egy ellipszisnek az adott
egyenessel valo metszéspontjai, ha a pont a koron kiviil volt, akkor egy hi-
perbolanak az egyenessel vald6 metszéspontjairol van sz6. Most a hiperbola
és parabola esetét targyaljuk, mert az ellipszisre vonatkozd analog feladat
affinitassal is konnyen megoldhato.
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2.24. abra. A parabola alapabraja
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Hiperbola, parabola és egyenes metszéspontjanak szerkesztése

A koron kiviil fekvé pont kdrre vonatkozo hatvanydnak nevezziik a pont-
bol a kérhoz hiazott szel6k hosszainak szorzatat. Mivel ezen szorzat akkor is
konstans, amikor a pont a koron beliil helyezkedik el, illetve zérus, ha a kor-
vonalon, a hatvany minden sikbeli pontra értelmes nem negativ szam. Két
korre vonatkozoan megegyezé hatvanyi pontok a sik egy egyenesét adjék,
ezt a két kor hatvanyvonalanak nevezziik. Metsz6 korok esetén a hatvanyvo-
nal a két metszéspont 6sszekots egyenese, érintkez6 kordknél a kozos érintd,
mig egymast elkeriils korok esetén egy a kozéppontokat 6sszekots egyenesre
meréGleges egyenes, melyet konnyen megszerkeszthetiink, ha felvesziink kettd
] kort, mely mindkét kiindulasi kort metszi (lasd 2.25. abra).

2.25. dbra. Hatvanyvonal

A szerkesztés azon mulik, hogy az F; ponton keresztiilhaladé azon korok,
melyeknek kozéppontja e-re esik, tartalmazzak az F; pont e-re vonatkozo tii-
korképét is Fi-t. Azaz ezek kozos hatvanyvonala az Fy Fy egyenes. Az érintési
tulajdonsig azt jelenti, hogy az adott kor és a keresend6 hatvanyvonala, a ko-
70s érintG, igy ezen érintének az F) F egyenessel valo K metszéspontja olyan
pont, melynek hatvinya az adott korre vonatkozolag éppen |KF||KFY|.

Véve tehat egy tetszoleges kort mely kézéppontja e-n van, metszi az F;
kozépponti adott ellenkort és atmegy Fi-en, majd ennek és az ellenkornek a
hatvanyvonalat megszerkesztve a K pontot megkapjuk az Fj F| egyenesen. A
K-n keresztiilmend érintGket szerkesztve kapjuk az Fq, Es érintési pontokat,
melyek a keresett koroknek is pontjai. Igy az FLE,, FyE, egyenesek e-bdl
kimetszik a korck keresett P, P, kozéppontjait.

A parabola esetén F5 végtelen tavoli pont, az ellenkor megegyezik a vezér-
egyenessel, igy a feladat adott kor szerkesztése, mely adott ponton atmegy,
adott egyenest érint, és egy masikon van a kozéppontja. A feladatot hason-
l6saggal lehet a legegyszeriibben megoldani, vegyiink fel egy tetszGleges kort
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2.26. abra. Hiperbola és egyenes metszéspontjai
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P

2.27. abra. Parabola és egyenes metszéspontjai

mely a vezéregyenest érinti és kozéppontja az adott egyenesen van és al-
kalmazzunk ra egy centralis nytjtast a két egyenes metszéspontjabol, hogy
keresztiil menjen az adott ponton.

Hiperbola esetén masik szép megoldéshoz jutunk, ha inverziot alkalma-
zunk. Tekintsiink egy F5 kozépponti az adott korre meréleges kort. Legyen
ez az inverzié alapkore. Az inverzié az adott kort invaridnsan hagyja, az
adott egyenest a K kozéppontu k korbe viszi, a keresett kort pedig a sik
valamely olyan egyenesébe, mely az adott kort érinti és merdleges k-ra. Az
utobbi feltétel azt jelenti, hogy K-n keresztiilhalado egyenest keresiink, azaz
a megoldasok invertalt képei az ey, e; érinté egyenesek, melyeken az érintési
pontok rendre £}, EY. Az érintési pontok inverz képei F;, Ey a keresett korok
és az adott kor kozos pontjai, azaz az FoFE, FoEy egyenesek kimetszik e-bdl
a korok P, P, kozéppontjait. Ha valamelyik kor gy érint, hogy tartalmazza
az adott kort, akkor az eredeti feladatnak a hozza tartozé P pont nem megol-
dasa, a felvett egyenes csak egy pontban metszi a hiperbolat. Ilyen egyenesek
lehetnek példaul az aszimptoték eltoltjai a sik valamely alkalmas pontjaba.

Ugy tiinik, mintha a P, P, pontok illeszkednének az e,, e; érintGegyene-
sekre is. Ez most csak az abra sajatossidga, amit rogton belathatunk, hogyha
az e egyenes egy pontjanak valasztjuk Fi-t. Ekkor e = k és ey, ey e-re mer6-
leges iranyu érint6k. Azaz minden ilyen esetben az E], E, pontok az ellenkor
ugyanazon pontjai F felvételétsl fiiggetleniil. Az e, ey egyenesnek az e-vel
val6 metszéspontjai is mindig ugyanazok a pontok, de P;, P, helyzete nyil-
vanvaloan az F; helyzetének a fiiggvénye (lasd 2.29. abra).
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2.29. dbra. Szerkesztés amikor a metszd egyenesre illeszkedik a fokusz
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2.3.5. A metrikus alapfogalmak projektiv jellemzése

A kipszeletek egyenessel valo metszéspontjainak szerkesztése sordn — ha a
végtelen tavoli pontokat is figyelembe vessziik — a metsz§ egyenesek két pont-
ban metszik a kupszeletet. A metsz6 egyenes polusdnak nevezziik a metszés-
pontokban hizott érintGk (esetleg ideélis) metszéspontjat. A fokuszon athala-
do6 metszdk polusai a megfelel vezéregyenesre illeszkednek. Ennek belatasara
vegylik észre, hogy tetszGleges harom, kézos bels6 ponton dtmend szel6 po-
lusai egy egyenesre illeszkedik. Valoban elegendd az allitast korre igazolni,
mert a kup sikmetszeteinek érintéi a metszésik és a pontot kimetszdé alkoto
mentén érinté érintésik metszésvonala, ezért a fenti tulajdonsig vagy min-
den sikmetszetre igaz, vagy egyre sem. Korre viszont a kovetkezs egyszerii
szamitassal adodik. Tekintsiik az 2.30. abra jeloléseit.

P

2.30. abra. Polaritas korre

Az egyszertiség kedvéért legyen FOK, = a, |OF| = z a kor sugara r.
Ekkor L
|OK| = z cos

és ezért,
|KS|> =1 — 2 cos® .

Az OSPa derékszogii haromszoghdl

|KS|” = |OK||KP| = zcosa|KP|,

ahonnan
2 .2 2

2
—x?costa , —— r

és |OP| = :

T Ccos T Ccos

Ha P merdéleges vetiilete OF' egyenesen T', akkor

[KP| ="~

2
oT| = =,
€T
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ami fliggetlen a-t6l. Azaz a P pontok a T-n dthaladé O F-re meréleges egye-
nesre illeszkednek.

2.31. 4bra. Polaritas kupszeletre

Visszatérve eredeti feladatunkhoz, mivel egy a fokuszon keresztiilhalado
specidlis szel6 éppen a latus rectum, amir6l igazoltuk, hogy végpontjaiban
az érint6k a vezéregyenes és a tengely metszéspontjan haladnak keresztiil,
a tengelyre vald szimmetriat is hasznalva adodik, hogy a fokuszon athalado
szelGk polusai a vezéregyenesre illeszkednek.

Igazoljuk, hogy tetsz6leges metrikus kupszelet projektiv értelemben is
kupszelet. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd lemmaéra.

2.3.1. Lemma. A kipszelet két érintdjének metszéspontjdat osszekitve a fo-
kusszal a fokuszbol a két érintési ponthoz hiuzott vezérsugarak eqyik szogfelezd
eqyenesét kapjuk.

Bizonyitas: Legyen a két érinté PM illetve QM a hozzajuk tartozo el-
lenpontok FEi, E5. Mivel ME; = MF, = MF, és a centralis kupszeleteknél
2a = IZE, = FyFEs, ezért az FyoFy M, megegyezik az FyEoM -el. De ak-
kor a PEZM, = PF1M, és QE;M, = QF, M, egyenlGségekbdl az allitas
kovetkezik.

Parabola esetén az Fy M Fs/\ egyenlGszaru ezért szintén teljesiill PEyM, =
= QQFE>M, egyenlGség, ahonnan megint PE\M, = PFM, és QFE.M, =
= QF M, egyenlGségek az allitast adjak. O

2.3.1. Tétel. A kupszelet tetszdleges két pontja legyen P és (Q benniik az érin-
tok tp, tg. Fkkor a kupszelet tovdbbi érintd egyeneset a tp illetve tg bizonyos
projektiv de nem perspektiv pontsorainak megfeleld elemeit kdtik dssze.

Bizonyitas: Tekintsiik a két érintGt és egy tetszéleges harmadikat ¢ z-t. Fz
messe tp-t és to-t X-ben illetve X’-ben (lasd 2.33. abrat). A lemma szerint
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2.32. dbra. A szogfelezés

ha R a PQMu pontja, akkor PFX, = XFR, és RFX/, = X'F(), miatt
XFX!, = %PFQA. Ha S pont ezen a haromszogon kiviilre esik az utolso
egyenlgség akkor is fennall, pld. az abranak megfelelg elhelyezkedés soran,

!

2.33. abra. A kupszelet mint projektiv pontsorok képz&dménye.
SFY/ =YFP/ é SFY'/ =Y'FQ/ alapjan
1 1
YFY, = §(SFQ4 — SFP)) = iPFQ4

megint teljesiil. Igy az X pontok altal létrejové pontsorhoz tartozé F tarto-
ji sugarsor %PFQZ szoggel valo elforgatottja olyan sugarsort ad, melynek
metszete a t¢ egyenesen az X' pontok altal definialt pontsor. A két pontsor
nyilvan projektiv de nem perspektiv kapcsolatban all egymaéssal és a megfe-
lel6 elemek Gsszekotd egyenesei adjék a kipszelet érintdit. O

Azaz minden euklideszi kupszelet egy projektiv képz6dmény is és a du-

s sz
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lattuk a fokusz a pdlusa a vezéregyenesnek a vezéregyenes pedig poldrisa a
fokusznak. A kipszelet pontjainak polarisai az érinték, a kozéppont polarisa
olyan egyenes, melynek pontjai parhuzamos érintGk metszéspontjai, azaz az
ideéalis egyenes.

Ezért, valamely ideélis ponton athalad6 metszdéket az idealis pont polari-
sa, a pont harmonikus tarsiban metszi, azaz a polaris el6all mint paArhuzamos
metsz6kon 1étrejové metszetszakaszok felezGpontjainak a halmaza. Mindig
tartalmazza a kupszelet centrumat igy ha van centrum, az ezen poléarisok

Parabola esetén tehat az egyik idealis pont egyben kozéppont is, melyben
a parabolat az ideélis egyenes érinti. Véve két tetsz6leges parabola pontot,
ezek 0Osszekots egyenesének ideélis pontjahoz tartozd poléris tehat atmérd.
A pontokhoz tartoz6 parabola érintGk ezen a polarison metszik egymast,
igy a kovetkezG euklidészi allitdshoz jutottunk: a parabola két érintdjének
a metszéspontjdat dsszekdtve az érintési pontok dltal meghatdrozott szakasz
felezépontjdval, a tengellyel parhuzamos egyeneshez (dtmérdhoz) jutunk.

Kor esetén a fokusz és kozéppont fogalma egybeesik, a vezéregyenes az
ideéalis egyenes.

A kupszeletre vonatkoz6 polaritds meghatarozza a stk egy érdekes leképe-
zését. Ha P a vizsgalatunkban rogzitett F' fokusztol kiillonbo6z6 pont, akkor
legyen a P képe az F'P egyenes azon P’ pontja, melyben 6t a P pont p pola-
risa metszi. Az F' pontnak és d vezéregyenes pontjainak nem tulajdonitunk
képet, a leképezés a projektiv sik maradék pontjain bijekci6.

2.34. abra. Inverzio

Jeloljitk az F'P egyenes kapszelettel valo metszéspontjait 1-el és 3-al (1asd
a 2.34. abrat). Az l-es és 3-as pontoban meghtzott érinték az Np pontban
metszik egymast. Az Np pontot kossiik Gssze a P ponttal. Ha az egyenes
metszi a kupszeletet akkor P annak belsd pontja, és a p polarison az Np
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pont mellett a kapott 2-es 4-es pontokban meghitizott érinték metszéspontja
is rajta van, ez éppen a keresett P’ pont (lasd a 2.34. abra). Vilagos, hogy
az 14 és 23 egyenesek R illetve az 12 és 34 egyenesek S metszéspontja is p-
re illeszkedik. (Ha az Osszekots egyenes elkeriili a kupszeletet, akkor P kiilsd
pont és a beldle hiizott érintSk érintési pontjait koti dssze a p polaris, ahonnan
szintén a 2.34. abrahoz jutunk csak P és P’ felcserélédnek. Igy tehat mindkeét
esetben hasznalhatjuk abrankat.) Vegyiik észre, hogy az S, P, R, Np pontok
az 1,2,3.4 teljes négyszog [1 két atlos pontja illetve a mésik két atlonak a
p-vel val6 metszéspontja. Ezért a négypont kettésviszonya (SRNpP’) = —1.
A pontnégyest a 4-es ponthol az F'P egyenesre vetitve, ijabb harmonikus
pontnégyest taldlunk, azaz:

(31PP') = —1.

Kaptuk tehat, hogy A P,P’ pontokat az dsszekitd eqyenesnek a kupszelettel
valo metszéspontjar harmonikusan vdlasztjak el eqymastol. Ha a ktupszelet kor
akkor az I kozéppont és a PP’ egyenes atmérs. Ekkor a kapott Osszefiiggés:

3P| 3P| _r+|OP| r+|OP

1 =@1PpP)y =2t L P T
( ) P1 —[1P| r—|OP| r—|OP]

Ebbdl rogton adodik, hogy
r? = |OP||OP/|

azaz a leképezés a korre vonatkozd inverzi6. Ezért nevezziik az eredeti leké-
pezést kipszeletre vonatkozo inverzionak.

2.3.6. Az affinitasok hasznalata kupszeleteknél

Az affinités kipszeletet kiupszeletbe visz és nem valtoztatja a kupszelet vég-
telen tavoli pontjainak a szamat. FEzért a metrikus tipusokat 6rzi. Igen jol
hasznalhatd szerkesztési és bizonyitasi feladatok megoldéasara, lassunk erre
néhany példat.

Az ellipszis mint kor képe

Az ellipszis affinitassal mindig korbe vihetd, hiszen tekintve a f6kor egy su-
garat, annak végpontjat a b : a aranyd nagytengelyre meréleges iranyu affi-
nitasnak alédvetve, az ellipszis egy pontjahoz jutunk.

4 A teljes négyszog négy altalanos helyzetii pont altal meghatarozott hat egyenes

metszéspontjainak halmaza. A keletkezs két 4j pont a teljes négyszog két atlos
pontja
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2.35. 4bra. Affin alapabra

Val6ban,ha a P’ pont tavolsdga a szokott jelolések mellett x illetve y a
kistengelytdl illetve a nagytengelytsl, akkor egyrészt 22 + y? = a® masrészt
a P ellipszis pont tavolsaga a két fokusztol, rendre

\/(:c +c)?2+ (gy)Q illetve \/(3: —c)? + (23;)2.
|PF|| +|PF)| = \/(:E+c)2+ <gy)2+ \/(:c—c)2+ <§y)2 =2

is fennéall, hiszen

b \?2 b2 2 2.2
(x+e)+|-y| = 2?4 2e+ @B — o =\ [2zc+ a? + o
a a? a?

2

b \° b\’ cx?
(x+c)? + (—y) +1/(x —c)2 + <—y> = <2xc +a*+ —2> +
a a a
ca? 2z
+<—2xc+a2+—2> +2 <2xc+a2+—2)
a a
2,2 2
a a

Azaz

RS

2.2
—2xc+a2+%) =
a
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Ezek szerint, ha a kitengely meg a nagytengely f6lé egyarant megrajzoljuk a
kort, akkor egy kozos OP’ sugar segitségével a megfelel§ P ellipszis ponthoz
ugy juthatunk, hogy a T kiskorrel alkotott metszéspontbol a nagytengellyel
hiazunk parhuzamos egyenest, majd a P’ pontbdl a kistengellyel, és a két
egyenes metszéspontjaként a P ellipszisponthoz jutunk. Ezt a szerkesztést
kétkoros modszernek nevezziik. Ha két merGleges korsugarat tekintiink ab-
rankon, az ezekhez tartozo OP, O(Q) félatmérsket konjugdltaknak nevezziik.
Forgassuk el az OQ'Q zaszlocskat kilencven fokkal az 6ramutatd jarasaval
megegyez$ iranyban. Ekkor a )" pont a P’ pontba fordul, a @) pedig a Q*
* helyzetbe keriil. A kapott PTQ*P’ négyszog oldalai parhuzamosak a ten-
gellyel, tehat téglalap. A Q* P atloja messe a tengelyeket R-ben illetve S-ben.
Ezért |KT| = |KP| és mivel a TP egyenes parhuzamos az OR egyenessel
|KO| = |K R| kévetkezésképpen

[PR| = [OT| = b.

Hasonloképpen .
PS|= [P0 =a
azaz

ISR| =a+1b

fiiggetleniil a P pontnak az AC ellipszisiven elfoglalt helyétdl. Ez alapjan agy
is rajzohatunk ellipszis pontokat, hogy egy a+ b hosszi szakasz végpontjait a
tengelyek egyeneseire illesztjiik, majd megjel6ljiik az a : b aranyt osztopon-
tot rajta. Ezen elv alapjan miikédtek a mechanikus ellipszis rajzolod gépek
az ellipszografok. A modszer az abrazol6 geometria vilagaban papircsik mod-
szernek van nevezve, de hivhatnank létras modszernek is, hiszen egy falhoz
tamasztott létran all6 ember a létra megcesiiszasa esetén ellipszis palyan fog
a talaj sikjahoz kozeledni.

A fenti észrevétel alapjan, két konjugdlt ellipszis atmérd ismerete elegendd
az ellipszis meghataroz6 adatainak a megszerkesztéséhez. Tegyiik fel ugyanis,
hogy a @, O, P pontok adottak és tudjuk, hogy OQ illetve OP két konjugalt
felatmeérs. Ekkor az @) pontnak az QO P, tompaszogi tartomanyban valo ki-
lencven fokos elforgatasaval a Q* ponthoz jutunk. a Q* P egyenesbél a Q*P
szakasz K felez&pontja mint kézéppont koriil megrajzolt O-n dthaladé korvo-
nal kimetszi az R és S pontokat, melyek meghatarozzdk a tengely egyenese-
ket. Adodnak a fél tengely hosszak is a PS illetve a PR szakaszok hosszaként.
A nagyobbik a nagytengely félhossza ezt mérjiik a konjugalt atmérck altal
meghatarozott, hegyesszogi tartoményban haladé tengelyre, hiszen csak ez
lehet a nagytengely. Megkaptuk az ellipszis csticspontjait, melyekbdl az ellip-
szis fokuszai, vezéregyenesei, vezérkorei megszerkeszthetSk. Ezt a szerkesztést
Rytz szerkesztésnek nevezziik.
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Szép egyszerd szerkesztést kinal az affinitas az ellipszis és egyenes met-
széspontjainak meghatarozasara. Az ellipszist és az adott egyenest mersleges
tengelyes affinitassal a f6korébe illetve egy tjabb egyenesbe transzformaljuk,
majd a transzformalt alakzatok metszéspontjait az inverz leképezéssel vissza
transzformaljuk a kiindulasi egyenesre. A szerkesztés konnyen nyomonkovet-
hets a 2.36. abran.

2.36. abra. Ellipszis és egyenes metszéspontja

Hiperbola és affinitas

A hiperbolak affin osztalya nem tartalmaz a korh6z hasonlo elfajulo elemet.
Mégis van egy Kkitiintetett hiperbola az egyenldoldali hiperbola. Tekintsiik
a kovetkezs szerkesztési feladatot. Adott a hiperbola aszimptotaja és a 2a
tavolsag szerkesztendd a hiperbola. Vildgos, hogy a feladatnak két megoldasa
van, mert nincs megadva, hogy az aszimptotak szogfelezGi koziil melyikre esik
a valos és melyikre a képzetes tengely.

A két megoldast a 2.37. dbran lathatjuk. Rogton adodik, hogy abban az
esetben, ha az aszimptotdk merGlegesek egymasra, a két megoldas egybe-
vago, egymés kilencven fokos elforgatottjai. Ezeket a hiperbolakat nevezziik
egyenlGoldali hiperbolaknak. Tetsz6leges hiperbola affinitasal egyenlGoldali
hiperbolaba vihets. Ha a Descartes koordinatarendszert gy vessziik fel, hogy
a tengelyek az aszimptotikkal egyezzenek meg, a jol ismert

Y=
T

fliggvény grafként valo elGallitashoz juthatunk az egység alkalmas valaszta-
sa utan. Azonban ebbdl az elGallitasbol a hiperbola két szép tulajdonséga
is rogton adodik. Mivel 1 = zy egy P(x,y) pont két koordinatijara ezért
az OP, PP, téglalap teriilete egységnyi. Mivel az affinitas teriiletarany tarto,
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2.37. abra. Hiperbola par

tetszGleges hiperbola esetén fenndll, hogy tetszdleges pontjin dt az aszimp-
totakkal hizott parhuzamosok €s az aszimptotdk dltal meghatdrozott parale-
logrammoa teriilete fiiggetlen a pont vdlasztdsdtol.

Masik érdekes észrevétel adodik, ha koordinadtarendszeriinket a tenge-
lyekkel megegyezG iranytinak valasztjuk. Ekkor a pozitiv els§ koordinataval
rendelkezd ag pontjainak koordinatai (cosht,sinht) koordinatakkal adhatok
meg, ahol ¢ valos paraméter. A ¢y, ty paraméterekhez tartozé P;, P, pontokat
0sszekotG egyenes paraméteres vektoregyenlete:

O? = (coshty,sinht;) + 7(cosh t; — coshty, sinh¢; — sinht,),
vagy a méasodik pontot hasznélva az egyenletben
O@ = (cosh g, sinhty) + p(cosht; — coshty, sinht; — sinh ty).

Ha P az x = y aszimptotanak az 0sszekoté egyenessel valdé metszéspontja,
akkor az els6 egyenletbdl

cosht; — sinh ¢
(sinht; — sinhty) — (cosh t; — coshty)

és

P, ?’ = 7(cosht; — cosh ty, sinht; — sinh ty).
A masodik felirasbol azon () pontjara az 6sszekots egyenesnek, mely az x =
= —y aszimptotara esik,

cosh ty + sinh ¢y
—(sinh t; — sinh¢y) — (cosht; — cosh ts)
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" @ = p(cosht; — cosh ty, sinht; — sinhty)
adodik. Azonban 7 = —p mert

(cosht; — sinh¢q)[—(sinh¢; — sinh¢y) — (cosht; — coshty)] =

= cosh t; sinh ty — sinh ¢; cosh ty = sinh(ty — t),

mig

—(cosh ty + sinh t5)[(sinh ¢; — sinh ¢5) — (cosht; — coshts)] =

= —(cosh tysinh t; — sinh ¢y cosht;) = —sinh(t; — t5) = sinh(ty — t1).

Ezért |PP| = |P,Q| azaz a hiperboldt azonos dgdn két pontban metszd egye-

nesnek a gorbe €s az aszimptotik kozé esd darabjai eqyenld hossziak. Az
allitds nyilvan akkor is igaz, ha a két metszéspont kiilonboz6 agra esik, ezt
is hasonloképpen ki lehet szamitani. Ha a metsz§ egyenes érint6vé egysze-
riisodik az allitas a kovetkezd szintén érdekes észrevételt adja: a hiperbo-
la érintdjének az érintési pont és az aszimptotdk kézé esd darabjai eqyenld
hossziak.

2.38. abra. Gyorsszerkesztés hiperbolanal

Ezeket az allitasokat fel lehet hasznalni arra, hogy az aszimptotik és egy
pont ismeretében tovabbi hiperbola pontokat szerkessziink, hiszen a ponton
athalado sugarak metsz6 egyeneseket hataroznak meg, amelyeken a masik
metszéspont az emlitett észrevétel alapjan rogton adodik. Ezt a szerkesztési
eljarast nevezik a hiperbola gyorsszerkesztésének. A gyorsszerkesztés a 2.38.
abran lathato.
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Parabola gyorsszerkesztése

T, !

2.39. abra. A parabolat két érintG az érintési ponttal meghatarozza.

A parabolak affin osztalya igazabol hasonlosagi osztaly, igaz ugyanis, hogy
tetszdleges két parabola hasonlo eqgymdssal. Tekintsiik ugyanis a meghataro-
z6 adataikat. Nyilvan a sik alkalmas eltoldsaval elérhetd, hogy a két fokusz
megegyezzen. Ezutan az egyik tengely a kozos fokusz koriili forgatassal a ma-
sikba vihetd. Végiil a fokuszbol mint kozéppontbol vald alkalmas nytdjtas az
egyik vezéregyenest a masikba viszi. Az utolso 1épés hasonlésag az elsé ketts
egybevagosag igy a leképezések szorzata hasonlosag.

Igen fontos volt a projektiv részben kimutatott kovetkezd allitas: a para-
bola két érintdjének a metszéspontjdt dsszekdtve az érintési pontok dltal meg-
hatdrozott szakasz felezdpontjaval, a tengellyel parhuzamos eqyeneshez jutunk.
Ezt kozvetleniil is konnyen belathatjuk (lasd a 2.39. abréat).

Legyen a két érintG ¢, és to az érintési pontok T és Th. A két érints
metszéspontja M az érintési pontokat 6sszekots szakasz felezGpontja L. Az M
pont egyenld tavol van a két érint6héz tartozo ellenpontoktol, mert ezen kozos
tavolsag éppen a fokusztol mért tavolsag az érinté egyenesek szakaszfelezs
merdleges volta miatt. Igy az By M Es haromszog egyenldszari, ezért az M-
b6l induldé magassag, sulyvonal is egyben. Azaz ezen egyenes parhuzamos a
T1 Fy illetve Th Ey egyenesekkel és azoktol egyenls tavolsagra halad. Minden
szakaszt felez, melynek egyik végpontja 1) F;-re masik végpontja T FEs-re
illeszkedik. Ezért tartalmazza a 117, szakasz L felezGpontjat is.

Ugyanezen abra alapjan leszogezhetjiik: két érintd az érintési pontok-
kal a paraboldt egyértelmiien meghatdrozza. Valoban elGszér megrajzolhatjuk
az ML egyenest, mely megadja a tengely irdnyat. Ezutan vele parhuzamo-
san megrajzolhatjuk a T} E; illetve Ty Ey vezérsugar egyeneseket. Ezeket az
érintGjiikre tiikrozve két egyeneshez jutunk, mely athalad a fokuszon, a tii-
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korképek metszéspontja tehat F'. F-t tiikrozve az érintékre adodik E illetve
E5 és igy a vezéregyenes is.

2.40. abra. Harom érint6 viszonya parabolanal.

Lattuk a projektiv részben, hogy a két érinté bizonyos projektiv pont-
sorainak megfelel§ elemeit GsszekotG egyenesek adjak a kupszelet érintdit.
Parabolanél ez a projektiv kapcsolat affin kapcsolatté egyszeriisodik. Ennek
belatédsadhoz tekintsiink egy harmadik érintét ¢3-t. Ezen az érintési pont T3
az el6z6 két érintét pedig rendre Mq-ben illetve Ms-ben metszi. Minden met-
szés és érintési ponton keresztiil hiizzunk egy atmérét, ezek tavolsagai kdzotti
kapcsolatokat a 2.40. 4bran koévethetjiik nyomon. Ha T} és M; egyenesének a
tavolsdga = ugyanennyi M; és T5 egyenesének a tavolsidga. Jeloljik y-al M,
és M atmérdGjének tavolsagat. Akkor a T3 és M atmérsk tavolsaga y — = és
M valamint T5 tavolsdga y + x. Ezért T3 és T, atmérdk tavolsaga 2y igy en-
nek fele y az M, és Ty, atmérdk tavolsaga. Ekkor az M My atmérsk tavolsaga
megint x, amibdl kapjuk,hogy Tj illetve My atmérck tavolsaga megint y. A
parhuzamos szel6k tétele szerint

T y= |T1M1| : ‘MlM‘ = |MM2| . |M2T2| = ‘Mng‘ : ‘TgMQ‘

egyenlGségek allnak fenn, azaz a harmadik érintd azonos ardnyban osztja az
eredeti két érintd szakaszt, és ez az ardnya az uj €rintési pont €s az 1j met-
széspontok dltal meghatdrozott két tdvolsignak is. Ha x = y feltétellel ériink
a kovetkezd egyszert észrevételhez jutunk: a kiinduldsi érintési hdromszog-
nek az érintési pontokat dsszekotd oldalhoz tartozo kdézépvonala eqy g érintd,
melyen az érintési pont ezen kézépvonal felezdpontja. Ezen észrevétel adja a
lehet8ségét a parabolaiv gyorsszerkesztésének, mely az 2.41 Abran lathato.
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2.41. abra. A parabola gyorsszerkesztése.

2.3.7. Kozos fokusz, Ivory tétele

Két évszazaddal ezel6tt J.Ivory publikalt egy geometriai tételt, amely ha-
tasa a fizikara azonnal nyilvanvalova valt. Igazolta, hogy a gravitacios erd-
térnek egy elliptikus rétegre vonatkozo szintfeliiletei konfokalis ellipszoidok.
(Az elliptikus réteg infinitezimalis réteg két koncentrikus ellipsoid kézott.) A
mechanikidban ez a tétel Newton tételének a parja (altalanositva gombokrol
elliptikus rétegekre a hatast) ez azt mondja ki, hogy elliptikus rétegen beliil
a gravitacios potencial konstans.

Euklideszi homogén koordinatakkal dolgozunk, az oszlopvektorok ponto-
kat a sorvektorok egyeneseket koordinataznak. Egy euklideszi transzformacio

ekkor ° p
b
(5 7)

alaki, ahol A egy forgatas matrixa b pedig az eltolas vektort adja. Az Abszolit

jelenti azon pontok mértani helyét a projektiv sikon, melyekre 27Qx = 0
teljesiil az

1 00

Q=01 0

000

linearis leképezéssel. Az x pont koordinatai kielégitik tehat az 23 + 22 = 0
egyenletet, azaz esetiinkben csak egy pontot tartalmaz a (0,0,1)7 homogén
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koordinatakhoz tartozot. A dudlis forma visszahizottja a

_ 1 00 U1
O(u,v) = (ug,uz,0) | 0 1 0 Vg
000 0

Y

ahol u = (u, us,0)T és v = (v1,v9,0)T az Q képterének elemei.

Ha valamely kiipszeletnek a fokuszai a (0, c)” pontok valamely inhomo-
gén koordinatarendszerben akkor a kipszelet egyenlete homogén koordiné-
tarendszerben a

ﬁ 0 0 il
0= (.Tl,.l’g,l’g) 0 % 0 T2
0 0 —1 €T3

egyenlet. Mivel a matrix reguléris, a dudlisa a

AA+X 0 0 T1
0= (.Tl,.TQ,SL’g) 0 A 0 ) ,
0 0 -1 T3

alakot 6lti. Ebbdl kozvetleniil 1atszik, hogy a konfokalis kuipszeletek duéalisai-
hoz tartozod formak az 6sszes formak terének linearis alterét adjak. Ebben az
altérben az Abszolut duélisa benne van, de az identitas dudlisa nincs benne.
Valoban az Abszolit dudlisa a kovetkezG szamolas alapjan tetszéleges két
konfokalis kupszelethez tartozé forma kiilonbségeként elGall:

62+)\1 O 0 C2+)\2 O O
(@ 0 )\1 0 +6 0 )\2 0 ==
0 0 -1 0 0 -1
(a+ B) + (el + ) 0 0
= 0 ((I)\l +6)\2) 0 =
0 0 —(a+pB)
( C2 + )\3 O O
0 )\3 0 ha (Oé + ﬁ) ?é 0
B 0 0 -1
N A3 0 0
0 Az O ha (o + 8) =0.
0 0 0

\

2.3.2. Lemma. Legyen adott két pont a sikon. A sik tetszdleges pontjdn dt
pontosan két kipszelet halad dt, amelyek fokuszai az adott pontok. Az eqyik
ellipszis a masik hiperbola, €s a két kiupszelet merdlegesen metszi eqymdst.
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Bizonyitas: Formulank szerint, keressiik az

x? +y—2=1
A+ A

egyenlet megoldasait A-t tekintve ismeretlennek. Ez atirhato a vele ekvivalens
0=Ac+ ) = (A +Ny? = X2? = X2+ \? — 22 —y?) — &P

formaba. Latjuk, hogy két megoldas van, ezek rendre

—( —2” =) £ /(A — a2 —y?)? + 4%y’

Ao = 9

Szorzatuk —c?y? negativ szam igy az egyik pozitiv a masik negativ. A negativ
A-hoz tartozd masik nevezd pozitiv, ezért az egyik megoldas ellipszis mig a
méasik hiperbola. Mivel a kupszeletek fokuszai kozosek, a kozos pontjukban
meghtzott vezérsugarak is megegyeznek, azaz a pontbeli érinték egybeesnek
vagy merGlegesek egymésra. Ha kiilonbozGek az els eset nyilvan nem allhat
fenn, ezért utolso allitdsunk is teljesiil. O

A lemma kovetkezménye, hogy két konfokélis ellipszis ortogonalis trajek-
toriai, az ellipszisekkel konfokalis hiperbolak.

2.3.3. Lemma. Ha két ellipszisnek kozosek a fokuszai, akkor az eqyik a md-
sikba eqy olyan affinitdssal vihetd, ahol a pontok nagytengellyel pdrhuzamos
koordindtdi a nagytengelyek, mig a kistengelyekkel parhuzamos koordindtdi a
kistengelyek aranydban nyilnak. Ez az affinitis a merdleges konfokdlis hiper-
boldknak az elsd ellipszissel valo metszéspontjait a mdsodik ellipszissel valo
metszéspontjaiba viszi.

Bizonyitas: A sik pontjainak koordinatai kifejezheték a rajtuk athalado
konfokalis ellipszis {a, b} illetve hiperbola {a’,0’} tengelyhosszaival. (Mindig
kanonikus alakbol indulunk ki!) A koordinatak rendre:

a2 a/2 62 bl2
{L‘z = y2 = —
2 2’

ahol a,b az ellipszis a’, b a hiperbola tengelyhosszai. Két konfokéalis ellipszis
és kozos merdleges hiperbola esetén ebbdl az
r a y b
X A'Y B
egyenlGségekhez jutunk igazolva az allitasokat. O
A lemma formulajabol azonnal kovetkezik egy tjabb szép Osszefiiggés:
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2.3.4. Lemma. A sik valamely (x,y)T pontjdn dthaladé konfokdlis ellipszisre
és hiperboldra fenndll az

a2 — B2 = 2?4y
dsszefiiggés.

Bizonyitas: Az el6z6 lemma formulajabol

2,12 beIZ 2 2_b12 2 2b12
x2+y2:aa X :a(c )+ (a® =) — 22

c? c? c?
O
Végiil a sikbeli Ivory tétel:

2.3.2. Tétel. Két konfokdlis kupszeletet, masik két, az elézdekkel konfokdlis
de rajuk merdleges kipszelettel metszve, eqy négyoldali derékszogi (gorbevo-
nali) négyszoghoz jutunk, mely minden oldala valamelyik kipszelet fve. Ezen
néqgyszoq dtlor eqyenld hossziak.

Bizonyitas: Legyen a négy metszéspont x,y,2’,y" a kapcsolodo oldalak
{z, 2’} {z, vy}, {y, v}, {2/, v'}. A vizsgalt tavolsagok négyzete ekkor:

Pllay)=le—y,a—y) -2 y—a)=r"@"y).
Az
(@ =y z—y) =(z,2) + ", y) — 2(z,9)
Osszefiiggésben
(z.y) = (@', y)
a 2.3.3 Lemma szerint adodik, ugyanakkor

(z,2) + (', y) = (> = V) + (A* = B?) = (¢, 2") + (y,)

is teljesiil a 2.3.4 Lemma szerint. A két egyenlGség egyiitt igazolja Ivory
tételét. O

Az Euklideszi sikon tjra fogalmazhatjuk Ivory tételét hasznalva az affin
leképezések nyelvezetét:

2.3.3. Tétel (Ivory). Ha adott két azonos tipusi konfokdlis kipszelet (pld. el-
lipszis) akkor van egy olyan 1 affin leképezés, hogy ha az elézdekkel konfokdlis
masik tipusi kipszelet (hiperbola) az elsd kupszeletet metszi eqy pontban, ak-
kor a masikat is metszi, mégpedig abban a pontban, mely az elsd metszéspont
képe az affinitdsra vonatkozoan. Mindkét metszés ortogondlis. Két ilyen met-
széspontra x-re €s y-ra, valamint az euklideszi tdvolsdagfogalomra vonatkozoan
teljestil, hogy:
p(x,U(y)) = ply,U(2)).
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2.4. Pascal

2.42. abra. Blaise Pascal

Blaise Pascal rendkiviili elme volt. A matematikai, fizikai munkain tul sza-
mos értékes gondolatot hagyott maga utan, legismertebb mtive a Gondolatok
c. csodalatos munkéja valdszintileg minden kor emberéhez sz6l, igy sose fog
elavulni. Egy kevésbé ismert de szintén igen érdekes munkat idéziink most,
mely a matematikai gondolkozés alapjait boncolgatja. Kordban és szaméra
a matematikai gondolkozas nem valt szét a geometriai gondolkozastol, ami
az egzakt tudomany egyetlen példaja volt, igy nem meglepd, hogy esszéjének
cime: A geometriai szellem. Magyar forditasunkat a "Minor Works of Blaise
Pascal" c. Harvard classics 48/3 kotet azonos c. fejezete alapjan kozoljiik.

B. PASCAL: A GEOMETRIAI SZELLEM
O. W. WRIGHT ANGOL FORDITASA ALAPJAN

Harom alapvet6 médszer van az igazsag tanulmanyozasaban: az elsé felfedezni
azt, amikor keressiik; a masodik igazolni, amikor mar birtokoljuk; és a harmadik,
megkiilonbdztetni 6t a hamistdl, a vizsgalat kdzben.

Nem beszélek az elsérél, leginkabb a masodikkal foglalkozom és ez magaban
foglalja a harmadikat is. Ha ismerjiik az igazsag bizonyitasanak médszerét, akkor
rendelkezésre all a hamistdl valé megkiilonboztetés lehetdsége, hiszen annak el-
dontéséhez, hogy az adott bizonyitas konform-e a vizsgalt szabalyokkal tudnunk
kell, vajon pontosan bizonyittatot-e.
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3 A geometria, ezen harom médszerben egyarant kiemelkedik, kifejti a felfede-
zés miivészetének ismeretlen igazsagait —melyet analizisnek neveznek — és annak
ellenére nem haszontalan errél beszélni, hogy sok kivalé kdnyv sziiletett méar a
témaban.

4 Azaz a megtalalt igazsag igazolasa, és értelmezése oly médon, hogy a bizonyi-
tas ellenallhatatlan legyen, az egyetlen, amit adni szeretnék; és ehhez csak azt
a médszert van lehetéségem kifejteni, amelyet a geometria vesz észre benne; és
tanit tokéletesen a példaival, mégha nem is tudja részletezni. Mivel a felfedezés
miivészete két f6 dologbdl all, az egyik a feladatok 6nmagaban val6 bizonyitasa,
a masik a feladatok legjobb sorrendbe valé rendezése. Két szakaszt fogok készi-
teni, az egyik tartalmazza a geometriai levezetés, azaz, a médszeres és tokéletes
szemléltetés szabalyait; a masik megmutatja, hogy geometriai, azaz, médszeres
és teljes a sorrend: igy a ketts egyiitt tartalmazni fogja mindazt, ami sziikséges
a kozvetlen érveléshez az igazsag bizonyitasaban és megkiilonboztetésében. Ezt
jeldltem ki irasom céljanak.

5 AZ ELSO SZAKASZ — A geometria médszere; a rendszeres és
tokéletes szemléltetés modszere.

Nem tudom annal jobban kifejteni azt az altalunk megérzendd, a szemléltetést
oly meggy6zévé tevé médszert, minthogy megmaﬁarézom azt, ami meg van
figyelve a geometriaban.

6 De el6szor is emlitenem kell egy jelesebb és teljesebb médszer eszméjét, amit
az emberiség soha nem tud majd alkalmazni; mert meghaladja a minket athaté
geometriat; és, annak ellenére, hogy lehetetlen a gyakorlatban alkalmazni, mégis
valamit mondani kell réla.

7 Ez az igaz médszer, ami a legkivalébb médon bizonyitana, ha lehetséges volna

5 Ezutan a bekezdés utan, zaréjelek kozé téve egy finomabb kézzel a kovetkezdk
voltak irta a kéziratba: ,,... inkdbb sikeriilni fog ebben mint mésban, és ezt a tu-
domanyt csak azért valasztottam, met ez ismeri egyediil az érvelés szabalyait, és
anélkiil, hogy megallna a szillogizmus szabélyainal (amik olyan természetesek, hogy
biztosan ismerjiik Sket) megall és tartja magat a conductive indoklas modszeré-
hez, amirdl szinte senkinek sincs tudomasa, és amit nagyon elényds ismerni, mert
tapasztalatbol tudjuk, hogy egyforma elmék kozott elbbre jut és 1j lendiiletet
kap, aki megismeri a geometriat.” ,Ezért szeretném geometriai példakon keresztiil
megmagyarazni, hogy mik azok a bizonyitasok, mert a geometria szinte az egyet-
len olyan emberi tudomany, ahol tévedhetetlen bizonyitédsok vannak, mig az 6sszes
tobbi tudoméany a természetébdl adoddan kissé zavaros, és ezt a zavart egyediil a
geometriaval foglalkozok tudjak kittinGen megérteni.” A kévetkezs megjegyzés sze-
repel a kézirat margojan: ,,Azt, ami itt kis bettikkel van irva, egy olyan lap ala volt
elrejtve, melynek szélei le voltak ragasztva a cikk kezdete felett : Nem tudom jobban
kifejteni, stb.”-szerk.
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alkalmazni, két alapvetd dolgot jelentene: az egyik, nem hasznalna olyan dolog
jelentését, amit el6szor ki ne fejtett volna; a masik, soha nem el8legezne meg
semmilyen allitast, amely igazsdga ne lenne mar ismert médon igazolva; azaz, egy
sz6val, minden dolgot definidlna, és minden allitast igazolna. De hogy a kifejtés
altalam kit(izétt sorrendjében haladjunk, sziikséges, hogy elmondjam mit értek
definici6 alatt.

Egy féle definicié ismert a geometridban, amit a logikusok hivnak definiciénak,
tetszéleges alkalmazasa neveknek olyan dolgokra, amelyek vilagosan ki vannak
jeldlve mar tokéletesen ismert dolgok segitségével; és ez a definicié az egyediil,
amirél én beszélek.

Az értekezés hasznossaga és hasznalhatésaga érdekében tisztazni és roviditeni
kell, egy név csatolasaval azokat a kifejezéseket, amelyek egyébként csak tobb
dologgal lennének kifejezhetSk ; amely nevet egyébként, ha van neki mas jelentése,
ettdl a csatolas sordan megfosztanank, hogy ne jelenthessen mast mint, amire mi
terveztitk. Egy példa:

Ha meg szeretnénk kiilonboztetni azokat a szamokat melyek kettSvel oszthatéak,
azokt6l amik nem, annak érdekében, hogy a gyakori ismétlését ennek a feltételnek
elkeriiljiik, egy nevet csatolunk hozzajuk: Minden kettével oszthat6 szamot, paros
szamnak neveziink.

Ez egy geometriai definicié; mert miutan tisztan kijeldltiink egy dolgot, neveze-
tesen, hogy minden neki megfelel8 szam kett&vel oszthaté, egy nevet adtunk neki
megfosztva minden mas jelentésétdl, annak érdekében, hogy ezt a tulajdonsagot
kijeldlje.

Ugy tiinik, hogy a definicidk tetszélegesek, és soha nem vezetnek ellentmondas-
hoz; semmi sem megengedhet&bb mint barmilyen nevet valasztani egy dolognak,

ami tisztan ki van jeldlve. Egy dologra kell csak tekintettel lenni, nem adhatjuk
ugyanazt a nevet két kiilonbdzé dolognak.

Ez nem fordulhat el8, ha nem zavarjuk Gssze a kdvetkezményeket, és nem ter-
jesztjiik ki az egyiket a masikra.

Egy biztos és csalhatatlan gy6gymadd segit ezen hiba elkeriilésében : helyettesit-
siik massal a definiciét azon a helyen, ahol a dolog definialva volt és mindenhol,
ahol megjelenik, példaul, hogy akarmikor, amikor azt mondjuk, hogy paros szam,
pontosan jelentse azt, hogy két egyenld részre bonthat6, és ez a két dolog olyan
fokon érintkezzen és legyen elvalaszthatatlan egymastdl gondolatban, hogy, amint
az egyiket az értekezés hasznalja, az értelem azonnal kapcsolja &ssze a masik-
kal. Geométerek, és mindazok szamara emliteném, akik médszeresen haladnak,
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ahhoz, hogy roviditsiik az értekezést, csak a dolgok neveit kell emliteni, és nem
réviditeni vagy valtoztatni a fogalmat a dolognak, amelyikrsl beszéliink. Ok agy
fognak tenni, mintha a gondolat tartalmazna a teljes definiciét azon rovid ré-
szekben amelyeket hasznalnak, és elkeriilik a ziirzavart, amit a szavak t6bbszoros
jelentése okoz.

Ez a mdédszer sziikséges és 6nmagaban is elegend6 mindenféle nehézség és
mellébeszélés el(izésére, és nincs nala hatékonyabb a szofistdk gancsoskodd sz6-
rozéseinek elkeriiléséhez.

Ezek a dolgok jol érthetsk, visszatérek azon eredeti gondolat kifejtéséhez, ame-
lyik minden dolog definialasat és minden dolog bizonyitasat tartalmazza.

Ez a médszer bizonyosan csodalatos, de abszolat lehetetlen; nyilvanvalé, hogy az

elsé fogalmak, amelyeket definialni szeretnénk magukba foglalnak el6zményeket,
amiket alkalmazni fogunk a kifejtésiik soran, és hasonlképpen, az elsg allitas amit
bizonyitani akarunk magaba foglal masokat, amelyek megel6zik &ket; eképpen
vilagos, hogy soha sem érhetjiik el az elsét.

Igy, haladva kutatasunkban tovabb és tovabb, sziikségképpen megérkeziink olyan
primitiv szavakhoz, melyeket nem tudunk tovabb definialni, és olyan elvekhez,
amelyek olyan tisztak, hogy nem talalunk tovabbiakat, amelyek szolgaltathatnak
ezek bizonyitasat.

Ezért agy tinik az ember természetesen és megvaltoztathatatlanul képtelen
barmely tudomanyt egy abszolat teljes rendbe gyiijteni.

De ebbdl nem kovetkezik, hogy el kéne vetniink minden rendet.

Van egy, a geometriaé, amelyik az igazsag dolgaban kevesebb, azaz kevésbé meg-
gy6z8, de nem kevésbé bizonyos. Nem definidl minden dolgot és nem bizonyit
minden dolgot, és ez az, amiben alabbvalé; de csak a tiszta és a természetes vila-
gossagukban allando, és ezért a tokéletesen igaz, a természet altal a beszélgetés
alapértelmezésének fenntartott dolgokat teszi fel.

Ez a rend, tokéletes barkinek, aki nem tartozik azok kdzé, akik minden dolgot
definialnak vagy igazolnak, de olyanok k6zé sem akik semmilyen dolgot nem defi-
nialnak és igazolnak, hanem megmaradnak a kézépaton, nem definialva semmit,
ami kell6képpen nem vildgos és aldtdmasztott minden ember szamara, és a tob-
bit definialjak; nem bizonyitanak mindent, ami az emberiség szamara ismert, de
bizonyitjak mindazt, ami ezentll megmarad. A rend ellen az kovet el bint, aki
mindent definial és mindent bizonyit, és aki elmulasztja ezt tenni azon dolgokkal,
amelyek énmagukban nem nyilvanval6ak.
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Ez az amit tokéletesen tanit a geometria. Nem definialja a tér, id6, mozgas, szam,

egyenléség fogalmat, és hasonl6 dolgokat, amelyek nagy szamban léteznek, mert
ezen kifejezések olyan természetesen illeszkednek az altaluk jelentett dolgokhoz
a nyelvet ismer§ szamara, hogy az értelmezésiik nagyobb homalyt adna mint
Gtmutatast.

Nincs annal rosszabb mint egy beszélgetés azokkal, akik ezeket a primitiv sza-

vakat akarjak definialni. Mi sziikség arra, példaul, hogy kifejtsiik mit jelent az
ember sz67 Nem eléggé ismerjiik azt a dolgot, amit szerettiink volna kijeldIni
evvel a kifejezéssel? Es miféle elényt gondolt Platén szerezni nekiink, amikor
azt mondta, hogy 6 egy kétlaba allat szarnyak nélkiil? Mintha a gondolat, ami
természetes nekem, de nem tudom kifejezni, nem lenne tisztabb és biztosabb
mint az a hasznalhatatlan és nevetséges kifejtés, amit & adott; hiszen egy ember
elveszitve két |abat nem veszti még el ember mivoltat, ahogy egy kappan sem
valik emberré azaltal ha elvesziti a szarnyait.

Ok azok, akik elegenden abszurdak ahhoz, hogy kifejtsenek egy szét sajat
magaval. Tudom, hogy van aki a fényt ezen ,bolcsességgel” definialja: A fény
egy vilagité test térvilagité mozgasa. Mintha értenénk a térvilagitas és vilagito
szavakat a fény sz6 ismerete nélkiil! §

Nem tudjuk meghatarozni az él6lényt, anélkiil, hogy bele ne esnénk ugyanebbe
az abszurditasba: ehhez a fogalomhoz nem tudunk definialni egy szét anélkiil,
hogy ne kezdjiik sajat magaval, és igy ne alkalmaznank a sz6 definiciéjat magaban
a definiciéban.

Vilagosan lathatjuk ebbél, hogy vannak nem definialhaté szavak; és; ha a ter-
mészet nem szolgaltatott volna egy megfelel6 gondolatot, amely az egész embe-
riség szamara adott, minden kifejezésiink ellentmondé lenne; amig ugyanazzal a
természetességgel és bizonyossaggal hasznaljuk &ket, ahogy gondoljuk, megma-
gyarazottak lesznek, tokéletesen mentesen a félreértésektél; mivel a természet
szavak nélkiil is megadja vilagosabb ismeretiiket, mint ahogy a tudomany képes
lenne azt az értelmezéseink nyoman.

Nem azért gondoljak ugyanazt az emberek a dolgok lényegérsl mert én azt

6 Pascal itt egy Jezsuita pap, Noél Atya szavaira utal, amelyeket ebben a témaban
az ,JFxpériences touchant le vide” c. munkijaban fejtett ki. 1647-ben ezt irja Noél
Atyanak: A zar6 szavakat megel6z6 mondatban a kévetkezé mdédon definidlja a
fényt: A fény egy vilagito test térvilagitdo mozgésa; errdl, az a véleményem, hogy
elgszor definialni kell azt, hogy mi a térvilagitas és a vilagito test, és amig ez nem
torténik meg én nem értem mi a fény. Kiilonben is mi sohasem hasznaljuk fel defini-
cidinkban a definialt dolgot, nagy nehézséget okoz nekem, hogy egyetértsek énnel,
amikor azt allitja: A fény egy vilagito test térvilagité mozgasa. ” — szerk.
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mondom, hogy lehetetlen és haszontalan definialni.

Példaul az id6 ilyen fogalom. Ki tudja definialni? Es miért kéne magyarazni hi-
szen minden ember tudja mit jelent a beszédben az id8, tovabbi definicié nélkiil
is. Mégis szamtalan kiilonb6z8 vélemény érinti az idé lényegét. Néhanyan azt
mondjak, ez a teremtett dolgok mozgasa; masok, a mértéke a mozgasnak, stb.
De ez a dolgoknak nem azon természete, amire én azt mondom, hogy mindenki
szamara ismert; ez egyszeriien a kapcsolat a név és a dolog kozott; azaz az idé
kifejezés, mindenki gondolataiban kdzvetleniil ugyanarra az objektumra mutat;
amit maga a kifejezés elegendSen indokol, nem sziikséges, hogy definialva legyen,
bar azutan, megvizsgalva mi az idé, eltéré nézetekhez vezetnek a réla valé gon-
dolataink; definicié soran csak kijeloliink dolgokat hogy elnevezziik &ket, és nem
mutatjuk meg a természetiiket.

Nem azért engedheté meg az id6 elnevezéssel illetni a teremtett dolgok mozgasat
mert azt mondtam, hanem mert nem egyéb ez mint definicié.

De ezutan a definicié utan lesz két dolog, amit az id6 elnevezéssel illetiink: az
egyik az, amit az egész vilag ért rajta természetesen mindazok, akik a mi nyel-
viinkdn beszélve hasznaljak ezt a fogalmat; a masik a teremtett dolgok mozgasa,
mivel ezt is jelenti ez a név az () definiciéval egyetértésben.

Eképpen sziikséges elkeriilni a kétértelmiiséget és nem Gsszezavarni a kovetkez-
ményeket. Igy nem kovetkezik, hogy a dolog, amit természetesen érteni szoktunk
az id6 sz6 alatt ténylegesen a teremtett dolgok mozgasa. Csak el van latva két
dolog ugyanazzal a névvel; de nem kell a természetben azonositani 6ket agy mint
a neviiket.

igy ha azt allitjuk, hogy az id6 a teremtett dolgok mozgasa, szitkséges meg-
kérdezni mit is jelent az id6 sz6, azaz, vajon a szokasos és altalaban elfogadott
jelentését meghagytuk neki, vagy megfosztottuk ettél, azért, hogy adni lehessen
szamara ezen az alapon azt, hogy egy teremtett dolog mozgasa. Ha minden mas
jelentés le van réla vetkéztetve, nem tud ellentmondast adni, és egy tetszéleges
definiciéva valik, amely kdvetkezményeiben, ahogy mondtam, nem lesz két do-
log, aminek ugyanaz a neve. De ha az eredeti jelentését is megtartjuk, és gy
tesziink mintha, amit ezzel a széval jeldltiink az a teremtett dolgok mozgasa
lenne, akkor ellentmondashoz juthatunk. Ez tovabba nem egy egyszerii definicio,
hanem egy allitas, ami igazolasra szorul, ha nem evidens magéban; és axiémava,
vagy alapelvvé valik, de sohase lesz definici6, mivel ebben a kijelentésben nincs
megmagyarazva, hogy az id6 sz6 ugyanazt a dolgot jelzi-e mint a teremtett dol-
gok mozgasa, hanem magatdl értedédének tekintjiik, hogy az idé kifejezés ez a
bizonyos mozgas.
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Ha nem tudtam, hogyan lehet, az olyan dolgokat, amelyrél a példat adtam toké- 34
letesen megérteni, és indokolni, akar bizalmas akar tudomanyos értekezésekben,
nem hagyott nyugodni. De Ggy tiinik szamomra, azon tapasztalat alapjan, amit

a vitak ziirzavara adott, hogy nem tudunk teljességgel eljutni ide, ez a szelleme

a precizitasnak inkabb annak az értekezésnek az érdekében van, amit irok, mint
azon tartalom érdekében, amit feldolgozok benne.

Hany személy van, aki azt képzeli, ha elhagyja annak eredeti jelentését, definial- 35
hatja az id6t azt mondvan az id6 a mozgas mértéke! Ennek ellenére egy allitast
gyartott nem egy definiciét. Hanyan vannak, ugyanigy, akik agy gondoljak defi-
nialtak a mozgast, amikor ezt mondtak: Motus nec simpliciter motus, non mera
potentia est, sed actus entis in potentia! Es ennek ellenére, ha elhagyjak a moz-
gas sz6 eredeti jelentését, ahogy ezt csinaljak, ez nem egy definicié hanem egy
allitas; és zavart okoz eképpen azon definici6kban amiket a dolgok elnevezésére
hasznalnak. Ezek pedig az igazi megengedhetd és geometriai definiciok, amelyek,
tulajdonképpen, a tovabbiakban nem tetszéleges definiciok, hanem ki vannak té-
ve az ellentmondasnak. Tartjadk magukat ahhoz, hogy szabadon tehetik ezt, mint
masok; és mindenki definidlja ugyanazt a dolgot a sajat médjan, a személyes
szabadsag alapjan. Ez ugyanigy eléggé el nem itélheté a definialas médjaban,
mintahogy megengedhet& a korabbi médon. Ok 8sszezavarnak mindent, és elve-
szitenek minden rendet és fényt, elveszitve sajat magukat barangolva a bonyolult
akadalyok kozott.

Sohasem fogunk ebbe a hibaba esni ha a geometria rendjét kovetjilk. Ez az 36
értelmes tudomany igen messze all attél, hogy olyan primitiv szavakat definialjon
mint tér, id6, mozgas, egyenlGség, tobbség, kisebbség, egész, és masokat, ame-
lyeket mindenki ért. De ezeken kiviil, a maradék kifejezéseket amelyeket alkalmaz,
olyan szinten tisztazza és definidlja, hogy nincs sziikségiink szétarra megérteni
barmelyiket is koziililk; azaz ezen kifejezések Gsszes szava tokéletesen érthets,
természetes fényében is és a neki adott definicié alapjan is.

A moédszer, ami segit elkeriilni azokat a hibakat, amelyeket felvazoltunk az elsé 37
pontban, abban all, hogy csak azokat a dolgokat definialjuk, amelyek sziikségesek.

Ezt ugyanazon a médon teszi a médszer a masik pontra vonatkozoéan is, csak a
nem evidens allitasokat bizonyitja.

Amikor eljut az els6 ismert igazsagokig, elid6zik ott, és megkérdezi, vajon ezek 38
csatolhaték-e, nincs-e semmi vildgosabb tény, ami ezeket mar bizonyitja; azaz
mindaz ami a geometria altal javasolt, tokéletesen igazolt, vagy sajat természetes
fényében vagy valamilyen bizonyitas altal.

Eképpen adoédik, hogy ha ez a tudomany nem definial vagy igazol mindent, 39
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annak az az egyszerii oka, hogy ez nem lehetséges. A

Kiilonosnek talalhatjuk, hogy a geometria nem definial minden dolgot a sajat
alapvet6 objektumairdl; sem a mozgast, sem a szamokat, sem a teret nem tudja
definialni; és egyébként ez a harom dolog az, amit feldolgoz specialisan, tekintet-
tel azokra a vizsgalatokra, amelyeket a harom kiilénb6z8 név takar, mechanika,
aritmetika és geometria, ez az utolsé név tartozik a fajhoz és a fajtahoz.

Nem megleps, ha megjegyezziik, ez a csodalatos tudomany csak a legegy-
szeribb dolgokat csatolja magahoz, ugyanazt a mindséget mutatja fel abban,
hogy mi mélt6 a targyanak lenni, mint abban, hogy mit nem tud definialni; az-
az a definici6 torvénye inkabb egy tokéletesités mint egy hidnyossadg, mivel nem
a bizonytalansagbdl jon, hanem ellenkezéleg a szélsséges nyilvanvalosagabdl,
amelyik olyan, hogy habar nem lehet meggy&z&en igazolni, de teljesen bizonyos.
Felteszi tehat, hogy mi tudjuk mi az a dolog, amit mi tanulmanyozunk a moz-
gas, szam, tér szavak alapjan; és anélkiil, hogy megallna definialni Sket, athatol
a természetiikon és felfedezi a bamulatos tulajdonsagaikat.

Az a harom dolog, amely a "Deus fecit omnia in pondere, in numero, et mens-
ura" [l mondasnak megfelelve magaban hordozza az univerzumot, forditott és
sziikségszer(i kapcsolatban all egymassal. Nem tudunk elképzelni mozgast valami
mozgo objektum nélkiil; ez a két dolog egy, ez az egység a szamok eredete; vé-
gil, a mozgas nem képzelhetd el tér nélkiil, latjuk tehat, hogy mindharom dolog
benn foglaltatik az elsében.

Az id6 szintén benne van; a mozgas és az id6é kapcsol6dnak egymashoz; gyor-
sulasnak és lassulasnak, melyek a mozgas differenciai, sziikségszeriien szintén
kapcsolata van az id6vel.

Igy vannak kdz6s tulajdonsagai ezen dolgoknak, ezek tudasa nyitja meg az elmét
a természet legnagyobb csodai felé.

A legfontosabb ezekben a mindenben keveredd végletek: a nagysag illetve a
kicsiség, felfogasa.

Habar egy mozgas lehet gyors, el tudunk képzelni egy gyorsabbat is, és igy a
végtelenségig, anélkiil, hogy valaha elérjiink a gyorsasag egy olyan mértékéig,
amihez tobbet ne lehetne hozzatenni. Es forditva, habar lehet egy mozgas lassi,
még jobban vissza lehet tartani; végtelenségig, anélkiil, hogy elérnénk a lassiisag

" Ide a kéziratban zardjelek kozé ez keriilt: ,,(A természet tgy biinteti a tudomanyo-
kat, hogy nem adoméanyoz az igazsag elérése érdekében emberfeletti tokéletességet,
csak mindazt adja, amit az ember el tud érni. Ugy tiinik nekem ez adatott valojaban
ezen diskurzus kezdetétsl fogva, stb...)"—szerk.

8 Isten teremtett mindent annak stlydban, szaméban és ardnyaban.”
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egy olyan fokara, amit nem lehetne csékkenteni végtelen sok masikra, a meglevék
ala.

Ugyanezen a médon, ha van egy nagy szamunk, el tudunk képzelni nagyobbat;
a végtelenségig, anélkiil, hogy ne tudnank tovabb ndvelni. Es forditva, habar
egy szam lehet kicsi, a szazad vagy tizezred részét is el tudjuk képzelni ennek a
kicsiségnek ; és igy tovabb a végtelenségig, anélkiil, hogy elérnénk a nullat vagy
a semmit.

Bar egy tér lehet nagy, el tudunk képzelni egy nagyobbat; a végtelenségig, anél-
kiil, hogy megérkeznénk egybe, amelyet tovabb nem lehet névelni. Es, forditva,
habar, egy tér lehet kicsi, el tudunk képzelni egy kisebbet; a végtelenségig, anél-
kiil, hogy elérnénk egy lathatatlanba, aminek nincs semmilyen kiterjedése.

Ugyanez a helyzet az idével. Mindig el tudunk képzelni egy nagyobb idétartamot
egy végss nélkiil, és egy kisebbet egy ponthoz vagy a tiszta semmi id6tartamhoz
valé megérkezés nélkiil.

Azaz, egy széval, barmi lehet a mozgéas, a szam, a tér, az id6, mindig van nagyobb
és kisebb: igy valamennyien a semmi és a végtelen kozott allnak, végtelen tavol
ezen szélséségektdl.

Ezek az igazsdgok nem bizonyithatéak; és mégis 6k az alapjai és elvei a geomet-
rianak. De ahogy nem a homaélyossaguk az oka, hogy alkalmatlanok arra hogy
bizonyitast rendeljiink hozzajuk, hanem ellenkezéleg az 6 széls6séges nyilvanva-
|6saguk, agy a bizonyitas hianya nem hianyossag, hanem inkabb tokéletesség.

Ebbél latjuk, hogy ha a geometria nem tud definialni objektumokat vagy bizo-
nyitani bizonyos elveket; annak az egyetlen és nyilvanval6 oka, hogy mindketts
szélséségesen természetes vilagossaggal bir, mely erételjesebben meggy6z6 mint
barmely beszélgetés.

Mi evidensebb, mint annak az igazsaga, hogy barmi is egy szam meg tudjuk
novelni - meg tudjuk kétszerezni? Ugyanigy, nem lehet egy mozgas sebességét
kétszeresére novelni, és nem lehet egy teret hasonléképpen megkétszerezni?

Es aki meg tud kétszerezni egy szamot, barmi is az, nem tudja azt megfelezni,
és a felét szintén megfelezni? Ezen két fél vajon a semmi lenne? Es véve ezt a
két felet, mely két nullat adna, visszadja-e az dsszegiik az eredeti szamot?

Hasonl6képpen, lehet-e egy mozgas, olyan lasst, ha megfelezziitk a sebességét,
agy, hogy ugyanazon a téren kétszeres id6 alatt halad keresztiil, akkor ez az
utolsé leglassiibb mozgas? Ez lenne a tokéletes maradék? Es vajon ezen két fele
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a sebességnek, amely a két maradékot adna, elGallitana ismét az els6 sebességet ?

Végiil, lehet-e egy tér olyan kicsi, hogy két részre osztva a kapott felek kiterjedés
nélkiiliek legyenek? Es ezen kiterjedés nélkiili feleket Gssze lehet-e illeszteni agy,
hogy az eredeti kiterjedést adjak?

Nincs oly természetes ismeret az emberiségben, ami ezt megelézné, vagy fe-
lilmalna vilagossagban. Mindazonaltal, amiatt, hogy lehetnek példak mindenre,
taladlunk minden egyéb dologban amagy kivalé elméket, melyeket sokkoltak ezek
a végtelenek, és semmiképpen sem tudtak ezeket elfogadni.

Sohasem ismertem olyan személyt, aki agy gondolta, hogy egy tér nem ndvelhets.
Bar lattam néhanyat, mas tekintetben igen j6 képességiit, aki allitotta, hogy a
tér felbonthaté két oszthatatlan részre, bar szamomra ez elég abszurd gondolat.

Annak vizsgalatara szoritottam magam, hogy mi az oka ennek a homalyossagnak,
és azt talaltam, hogy f&képpen abbdl allt ez, hogy &k nem tudtak elképzelni
a folytonossagat a felbonthatésagnak a végtelenben, eképpen azt a konklaziét
vontak le, hogy felbonthatatlan.

Az ember természetes fogyatékossaga az a hit, hogy kozvetleniil rendelkezik
az igazsaggal; ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy mindig hajlandé tagadni azokat a
dolgokat, amik érthetetlenek szamara; mikdzben valéjaban tudja, hogy ez termé-
szetesen nem mas mint hazugsag, és csak azoknak a dolgoknak az ellenkezsjét
kell elfogadnia igaznak, amelyeket hamisnak tartott.

Eképpen, amikor egy allitas hihetetlen, sziikséges felfiiggeszteni réla az itéletet,
és nem pedig tagadni ezen jelzés alapjan, hanem megvizsgalni az ellentétét; és
ha azt talaljuk, hogy az nyilvanvaléan hamis, merészen er&sitsiik meg az eredetit,
még ha érthetetlennek is téinik. Alkalmazzuk ezt a szabalyt most is.

Nincs olyan geométer, aki nem hinné el, hogy a tér végtelenségig oszthaté.
Enélkil az elv nélkil a geométer nem lehetne tobb, mintha az ember [élek nél-
kiil létezne. Ennek ellenére senki sincs aki érti a végtelen felbonthatésagot; és
a geometer csak egy, bar kétségteleniil elegendé okot tud ennek igazolasara, to-
kéletesen egyetért avval, hogy ha hamis lenne, akkor fel lehetne bontani a teret
felbonthatatlan, kiterjedés nélkiili részekre.

Mert mi abszurdabb annal, mint folytatni a tér felbontasat addig, mig kapunk
egy olyan darabot, amelyet két részre bontva, mindkét rész kiterjedés nélkiili
felbonthatatlan lesz, és ez a két kiterjedés nélkiili egyiitt kiterjedést adjon? Meg
kell kérdeznem azokat, akik ezt gondoljak, hogy vajon vilagosan latjak-e a kapott
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felbonthatatlanok érintkezési részét; ha ez kiadja az egészet, akkor ez csak egy
dolog, és a kettd egyiitt is felbonthatatlan; ha azonban nem az egész, akkor
vannak részei a daraboknak, tehat nem felbonthatatlanok.

Ha bevalljak, marpedig tény, hogy nyomas alatt elismerik, hogy allitasuk ugyan-

olyan hihetetlen, mint a masik, azt is elismerik, hogy a mi képességeinkkel nem
lehet ezen dolog igazsagat eldonteni, hiszen mindkét allitas hihetetlen, de az
egyiknek igaznak kell lennie.

De a képzeletbeli nehézségekkel, amelyek csak a mi gyengeségiinkkel kapcsola-
tosak, szemben all egy természetes tisztasag és a kovetkez§ szilard igazsagok: ha
igaz lenne, hogy a tér bizonyos véges szami felbonthatatlan egyiittese lenne, az
is kdvetkezne, hogy véve két teret, amelyek mindegyike négyzet, azaz, egyenl és
hasonlé minden oldalon, és az egyik a kétszerese a masiknak, akkor az elsé ezek
koziil kétszer annyi felbonthatatlant tartalmazna mint a masik. Tartsuk ezt a
kovetkezményt is szem el6tt, és alkalmazzuk a négyzetekben levé pontok szami-
tasara addig amig két négyzetet nem kapunk, az egyikben kétszer annyi pont lesz
mint a masikban; és, ahogy én is, ezt a vilag minden geométere megcsinalhatja.
De ha a dolog természetes médon lehetetlen, azaz athidalhatatlan lehetetlensé-
get jelent megadni pontok két olyan négyzetét, melyek koziil az egyikben kétszer
annyi pont van mint a masikban, el kéne id6zniink itt annyira, amennyira a dolog
megérdemli, és le kéne vonnunk beléle a megfelel§ kdvetkeztetést.

Latva, hogy a tér végtelen osztasa kis id6 alatt torténik meg, bizonyos el6ité-
letekb&l szarmazé bajokat feloldhatunk, ha figyelmeztetjilk az embereket arra,
hogy nem szabad aranyithatatlan dolgokat hasonlitani, amint a végtelen osztha-
tésagot a kicsi id6vel, ami alatt végrehajthato; ellenkezéleg az egész teret a teljes
id6vel, és a végtelen oszthat6sagot az id6 végtelen kicsi pillanataval. Ekkor azt
fogjak talalni, hogy egy végtelen kicsi pillanat alatt elvégezték a végtelen felbon-
tast és a kis teret hasonlithatjuk a kis idével. Ebben nincs mar meg a meglepd
aranytalansag.

Végiil, ha meglepi a kétkedSket, hogy egy kis térnek ugyanannyi része van mint
egy nagynak, magyarazzuk meg, hogy azok a részek is kisebbek mértékben, és
ezzel az ismerettel valé baratkozashoz, nézzék az égboltot egy kicsinyitd tivegen
keresztiil, az ég minden részét az iiveg megfelels részének tekintve.

Ha nem tudjak felfogni, hogy a részek olyan kicsik, hogy szamunkra észrevehe-
tetlenek, tovabb oszthatunk, ahogy az égbolt esetén is; nincs jobb orvoslas, mint
atnézetni ket egy olyan ilivegen, mely kinagyitja a kényes pontot egy ériasi to-
meggé; eképpen konnyen elképzelhetik, hogy egy még miivészibben vagott iiveg
segitségével, felnagyithatéak olyannyira, hogy az égbolt altaluk csodalt kiterje-
désével egyenl6k lesznek. Eképpen ezek az objektumok, amelyek megjelentek,
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kénnyen oszthaték, emlékeztetvén arra, hogy a természet végteleniil tobb mint
a mivészet.

Végiilis, ki gy6zi meg ket arrdl, hogy ezek a nagyité iivegek valtoztatjak meg a
természetes méretét az objektumoknak, ahelyett, hogy éppen ellenkezéleg, hely-
reallitandk az igazi méreteket, melyeket a szemiink megvaltoztat és mint egy
kicsinyits liveg csokkent?

Bosszant6, hogy ilyen aprésagoknal idézniink kell; de kell, hogy legyen id& a
csekélységekre is.

Elegend® azt mondani a kérdés megyvilagitasdhoz, hogy két kiterjedés nélkiili nem

alkothat kiterjedést. De vannak, akik a kdvetkez& csodalatos valasszal térnek ki
ezen fény elol, két kiterjedés nélkiili tud kiterjedést létrehozni, ahogy két egység,
amelyek egyike sem szdm, létre tud hozni egy szdmot a kombinaciéjaval; erre
azt kell valaszolni nekik, hogy ugyanigy azt is mondhatnak, hogy hiszezer ember
hadsereget alkot, bar koziilik egyik sem egy hadsereg; vagy hogy ezer haz egy
varos, bar nincs koziiliik egy sem, ami varos lenne; vagy a részek adjak az egészet,
bar nincs egy sem, ami az egész lenne; vagy, megmaradva a szdmoknal, hogy két
binaris adhat egy quaternalisat, és tiz tizes egy szazast, bar koziiliik egyik sem
az.

De ez nem helyes gondolat, hiszen Gsszekeveri egyenlétlen dolgok &sszehason-
litdsaval a dolgok megvaltoztathatatlan természetét, az esetleges és Onkéntes
nevekkel, amelyek azon emberek szeszélyeitsl fliggnek, akik kitalaltak &ket. Vi-
lagos, hogy a beszéd megkonnyitése érdekében neveziink hiaszezer embert had-
seregnek, varosnak egy csomé hazat, ahogy tizesenként egy egységet; és ebbdl
a szabadsagbél sziiletnek az egység, binéris, ternaris, tizes, szazas kiilonb6zé el-
nevezések, a mi szeszélyeinkb@l, bar ezek a dolgok, tény, hogy azonos tipustak
a megvaltoztathatatlan természetiik alapjan, ardnyosak egymassal és csak abban
kiilonbdznek egymastdl, hogy az egyik kisebb a masik nagyobb, és bar, a nevek
eredményeként, binaris nem lehet ternéaris, ugyanigy, ahogy a haz nem varos, sét
mitobb a varos sem haz. De ismét, habar egy haz nem a varos, azonban nem is
a varos tagadasa; nagy a kiilonbség a két kijelentés kozott, hogy "valami nem
egy dolog", és "valami a dolog tagadasa".

A fentiek megértése érdekében, sziikséges ismerni azt, hogy az egyetlen ok
amiért az egység nincs a szamok kdzott az, hogy Euklidész és az aritmetikaval
foglalkoz6 korabbi szerzék, szamtalan tulajdonsadgot adtak, mely alkalmazhaté
volt minden ettdl kiilonb6z6 szamra, ezért, hogy ne kelljen gyakran ismételget-
ni azt, hogy minden szamra teljesiil a feltétel az egység kivételével, kizartak az
egységet a szamok koziil, azzal a szabadsaggal, amivel mi élni szoktunk valami
definialasa soran. Eképpen ha kivannak, ugyanigy kizarhatnank a binaris vagy
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ternaris, és az Gsszes egyéb altaluk éhajtott kifejezést; mivel mi vagyunk a meg-
alkotdi ezen kifejezéseknek, mi jegyezziik fel Sket; forditva ha nekiink gy tetszik
helyet adunk az egységnek a szdmok kozott és a torteknek ugyanigy. Tény, hogy
altalanos allitasokban ezt kell tenniink ahhoz, hogy az altalunk emlitett és nem
definialtnak tartott tulajdonsagokat folyamatosan elkeriilhessiik.

De Euklidész, aki elnevezésében kizarta az egyet a szamok koziil, annak megér-

tetése végett, hogy mindazonaltal ez nem tagadasa az egy szam tulajdonsaganak,
hanem ellenkezéleg ugyanazon fajhoz tartozik mint a szamok, definialja az egy-
nem((homogén) terjedelmeket: Két terjedelem fajtaja ugyanolyan, ha az egyik
szamos alkalommal valé sokszorozasaval meg tudja haladni a masikat; és kdvet-
kezésképpen, mivel az egység sokszorosa, meg tud haladni tetszéleges szamot,
igy azon Euklidész véleménye szerint, aki nem hivta szamnak, lényegénél és a
megvaltoztathatatlan természeténél fogva az egy ugyanolyan faja nagysag mint
a szamok.

Ez nem ugyanaz a dolog mint a kiterjedésre vonatkozé felbonthatatlansag. Nem

csak a nevében kiilénbdzik, mely dnkényes, de a fenti meghatarozas szerinti ti-
pusaban is kiilonbdzik; mivel egy felbonthatlant akarhanyszor megsokszorozva
is, nagyon messze lesz attél, hogy meghaladjon egy kiterjedést, mivel ez sosem
tud semmi mast alkotni mint egy egyediilallé és kizarélagos oszthatatlant; amely
természetes és sziikségszerii, mintahogy ezt mar megmutattuk. Mivel ezen utéb-
bi bizonyitas az oszthatatlan és kiterjedés definiciéin alapul, ezekkel folytatjuk a
bizonyitas befejezését és tokéletesitését.

Oszthatatlan az, aminek nincs része, és kiterjedés az, aminek tobbféle elkiiloniils
része van.

Ezekre a definiciékra tekintettel, allitom, hogy két oszthatatlan egyesitése nem
ad kiterjedést.

Amikor &ket egyesitjitk, érintkeznek néhany részben; eképpen részek jonnek
létre, amelyek nem kiilonallék, mivel kiilonben nem érintkezhetnének. Most, a
definici6juk alapjan, mas résziik nincs; ezért nem kiterjedés a kiterjedés definiciéja
alapjan, mely megkdveteli, hogy a részek kiilonallok legyenek.

Ugyanezen okbdl, ugyanez mutathaté ki minden mas oszthatatlan esetén mely
Osszeillesztéssel keletkezett. Kovetkezésképpen egy oszthatatlant, akarhanyszor
sokszorozhatunk nem fog kiterjedést adni. Azaz az oszthatatlan nem azonos faji
nagysag mint a kiterjedés, az azonos fajusag definici6ja szerint.

Ezen a médon mutatjuk ki, hogy az oszthatatlan nem azonos faji mint a szamok.
Eképpen adédik, hogy két egység valdban egy szamot ad, mert azonos fajiak;
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és két oszthatatlan nem ad egy kiterjedést, mert nem azonos fajaak.

Eképpen latjuk azt is, hogy egy kis hasonlésag azért van az egység és szamok
kapcsolata és az oszthatatlan és kiterjedés kapcsolata kdzott.

De ha a szdmokban szeretnénk olyan Gsszehasonlitast tenni, ami pontosan rep-

rezentalja a kiterjedésben tekintetteket, akkor a nulla és a szamok kozotti re-
laciot kell tekinteni; a nulla nem azonos faji a szamokkal, mivel sokszorozva
sem tudja meghaladni 6ket: ez az igazi oszthatatlan a szamok kozott, minta-
hogy az oszthatatlan az igazi nulla a kiterjedésben. Es hasonlé dolgot talalunk
a nyugalom és mozgas, a pillanat és az id6 kozott; ezek a dolgok mind elté-
ré fajuak a nagysagukban, mert végtelenszer sokszorozva sem adhatnak semmi
mast mint oszthatatlant, mint a kiterjedés oszthatatlanja esetében, ugyanabbdl
az okbdl kifolyélag. Talaltunk egy tokéletes megfeleltetést ezen dolgok kozott;
ezek a terjedelmek végtelenségig oszthaték, anélkiil, hogy valaha oszthatatlanak-
ka valjanak, eképpen mindig egy kozbeess helyen vannak a végtelen és a semmi
kozott.

llyen ez a csodalatos kapcsolat, amit a természet felallitott ezen dolgok és a
csodalatos végtelenek kozott, és javasolt az emberiség szamara, nem megérteni,
hanem megcsodalni. Ennek a vizsgalatnak a befejezéséhez egy végsé megjegyzést
kapcsolnék a végtelenekhez, bar végteleniil kiilonbdznek, annak ellenére kapcso-
l6dnak egymashoz, egy oly médon hogy az egyik ismerete sziikségképpen elvezet
a masik ismeretéhez.

A szamok esetében, amennyiben azok folytonosan bévithetéek, tokéletesen és
vilagosan kovetkezik, hogy folytonosan csdkkenthetsk is; ha egy szdm szoroz-
haté 100000-el, példaul, a 100000-ik része szintén megkaphaté beléle, osztva
ugyanazzal a szammal, amivel szoroztatott; eképpen minden tagja a novelésnek
egy tagjava valik az osztasnak, kicserélve az egészeket tortekre. Igy a végtelen
novelés tartalmazza a végtelen csdkkentést is.

A térben ugyanez a kapcsolat lathat6 a két ellenkezd végtelen kézott; azaz, ha
egy tér végteleniil kiterjeszthetd, akkor végteleniil csokkenthet§ is, ahogy ezt a
kovetkezd példaban alkalmazzuk: Ha tavcsovon keresztiil nézziik egy egyenes vo-
nalon haladé hajé 6sszehuzédasat, nyilvanval6, hogy minden pontja a megfigyelt
hajonak folyamatosan halad egy alland6 aramlas szerint, mely a hajé 6sszehizé-
dasaval aranyos. Ezért ha a hajé menetét a végtelenségig kiterjesztjiik, ez a pont
folytonosan 6sszehzédik; és sohasem fogja elérni azt a pontot a horizonton,
amelybe a szemiinkbdl indulé a tavcsdvon keresztiil halad6 sugar érkezik, azaz
folytonosan megkozeliti azt anélkiil, hogy elérné, sziinteleniil felosztva azon teret,
amely megmarad a horizont pont és a soha meg nem érkez& pont kdzott. Ebbél
lathat6 az a sziikségszer(i kovetkezmény, hogy kapcsolat van a hajé mozgasanak
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végtelenbe valé kiterjesztése altal definialt és horizont pontig megmaradt kis tér
végtelen kicsi osztasa soran adédé végtelen fogalmak kozott.

Akiket nem elégitenek ki ezek az okok, és fenntartjak azt a hitiiket, hogy a tér
nem oszthaté végtelenségig, nem igénylik a geometriai bizonyitast, és habar lehet,
hogy felvilagosultak egyéb dolgokban, nagyon elmaradottak ebben; konnyen lehet
valaki egy nagyon tehetséges ember és rossz geométer egyszerre.

De azok, akik vilagosan latjak ezeket az igazsadgokat, képesek lesznek megcso-

dalni a természet pompéajat és erejét ebben kettss végtelenben, mely minden
oldalrél koriil vesz minket, és képesek lesznek tanulni és megismerni magukat
azzal a csodalatos figyelemmel, amely magunk vonatkozasaban elhelyezkedik a
végtelenség és a kiterjedés tagadasa kozott, a végtelenség és egy szam tagadasa
kozott, a végtelenség és egy mozgas tagadasa kozott, a végtelenség és az id6
tagadasa kozott. Ebbdl lehet megtanulni korlatozni magunkat az igazi értékeink-
re, és olyan elmélkedésekre, melyek értékesebbek lesznek, mint az Gsszes tébbi
megmaradé geometria Gnmagaban.

Azt gondoltam, hogy azok javara, akik el6szor nem értik ezt a kettés végtelen-

séget, de alkalmasak a meggy&zésre, koteles vagyok belekezdeni ebbe a hosszii
eszmefuttatasba. Valésziniileg ez a tanulmany — ami sziikséges az el6bb emlitet-
teknek — nem teljesen haszontalan azok szamara (és ilyenek is lehetnek sokan),
akik elegendéen felvilagosultak ugyan altalaban, de mégsem értik ezt a gondo-
latmenetet.
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2.5. Riemann

2.43. 4bra. Bernhard Riemann

A most kovetkezd eladas alapvets valtozast hozott a tér leirdsat szol-
galo természettudomanyok fejlédésének iranyaban. Gauss kérésére Riemann
habilitacios elGadasat — szokatlan mdédon — a harmadiknak megjelolt ,, A
geometria alapjait ado hipotézisekr6l” c. téméajaban tartotta meg.

B. RIEMANN: A GEOMETRIA_ALAPJAIT ADO
HIPOTEZISEKROL

W. K. CLIFFORD ANGOIL FORDITASA ALAPJAN
A vizsgalat terve.

Mint tudjuk, a geometria feltételezi a tér fogalmanak, illetve a szerkesztések
elsé alapelveinek, mint ismert dolgoknak az ismeretét. Definiciokat ad kozottiik,
melyek elnevezés szintiiek, az igazi meghatarozottsaguk az axiémakban lépnek
fel. Kovetkezésképpen az ezen feltevések kozotti viszony felderitetlen marad, sem
felfogni sem a priori elfogadni nem tudjuk, hogy e kapcsolatok vajon sziikségesek-
e vagy csak lehetségesek.

Euklidésztsl Legendre-ig (a leghiresebb modern geométerekig) ezen a ponton a
sotétség nem volt eloszlatva sem a matematikusok sem ezen témaval foglalkozo
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filoz6fusok altal. Az oka ennek az, hogy a tobbméretii sokasag fogalma (ami-
be a tér-méretének fogalma is beleértends) feltaratlan maradt. Ezért el8szér is
az altalanos sokasag fogalombél kiindulva a tobbszordsen kiterjesztett sokasag
fogalmanak konstrukci6javal kezdtem foglalkozni. Kdvetkezni fog ebbdl, hogy a
sokdimenziés sokasagot kiilonféle mérték-viszonyokkal lehet ellatni, kdvetkezés-
képpen a tér csak egy specialis esete egy haromdimenziés sokasagnak. Eképpen
egy sziikséges kovetkezmény, hogy a geometria allitasai nem szarmaztathaték a
sokasag altalanos fogalmabdl, azonban azok a tulajdonsagok, amelyek megkiilon-
boztetik a teret mas lehetséges haromdimenziés sokasagoktdl csak a tapasztalat
atjan vezethetsk le. Eképpen az a probléma, hogy hogyan fedezziik fel a leg-
egyszeriibb gyiijteményét olyan tényeknek, amikbdl a tér mérték-viszonyai mar
meghatarozottak; olyan feladat, ami a természet vonatkozasaban nem teljesen
determinalt. Lehetséges tobb egyiittese is a tényeknek, amelyek lehet6vé teszik
a tér mérték-viszonyainak meghatarozasat - a legfontosabb rendszer ehhez a cél-
hoz az, amelyet Euklidész lefektetett az O alapjaiban. Ezen tény gy(ijtemény — és
agy tiinik minden gyiijteménye tényeknek — nem sziikségszeriiség, csak empirikus
lehet&ség; hipotéziseket tartalmaz. Tudjuk vizsgalni a valésziniiségiiket, amelyik
az érzékelésiink hataran beliil igen nagy, és érdekl6dhetiink az igazsag tartalmuk
irant az érzékelésiink hatarain tal is, mindkét végtelen, a végteleniil nagy és a
végtelenil kicsi irdnyaban is.

I. Az n-dimenzi6s sokasag fogalma.

A kovetkezékben az els¢ kérdéssel fogunk foglalkozni, a sokdimenziés sokasag
fogalmanak felépitésével. Ugy gondolom elnézébb kritikat igénylek ebben, nem
vagyok gyakorlott olyan filozéfiai természetii vallalkozasokban, ahol a nehézségek
inkabb magukban a fogalmakban talalhaték nem pedig a konstrukciéban; mind-
emellett néhany rovid segitséget errél a témardl, melyet Privy Councillor Gauss
Biquadratikus Residuumok cimii masodik memoarjaban, a Jubileumi-kdnyvében,
és Herbart néhany filozéfiai kutatasaban talalhatunk, el6zetes vizsgalat nélkiil
hasznalni fogok.

1.§ A kiterjedés fogalma csak ott lehetséges, ahol van egy megel6z6 altalanos
fogalom, amely kiilonféle specializaciokat enged meg. Aszerint, hogy ezen spe-
cializaciok kozott léetezik-e egy folytonos Gt az egyikbdl a masikba, vagy nem,
folytonos vagy diszkrét sokasagot alkot; az els6 esetben az egyéni specializaciokat
a sokasagok pontjainak nevezziik, a masodikban elemeinek. A diszkrét sokasa-
got alkot6 specializaciok fogalmai olyannyira kdzdsek, hogy legalabb a kultivalt
nyelvekben minden adott dologhoz talalhatunk egy fogalmat, ami ket tartalmaz-
za. (Eképpen a matematikusok habozas nélkiil létrehoztak a diszkrét kiterjedés
elméletét azon posztulatum alapjan, hogy bizonyos dolgok ekvivalensnek tekint-
hetk.) A masik oldalrdl, olyan kevés és tavoli lehet&ség van a folytonos sokasag
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specializalasaval kapott fogalom létrehozasara, hogy csak két egyszerii fogalom
van, aminek specializalasa sokdimenziés sokasagot ad, a helyzete az észlelt ob-
jektumoknak és a szinek. El8szér a fels6bb matematikdban kinalkozott kiemelt
lehet8ség a megalkotasara és fejlesztésére ezeknek a fogalmaknak.

Tomegnek (Quanta) nevezzitk azt a részét a sokasagnak, amit megkiilénbozte-
tiink egy jellel vagy hatarral. Osszehasonlitasuk a mennyiségre vonatkozéan, a
diszkrét mennyiségek esetében a szamolas, folytonos mennyiségek esetén a mérés
segitségével megoldhaté. A mérés az Gsszevetett mennyiségek szuperpoziciéjan
alapul; eképpen egy standard mennyiségnek a hasznalatat igényli. A probléma
ebben az, hogy két mennyiség csak akkor vethetd Gssze, ha az egyik a masik ré-
sze; és ekkor is csak a kisebb nagyobb voltot tudjuk meghatarozni, azt azonban
nem, hogy mennyivel kisebb vagy nagyobb. A kutatékat ez arra inditotta, hogy
létrehozzanak egy altalanos teriiletet a terjedelem tudomanyanak, amelyben a
terjedelem nem egy helytél fiiggetleniil [étez8, és nem valamilyen egységgel kife-
jezhetd mennyiségként jelenik meg, hanem egy sokasadg tartomanyaként. A ma-
tematika sok teriiletén ilyen kutatasok valtak sziikségessé, mint pld., a sokrétii
analitikus fiiggvények vizsgalata esetén; ez a szandék kétségteleniil az egyik &
oka annak, hogy az linnepelt Abel féle tétel és Lagrange, Pfaff, Jacobi eredményei
a differencialegyenletek altalanos elméletében miért maradtak olyan hosszi ideig
terméketlenek. Kilépve a kiterjesztett terjedelem tudomanyanak altaldnos részé-
bsl, amikor is semmit sem tesziink fel ami a fogalomban benne foglaltatik, jelen
célunkhoz elegendé kiemelni két mozzanatot; az egyik a sokdimenziés sokasag
fogalmanak a konstrukciéjahoz kapcsolédik, a masik az adott sokasag egy he-
lye hatarozottsdganak a mennyiség hatarozottsadgara vonatkozé visszavezetésre.
Vilagos lesz az n-szeres kiterjesztés jellege is.

2.§ Egy olyan fogalom esetén, amely specializalasa folytonos sokasaghoz ve-
zet, ha az egyik specializalasabdl egy meghatarozott médon attériink egy masik
specializalasra, az atsuhané specializacié egy egyszeresen kiterjesztett sokasagot
alkot, aminek az igazi jellege az, hogy csak két irany( lehet egy pontbél indulé
folytonos folyamat, elére vagy vissza haladé. Ha feltessziik, hogy ez a sokasag
egy masik meghatarozott, de az el6z6tél kiilénb6z6 moédon valtozik, azaz min-
den pont az egyikbsl egy meghatarozott médon keriil at a masikba, akkor az
Osszes specializacié mely igy all el6, egy kétszeresen kiterjesztett sokasagot ad.
Hasonl6 médon lehet el&allitani egy haromszorosan kiterjesztett sokasagot, ha
elképzeliink egy kétszeresen kiterjesztett sokasagot, amint atsuhan egy meghata-
rozott médon egy téle kiilonbozébe; konnyii elképzelni, hogy a fenti konstrukcié
folytathat6. Ha valtoztathat6 objektumot tekintiink egy meghatarozott fogalom
helyett, a konstrukcionk ugyandgy leirhat6, mintahogy egy (n + 1)-dimenziés
valtoz6 sereget megkapunk egy n-dimenziésbdl és egy egydimenziésbol.

3.§ Megmutatjuk, hogy hogyan lehet felbontani egy adott tartomannyal rendelke-
26 valtozo sereget egy egy-dimenzidsra és egy kisebb dimenziésra. Ehhez vegyiink
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egy 1-dimenziés valtozot egy sokasag valamely darabjan - egy fix pontbél inditva
agy, hogy az értékei 6sszehasonlithatok legyenek egymassal - amely a sokasag
minden pontjan felvesz egy a ponttal folytonosan valtozé értéket; vagy, mas
szavakkal, tekintsiik egy folytonos fliggvényét az adott sokasagon beliili pozicié-
nak, amely, nem konstans a sokasdg semmilyen részén. Ekkor a pontok minden
rendszere, ahol a fliggvény konstans értéket vesz fel, egy a kiindulasi sokasag
dimenzi6janal kisebb dimenziés folytonos sokasagot definial. Ezek a sokasagok
folytonosan mennek egymasba a fiiggvény valtozasaval; igy feltehetjiik, hogy az
egyikbdl a tobbi szarmaztathatd, és beszélhetiink altalaban arrél, hogy ez meg-
torténhet agy is, hogy barmely pont az egyikbdl egy meghatarozott pontjaba
megy a masiknak; a kivételes esetektdl (amelyek tanulmanyozasa fontos) itt el-
tekinthetiink. Ezaltal a hely meghatarozottsaga az adott sokasagban redukalédik
egy mennyiség és egy kisebb dimenzids sokasagban felvett pozici6 meghataroza-
sara. Kénny(i megmutatni, hogy ez a sokasag n — 1-dimenziés, amikor az adott
sokasag n-szeresen kiterjesztett. n-szer ismételve ezt a miiveletet a hely meghata-
rozasa egy n-szeresen kiterjesztett sokasagban redukalédik véges sok mennyiség
meghatarozasara, amikor ez lehetséges. Vannak sokasagok, amelyekben a hely
meghatarozasa nem véges, hanem vagy végtelen sok a meghatarozandé mennyi-
ségek szama vagy ezek folytonos sokasagot alkotnak. llyen sokasagok példaul a
lehetséges meghatarozasai egy adott tartomany egy fiiggvényének, a lehetséges
formai egy testnek, stb...

II. Az n-dimenzids sokasag mérés-viszonyai azon feltevés alapjan
lehetségesek, hogy a vonalakon fiiggetleniil a helyzetiiktsl van
hosszmérték és kovetkezésképpen minden vonal minden masik

vonallal mérhetd.

A korabban felvetett masodik problémahoz vezet el benniinket az a felismerés,
hogy az n-dimenziés sokasag fogalmanak igazi jellege azon alapul, hogy a hely
meghatarozasa benne redukalhaté az n terjedelem meghatarozasara; azaz vizs-
galnunk kell azon mérték-relaciékat, amelyek egy ilyen sokasagban lehetsége-
sek, és azokat a feltételeket, amelyek sziikségesek a meghatarozasukhoz. Ezek a
mérték-viszonyok, csak a mennyiségek absztrakt fogalma alapjan tanulmanyoz-
hatéak, és az egymas kdzotti kapcsolataik formulakkal irhatok le. Bizonyos fel-
tételek, azonban, felbonthat6k olyan relaciékra, amelyeket kiilon-kiilon tekintve,
geometriai reprezentaciéval lathatunk el; ezért a kiszamitott eredmény geomet-
riai aton kifejezhet6vé valik. Ezen az aton — igaz nem tudjuk szilard alapokhoz
jutunk-e, kikeriilve a formulaink absztrakt viszonyai koziil — legalabb a szamitasi
eredményeink geometriai formaban is eléallithatok. A kérdés ezen két részének a
megalapozasa Gauss, ,, Disqusitiones generales circa superficies curvas.” c. me-
moarjaban talalhaté.
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1.8 A mérték-meghatarozasokhoz sziikséges, hogy a mennyiségek fiiggetlenek le-
gyenek a helytsl, ez sokféleképpen lehetséges. A hipotézis, amit el8szor felallitok,
és most kifejtek, az az, hogy a hossz az egyeneseken fliggetlen az egyenes helyze-
tétsl, és igy minden egyenes minden masik egyenessel mérhets. A hely-régzités a
mennyiség-rogzitésre redukalédik, és kdvetkezésképpen a pont helyzetének rog-
zitése az n-dimenziés sokasagban kifejezheté n db xy, xs, ...z, mennyiséggel,
az egyenes meghatarozasa nem mas mint megadni ezeket az egydimenziés fiigg-
vényeket. A probléma abban all, hogy matematikai kifejezést adjunk az egyene-
sen valé hossz szamara, és az x mennyiségeket bizonyos egységek segitségével
fejezziik ki. Csak bizonyos megszoritasok mellet foglalkozom ezzel a kérdéssel,
és el6szor is azokra az esetekre figyelek, amikor a dx mennyiségek aranyai a
valtozoiknak folytonos fiiggvényeik. Ekkor azt gondolhatjuk, hogy az egyenesek
olyan elemekre vannak térve, amelyekben a dx mennyiségek aranyai konstansnak
tekinthet8k; a probléma ekkor a pontbédl indulé ds lineéaris elem egy altalanos
kifejezésének felallitasara redukalédik, amely az x és dx mennyiségeket fogja
tartalmazni. Fel fogom azt is tenni, hogy a linearis elem hossza, elsérendben
valtozatlan, amikor a pontjait ennek az elemnek egy infinitezimalis mennyiség-
gel athelyezziik, ebbél kovetkezik, hogy ha minden dx mennyiséget ugyanazzal
az arannyal noveljiik, a linearis elem is ugyanazzal az arannyal valtozik. Ezekbdl
a feltevésekbdl kovetkezik, hogy a linearis elem olyan elsérendii homogén fiigg-
vénye lehet a dx mennyiségeknek, mely nem valtozik, ha az dsszes dx el6jelét
megvaltoztatjuk, és amelyben tetszéleges konstans az 2 mennyiségek folytonos
fuggvénye. Ahhoz, hogy megtalaljuk a legegyszer(ibb eseteket, megkeressiik egy
olyan (n—1)-dimenziés sokasag linearis elemének el8allitasat, mely minden pontja
egyenld tavol van az orig6tdl; azaz, keressiik egy folytonos fiiggvényét a hely-
nek, amely értékei megkiilonboztetik az egyiket a masiktdl. Kifelé haladva az
origébél, ez sziikségképpen né minden irdnyban vagy csékken minden iranyban;
felteszem, hogy né, és ezért itt van a minimuma. Ha az els8 és masodik derivaltjai
az egylitthatéknak végesek, az elsé derivaltnak el kell tiinnie, és a masodik nem
valhat negativva; felteszem, hogy mindig pozitiv.

Ez a differencial kifejezés masodrendben konstans ha ds is az, és duz illetve
eképpen ds ndvekedésének négyzetes fiiggvénye, ezért sziikségképpen ds? kons-
tansszorosa, kdvetkezésképpen ds a négyzetgydke a dx egy pozitiv masodrend-
ben homogén fliggvényének, amelyben az egyiitthaték az x mennyiség folytonos
fuggvényei. A derékszogli koordinatakkal kifejezett térben ez a kifejezés ds =
= /> _(dz)?; a Tér tehat most ezen legegyszeriibb esetnek felel meg. Az egy-
szer(iség szempontjabdl a kovetkezd eset azon sokasagokat tartalmazza, amelyek
iveleme egy negyedrendii differencial kifejezés negyedik gyokei. Ezen altalanosabb
fajta vizsgalata nem mas elveket igényel, hanem jelentds id6t. Egy kis 0j fényt
hoz a tér elméletébe, azonban az eredmények geometriailag nem kifejezhetsk,
ezért magam azon sokasagok vizsgalatara szoritkozom, amelyekben az ivelem
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egy kvadratikus differencial kifejezés négyzetgyoke. llyen kifejezéseket masokba
transzformalni hasonl6képpen lehet, mint, ahogy n fliggetlen valtozé fiiggvényeé-
be helyettesitiink n @) valtozét. Ezen az aton, azonban, nem tudunk minden
kifejezést minden masik kifejezésbe transzformalni; mivel a kifejezés %n(n +
+ 1) egyiitthat6t tartalmaz, melyek a fiiggetlen n valtozé fliggvényei; ezért az
0j valtozok bevezetésével csak n feltételnek tudunk eleget tenni, eképpen csak n
egyiitthato lehet egyenl valamely adott mennyiségekkel. A fennmaradé %n(n—l)
determinalva van a reprezentalt folytonossag természete altal, kovetkezésképpen
sn(n—1) fiiggvénye a helynek, sziikséges a mérték-viszonyok meghatarozasahoz.
A Sikhoz illetve Térhez hasonl6 sokasagok, amelyekben, az ivelem a /> da?
alakra hozhaté specialis esetek, melyek szamara specialis nevet kell bevezetni,
ezeket lapos sokasagoknak fogom nevezni. Annak érdekében, hogy a feltételezett
formaban reprezentalhat6 6sszes kontinuumot vizsgalhassuk, sziikséges megsza-
badulnunk a reprezentacié médjabél szarmazé azon nehézségektél, mely akkor
meriilnek fel, amikor egy bizonyos elv szerint valasztjuk a valtozoékat.

2.8 Ennek a célnak az eléréséhez tegyiik fel, hogy tetszéleges pontbdl indulé leg-
rovidebb vonalak rendszere meg van konstrualva; a poziciéja akkor egy tetszéle-
ges pontnak, azaz a pont helyzete meghatarozott, azon geodetikus kiindulasanak
iranya és a pont ezen geodetikuson mért origétdl valé tavolsaga altal, amelyen
fekszik. Kifejezhetd igy a dx mennyiség dx, vektora koordinatai aranyaval és
az s ivhosszal. Vezessitk most be a dzg helyett a dx olyan linearis fiiggvényeit,
hogy a vonalelem négyzetének az eredeti értéke megegyezzen ezen kifejezések
négyzetdsszegével, azaz a fiiggetlen valtozok az s ivhossz és a dx mennyiségek
aranyai legyenek. Végiil helyettesitsitk a dx x1,xs,..., 2, mennyiségeit, velitk
aranyos mennyiségekkel Ggy, hogy azok négyzetdsszege s* legyen. Amikor ezeket
a mennyiségeket bevezettiik, a vonal-elem négyzete az infinitezimalis x elemekre
nézve > dx? lesz, és a kdvetkezs rendii tag homogeén fiiggvénye az %n(n - 1)
darab (z1dxe — xodxy), ... alakd tagnak igy szintén infinitezimalis, eképpen, ne-
gyedrend(i; azaz egy véges mennyiséghez jutunk, amikor azt a

(0,0,0, .. .), (l‘l, Lo, T3, .. .), (d[[’l, dl‘g, de‘g, .. )

infinitezimalis haromszog teriiletének négyzetével osztjuk. Ez a mennyiség ugyan-
olyan jél megdrzi az értéket, mint az = és dx behelyettesitve ugyanabba a két-
valtozés lineéris formaba, vagy mint a két geodetikus a 0-bdl x-be és a 0-bdl
dz-be vezetd altal kijelolt felszin-elem; eképpen csak a helytsl és iranytdl fiigg.
Amikor a reprezentalt sokasag lapos, azaz a vonal-elem négyzete > dx? alakra
hozhat6, akkor nyilvanvaléan zérus, eképpen tekinthets a lapossagtol val6 eltérés
mértékeként az adott pontban az adott felszin-irdnyra nézve. Ha —%-el szorozzuk
ez az érték a Gauss altal a feliiletre bevezetett totalis gorbiilettel egyezik meg.

Azt talaltuk korabban, hogy sn(n — 1) fiiggvény sziikséges a mérték-viszonyok
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a sokasag feltételezett reprezentaciénak megfelel6 meghatarozasidhoz, ha ekép-
1

pen a gorbiilet minden pontban 5n(n — 1) felszin-iranyban adott, a kontinuum
mérték-viszonyai meghatarozhaték bel6liik, ha nincs azonos relacié kozottiik.
Ez azonban ténylegesen az altalanos esetre vonatkozéan nem all fenn. Ezen az
aton a a sokasag azon mérték-viszonyai, amelyekben a vonalelem egy masodren-
dd differencial négyzetgyoke, kifejezheték oly médon, amely teljesen fliggetlen a
fliggetlen valtozék megvalasztasatél. A médszer teljesen hasonléan alkalmazhato
ugyanezen cél elérésére akkor is, amikor a vonal-elem egy kevésbé egyszerii alak-
ban van megadva, pld. egy negyedrendii differencial negyedik gycke. Ebben az
esetben a vonal-elem, altalaban, nem redukalhaté négyzetdsszeg négyzetgyokéve,
igy az eltérés a lapossagtol a négyzetes vonal-elemben nem masodrendben infini-
tezimalis, ezekre a sokasagokra az eltérés negyedrendii. Ezen kontinuumok ezen
tulajdonsagat a legkisebb részben valé lapossagnak nevezziik. Jelen céljainkhoz
— amelyeket most vizsgalni szeretnénk — tartozé legfontosabb tulajdonsaga ezen
kontinuumoknak az, hogy a kétdimenziés sokasagok geometriailag reprezentalha-
tok feliiletekkel, és a tobbmeéretiiek redukalhatok azokra, amelyeket tartalmaznak.
Ez a tulajdonsag most egy tovabbi rovid diszkussziét igényel.

3.§ A feliletek elméletében, azon bels6 mérték-viszonyokkal egyiitt, amelyek-
ben csak a feliileten haladé vonalak hosszat tekintjiik, mindig 6sszekeverednek
azon pontok helyzetei, amelyek a feliileten kiviil helyezkednek el. Azonban, mi el
tudunk vonatkoztatni a kiilsé relacioktél, ha olyan deformaciokat tekintiink, ame-
lyek a vonal hosszat valtozatlanul hagyjak — pld., ha tekintjitk a feliilet minden
médon val6 szakitas nélkiili hajlitasat, és az igy kapott feliileteket ekvivalens-
nek tekintjiik. Eképpen, példaul, minden hengeres és kapszerii feliilet a sikkal
ekvivalensnek tekinthet8, mivel egymasba vihet8k pusztan hajlitassal, amely so-
ran a belsé mérték-viszonyok nem valtoznak, és minden a sikra vonatkoz6 tétel —
eképpen a teljes sikgeometria — meg6rzi rajtuk az érvényességét. A masik oldalrél
ezeket lényegesen kiilonbozének tartjuk a gombfelszintsl, amit nem lehet a sikba
képezni szakitas nélkiil. A korabbi vizsgalataink szerint a belsé mérték-viszonyai
egy kétdimenziés sokasagnak, amelyben a vonalelem kifejezheté egy masodrendii
differencial gyokeként, jellemezhet&k a teljes gorbiilettel, azaz a feliiletek esetében
ez a helyzet. A feliiletek esetében ez a mennyiség szemléletesen interpretalhaté,
vagy a szorzata két feliileti gorbiiletnek, vagy szorozva van egy kis geodetikus
haromszog teriiletével, ami a szférikus feleslege ugyanannak. Abbdl a ténybél ki-
indulva kell intelligens értelmet adni a gorbiilet n-dimenziés kiterjesztésének egy
adott pontban egy hozza tartozé adott feliileti-iranyban, hogy a geodetikus ki-
indulva egy pontbdl teljesen meghatarozott legyen ha a kiindulasi irany is adott.
Ezek szerint kapunk egy j6l meghatarozott feliiletet ha meghosszabbitjuk az adott
pontbdl és az adott feliileti-iranyban indulé geodetikust; ennek a feliiletnek az
adott pontban van egy meghatarozott gorbiilete, amely az n-méretii kontinuum
gorblilete is az adott pontban az adott feliileti-iranyban.
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4.8 Miel6tt alkalmazzuk a fentieket a térre, sziikséges a lapos sokasagokrol (ame-
lyekben a vonal-elem négyzete kifejezhetd a teljes differencidlok négyzet Gssze-
geként) néhany altalanos megfontolast tenniink. A totélis gorbiilet egy n-szeres
lapos kiterjesztése esetén minden pontban és minden irdnyban zér6; azonban
a korabbiak szerint elegend6 a mérték-viszonyok meghatarozasiahoz tudni, hogy
minden pontban %n(n — 1) fiiggetlen feliileti iranyban a gorbiilet zéré. Azon
sokasagokat melyek gorbiilete konstans zér6 azon sokasagok specialis eseteként
tekinthetjiik, amelyek gorbiilete konstans. Az egyiittes jellege azon kontinuumok-
nak, amelyek gorbiilete konstans kifejezhetd gy, hogy a benniik levs alakzatok
nyajtas nélkiill mozgathaték. Vilagos, hogy az alakzatok nem tolhaték, vagy for-
gathatoék el a sokasagban, ha a gorbiilet nem ugyanaz minden pontban és minden
iranyban. A masik oldalrél, azonban, a sokasag mérés-viszonyai meghatarozot-
tak a gorbiilettel; ezek eképpen pontosan ugyanazok minden pontban és min-
den iranyban, kdvetkezésképpen ugyanazok a konstrukciék csindlhaték beléliik;
ahonnét kdvetkezik, hogy csoportosithatjuk a konstans gorbiiletii alakzatokat tet-
sz6leges szamukra elére adott poziciokba. A mérés-viszonyai ezen sokasdgoknak

csak a gorbiilet értékétsl fiigg, és a-val jeldlve az értékét, a vonal-elem analitikus
kifejezése az
1
1
S
alakba irhaté.

5.8 A konstans gorbiiletii feliiletek elmélete egy geometriai illusztraciéval szolgal.
Konnyii latni, hogy egy pozitiv gorbiiletii feliilet mindig feltekerhet egy gémb-
felszinre, amely sugara a gorbiilet négyzetgyokének a reciproka; de ezen feliiletek
teljes sokasaganak attekintéséhez, egyet koziiliik tekintsiink a gdmbfelszinnek és
a tobbit olyan forgasfeliiletnek, mely a gémbot az egyenlitéje mentén érinti. Azon
feliilletek, melyeknek nagyobb a gorbiilete a gdmbénél, a szférat beliilrsl érintik,
és vehetjiik olyan alakanak, mint egy gyiirii kiilsé feliilete; ezek feltekerhet8ek
egy (j sugari gomb zénaira, de egynél tobbszér fognak kdrbe menni. A kisebb
pozitiv gorbiiletd feliiletek nagyobb sugari gombokbsl szarmaznak oly médon,
hogy kivagunk bel6liik két holdat, amit két fél nagykdr hatarol és azonositjuk
a hatarol6 vonalakat. A zér6 gorbiiletii feliilet egy henger lesz az egyenlitén ke-
resztiil, a negativ gorbiiletd feliiletek kiviilrsl érintik a hengert és olyanok mint a
belss feliilete egy gy(iriinek. Ha ezeket a feliileteket mint a feliileti-tartomanyok
elhelyezése lehetséges helyeinek tekintjilk — mintahogy a Tér a testek elhelyezé-
sének lehetséges helye — a feliileti-tartomanyok ezeken a feliileteken mozgatha-
tok nyajtas nélkiil. A pozitiv gorbiiletii feliiletek mindig alakithaték agy, hogy a
feliileti-tartomanyok tetszdlegesen kérbe mozgathaték rajta nyajtas nélkiil, azaz
(alakithatdk) szféra-feliiletté; de ez nem teljesiil a negativ-gorbiiletiiekre. Mind-
emellett a feliileti-tartomanyok fliggetlensége a helytsl a zér6 gorbiilet esetében
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ugyanuagy fellep, mint az irany fiiggetlensége a helytél, ez az utébbi a korabbi
feliiletek esetében nem létezik.

ITI. Alkalmazas a térre.

1.§ Ha feltessziik az ivhossz fliggetlenségét a helyétél és a vonal-elem kifejezhets-
ségét egy masodrendii differencial gydkeként, azaz, a sokasag legkisebb részekben
val6 lapossagat, akkor a mérték-viszonyok n-szeres kiterjesztése meghatarozasara
vonatkoz6 vizsgalatokkal deklaralhatéak azok a feltételek, amelyek sziikségesek
és elégségesek a tér metrikus tulajdonsagainak meghatarozasahoz.

Elgszor is kifejezhetdk eképpen: minden pontban a gorbiilet zér6 harom feliilet-
iranyban; és innen a tér metrikus tulajdonsagai meghatarozottak, ha a harom-
szogek szogeinek Gsszege mindig két derékszog Osszegével egyenls.

Masodszor, ha Euklidésszel mi is feltessziik, hogy nem csak az egyenesek léte-
zése fiiggetlen a helytsl, hanem a testeké is, azonnal kapjuk, hogy a gorbiilet
mindenhol konstans; és a haromszogek sz6gdsszege minden haromszégben meg-
hatarozott, ha egyben ismert.

Harmadszor, lehetséges, ,,a vonalhossz fiiggetlen a helytsl és az iranyt6l" kitétel
helyett, feltenni valamilyen fiiggetlenséget a hossztél és a helyhez tartozé iranytol.
Ezen koncepci6 szerint a helybéli valtozasok olyan komplex mennyiségek, amelyek
harom fliggetlen egységgel vannak kifejezve.

2.§ Az el6z6 vizsgalatainkban, elszor megkiilonbdztettiik a kiterjesztés relacioit
vagy particiéit és a mérés-viszonyokat, és azt talaltuk, hogy ugyanazon széleskorii
tulajdonsagokkal, kiilonb6z6 mérés-viszonyok képzelheték el; ezutan vizsgaltuk
azt az egyszer(i méret-rogzité rendszert, amellyel a tér mérés-viszonyai teljesen
meghatarozottakka valnak, és amelyekbdl minden allitas réluk egy sziikségsze-
rii kovetkezmény; visszamaradt tehat az a kérdés, hogy miként, milyen fokban
és terjedelemben korlatozza a tapasztalat mindezen feltételeket. Ebben a vo-
natkozasban van egy valodi megkiilonboztetés a pusztan kiterjedésre vonatkozé
viszonyok és a meérték-viszonyok kozott; mig az el6bbiben, ahol a lehetséges
esetek diszkrét sokasagot alkotnak, a tapasztalat deklaraciéi valéban nem bizo-
nyossagok, de nem is helytelenek; addig a masodikban, ahol a lehetséges esetek
folytonos sokasagot alkotnak, minden tapasztalaton alapulé meghatarozottsag
helytelen: a val6sziniiseg még ha nagy is sohasem pontos. Ez a meggondolas
fontossa valik ezen empirikus meghatarozottsagoknak a megfigyelés hatarain tali
kiterjesztésénél a végtelen nagy vagy a végtelen kicsi esetében; mivel az utébbi
vilagos, hogy helytelenné valhat tal a megfigyelés hatarain, mig a korabbi nem.
A tér-konstrukcié végteleniil naggya kiterjesztésében, meg kell kiilénbdztetniink
a nem korlatos illetve a végtelen nagy fogalmakat, az els¢ a kiterjedés viszo-
nyai kdzé tartozik, a masodik a mérés-viszonyok kdzé. Az a feltétel, hogy valami
nem korlatos harom-méretii sokasag, a kiils6 vilag tetszéleges fogalmai kozott
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kifejtett feltétel, amely szerint minden pillanat a valédi észlelés tartomanyaban
befejezett, a keresett objektum lehetséges pozici6i meghatarozottak, és az alkal-
mazasok orokre jovahagyjak sajat magukat. A tér korlatlansaga eszerint nagyobb
empirikus bizonyossdg mint barmilyen kiils§ tapasztaldas. De a sokasag végte-
len nagysaga nem kovetkezik ebbdl; a masik oldalrél viszont, ha feltessziik a
test fliggetlenségét a helyétsl, és eképpen konstans gorbiiletet tulajdonitunk a
térnek, sziikségképpen végesnek kell lennie, ha ellatjuk egy akarmilyen kicsi po-
zitiv gorbiilettel. Ha meghosszabbitjuk az Gsszes geodetikust kiindulva egy adott
feliilet-elembél, egy nem korlatos konstans gorbiiletdi felillethez jutunk, azaz a
feliilethez, amelyik a gdmbdot formalé harom dimenziés lapos sokasag, kovetke-
zésképpen véges.

3.8 A végteleniil nagyrél sz616 kérdések a természet interpretalasa szempontjabol
hasznavehetetlenek. De nem ez a helyzet a végteleniil kicsivel. A pontossagtdl,
amivel a jelenségeket kovetjitk a végtelen kicsibe, alapvet8en fiiggenek az oko-
zati Osszefiiggéseikrsl valé ismereteink. A jelen szazad el6menetele a mechanika
megismerésében csaknem egészében a mérések pontossagatél fiigg, amely az in-
finitezimalis kalkulus feltalaldsa nyoman, az Archimédész, Galilei, Newton altal
felfedezett, a modern fizikdban hasznalt egyszerii elveken keresztiil valt lehetsé-
gessé. De a természettudomanyban, amelyben ilyen konstrukciék szamara mindig
egyszer(i alapelveket akarunk, keressiik az okozati Gsszefiiggések felfedezését ko-
vetve a jelenségeket a paranyok vilagaba annyira, amennyire a mikroszkép engedi.
Az infinitezimalisan kicsi méretii térbeli mérés-viszonyokrol sz6l6 kérdések tehat
eképpen nem feleslegesek.

Ha feltessziik, hogy a testek a helyiiktdl fiiggetleniil léteznek, a gorbiilet kons-
tans, és akkor csillagaszati mérésekbdl kdvetkeztethetiink vagy arra, hogy nem
tud kiildnbozni zérustdl; vagy valamilyen aranya a reciprokanak sziikségképpen
egy olyan teriilet, amit dsszevetve a teleszképunk hatétavolsagaval elhanyagol-
haténak bizonyul. Ha azonban a testek fiiggetlensége a helytdl nem létezik, nem
tudunk olyan kdvetkeztetéseket levonni a nagyra vonatkozé metrikus relacidkbdl,
mint, amilyeneket az infinitezimalisan kicsiéibél, ebben az esetben a gorbiilet
minden pontban harom iranyban tetszéleges értéket vehet fel, feltéve, hogy a
tér minden mérhets részében a teljes gorbiilet érzékelhetéen nem kiilonbozik a
zérustol. Még bonyolultabb Gsszefiiggések |étezhetnek, ha nem tessziik fel a li-
nearis elem kifejezhetéségét a negyedrendii differencial négyzetgyokével. Most
agy tiinik, hogy azok az empirikus fogalmak, amelyeken a tér metrikus kifejez-
het6sége alapul, a témor test és a fénysugar fogalma, érvénytelenné valnak a
végtelen kicsi esetén. Eképpen teljesen szabadon feltehetjiik, hogy a tér metrikus
osszefiiggései végteleniil kicsiben nem alkalmazkodnak a geometria hipotézisei-
hez; és nekiink ezt tényként kell kezelniink, ha ezaltal hozzajuthatunk a jelenség
egyszeriibb értelmezéséhez.

A geometriai hipotézisek végteleniil kicsiben val6 érvényességének kérdése a tér
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metrikus Osszefiiggéseinek kérdései alapjan hatarolhatok be. Ezen utolsé kérdés-
ben, amelyet mi a tér doktrini kdzé sorolunk, megtalalhaté az a korabban emli-
tett alkalmazas, hogy egy diszkrét sokasagban, a metrikus 6sszefliggések alapjai
adottak a fogalmukban, mig egy folytonos sokasagban, ezek az alapok kiviilrgl
jonnek. Eképpen vagy az a val6sag, hogy a tér diszkrét sokasagot alkot, vagy
a metrikus Osszefiiggések alapjait kiviil kell keresniink, a kot6 erében, ami hat
rajta.

A valasz ezekre a kérdésekre csak azon jelenségek fogalmaibdl kiindulva adha-
té meg, amelyek ezideig a tapasztalattal voltak igazolva, és amelyeket Newton
feltett mint alapot, és ezen fogalmakban dolgozva folytonos valtoztatas sziiksé-
geltetett azon tények alapjan, melyeket nem tudtak megmagyarazni. A kutatas
altalanos fogalmakkal kezdédik, olyanokkal, mint amelyeket mi éppen vizsgalunk,
csak a tal sziik 1atdsmdéd tudja ezt a munkat akadalyozni, és a dolgok egymas-
ra hatasanak tudomanyaban val6 elérehaladast pedig a tradicionalis elfogultsag
gatolhatja.

Ez vezet minket egy masik tudomany teriiletére, a fizikaéra, melyben munkanknak
az objektumai fellépnek és ma még nem engednek minket haladni.

Osszegzés.

A vizsgalat terve:

I. Az n-szeres kiterjedés fogalma.

1.§ Folytonos és diszkrét sokasag. A sokasdg meghatarozott részét Quanta-nak
hivjuk. A folytonos terjedelem elméletének felosztasa két részre a terjedelem-
viszonyok elméletére, amelyben a mennyiség fliggése a helytdl nincs feltéve; illetve
a méret-viszonyok elméletére, amelyben egy ilyen feltevés kell, hogy legyen.

2.§ Az egyszeresen, kétszeresen és n-szeresen kiterjesztett terjedelem konstruk-
ciéjanak fogalma.

3.§ A tér-rogzités redukciéja mennyiség-rogzitéssé egy adott sokasagban. Az n-
szeresen kiterjesztett terjedelem igazi jellege.

II. Mérték-viszonyok amelyekben egy n-dimenziés sokasig képes
arra a feltevésre, hogy a vonalaknak e helytdl fiiggetlen hossza van,
és kovetkezésképpen minden vonal minden masikkal mérhetd.

1.§ A vonal-elem kifejezése. A lapos sokasagok, amelyekben a vonal-elem kife-
jezhet§ teljes differencialok 6sszegének négyzetgydkeként.

2.§ Azon n-dimenziés sokasagok vizsgéalata, amelyekben a vonal elem reprezen-
talhat6 egy negyedrendii differencial négyzetgyokeként. A lapossagtél valé eltérés
mértéke egy adott pontban egy adott feliileti iranyban. A mérés-relaciok megha-
tarozasahoz sziikséges és elegends, hogy a gorbiilet tetszélegesen adott legyen
minden pontban n(n — 1) iranyban.

3.8 Geometriai illusztraciok.
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4.8 A lapos sokasagok (melyekben a gorbiilet mindenhol zérus) tekinthetsk a
konstans gorbiiletii sokasagok specialis eseteinek. Ezek definialhaték avval a fel-
tétellel, hogy az n-szeres terjedelem nem fiigg a helytsl ( lehetséges nydjtas
mentes mozgas).

5.§ Konstans gorbiileti feliiletek.

ITI. Alkalmazas a Térre.

1.§ Azon tények rendszere, melyek elegendék a geometridban feltételezett tér
mérés-viszonyainak meghatarozasahoz.

2.§ Mi az empirikus meghatarozottsag érvényessége a megfigyelés hataran tal a
végtelen nagy iranyaban?

3.§ Mi ez a végtelen kicsi irdnyaban? Ezen kérdés kapcsolata a természet inter-
pretacidjaval.
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Jozsef Attila: Reményteleniil

Lassan, tiinddve

Az ember végiil homokos,
szomoru, vizes sikra ér,
szétnéz merengve €s okos
fejével biccent, nem remél.

En is igy probalok csalés
nélkiil szétnézni konnyedén.
Eziistos fejszesuhandas
jatszik a nyarfa levelén.

A semmi 4gén il szivem,
kis teste hangtalan vacog,
koréje gytlilnek szeliden

s nézik, nézik a csillagok.
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3. fejezet

Egybevagosagok szintetikus
kezelése

Célunk az euklidészi és hiperbolikus egybevagosagok szintetikus leirdsa kis
dimenzids esetekben.

3.1. Az euklidészi sik egybevagosagai

Minden geometria eqy specidlis transzformdcidcsoport invaridnsainak elmélete.

F. Klein: Erlangent program

El6szor olyan leképezések osztalyat nézziik, melyek tetszéleges objektu-
mot magukkal egybevagoba visznek.

3.1.1. Definicié. Az abszolit tér azon énmagdra vonatkozo bijekcioit, me-
lyek a szakaszokat veliik egybevigo szakaszokba viszik egybevigosdgnak ne-
vezziik.

Az abszolut tér egybeviagosagai a kompozicié miiveletére nézve csopor-
tot alkotnak. A csoport nem kommutativ, hiszen, példaul egy egyenlGoldali
ABC haromszog A csticsa mint kozéppont koriili 4% szoggel valo "forgatas"
és a C koriili —% szoggel valo forgatas nem cserélhetd fel, a B pont képe az
elsé esetben C' a mésodik esetben pedig A. Persze elGszor meg kell monda-
nunk, hogy mit értiink forgatason. ElGszor leirjuk a sikbeli egybevigosagok

tipusait és jellemz6 nevet valasztunk nekik.

3.1.2. Definicié. A sik eqy adott t egyenesére vonatkozoé tiikrozés a sik azon
leképezése onmagdra, mely tetszdleges P ponthoz azon P’ pontot rendeli kép-
ként, melyre PP’ szakasz merdleges t-re és a PP’ és t eqyenesek T metszés-
pontja a PP szakaszt két eqybevdigo szakaszra bontja. A tér eqy o sikjara
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vonatkozo6 tiikrozés a tér azon leképezése dnmagdra, mely tetszdleges P pont-
hoz azon P' pontot rendeli képként, melyre PP’ szakasz merdleges a-ra és a
PP’ eqyenes és az a sik T metszéspontja a PP szakaszt két eqybevdgo sza-
kaszra bontja. Ha P pont illeszkedik a t egyenesre vagy az o sikra, akkor a
képe definicio szerint legyen maga.

3.1.1. Lemma. A sik egyenesre vonatkozo tikrozése és a tér sikra vonatkozo
tiikrozése jol definidalt eqybevdgosdga a siknak illetve a térnek.

B

[ (1
C D
A\
B}

3.1. abra. Az egyenesre tiikrozés egybevagosag.

Bizonyitas: A sikban egyenesre egyértelmiien bocsathato a sik egy pontja-
bol merdleges egyenes (1.2.1. Tétel), igy a szakasz egyértelmi felmérhetdsége
miatt az egyenesre vonatkozo tiikrozés mint leképezés jol definialt. A sikra
tiikrozés leképezés jol definialt volta az 1.5.2. Tétel kévetkezménye. Elég tehat
igazolni, hogy szakaszokat veliik egybevagd szakaszokba visznek. A sikbeli
eset bizonyitdsa utan a térbeli az 1.5.5. Tétel kovetkezménye igy elég az
el6bbivel foglalkozunk (lasd 3.1. abra). Az A pont képe A’ a B képe B’
a tiikor egyenesen val6 metszéspontok rendre C' és D. A feltételek szerint
BCD egybevagd B'CDa ezért |BC| = |B'C| és BCD, = B'CD,. Azaz
BAC 5 egybevagd B'A'Cx és igy |AB| = |A'B|. O
A kovetkezo tétel adja az osztalyozasunk alapjat.

3.1.1. Tétel. A sik tetszdleges eqybevdgdsdga legfeljebb hdarom egyenesre vo-
natkozo tikrozés szorzata, tetszdleges térbeli eqybevdgosdg legfeljebb négy sik-
tiikrozés kompozicioja.

Bizonyitas: Tekintettel arra, hogy a két bizonyitas logikailag azonos, csak
a térbeli allitas bizonyitasara koncentralunk. Tegyiik fel elGszor, hogy a ®
egybevagosagnak van négy nem egysiki fixpontja. Ekkor ® csak az identitas
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NN
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s

3.2. abra. Az egybevagosagok alaptétele.

lehet. Legyen ugyanis A és A’ tetszéleges Osszetartozo pontpar. Ekkor az
F; fixpontokra |AF;| = |A'F;| egyarant teljesiilnek. A merdlegességi tétel
utani megjegyzés alapjan igy a négy nem egysiki fixpont egyarant az AA’
szakasz szakaszfelez6merdleges sikjahoz tartozik, ami lehetetlen. Legyen most
leképezésiinknek harom fixpontja F; i = 1,2,3 és az A pont képe legyen A’.
Tekintsiik az AA’ szakasz szakaszfelez6meréleges sikjara vonatkozo tiikrozést
Ts-t. Ekkor négy fixponttal rendelkezik a Ty o ® egybevagdsag, eképpen az
identitassal azonos. Maga a ® ekkor a T tiikrozés. Hasonl6an vezethetd
vissza a két fixpontos eset a hdrom fixpontosra, majd az egy fixpontos a két
fixpontosra, végiil a fixpontmentes leképezés az egy fixponttal rendelkezére.

O

Vegyiik észre, hogy a tétel n-dimenzids abszolut térben hasonléan bizo-
nyithato, ekkor legfeljebb n + 1 hipersikra vonatkoz6 tiikrozés szorzataként
all el6 egy altalanos egybevagosag.

A fenti tétel szerint legfeljebb harom egyenesre vonatkozé tiikrozés kom-
pozicidjaval tetszéleges egybevagosag megadhatd. A tovabbiakban a kompo-
ziciot szorzasnak nevezziik és a megfelel6 miiveletet ponttal jeloljik. Mivel
két egyenes kolcsonos helyzete a sikban metsz§ vagy parhuzamos, a tiikrozé-
sek meghataroz6 egyeneseinek elhelyezkedése rogton nagy tipusokba sorolja
a két tiikrozés szorzataként elGallo egybevagosagokat. E szerint

3.1.3. Definicié. Pdrhuzamos egyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzatdt
eltolasnak, metszd egyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzatdat elforgatés-
nak nevezzik.

A kovetkez6 lemma abszolat térben érvényes. Bizonyitasaban az euklide-
szi és hiperbolikus eseteket egyiitt kezeljiik.

3.1.2. Lemma (Lemma a reprezentalasrol). Adott a ¢ = ty - 11 leképezés.
FEkkor tetszdleges a tq, to egyenespdr sugdrsordhoz tartozo t| egyeneshez, van
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olyan egyértelmilen meghatdrozott t, egyenese ugyanezen sugdrsornak, hogy
p=1t,-t).

Bizonyitas: Mivel ¢ egybevagosag, ezért illeszkedés, egyenes és tavolsag-
tarto bijekcio. Vilagos, hogy minden sugarsort vele azonos tipusi sugarsor-
ba visz. Mivel a sugarsor egyik elemének képe egy mésik eleme, a tartdja
a leképezés invaridnsa. Ha a tarto a sik egy pontja, akkor a leképezésnek ez
fixpontja, és a sugarsor valamennyi elemén szintén egy fixpontot ad. Ha egye-
nes, akkor a tart6 invarianciaja alapjan a ra meréleges irany (végtelen tavoli
elem) fix volta adodik. Mindkét esetben a teljes sugarsor invarians marad a
leképezésnél. Most harom eset léphet fel.

Metsz6 egyenespar mind az euklidészi mind a hiperbolikus geometriadban
definialja a 1, ts egyenesek altal meghatarozott a nem nagyobb meértékiinek
megfelel6 szoget, melyet pozitiv iranytnak tekintiink, ha a P, € t; pontot
valamely P, € t, pontba az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyta m-nél nem
nagyobb forgéas viszi és negativnak a masik esetben. A leképezés soran a
pontokat a képeikbe ekkor 2P,OP;, szogi forgatas viszi, ezért megkeresve
a t| egyeneshez azt a t, egyenest mely ¢} egyenesnek a P,OP,, szoggel vald
elforgatasaval keletkezik, a t4t| szorzat szintén ¢-t definialja.

A masodik esetben egyiitt vizsgalhatjuk az euklidészi parhuzamos egye-
nespar és hiperbolikus kozos merdlegessel rendelkezd egyenespar eseteket.
Mindkét szituacidban a kozos merGlegesen definidlodik az iranyitott eltolas
szakasz, ami segitségével a sugarsor alkalmas ¢, eleme azonnal kijeldlgdik.

Végiil kiilon vizsgélatra szorul a hiperbolikus parhuzamos egyenespér ese-
te. Ilyenkor adott paracikluson jelolgdik ki az iranyitott , athelyezési” iv, mely
segitségével a sugarsor t, eleme ismét egyértelmiien kijelhetd. O

Kiilonos jelent&sége van két merdGleges egyenesre valo tiikrozés szorzata-
nak ezt a metszéspontjukra vonatkozo tikrézésnek nevezziik.

Fontos példa hdromnal kevesebb tiikrézés szorzataként nem elGallo egy-
bevagosagra a kovetkezG: Egy eltolds és egy az eltolas iranyaval parhuzamos
egyenesre vonatkozo tiikrozés szorzata. Az igy kapott egybevagosagot csisz-
tatva tikrézésnek nevezziik.

3.1.2. Tétel. Az euklidészi sik egybevdgdsagai a kivetkezd tipusokba sorol-
hatdk:

e identitas: Minden pont képe sajdt maga.
e tiikrozés: Eqgy eqyenesre vonatkozo tiikréozés.
e eltolas: Pdrhuzamos egyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzata.

o forgatas: Metszd egyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzata.
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e csusztatva tiikrozés: Eltolds szorzata vele parhuzamos tengelyd tik-
rozéssel.

3.3. abra. A bizonyitas elss esete.

Bizonyitas: Az 3.1.1. Tétel szerint azt kell csak bizonyitani, hogy tetszGle-
ges harom tiikrozés szorzataként megadott egybevigosag a fenti esetek egyi-
kéhez tartozik, azaz identitas, tiikrozés, eltolas, forgatéas vagy csisztatva tiik-
rozés. Diszkusszionk alapja a kiindulo tiikor egyenesek kolcsonds helyzete.
Legyenek a tengelyek rendre ty, to, t3, azaz ¢ = t3 - 5 - t;. Eseteink ekkor

1. ty Nty Nty = O, a harom tengely az O pontban metszi egymast. Ekkor
a ts -ty forgatast a 3.1.2. Lemma szerint reprezentaljuk egy olyan t5 - ¢/,
szorzattal, melynél ¢, = t¢;. Latjuk, hogy a leképezés egy tengelyes
tiikrozés.

2. ty Nty = O, t3 nem megy at O-n. Ekkor az elsg lépésben elérjiik, hogy
t, meréleges legyen t3-ra majd a szorzat masodik két tényezGjének val-
toztatasaval, hogy t4 merdleges legyen t;-re. Igy lathato, hogy esetiink
egy csusztatva tiikrozés.

3. t; Nty = (. Ha most t3 parhuzamos ti-el, akkor az egybevagosag el-
tolas, ha nem akkor elsg lépésben t5 - to-t reprezentéaljuk gy, hogy ¢}
legyen merdéleges ti-re, majd t, - t1-t agy, hogy t4-re meréleges legyen t5.
Ekkor formalisan még nem értiink célt, de a t5 - ¢ szorzat a tengelyek
merGlegessége miatt kommutativ. O

3.2. A hiperbolikus sik egybevagosagai

Az (AM,BN), (AM,EP) tartomdnyok egybevdgdak bdr az utébbi az elébbinek
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3.4. 4bra. A masodik eset.

3.5. 4bra. A harmadik eset.
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tetszdleges tobbszordse lehet. Ez az eredmény kilonos ugyan, az S rendszer
lehetetlenségét azonban nyilvdn mégsem bizonyitja.

Bolyai J.: Appendiz

A hiperbolikus sik egybevagosiagainak vizsgalata megleps eredményre ve-
zet, egyetlen 10 tipus van csak, ez is a nem metsz6 egyenesek két kiilonb6z6
tipusanak megfelel§ két "eltolas" koziil az egyik.

3.2.1. Definicié. Pdrhuzamos egyenespdrra vonatkozo tikrozések szorza-
tat parhuzamos athelyezésnek, ultraparallel egyenesekre vonatkozo tikrozé-
sek szorzatdt eltolasnak, metszd eqyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzatdt
elforgatasnak nevezziik.

Megint hasznéljuk a leképezések reprezentilhatosagarol szolo 3.1.2. lem-
méat. [gy most a kovetkezé eredményre jutunk:

3.2.1. Tétel. A hiperbolikus sik eqybevdgdsdgai a kovetkezd tipusokba sorol-
hatok :

e identitas: Minden pont képe sajdt maga.
e tiikkrozés: Fqgy egyenesre vonatkozo tikrizés.

e parhuzamos athelyezés: Pdrhuzamos eqyenespdrra vonatkozo tikro-
zések szorzata.

e eltolas: Ultraparallel eqyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzata.
e forgatas: Metszd egyenespdrra vonatkozo tikrizések szorzata.

e csuisztatva tiikrozés: Fltolds szorzata a kozds merdleges egyenesére
vonatkozo tikrézéssel.

Bizonyitas: Az esetek szétvalasztasanak alapjat az euklidészi analogia ad-
ja. Az 10j leképezés a parhuzamos athelyezés definicidja szerint adodik. Le-
gyenek az altalanos esetben a tengelyek rendre ty, to, t3, azaz ¢ = t3 -ty - 11.
Eseteink ekkor

1. tyNty Nty = O, a harom tengely az O pontban metszi egyméast. Ekkor
a ty - t1 forgatast a 3.1.2. lemma szerint reprezentaljuk egy olyan ¢} - ]
szorzattal, melynél ¢, = t3. Latjuk, hogy a leképezés egy tengelyes
tiikrozés.
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t1 Nty = O, t3 nem megy at O-n. Ekkor az els6 lépésben megint O-
bol merdlegest allitunk t3-ra és evvel definialjuk ¢5-t majd a szorzat
masodik két tényez§jének valtoztatasaval elérjiik, hogy t; merdleges
legyen t)-re. gy lathato, hogy esetiink egy cstsztatva tiikrozés.

.t Nty = 0. A két tiikoregyenes parhuzamos: Ha most ¢35 szintén par-

huzamos veliik akkor az egybevagodsag tiikrozés, ha nem akkor az elsG
lépésben t; - t1-t reprezentaljuk tgy, hogy t}, legyen merdleges t3-ra (itt
hasznalhatjuk a 3.1.2. lemmat), majd t} - t3-t ugy, hogy t} merdleges
legyen t)-re.

.t Nty = (. A két tiikoregyenes ultraparallel: Vegyiik észre, hogy

sz 2z

t sz

sz 2z

sa, melyben ), mergleges t;-re. Ezutan cseréljiik a t}-t; reprezentaciojat
olyanra, hogy ¢ meréleges legyen ti-re. Hasznalhatjuk megint azt az
észrevételt, hogy meréleges tengelyd tiikrozések feleserélhetGek igy ¢
és t; felcserélésével, megint csisztatva tiikrozéshez jutottunk.

O

Az euklidészi tér egybevagosagai

Ha két eqymast metszd sik merdleges valamely sikra,
akkor a kézos részik is merdleges arra a sikra.

Euklidész: Elemek XI

Alaptételiink szerint minden egybevagosag legfeljebb négy siktiikrozés
szorzata. A kovetkezG specidlis esetek kiilonosen érdekesek:

eltolas: Két parhuzamos sikra vonatkozo tiikrozés szorzata.
forgatas: Metsz6 sikpéarra vonatkozo tiikrozések szorzata.

csusztatva tiikrozés: Eltolas szorzata olyan tiikrozéssel, mely sikja
az eltolas iranyaval parhuzamos.

forgatva tiikrozés: Forgatas szorzata olyan tiikrozéssel, mely sikja a
forgatas tengelyére merdéleges.

csavarmozgas: Forgatas szorzata tengelyével parhuzamos iranyu el-
toléassal.
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Fontos szerepet jatszik most is az a tény, hogy az eltolas illetve elforgatés
sokféleképpen reprezentalhatd. A valds projektiv tér adott egyenesre illesz-
ked6 sikjainak seregét siksornak nevezziik. Egy s sikra vonatkozo tiikrozést
szintén s-el jeloliink.

3.3.1. Lemma. Legyen adott a ¢ = ss - s1 egybevdgosdg. FEkkor tetszile-
ges az sy, Sy sikpdr sugdrsordhoz tartozo sy sikhoz, van olyan egyértelmien
meghatdrozott s, sikja ugyanezen sugdrsornak, hogy ¢ = sb - s.

A lemma bizonyitasa sz szerint megegyezik a sikbeli analog allitas bizo-
nyitasaval ezért elhagyjuk. (A hiperbolikus esetekre most nincs sziikségiink.)

Az osztalyozasi tételiink szerint a fenti tipusok egyikébe tartozik vala-
mennyi egybevigosig. Pontosabban:

3.3.1. Tétel. Az euklidészi tér eqybevdigosaga identitds, siktikrozés, eltolds,
forgatas, eltolva tikrozés, forgatva tikrozés vagy csavarmozgds .

A tétel bizonyitasa el6tt bevezetiink egy ujabb egybevagosag tipust, mely
jelentGsen segiti az osztalyok attekintését.

3.3.1. Definici6. A tért egyenesre vonatkozo tiikrozésének nevezzik a tér
azon forgatdsdt, melynek tikorsikjai t-ben merdlegesen metszik eqymdst.

A kovetkez6 lemma indokolja a csavarmozgas mint egybevagosag beveze-
tésének sziikségességét.

3.3.2. Lemma. Két metszd, pirhuzamos vagy kitérd egyenesre vonatkozo
tiikrozés szorzata, rendre forgatds, eltolds és csavarmozgds. Forditva minden
forgatdashoz, eltoldshoz, vagy csavarmozgdshoz taldlhato olyan metszd, pdarhu-
zamos illetve kitérd eqyenespdr, melyre vonatkozo tikrozések szorzata €ppen
az adott forgatds eltolds vagy csavarmozgas.

Bizonyitas: A kozos siki esetekben az egyenesekre vonatkozo tiikrozéseket
reprezentaljuk a kozos sik illetve a kozos sikra merdleges egyenesen keresztiil-
halado sikra vonatkozo tiikrozések szorzataval. Mer6leges sikpéarra vonatkozo
tiikrozések szorzata felcserélhetd, igy a lemma allitasa konnyen lathato (lasd
3.6. abra).

A kitérs eset alkalmas reprezentédlasa a kitérs egyenesek norméaltranszver-
zalisa segitségével torténik, sikjaink rendre a norméltranszverzalis és az egyik
egyenes altal meghatarozott két sik, valamint az egyeneseken keresztiilhalado
a normaltranszverzalisra meréleges sikok. Az allitas bizonyitdsa most méar
szintén konnyen leolvashaté az abrarol (lasd a 3.7. abrat). O

A lemma kovetkezménye, hogy eltolasok szorzata eltolas. Valoban ha az
1, 2 sikokra vonatkoz6 tiikrozések szorzata az elsé eltoléast, a 3,4 sikpar pedig
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3.6. abra. A kozos sikuak esete.

<

3.7. 4bra. A kitér6ek esete.
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a méasodik eltolast reprezentélja, az 1 és 3 sikok ?; 3 metszete tekinthetd az
elsG eltolast reprezentalé egyenestiikrozések mésodik és a mésodik eltolast
reprezentild egyenestiikrozések els tengelyeként. Mivel parhuzamos sikokat
egy harmadik stk parhuzamos egyenesparban metsz a fennmarado ¢} 5, t;3”
egyenestiikrozések tengelyei egyméssal is parhuzamosak igy meghataroznak
egy eltolast. A kapott eltolas éppen a kompozicio leképezést adja meg a

! b / 7
tig-tig-tig-tisg =t 3 -tis

egyenlGség alapjan.
Az egyenesekre vonatkozo tiikrozések szorzataval viszont meréleges ten-
gelyii elforgatasok szorzata helyettesithets, ezért igaz:

3.3.3. Lemma. Két merdleges tengelyid elforgatds szorzata csavarmozgds.

3.8. dbra. Merdleges tengelyii elforgatasok szorzata csavarmozgas.

Bizonyitas: Legyen a két tengely t' és t” a normaltranszverzalisuk n. Ek-
kor ¢’ egyenes merGleges a (t”,n) egyenesek sikjara és t” egyenes merdleges
a (t',n) egyenesek sikjara. A t' tengelyii elforgatast reprezentalja egy olyan
sikparra vonatkoz6 tiikrézés, melynek masodik tényezdje a (', n) sikra vo-
natkozo tiikkrozés, mig a masodik forgatast reprezentalo tiikrozések els sikja
legyen a (t”,n) sik. Leképezésiink most négy sikra vonatkozo tiikkrézés szor-
zat, ahol a masodik tiikorsik (#',7n) a harmadik pedig (¢”,n). Ezek a sikok
merGlegesek egymaésra igy rajuk vonatkozo tiikrozések felcserélhetéek. Messe
az els6 forgatas elss sikja (t”,n) sikot az e egyenesben a méasodik forgatas
méasodik sikja pedig (¢, n) sikot f-ben a 3.8. dbra szerint. Felcserélve a (', n)
sikra vonatkozo tiikrozést a (t”,n) sikra vonatkozo tiikrozéssel, leképezésiink
két jabb forgatas szorzataként &ll els, az elsé tengelye e a masodiké f. Ezen
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forgatasok meghatérozo sikjai viszont paronként merdlegesek azaz a leképezé-
sek egyenesre vonatkozo6 tiikrozések. El§z6 lemmank szerint az egybevigosig
csavarmozgas e és f kitérG volta miatt. O
Most mar kell6képpen elGkészitettiik a karakterizacios tétel bizonyitasat.
Bizonyitas: Nyilvan elegendé legalabb harom tiikrézés szorzatat vizsgalni.
Eseteinket a sikok egymaéashoz viszonyitott helyzete alapjan valasztjuk szét.

1. Tegyiik fel el6szor, hogy a héarom tiikorsik rendelkezik kézos merdleges
sikkal. Ekkor tetszéleges pont palyaja a kozos merdleges sikkal parhuza-
mos sikba esik, az egybevagosig osztilyozasa a sikbeli eseteknek meg-
felelGen torténhet. Mivel harom egyenesre vonatkozo tiikrozés szorzata
vagy csusztatva tiikrozés, vagy tiikrozéssé fajul, ezért ebben az esetben
a tér tiikrozéséhez, vagy csusztatva tiikrozéséhez juthatunk.

3.9. abra. Kozos meréleges sikkal rendelkezd tiikorsikok.

2. Az els6 két sik, 1 és 2 messe egymast az m egyenesben. Ha a 3 sik m-et
nem metszené az m-re merGleges sikok a harom sik kézos merélegesei
lennének, ezért feltehets, hogy a harom sik egy M pontban metszi
egymast. Ekkor elgszor m koriil forgassuk a reprezentélod sikpéart olyan
helyzetbe, hogy 2 merdleges legyen 3-ra, majd 2" és 3 kozos egyenese
koriil forgassuk a sikpart ugy, hogy 3” merdleges legyen 1’-re. Ekkor
1" és 2" merdleges 3"-re, 1’ és 2" metszete M-et tartalmazza igy egy
forgatva tiikrozést reprezentalo sikharmashoz jutottunk.
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3. Ha az 1 és 2 sikok parhuzamosak, akkor 3 6ket vagy nem metszi és a

leképezés egy tiikrozéssé fajul, vagy metszi egy parhuzamos egyenes-
parban, amikor is ezen egyenesekre meréGleges sik a hidrom sik kozos
merGleges sikja. [gy egy esetiink maradt hétra.

. Négy sikra vonatkozo tiikrozés szorzata a leképezés. Az els§ harom tiik-

rozés szorzatarol feltehetjiik, hogy az el6z6 esetben adodo leképezések
valamelyike. Ha kevesebb tiikrozés szorzatara redukalhato az eset, ak-
kor 1j kategoria nem johet szoba. Igy feltehetjiik, hogy az els6 harom
tiikrézés szorzata forgatva vagy cstusztatva tiikrozés. Ha a negyedik sik
parhuzamos egy forgatva tiikrozést természetes moédon reprezentéalo sik-
harmas harmadik elemével, akkor a szorzat leképezés definicio szerint
csavarmozgas. Ha a harmadik és negyedik sik metszete egy m egyenes,
akkor két meréleges tengelyt forgatas szorzatara bomlik a leképezés,
igy el6z6 lemmaéank szerint szintén csavarmozgést kaptunk.

Tegyiik most fel, hogy az els6 hdrom tiikrozés szorzata csisztatva tiik-
rozés. Ha a negyedik sik a természetes reprezentacié harmadik elemével
parhuzamos, akkor a leképezés két eltolds szorzata igy maga is eltolas.
Ha a negyedik 4 sik metszi a harmadikat 3-at, 2 és 3 metszete koriil
forgassuk ezen két sikot ugy, hogy 3’ merdleges legyen 4-re. Ekkor 3’
merGleges 2/-re és 4-re, ezért a metszésvonalukra m-re tgyszintén. m
ezért merdleges az 1 és 3’ metszésvonalara n-re. Felhasznalhatjuk most
2" és 3’ sik merGlegességét, felcserélve ezen két sikra vonatkozo titkro-
zéseket. A kapott leképezés egy n tengelyii és egy m tengelyii forgatas
szorzata igy lemmank szerint csavarmozgas. O
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3.4. Klein

3.12. abra. Felix Klein

Felix Klein Erlangeni Habilitacios elGadasa tgy valt hiressé a matemati-
ka torténetében mint az "erlangeni program'". Ebben fejti ki azon nézetét,
hogy a legfontosabb geometriai vizsgilatokat csoportelméleti modszerekkel
a geometridhoz tartozod transzformacio csoportok vizsgalataval lehet és kell
elvégezni. A bevezets gondolatokat idézziik most. Erdekessége az eléadasnak,
hogy késébb megjelent nyomtatasban is, melyhez Klein maga irt jegyzeteket.

F. KLEIN: A LEGUJABB GEOMETRIAI _
VIZSGALATOK OSSZEHASONLITO ATTEKINTESE.

HABILITACIOS ELOADAS ERLANGEN, 1872.
DrR. M. W. HASKELL ANGOL FORDITASA ALAPJA

A szerzd eldzetes megjegyzései. - Az 1872 Programmom, megje-
lent ugyan kiilonallo publikacioként (Erlangen, A. Deichert), de
csak korlatozottan keriilt forgalomba elGszor. Ezzel én elégedett
voltam, mivel a Programban kifejtett nézeteim szamara elGszorre
nem varhattam el tobb figyelmet. Azonban a matematika alta-
lanos fejlédése, idGkozben, pontosan ezen iranyokban zajlott, és
kiilonosképpen, amiota Lie elkezdte ezeket kibdvitett formaban

! Published in Bull. New York Math. Soc. 2, (1892-1893), 215-249.
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kozzé tenni a , Theorie der Transformationsgruppen” (Liepzig, Te-
ubner, vol. I. 1888, vol. II. 1890)c. munkéajaban, ugy tinik, helyes
egy szélesebb elérhetGséget biztositani a Programomban szerepld
kifejtések szamara. M. G. Fano a kozelmiltban az Annali di Ma-
tematica, ser. 2, vol. 17 szamaban kozzé tett egy olasz forditast.
A szives fogadéasa az angol forditasnak, amiért Mr. Haskell-nek
igen halas vagyok, szintén kivanatos. A forditas abszolit irodal-
mi, azon a két-harom helyen, ahol par szt valtoztatni kellett, az
aj kifejezések szogletes zardjelbe [| vannak zarva. Ugyanigy jel-
zem, hogy sziikséges volt hozzaftizni néhany labjegyzetet, amelyek
legtobbje mér az olasz forditasban is szerepel. — F. KLEIN.

Az elmilt 6tven év geometriai teriileteken valé el6rehaladasaban a projektiv
geometriﬂ fejlédése foglalta el az elsé helyet. Habar elsd latasra tgy tiinik, mint-
ha az Ggynevezett metrikus dsszefliggések ebben a felépitésben nem jelennének
meg, mert azok nem valtozatlanok a vetitések sordn, mi a kdzelmualtban még-
is megtanultuk ket projektiv szempontbdl tekinteni, ezért a projektiv médszer
atfogja a teljes geometriat. Azonban a metrikus tulajdonsagok a tovabbiakban
nem a geometriai alakzatok sajat jellemz&inek tekintend6k, hanem egy minden
gdémbre koz0s, alap konfiguraciéhoz, a végtelennél felleps képzetes korhoz valéd
viszonyuknak.

Amikor lépésrél-1épésre Gsszevetjiik a geometriai alakzatok ezen koncepciéjat,
a kdzonséges (elemi) geometria fogalmaival, az elvezet minket ahhoz, hogy ke-
ressiink egy altalanos elvet, amely szerint mindkét médszer fejlesztése lehetséges.
Ez a kérdés fontosabbnak latszik, mint az elemi és projektiv geometria mellett,
rendszerbe foglalni egy sor mas médszert, melyek bar kevésbé fejlettek, de megil-
leti 6ket ugyanaz az egyéni léthez val6 jog. llyen a vektornyalabok geometriaja, a
racionalis transzformacidk geometriaja, és igy tovabb, amelyeket a tovabbiakban
fogunk emliteni és leirni.

Abban a vallalkozasban, hogy a kévetkezd oldalakon felallitsunk egy ilyen el-
vet, aligha fogunk egy lényegében (j Gtletet kifejleszteni, inkabb vilagosan meg-
fogalmazzuk azt, ami mar sok mas szerz6ben megfogant tobb-kevesebb hata-
rozottsaggal. Mégis indokolhaténak tiinik e-fajta Gsszekotd észrevételeket pub-
likalni, haladva a fliggetlen terﬁletekﬁ Osszevetésében, mert a geometria, ami
lenyegében végiil is egységes, tal sok részre bomlott egy sor gyorsan fejléds kii-
|6nbdz8nek tiing elmélet hatasara. Ugyanakkor befolyasolt még specialisan az az
6haj is, hogy el6adjak Lie és altalam fejlesztett médszereket és nézeteket, jelen
vizsgalatomban is. Ezek a targyukat képezd objektumok természetében kiilon-
b6z6 vizsgalatok, ugyanahhoz az altalanos koncepcidhoz vezettek; igy egyfajta

I Note I az appendixben. Az appendixet itt nem kozoljiik.-szerk.
2 Note IT
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sziikségszeriiséggé valt az alapos megvitatasa ennek az elemnek, és az ez alapjan
valé jellemzése a vizsgalatok tartalmanak és altalanos hatalyanak.

Bar eddig csak a geometriai vizsgalatokrdl beszéltiink, bele fogjuk venni a
vizsgalatainkba a tetsz6leges dimenziod] sokasagokat is, melyek a tisztdn ma-
tematikai vizsgélatolﬂszempontjébél nem lényeges geometriai kép absztrahalasa
atjan fejlédtek ki a geometriabol. A sokasagok vizsgalataban ugyanazok a kii-
16nb6z6 tipusok lépnek fel mint a geometridban; és, mint a geometridban, a
probléma az, mi a kozds és mi a kiilonb6z8 az egymastél fliggetleniil végzett
vizsgalatok alapjan. Elvontan szélva, elegendd lenne végig az n-dimenziés so-
kasagokrol beszélni; de egyszeriibbé és intelligensebbé valik a kifejtés a jobban
ismert tér-felfogasnak a hasznalataval. A geometriai objektumok figyelembe vé-
tele és az altalanos ideak fejlédése folyamataban hasznalva ezt mint példat, azt
az dsvényt kovetjilk, amit tudomanyunk valasztott a fejl6désében, és azt, ami
altalaban a legjobb ennek az el6adasnak a lefolytatasara.

A kovetkezs oldalak tartalmanak el6zetes kifejtése aligha lehetséges itt, hiszen
aligha lehet azokat tdmdrebb formaban bemutatni.

Az el6adas végén csatolni fogok egy sor jegyzetet, amelyben vagy tovabbfej-
lesztek egy pontot, ahol az altalanos kidolgozasa a szévegnek gy tiinik, hogy ezt
igényli, vagy megprébalok a széveg valamely meghatéarozé absztrakt matematikai
észrevételéhez kapcsolédd szemléletet adni hivatkozassal.

A térbeli transzformaciok csoportja. Fundamentalis csoport. Az
altalanos probléma megfogalmazasa.

A kovetkezdkben sziikséges legfontosabb fogalom a térbeli transzformaciék
csoportja.

Kombinalva a tér akarhany transzforméciéjélﬁ mindig egy egyszeri transzfor-
maciéval ekvivalens transzformaciét kapunk. Ha egy adott transzforméacié rend-
szer rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely transzformacié barmely
masikkal kombinalva szintén a rendszerhez tartozik, akkor a rendszert transzfor-
macié csoportnak fogjuk neveznil.

3 Note IV

4 Note ITI

5 A kovetkezs el6adasnak hibaja ez a tomorség, ami félelmem szerint a lényegének
a megértését neheziti. A nehézség azonban nehezen csdkkenthets, hacsaknem egy
teljesebb kidolgozéssal, amelyben a kiilonb6z6, itt csak érintett tételek hosszabban
ki lennének fejtve.

6 Minden esetben a tér alakzatainak az Osszességén tekintjiik a hatdsat a transz-
formacionak, és ezért nevezziik a tér transzformdcidinak a vizsgélat targyait. Més
elemeken mint a tér pontjai, is be lehet vezetni a transzformaciokat, mint példa-
ul a dudlis transzformaciokat (polaritésok); ebben az értelemben a szévegben nem
tesziink kiilénbséget.

"[Ez a definicié nem teljes, hallgatélagosan azt is fel kell tenniink, hogy az emlitett
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Egy példa transzformaci6 csoportra a mozgasok 6sszességére vonatkozik, min-
den mozgas tekinthet8 egy operaciénak, mely a teljes téren hat. Ennek a cso-
portnak a részcsoportja, mondjuk, az egy pont koriili forgatasokbél alfl. A masik
oldalrél, egy csoport, ami tartalmazza a mozgasok csoportjat a kollineaciék cso-
portja. Ugyanakkor a dudlis transzformaciok (korrelaciék) Gsszessége nem alkot
csoportot; két korrelacié6 kombinaciéja kollineacié. Azonban a dualis transzfor-
maciokat a kollineaciékhoz véve megint csoportot kapunkﬁ.

Vannak olyan tér-transzformaciok, amelyek a térbeli alakzatok geometriai tu-
lajdonsagait teljesen valtozatlanul hagyjak. A geometriai tulajdonsagok, az alap
idea szerint, fiiggetlenek az alakzat térben elfoglalt helyétél, annak abszolat nagy-
sagatol, és végiil a darabjai elrendezésének értelmétsllY. Az alakzat tulajdonsagai
valtozatlanok maradnak tehat minden térbeli mozgas, hasonlésag, és siktiikro-
zés esetén ugyanigy, mint ezen transzformaciok tetszéleges kombinacidja esetén.
Ezen transzformacidk dsszességét fundamentalis csoportna nevezziik. Fordit-
va, A geometriai tulajdonsagok azzal jellemezhet6k, hogy valtozatlanok maradnak
a fundamentalis csoport elemeinek alkalmazasa soran. Ha egy pillanatig a teret
mozdithatatlannak gondoljuk, azaz, mint egy merev sokasagot, akkor minden
alakzatnak van egy egyéni karaktere; minden egyénileg hozzarendelheté karakter
koziil csak a valéban geometriai tulajdonsagok 6rz6dnek meg a fundamentalis
csoport elemeinek hatasa alatt. Ez a fogalom, mely valamiképpen meghatarozat-
lan fogalmazasunkban, vilagosabban 0jja fog sziiletni a kidolgozas soran.

Szabaduljunk most meg a tér konkrét eszméjétsl, ami a matematikusok sza-
mara nem lényeges, és tekintsilk mindGssze egy n-dimenziés sokasagnak, azaz,
mondjuk harom dimenziésnak, ha megdrizzilk a szokasos fogalmat a pontnak
mint egy térelemnek. A tér transzformacidival analég médon beszéljiink a so-
kasagok transzformaciéirdl; ezek szintén csoportot alkotnak. De nincs a tovab-
biakban, mint, ahogy a térben volt, egy csoport, ami szignifikansan kiildnbozne

s sz

szama végtelen, és ez nem jelent egy sziikséges kovetkezményét a csoport fogalma-
nak, ezt explicit médon csatolnunk kell a szévegben megadott csoport fogalmahoz.|
A fogalmak, és a jelolések, a helyettesitések elméletébdl valok, avval a kiilonbséggel,
hogy folytonos tartomanyok transzforméciéi helyett egy diszkrét mennyiség véges
szamu permutacidinak a transzformacioit tekintjiik.

8 Camille Jordan eléallitotta a mozgas csoport minden részcsoportjat.

9 Nem sziikségszerii a transzformacio csoportra, hogy folytonosan 6réklgdjon, habar
a szovegben emlitett csoportok val6jaban rendelkeznek evvel a tulajdonsiggal. Pél-
daul, egy szabéalyos testet magiba vivs transzforméciok, vagy ugyan végtelen, de
diszkrét rendszere a szinusz gérbét magaba képezd mozgasoknak szintén csoportot
alkot

10 Ay értelem” alatt a nem tiikorszimmetrikus alakzatok darabjai elrendezését, értjiik.
Eképpen, példaul jobb-sodrasu és a bal-sodrasu csavarvonal ellenkezd ,értelmiiek”.
1A tény, hogy ezek csoportot alkotnak a fogalmukbol adodik.
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a tobbitél; minden csoport egyforman fontos. Mint a geometria altalanositasa
meriil fel a kovetkezé atfogd probléma:

Adott eqy sokasdg és ennek eqy transzformdcio csoportja; vizsgdaljuk a
sokasdghoz tartozo konfigurdciokat azon tulajdonsdgaikra tekintettel, melyek
nem vdltoznak a csoporthoz tartozo transzformdciok hatdsa alatt.

Hasznalva a modern terminol6giat, amely rendszerint csak egy adott csoport-
ra vonatkoz6an hasznalt, a probléma a kdvetkezéképpen fogalmazhat6:

Adott eqy sokasdg €s eqy transzformdcid csoportja; fejlessziik ki a csoport
invaridnsainak elméletét.

Ez az altalanos probléma, és ez magaban foglalja nem csak a k6zonséges geo-
metriat, de és kiiléndsen az Gjabb elméleteket, amelyek részletezését javasoljuk,
tovabba az n-dimenziés sokasagok kezelésének kiilonb6z6 médszereit is. Kiilo-
nos hangsalyt kell fektetni arra a tényre, hogy a transzformacidk csoportjanak a
valasztasa onkényes, és kdvetkezésképpen minden kezelési médszer, ami teljesiti
az altalanos feltételt ebben az értelemben egyenértékii.

Azon transzforméacié-csoportok, melyek koziil az egyik
tartalmazza a masikat, sorozatosan adjungaltak. A kiilonféle fajta
geometriai vizsgalatok és egyméashoz valé kapcsolatuk.

Ahogy a konfiguraciék geometriai tulajdonsagai valtozatlanok maradnak va-
lamennyi a fundamentalis csoporthoz tartozé transzformacié esetén, a kérdés
jellege folytan képtelenség érdeklédni olyan tulajdonsagok feldl, amelyek csak a
transzforméaciok egy részének esetében nem valtoznak meg. Ez a vizsgalat in-
dokoltta valik azonban, mihelyt a tér alakzatainak a fixnek tekintett elemeihez
valé viszonyat vizsgaljuk. Példaként tekintsiik a tér alakzatait egy adott pontra
vonatkoztatva, ahogy a szférikus trigonometriaban. A probléma most leirni azon
tulajdonsagokat, amelyek a fundamentalis csoport transzformaciéi alatt invarian-
sok maradnak, nem csak a fliggetleniil vett alakzatokra, hanem arra a rendszerre
nézve, mely a referencia ponttal egyiitt tekinti az alakzatokat. Felirhatjuk ezt a
problémat masik alakban is: vizsgalni a tér konfiguraciéit olyan tulajdonsagokra
vonatkozéan, amelyek a fundamentalis csoport azon transzforméaciéi alatt val-
tozatlanok, amelyek addig hatnak, amikor a pont fixen marad. Mas szavakkal,
ez ugyanaz, mint amikor mi a fundamentélis csoport szemszogébdl tekintjitk a
ponttal kapcsolatban 4llé alakzatokat, vagy ilyen kapcsolat nélkiil, helyettesitjiik
a fundamentalis csoportot valamelyik részcsoportjaval, amely transzformaciéi a
kérdésben szereplé pontot valtozatlanul hagyjak.

Ez az elv az, amit mi kiemelten alkalmazunk: ezért a kdvetkez&kben altala-
nosan megfogalmazzuk:

Adott egy sokasag és egy transzformacié csoport, amelyet alkalmazunk ra.
Javasoljuk a sokasaghoz tartoz6 alakzatok vizsgalatat egy adott alakzathoz viszo-
nyitva. Lehet tehat a rendszerhez adni egy adott alakzatot, és ekkor vizsgalnunk
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kell a kiterjesztett rendszer tulajdonsigait az adott csoport szemszigébdl, vagy
hagyni a rendszert kiterjesztetleniil, meghatarozva azokat a transzformacickat a
csoportbdl, melyek az adott konfiguraciét valtozatlanul hagyjak. (Ezek a transz-
formacidk sziikségszeriien maguk is csoportot alkotnak.)

Tekintsiik most a fejezet elején felvetett probléma forditottjat. Ez érthetd a
kezdetektsl fogva. Az alakzatok azon tulajdonsagai irant érdeklédiink, amelyek
valtozatlanok egy olyan transzforméacié-csoport elemeire nézve, amely a funda-
mentélis csoportot részeként tartalmazza. Minden tulajdonsag, ami ezen a médon
talalhatd, egy geometriai tulajdonsaga maganak az alakzatnak; de a forditott al-
litds nem igaz. A forditott problémaban alkalmaznunk kell egy most kimondott
elvet, mert a fundamentalis csoport a kisebb. Azaz: Ha a fundamentilis cso-
portot egy atfogébb csoporttal helyettesitjiik, csak egy része marad a geometriai
tulajdonsagoknak valtozatlan. A maradékok nem lépnek fel tébbet 6nmagukban,
mint a tér konfiguracidinak tulajdonsigai, hanem mint egy partikularis alakzathoz
kapcsolt rendszer tulajdonsagai. Ezen utébbi annyira definialt, mint a konfigura-
ci6 maga [, a kovetkezs feltetellel: A feltétel, hogy fix, meg kell hogy szoritson
minket azokra a csoportbeli transzformacickra, amelyek a fundamentalis csoport-
hoz tartoznak.

Ebben a tételben taldlhaté a kiilonlegessége a legutobbi geometriai médszer-
nek, amit itt targyalunk, és kapcsolata az elemi médszerrel. Ami karakterizélja
Sket éppen ez, hogy a vizsgalatuk egy kiterjesztett transzformacié csoport alapjan
torténik, ahelyett, hogy a fundamentalis csoport alapjan torténne. Az egymas-
hoz valé kapcsolatuk egy megfelels tétel alapjan definialt, amikor az egyik cso-
port tartalmazza a masikat. Ugyanez igaz az n-dimenziés sokasagok felépitéséhez
hasznalt szdmos altalunk vett médszer esetén is. Most attekintjiik a kiilonb6zé
moédszereket ebbél a szempontbdl, és ez lehet8séget ad arra vonatkozéan, hogy
kifejtsiik konkrét példakon az ebben és a megel6z6 fejezetben altalanos formaban
idézett tételeket.

"Tlyen alakzat generalhat6, példaul, alkalmazva a fundamentalis csoport transzforma-
cidit olyan tetszéleges elemre, amely semmilyen fundamentalis csoporthoz tartozd
transzformécioval sem transzformalodik magéara.
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Babits Mihdly: Hiinyt szemmel...

Hunyt szemmel bérceken futunk
s mindig csodara vagy sziviink:
a legjobb, amit nem tudunk

a legszebb, amit nem hisziink.

Az 4lmok sikos gyongyeit
szoritsd, ki unod a valot:
himezz beldliik

fazo lelkedre gyongyos takarot.
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4. fejezet
Modellek

Az axiomatikus kérdések szorosabb vizsgalatanal elengedhetetlen olyan mes-
terséges geometridk definidlasa, melyek az axiomakban megkovetelt tulajdon-
sagok koziil néhanyat teljesit, masokat nem. Ezen strukturakat osszefoglald
néven modelleknek nevezziik. Bizonyos modellek inkadbb csak arra hivatot-
tak, hogy valamely allitds tagadasara adjanak kézzelfoghato példat, masok
felhasznalasi kore sokkal szélesebb, a modellezett geometria igaz allitasainak
szemléltetése, bizonyitasa is elképzelhets a segitségiikkel.

Ebben a fejezetben a klasszikus geometridk axiéma rendszeréhez kapcsol-
hato érdekes és fontos modelleket gyiijtottiink 6ssze. ElGfordulhat, hogy ezen
fejezet néhany pontjanak megértéséhez a konyviink mas késébbi fejezeteinek,
vagy a matematika mas dgainak némi ismerete is sziikséges, mindazonaltal a
konyvben taldlhato modellek egy helyen valo targyalasa a konyv hasznélatat
biztosan megkonnyiti.

4.1. Ellenpélda modellek

.. a kutatas céljaihoz kombindlni kell az intuiciot az axiomdkkal.

Feliz Klein

4.1.1. A kombinatorikai modell

Tetsz6leges n-dimenzios tér illeszkedési struktirdja modellezhets egy n-elemi
halmaz hatvanyhalmazan. Tehat az illeszkedési axiomék teljesiiléséb6l nem
adodik a pontok szaméanak végtelen volta. Az egyelemi halmazok a pontok,
a kételemiiek az egyenesek, a haromelemii részhalmazok a sikok, stb.. Igy
illeszkedési axiomainkat kielégit6 modell a négyelemd halmaz részhalmazai
altal definialt modell.
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4.1. abra. Négypontti modell

4.1.2. A rendezett egyenes otpontii modellje

Ezen modell példazza azt az észrevételt, hogy az egyenes szidmaéara kijel6lt
rendezés onmagaban nem jelenti, hogy végtelen sok pont van az egyenesen.
Tekintsiik egy szabdlyos 0tsz0g csticsait pontoknak, az 6t cstics alkossa
egy egyenes pontjait. Hirom pont koziil az egyik a mésik ketts kozott helyez-
kedik el, ha az altaluk mint cstcsok altal definialt egyenlGszart haromszog
szarainak ez a kozOs pontja. Az egyenes pontjaira vonatkoztatott rendezési
axiomék a modellben teljesiilnek, de az egyenesnek csak 6t pontja van.

(4CB)
Cvan A és B kozott

Eo \‘A

4.2. abra. Otpontu egyenes modell

4.1.3. A Fano-féle hétponti sik

Kiilonosen fontos példa a Fano sik modellje. Ebben érvényesek a sikra vo-
natkozo illeszkedési axiomaink, tetszleges két egyenes metszi egymaést, tehat
nem teljesiilhetnek a rendezési axiomak, de az egyenes és pont fogalmak te-
kintetében az érvényes allitdsok teljes szimmetridt mutatnak, az érvényes

186



axiomarendszer onduélis. Ez a legkisebb szamossagu példa projektiv sikgeo-
metridra.

A pontok egy szabalyos haromszog csicspontjai, oldalanak felezépontjai
illetve kozéppontja. Az egyenesek a szokasos értelemben kollinearis ponthar-
masok illetve a harom oldalfelez6 pont altal alkotott harmas, igy a sikon 7
pont és 7 egyenes talalhato.

& A 4 9

4.3. dbra. Hétponti sikmodell.

4.1.4. Veronese példija nem Archimédeszi rendezett egye-
nesre

K:(O,l)

0=0,0)| (1,0)=L

4.4. dbra. A nem-archimédeszi egyenes
Veronese egyenes modellje példa Archimédész axiémajat nem teljesits
egyenesre, melyen a pontok rendezetten vannak elhelyezve, igy a rendezés és

egybevagosag linearis axiomaéi teljesiilnek a Cantor axiémaval egyiitt.
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Tekintsiik a kétdimenzios euklideszi sikot. Modelliink pontjai tartozza-
nak egy derékszogi koordinatarendszerre vonatkoztatott egész értékid maso-
dik koordinataval rendelkez6 pontok altal meghatarozott vizszintes egyene-
sek rendszeréhez. Vezessiik be a modell pontokon azt a rendezést, mely a sik
pontjainak antilexikografikus rendezésébdl szarmazik. Azaz (z,y) < (2/,y)
ha y < ¢/ vagy ha y = ¢/ és © < 2’. (PQR) akkor élljon fenn, ha P < @ <
< R teljesiil. Két szakasz egybevagosiga legyen a kovetkezs: AB = CD,
ha AC és BD parhuzamosak és egyenlé hossztiak. Ekkor a rendezés linea-
ris axioméai mellett az egybevigosag linearis axiomai is teljesiilni fognak. A
Cantor axiéma teljesiilése nyilvinvalo, az Archimédeszi axioma pedig a OK,
OL szakaszparra nyilvan nem teljesiil, ha O = (0,0), K = (0,1) és L = (1,0).

4.1.5. Moulton példaja nem Desargues-i sikra

Desargues tétele szerint két haromszog pontra nézve perspektiv ha egyenesre
nézve az és forditva. Meg tudunk adni olyan geometriat, amelyben a (pro-
jektiv) sikgeometria illeszkedési axiomai érvényesek, de Desargues tétele nem.
Az alabbi példa Moulton-tol szarmazik.

4.5. dbra. Desargues tétel nem igaz Moulton sikjan

Az euklideszi sik pontjai alkossak a modell pontjait. Hizzunk valahol egy
vizszintes egyenest (z-tengely) és tekintsiik az ezzel parhuzamos, erre me-
r6leges egyenesekkel egyiitt a negativ meredekségii kozonséges egyeneseket.
Ezekkel egyiitt egyenesnek nevezziik azokat a szogvonalakat, melyek csticsa
az adott egyenesre esik és szarait alkoto félegyenesek pozitiv meredekségii-
ek 1gy, hogy a fels6 félsikba esd rész iranytangense fele az also félsikba esd
parjanak. A modellben teljesiilnek a sikra vonatkozo illeszkedési axioméink,
s6t alkalmas kiegészitG definicioval a projektiv sik illeszkedési axiomai is.
Ugyanakkor vilagos, hogy nem teljesiil a Desargues tétel (lasd 4.5. abra).
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4.1.6. Nem-archimédeszi kommutativ szaimtest

Hilbert igazolta, ha egy rendezett szdmtest nem kommutativ, akkor abban
nem érvényes az Archimédeszi folytonossigi axioma. A kovetkezs példa kom-
mutativ rendezett szamtestet ad meg, melyben nem érvényes Archimédész
axiomaja.

Tekintsiik a valés racionélis tortfiiggvények kommutativ testét. Ennek
egy fiiggvénye nagy értékekre konstans elGjelii. Ha egy elem nagy értékekre
pozitiv azt mondjuk, hogy nagyobb a konstans 0 fiiggvénynél. Két elem kii-
l6nbsége ha pozitiv, akkor az amibdl kivontunk nagyobb annél, mint amit
kivontunk. Vilagos, hogy testiinket ezen a mo6don rendeztiik. Ugyanakkor
k > [ esetén minden n € N természetes szamra z¥ > nz!, igy a testben nem
teljesiil az archimédeszi axiéma.

4.2. Poincare gomb és féltér modellje

A geometria axiomdi csak definicick dlruhdban.

H. Poincare

A Poincare-féle gomb modell egy euklideszi kor vagy gomb belsé pontja-
ival modellezik a hiperbolikus sik illetve tér pontjait. Az egyeneseket a kort
vagy goémbot merGlegesen metsz6 egyenesek vagy korok reprezentaljak, a si-
kot a modellgdbmbot merdlegesen metszé gombok. (Illetve ezeknek a modellbe
esG darabjai.) Vilagos, hogy a modellben a parhuzamossagi axioma hiperbo-
likus valtozata érvényes. A modell legyen konformis, azaz kossiik ki, hogy a
modellbeli metsz§ egyenesek és kérok pontosan akkor merGlegesek egymaés-
ra, ha azon hiperbolikus egyenesek merélegesek, amelyeket reprezentilnak.
A merGlegesség rogzitése utan adodik tetszGleges két gorbe hajlésszogének
értelmezése, a kozos pontbeli érinték hajlasszogeként, ez is az euklidészi ér-
tékkel egyezik meg. A tavolsag mérése a kori kettdsviszony értelmezése utan
egyszerl a két ponton atmend egyenest reprezentald kornek a hatargémbbel
vald metszéspontjai segitségével. Ha A és B két pont, az egyenesiik végtelen
tavoli pontjai U és V' oly modon, hogy a reprezentald kérén a ciklikus ren-
dezésnek megfelelGen az A, B, U,V sorrendben kovetik pontjaink egymast,
akkor legyen az AB szakasz hossza az (ABUV) kori kettGsviszony logarit-
musa.

A gémbmodellhez kapcsolodo egyik legfontosabb ismeret, hogy a hiper-
bolikus egybevagosag csoport az euklidészi sik egy 6nmagéban is fontos le-
képezése — az inverzi6 — segitségével konnyen leirhat6. Sziikségiink lesz az
inverzié fogalméra és a kapcsolodo alaptételre.
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4.2.1. Inverzio és tiikrozés

4.2.1. Definicid. Rdigzitsink eqy O kezddpontot és eqy r-sugari O kozép-
ponti gombot a térben. Az O-tol kiilonbozd P pont inverziv képe az az OP
félegyenesen egyértelmiien létezd P' pont, mely rendelkezik az |OP||OP'| =
= r? tulajdonsdggal. A térbeli pontokhoz inverziv képiiket rendeld leképezést,
a fenti gdmbhdz tartozo inverzionak nevezzik.

Az inverzidt egy az O ponton athalado sikra megszoritva a korre vonat-
koz6 inverzidhoz jutunk. Erre vonatkozoan igaz az alaptétel:

4.2.1. Tétel. A korre vonatkozd inverzid kor és szogtarto, azaz kort vagy
eqyenest, korbe vagy egyenesbe visz, €s gorbék hajlisszogét nem vdltoztatja
meg. A gombre vonatkozo inverzio a fenti tulajdonsdgok mellett gombit vagy
sitkot gombbe vagy sikba visz.

4.6. abra. Inverzio

Bizonyitas: Maga az inverzi6 alapkore pontonként fix.

Az O-n keresztiilhalad6 egyenes képe invarians egyenes, azaz a korbe es§
darabja a leképezésnél felcserél6dik a koron kiviili részével.

Az O pontot nem tartalmazo egyenes képe O-n keresztiil halado lyukas
korvonal (maga O nem all el6 képként) mivel a 4.6. dbra jeloléseit hasznalva
felirhatjuk a kovetkez6 Osszefliggéseket :

0P _ 10Q

OP'| - |OP| =10Q'| - |0Q| < = ,
0P|+ |0P| = 10Q1-10Q] <= 1551 = 5y

ahonnan adodik, hogy az OP'Q's és OQPx haromszogek hasonloak. Igy azt
kapjuk, hogy a P'Q'O, sz6g derékszog. Igy tetszdleges Q pont Q' képe az
OP'-re mint atmérdre irt Thalész koron van rajta, ami allitasunkat igazolja.
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Ebbd6l mar az is kovetkezik, hogy O-t tartalmazo kor képe O-t nem tartalmazo
egyenes.

Végiil igazoljuk, hogy egy O-t nem tartalmazé [ kor képe szintén kor. Ezen
észrevétel igazolasdhoz nézziik a 4.7. dbrat. Legyen P az adott [ kor tetszd-
leges pontja, melyhez kapcsolodoan tekintsiik az O P egyenesnek az [-el valo
masik metszéspontjat Q-t is. Ekkor az |OQ)| - |OP| = p szorzat a P ponttol
fiiggetlen allando. (Ez az O pont [-re vonatkozo hatvanya.) Alkalmazzunk
most az O kozépponti 1 : p ardnyt hasonlosidgot. A hasonlosagnal K képe
K*, Q képe pedig Q* valamint | kor az [* korbe megy at. Ekkor

) 0
0¢|-jop| = 1990 jop| =1,

p
azaz (Q* a P pont inverze az inverzié k alapkorére nézve. Ebb6l mar adodik,
hogy az inverzid az O-bol % aranyu hasonlosiggal kapott [* korbe viszi [-t
oly médon, hogy a kozos érinték altal meghatarozott két korivet felcseréli.

*

b 0
O~ =

4.7. dbra. Kor inverz képe

Két gorbe hajlasszoge alatt a metszéspontban meghiizott érinték hajlas-
szogét értjiik. (Mely mindig hegyes vagy derékszog.) Tekintsiik kiilon azt az
esetet mikor a 4.8. abranak megfelelGen a két gérbe e; kor vagy egyenes illetve
képeik (k;) tgyszintén azok.

A vizsgalt metszéspont M annak képe M’'. (Az abran e;-vel az érintGket
jeloltiik.) Az O pontbol merdlegest bocsatva az e; egyenesekre az f; egye-
neseket kapjuk, ezen egyenesek hajlasszoge az M-nél felléps hegyesszoggel
megegyezik a merGleges szart szogek tétele alapjan. Az f; egyenes messe
OM'’ szakaszfelezémersleges egyenesét O;-ben. A mésodik rész szerint az e;
érintGegyenesek képei korok melyeknek kozéppontjai éppen O;, hiszen O, M’
a képek kozos pontjai, Fq, I} az els6 képkor pontparja, mig Fsy, Fy a masodiké.
Ez egyuttal azt is jelenti, hogy O; M’ meréleges az e; képének M'-beli ¢; érin-
tGjére. Mivel az Oy, Oy egyenesre vonatkozo szimmetria miatt az Oy M'Oq, =
= 0100, ezért Gjra hasznilva a meréleges szaria hegyesszogekre vonatkozo
tételt, kapjuk, hogy valoban teljesiil az (e, e2), = (t1,t2)« egyenlGség.
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4.8. abra. Hajlasszogtartas

Mivel két gorbe metszéspontjaban meghtuizott érinték képei az inverzio-
nal vagy a képek érintéi vagy a képgoérbéhez els6rendben érintkezs korok,
a gorbék hajlasszoge nem valtozik meg az inverzié soran, ezért az inverzi
szogtarto. ]

4.2.1. Megjegyzés. A modellgomb kézéppontjan keresztilhalado sikra vo-
natkozo euklidészi tikrozést szintén inverzionak nevezzik, bizonyitasunk eb-
ben az esetben is lekdvethetd, a bedgyazo valos projektiv térben nem is lehetne
a két esetet megkiilonboztetni eqymdstol.

4.2.2. Tétel. A hiperbolikus tér sikra vonatkozo tikrézései eqyértelmiien
megfeleltethetdk a modellgombre merdleges gombokre vonatkozd inverzicknak.

Bizonyitas: A tétel bizonyitasahoz egy pont sikra vonatkozd tiikorképét
kell megkeresniink, mert modelliink abszolit teret modellez. Ehhez viszont
elegendd az adott pont és modellgomb kézéppontjan dtmend az adott sikunk-
ra merdleges sikra korlatozni vizsgalatunkat. Igy sikbeli abrat rajzolhatunk
(4.9. abra), amelyen A jeldli pontunkat, m jeloli az adott sik és az é&bra
sikjanak metszésvonalat O és k a modellgomb kozéppontjat illetve az abra
sikjaval valo f6kor metszetét. Az A-bol m-re allitott merdleges n egyenest
olyan koriv reprezentalja, mely merGleges m és k korivekre és atmegy A-n.
Az m-re vonatkozd inverzio A-t az n koriv egy A’ pontjaba viszi az m és
n korok T metszéspontjat helyben hagyja, mig az n kor k-val valo U és V
metszéspontjai helyet cserélnek, ezért az A, T, U,V pontnégyes az inverziénal
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az A',T,V,U pontnégyesbe megy at. Az elsé kettdsviszonyanak logaritmusa
az A és T pontok tavolsdga a masodiké az A’ és T pontoké. Ha igazoljuk,
hogy a két pontnégyes kettGsviszonya megegyezik a tételt bizonyitottuk.

4.9. dbra. A tikrozés inverzid

Ehhez tekintsiik a merdGleges n egyenest reprezentald kort, és az m egye-
nest reprezental6 kor M kozéppontjat. M-b6l mint kiilsé pontbol hiizott egye-

nesek az (MUV'), (M A'A) illetve (MT) egyenesek. Ezért az MUT o, MTV
haromszogek hasonldsidga miatt fennéll:

F -5

Tv|) — [Mv|

Osszefiiggés, ahonnan az

\MU|  [MU| |MA|
MV|  |MA||MV|’
azonossag segitségével, felhasznalva, hogy az MUAA, M A’V o haromszogek
is hasonloak, adodik, hogy
TU|\" _ [AU|[AU| _ [AU| [AT
(ﬁﬁﬁ) AV [AV] AV AV
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Mivel a fenti pontok ugyanazon kor pontjai a szakaszokhoz tartozo keriileti
szogekre a szinusz tétel szerint a fenti egyenletet atirva, kapjuk, hogy

sin AVU ,sin AVU , <sin TVU4)2

sin AUV ;sin AUV, \sinTUV ,

Alkalmasan atrendezve ezt, majd keriileti szogek tétele szerint a kor vala-
mely S pontjabol a vizsgalt pontokhoz huzott sugarak kettGsviszonyéra igy
a kovetkez§ Osszefiiggést kapjuk:

sin ASU, sin VST, sinAVU,sinVUT,

(ATUV) sinUST ysin A’SV ,  sinUVT,sin AUV ,

_ sinTVU, sinVUA', _ sinTSU, sinVSA, _(TAUV).
sinUVA ,smVUT, sinUSA;sinVST,
Azaz a két szakasz hiperbolikus hossza megegyezik egymassal. O
A tétel kovetkezménye, hogy a hiperbolikus tér egybevagosagai a modellt

merGlegesen metsz6 gdmbokre vonatkozo inverzidk szorzataként allnak els.

4.2.2. A féltérmodell és a normaltranszverzalis

A térelemek merdleges transzverzalisainak kérdései — a gomb modellben — a
bedgyaz6 euklideszi tér inverzioval kezelhet$ probléméiként jelentkeznek. A
kapott feladatok megoldésat egy kozos "nulladik" 1épés elvégzésével vissza le-
het vezetni egy egyszertibb feladat megoldasara. Ezen 1épés egy 6nmagaban is
érdekes szituaciohoz vezet, megalkotodik a hiperbolikus tér Poincare-féle mé-
sik modellje, a féltér modell. A modell a matematika szamos tertiletén bukkan
fel 4jra igy nem érdektelen bevezetniink. A Poincare gombmodelljének inver-
ziv képe egy gombre melynek kézéppontja a gombmodell egyik hatarpontja,
egy féltérbe transzformalja a modell belsejét, a modellbeli egyeneseket, si-
kokat, koroket, gomboket pedig szogtartd6 modon képezi le a hatarold sikra
merdleges egyenesekre, sikokra, korokre, gombokre. A kapott féltér szintén
konformis modell. El6nye, hogy az inverzié kezdSpontjanak szabad valasztasa
miatt, minden konkrét feladatban egy térelem reprezentansat az altalanossag
megszoritasa nélkiil valaszthatjuk egyenesnek vagy siknak. Ezt kiilon indok-
l4s nélkiil (a metrika bevezetése elétt) nem tehetjiik meg a gobmbmodellben.
A kovetkezo tétel a féltér modell alkalmazhatdsagat jol mutatja.

4.2.3. Tétel. A hiperbolikus térben ultraparallel eqgyenes pdar, eqyenes-sik pdr
illetve sik pdr normdltranszverzdlisa egyértelmien létezik.

Bizonyitas: A sikbeli egyenesparra vonatkozo bizonyitas — miutan az egyik
egyenest egyenessel reprezentaltuk a 4.10. abrardl leolvashato.
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4.10. abra. Kitérg sikbeli egyenespar normaltranszverzalisa

Az egyenes-sik parositasnal feltessziik, hogy az egyenes egyenesként rep-
rezentalodik. Ekkor az egyenes és a sikot reprezentalé gomb kozéppontja altal
meghatarozott sik, az el6z6 esetnek megfelel6 helyzetet hoz létre. A metszet
és az adott egyenes transzverzalisa, egyben az adott egyenes és az adott sik
transzverzalisa is.

A két kitérs sik esetén hasonldéan jarunk el, csak az egyik sikot sikkal
reprezentaljuk, és ezen sik és a hatarsik metszésvonalara merdleges, a méa-
sik sikot reprezentald gomb kozéppontjan keresztiilhalado sikkal metssziik a
kiindulasi sikot, ahogy azt a 4.11. abran lathatjuk.

TN

4.11. abra. Kitérs sikok normaéltranszverzalisa

A legérdekesebb eset két nem egysiki egyenes normaltranszverzalisanak
megadasa a féltér modellben.

Az egyik egyenesrdsl a-rol feltessziik hogy merdleges a hatarolo félsikra.
Ekkor b korként reprezentalodik tigy, hogy az a A illetve a b B és C' végtelen
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tavoli pontjai nem esnek egy egyenesre.

a

4.12. dbra. Kitéré egyenespar normaltranszverzalisa

Tekintsiik az A, B, C' pontok koré irt k kort illetve azt a félgombot mely a
modell félterében van és fékore k. Legyen az BC felezépontja F és a szakasz
szakaszfelezémerdlegese messe k-t az A pontot nem tartalmazo ivén D-ben.
Az AD messe BC-t S-ben. Jelolje N a félgémb és az S-ben a hatarolo sikra
allitott egyenes metszéspontjat. Az a és b egyeneseket egyarant metszd rajuk
merdleges n egyenes reprezentald kore ekkor az A kézépponti N-en athalado
a hatarol6 sikra mer6leges kor. Valoban ez mindkét egyenest metszi és a-ra
nyilvanval6 médon meréleges. Igazolnunk kell tehéat, hogy 0-t is merdlegesen
metszi. b érintGje N-ben legyen t,, az n egyenesé t,. t, a b-t reprezentald kor
sikjaAban van igy meréleges az ezen sikra merdGleges F'D egyenesre, tovabba a
kor N F sugarara igy meréleges az N D egyenesre is. Az AN D 5o hdromszog az
AD-ra mint d&tmérére rajzolt félkdrbe irt haromszog ezért N-nél derékszoge
van, igy ND az N pontbeli érintGje az n korivnek, azaz t,-el egyezik meg. Igy
a két érintével egyiitt a két koriv is mer6leges egymasra, amivel allitasunkat
igazoltuk. O

4.2.3. Ciklusok és szférak

Tetszoleges két azonos sugari sikbeli kor a kozéppontokat 0sszekots szakasz
szakaszfelez& merélegesére tiikrozve egymasba megy at, igy tetszéleges hiper-
bolikus kor inverzidval a modell kor kézépponta hiperbolikus kérbe vihetd.
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Ezek nyilvan korok igy az inverzié kortartasa miatt a modell belsejében el-
helyezkedd euklidészi korok a hiperbolikus sik korei.

A paraciklus végtelen tart6ju sugarsor ortogonélis trajektoridja, ezért a
modellkort a tartoban érintd korvonal adja meg. Hasonloképpen a adott egye-
neshez mint alapvonalhoz tartozo hiperciklusok az egyenesnek a modellkorrel
valé metszéspontjain keresztiilhaladé korvonalak. Az inverzié kor és szogtar-
tdsa miatt a félsik modell ciklusai szintén korok vagy egyenesek a végtelen
tavoli pontok szama szerint kor, paraciklus vagy hiperciklus. A 4.13. abran a
két modell ciklusait l4thatjuk.

4.2.4. Egybevagosagok a félsikmodellben
Azonositsuk most félsikmodelliinket a komplex szamsik fels félsikjaval.

4.2.4. Tétel. A hiperbolikus sik egybevdgdsigainak csoportja és a PSLy(R)
mdatrizcsoport izomorfak eqymdssal.

Bizonyitas: Definidljuk a félsikmodell tavolsidgat a

1
ds =

= d
Imz N

ivelem szerinti integralassal. Mint késébb latni fogjuk (Isd. 6.5.2 alfejezet)
ez a féltérmodellben megadott tavolsagfogalmunk egy lehetséges analitikus
leirasa. Vilagos, hogy a

1
z——24+b, z+— az illetve z — ——
z

leképezések egybevagosagok és a

az+b
cz+d

ad —be # 0

feltételeket kielégité Mobius transzforméaciok csoportjat a fenti leképezések
generaljak. Ezen utobbi csoport azonban izomorf a PSLy(R) méatrixcsoport-
tal, és tranzitivan hat a hiperbolikus sik ponthdrmasain. Mivel az egybeva-
gosdgok egyértelmiien meghatirozottak harom nem kollinearis pontjuk képe
altal, az allitast igazoltuk. O

4.2.5. Tétel. A fenti modell geodetikusai a valds tengelyre merdleges kérok
és eqyenesek.

Bizonyitas: Mint korabban lattuk a fligg6leges egyenesek geodetikusok.
Mivel a Mobius transzforméciok tranzitivan hatnak a valos tengelyre merd-
leges korok és egyenesek halmazan, ezen allités is nyilvanvalo. O
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kormodell

%

kor RS/
NV
hiperciklusok
paraciklus
félsikmodell
kor Q
paraciklusok

e

hiperciklusok

4.13. abra. Ciklusok Poincare modelljeiben
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4.3. A Cayley-Klein vagy projektiv modell

Feltéve, hogy a tapasztalati terink csak kézelitdleg euklidészi, milyen
kovetkeztetésre juthatunk? Nem arra, hogy az euklidészi geometria
dllitasai csak kozelitdleg igazak, hanem abszolit igazak

eqy olyan Euklidészi térben, amelyet oly sokdig

tartottunk a tapasztalataink fizikai terének.

A. Cayley

4.3.1. Térelemek kolcsonos helyzete, valés projektiv tér

A projektiv modell kinélja a legegyszeriibb lehet&séget egyenes-egyenes, egye-
nes-sik, sik-sik kolcsonos helyzeteinek egyontetd vizsgalatara. A pont, egye-
nes, sik objektumok k&z6s neve a tovabbiakban térelem. A kozos szemléletii
definialas lehetGségét harom tér egymasba skatulyazott modellje kinalja. I-
gazabol térelemek kolesonos helyzetének vizsgalata sordn a pontot mint tér-
elemet nem vessziik szamitasba.

Az 1.3.1 Tétel szerint az euklideszi tér egyenesei a parhuzamossag relacio
alapjan ekvivalencia osztalyokba sorolodnak. Ezen osztalyokhoz rendelhetd
egy 1j objektum, melyet az osztaly egyenesei altal meghatarozott végtelen
tavoli pontnak neveziink. Adott sikhoz tartozd végtelen tavoli pontok Osszes-
sége a sik végtelen tavoli egyenese. A tér végtelen tavoli pontjai a tér végtelen
tavoli sikjat adjak (jele ). Amikor ezen modon bhévitjiik az euklideszi teret
az walds projektiv térhez jutunk. A valos projektiv teret PR3-el jeloljiik. Ha
PR3 egy sikjat megkiilonboztetve a tobbitsl végtelen tavoli siknak neveziink,
akkor az euklideszi tér egy modelljét definidltuk a valés projektiv téren beliil.
A beagyazott PR3\ I euklideszi térnek jeldljiik ki egy G nyilt gdmbjét. Ez ad-
ja a hiperbolikus tér egy projektiv modelljét. A G gémb hatarpontjait (bdG
elemeit) a hiperbolikus tér wvégtelen tdvoli, a modell kiils§ pontjait a hiper-
bolikus tér idedlis pontjainak nevezziik. (A bedgyazo euklideszi tér végtelen
tavoli pontjait, I elemeit, is a hiperbolikus tér idealis pontjainak hivjuk. Az
euklideszi tér vonatkozasédban ezen pontokra mindkét jelz6t hasznalhatjuk.)

A valos projektiv tér definicija szerint PR? térelemei metsz6k vagy nem
metszGk lehetnek, ezen utdobbi eset akkor és csak akkor fordul el ha két pro-
jektiv egyenes térbeli kdlcsonos helyzetét vizsgaljuk. A bedgyazott euklideszi
térre ezen két szituacié oly moédon 6roklédik, hogy ha a projektiv térelemek
metszetének van I-be nem esG pontja, akkor euklideszi értelemben is metszs
a két térelem, ha teljes nem iires metszetiik I-hez tartozik euklideszi érte-
lemben pdrhuzamosaknak nevezziik Gket, ha a térelemek metszete iires az
elnevezésiik a kitérd. Az altalanos terminologiat atvihetjiik a hiperbolikus
térre a kovetkez6 definicidval:
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4.3.1. Definicié. Két térelem metsz6 ha van kézds pontjuk G-ben, péarhu-
zamos ha nincs kézds pontjuk G-ben de van kozos pontjuk bdG-ben, kitérd
vagy ultraparallel eqyébként.

4.3.2. Térelemek merdlegessége a projektiv modellben

4.3.1. Lemma. Ha két metszd korhoz, azok kézdos kiilsd pontjabol huzott
erintoszakaszok eqyenldk, akkor a pont a két kor kézos hurjinak egyenesére
esik.

K

4.14. dbra. A hatvanyvonal.

Bizonyitas: Legyen K a kiils6 pont. Kossiik 0ssze K-t az egyik metszés-
ponttal A-val. A masik két metszéspont legyen B és C. A kiilsé pontbol
huzott szel6k tétele szerint, ha r az érintGszakaszok kozos hossza, akkor
|KA||KB| =1r? = |KA||KC|, ahonnan B = C az llitdsunkat igazolja. [

4.3.2. Definicié. A kor egqy hirparja konjugélt, ha az eqyik eqyenese tartal-
mazza a masik végpontjatban a kérhoz huzott érintdk metszéspontjdt.

4.3.2. Lemma. A hiperbolikus sik két merdleges eqyenese a sikot modellezd
projektiv modellben konjugdlt hurpdrt ad.

Bizonyitas: Legyen az egyik egyenesiink két vége K, L a hiperbolikus sikon
ra merdleges egyenesé pedig K', I'. Tekintsiik a K, L pontparban a modell-
kort merdlegesen metszé kort, és ugyanugy a K’, L' pontparban merdlegesen
metszd kort. Ezen két kor egymast pontosan akkor metszi merdlegesen, ha
a hiperbolikus sikon merélegesek egymasra egyeneseink. Ugyanakkor merd-
legességiikbél adodik, hogy a méasodik kor kozéppontjan O-n athalad a met-
széspontban az els¢ korhoz hizott érinté. El6z6 lemménk szerint éppen az
allitas adodik. O
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4.15. abra. Mer6legesség a projektiv modellben.

A projektiv modell hasznalataval Gjabb szép bizonyitdsokat kapunk két
ultraparallel térelem kozos merélegesének 1étezésére.

4.3.1. Tétel. A hiperbolikus tér ultraparallel térelem pdrjanak egyértelmien
létezik kozos merdlegese, eqyéb esetekben kézos merdleges nincs.

Bizonyitas: A feladat két sik esetében egyszerii a két sik polusait 6sszekots
har adja a két stk egyértelmiien létez6 kozos merGlegesét. Sik és egyenes
esetén adott ponton (a sik polusan) athalado két kitérs egyenest metszs
transzverzalist kell szerkeszteni. Ez el6all mint a pont és az egyenesek altal
meghatarozott két sik metszésvonala. Az ultraparallelitas feltétele most is
garantalja ezen egyenes létezését. Két egyenes esetén négy egyenes kozos
transzverzalisat kell megtalalni. Mint ismert harom paronként kitérd egyenes
transzverzalisai egykopenytii hiperboloidot irnak le. Ez elfajulhat hiperbolikus
paraboloidda, ha a hidrom adott egyenes egy sikkal parhuzamos. Feladatunk
megoldasa tehat hiperboloid és egyenes metszéspontjainak a megkeresését
jelenti, mely elvileg két megoldast is adhat. Az euklideszi geometria ebben az
esetben mindenképpen bonyolultabb megoldéssal szolgal, mint ha Poincare
feltérmodelljét hasznéljuk. O
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4.16. dbra. K6z0s merGleges a projektiv modellben.

4.4. A kormodellek megfeleltetése

Euler drigakéve az Euler azonossdg: e™ +1 =0

R. Feynman

A komplex szamsik egységesité szerepe a modellek Gsszekapcsolasanak
kérdésénél is remekiil latszik.
4.4.1. Definicid. Az x,y,u és v komplex szdamok kettdsviszonydn a
u—r v—1
y—u y—v

ardnyt értyik, ha az értelmes.

4.4.1. Tétel. A komplex kettdsviszony pontosan akkor valds, ha pontjaink
eqy egyenesre, vagy eqy korre illeszkednek.

Bizonyitas: Tegyiik fel elGszor, hogy pontjaink egy egyenesre esnek. Ekkor
a—c,a—d,b—c,b—d parhuzamos euklideszi vektorok, igy hanyadosuk (mint
komplex szam) valés. Ha egy kor pontjairol van szo, akkor a 4.17. abranak
megfelelGen feltehetjiik, hogy az a, b, ¢, d ciklikus sorrendben helyezkednek el,
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azaz (adb), = (ach), = ¢. Ezért egy ¢ argumentumi egységhosszi e komplex
szammal a

(a —d)e (a —c)e

b—d '’ b—c
szamok egyarant valosak, igy hdnyadosuk

(a—ce (a—de a—c b—c

M= e b4 T a—d b—d

szintén valos.

4.17. abra. Komplex kett&sviszony

Forditva, valasszuk meg a pontok sorrendjét gy, hogy a kettGsviszony ne
csak valos de pozitiv is legyen. (Ez lehetséges, mert kiilonb6z6 pontok esetén
k nem nulla és egy, ezért k = (a,b,c,d) < 0 esetén (b,d,a,c) =1—Fk > 0).

Tehat a
a—c'b—c a—c_a—d

: =k>0<— =
a—d b—d - b—c b—d
Osszefiiggés alapjan az egyenl@ség két oldaldn levé komplex szdm azonos
irdnyszogt, azaz

-k

a—c a—d
argb_c —argb_d

ahonnan
arg(a — ¢) — arg(b — ¢) = arg(a — d) — arg(b — d)

ezért (acb), = (adb), = ¢. Ha c és d az (ab) egyenesen van, tételiink allitasa
igaz. Tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil és az (ab) egyenes elvalasztja a ¢ és d
pontokat. Jeloljiik e-vel a ¢ irdnyszogti komplex egységet. Ekkor

b—c=(a—c)heésb—d=(a—d)ue,
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ahol Ay < 0. Ez azt jelenti, hogy

a—c (b—c) a—c (a—c)A
a—d b—d a—d (a—d)p

1
k= ==<0
NS

I

ami ellentmond k-ra vonatkozo feltevésiinknek, igy (ab) nem valaszthatja
el a ¢ és d pontokat. Azaz c illetve d az (ab) szakaszra irt (ach)d szogi
latoszogkoriven helyezkednek el, azaz valoban egy koron vannak. O
A G egységgomb kozéppontjan athalado sik pontjait tekintsiik a komp-
lex szamsik szdmainak, a sikra meréleges gémbi dtméré egyik végpontjabol
vetitsiik centralisan a sik pontjait az inverzié gémbjére. (A tovabbiakban
a szemléletesség kedvéért ezt a sikot vizszintesnek képzeljiik, mig a vetités
centrumat a fiiggdleges atmérs felss végpontjanak.) A komplex szamsik "vég-
telenének" feleljen meg maga a centrum, igy a kompaktifikalt komplex szam-
sikot bijektiven leképeztiik a G gémb felszinére. A G gobmbdt a tovabbiakban
Riemann-féle szamgombnek nevezziik. A leképezés a  sztereografikus projek-
cio. Vilagos, hogy az altalunk definialt leképezés ekvivalens a sztereografikus
projekcio masik szokott megfogalmazéaséaval, mely szerint a sik a gdmbdt érin-
ti és a vetités az érintési ponttal atellenes gémbi pontbol torténik. Az elsé
definici6 annyiban kényelmesebb, hogy a sikba esé f6kor invarians marad.

4.4.2. Tétel. A sztereografikus projekcio kértarto, konformis leképezés.

Bizonyitas: A kortartashoz kapcsolodd meggondolasainkat az 4.18. abra
segitségével végezziik.

4.18. 4bra. Kortartas

Legyen P és () a gombfeliilet két pontja, vetiiletiik P’ illetve Q)'. Els6 ész-
revételiink az, hogy a PQP'Q)' négyszog hiurnégyszog. Ha P(Q) parhuzamos
P'Q)'-vel, akkor ez vilagos. Jeloljik most PQ és P'(Q" metszéspontjat N-el.
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4.19. abra. Szogtartés

Ha S tovabba a P(Q) egyenes és az O-beli érintGsik metszéspontja, akkor az
OS egyenes nem méas mint az OQ P haromszog koré irt kor érinté egyenese
O-ban. Ezért ezen kor OQ) harjahoz tartozé keriileti szogek a QPO sz6g és
a QOS, kiegészits szoge. (Az abréan egy ivvel jelolt szogek.) OS és Q'N péar-
huzamossiga miatt azonban ez utobbi szog éppen OQ'P’'£, ami allitasunkat
igazolja. Igy |[NP|-|NQ|=|NP'| - |NQ'|. Ha most P egy gémbi kor pontja @
pedig a fix N pontbol a gombi kérhéz huzott szel6 masik metszéspontja, az
|INP|-|NQ| szorzat allando érték. Az el6bbi egyenldség szerint a P illetve )
pontok képeire szintén igaz, hogy az |[NP’|-|NQ'| szorzat konstans. A gémbi
kor vetiilete az O csicsi kip olyan sikmetszete, mely a kip valamennyi alko-
tojat metszi, tehat ellipszis. Ezen ellipszis egy a tengelyeitdl kiilonb6z6 egye-
nes (az abran képsikunk és a kor sikjanak metszésvonala) Gsszes N pontjara
nézve rendelkezik a fenti tulajdonsaggal, nevezetesen, hogy az |[NP'| - |[NQ'|
szorzat konstans, azaz az ellipszis kor. (Affinitdssal konnyen ellendrizhetd,
hogy kiils6 pontbol egy ellipszishez htzott érintGszakaszok akkor és csak ak-
kor lehetnek egyenls hossziiak, ha a pont valamelyik tengelyre esik, igy ilyen
tulajdonsiggal egy a tengelyektsl kiilonboz6 egyenesnek legfeljebb két pontja
rendelkezhet.) Eképpen elsg allitasunkat belattuk.

A szogtartas bizonyitasihoz tekintsiik az 4.19. abrat. Az dbran a kovet-
kezG egyszerd tényt rogzitettiik: Ha egy gomb két kore két pontban metszi
egymast, akkor a metszéspontoknal kapott megfelel6 hajlasszogek megegyez-
nek. (A metszéspontokat Gsszekotd gombi hir szakaszfelezd merdleges sikja
az egylittes alakzat szimmetriasikja.) Ha most a P pontbeli gorbék ¢; érin-
t6i és az O pont altal meghatarozott sikok a gébmb O-beli érintGsikjaval valo
metszésvonalai s;, akkor eszerint fennall a (t1,12), = (s1, $2)« egyenlGség. A
képsik viszont a mondott érintGsikkal parhuzamos, a vetiileti gérbék ¢, érin-
t61 pedig a t; érint6k O-bol valo vetiiletei, azaz t; parhuzamos s;-vel. (Adott
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sikot parhuzamos sikpéar, parhuzamos egyenesparban metsz.) Igy a vetiileti
gorbék hajlasszoge is ezen kozos szog. O

4.4.3. Tétel. A komplexr nyilt egységkirlap sztereografikus projektiv képét
merdlegesen vetitsiik vissza az eqységkdrre. Ekkor az egységkdrre vonatkozo
Poincare-féle kormodell és ugyanezen kor Cayley-Klein (vagy projektiv) mo-
delljének a sik végtelen tavoli pontjait fixen tarto bijekcidjdat kapjuk.

Bizonyitas: Tekintsiik Gjra a 4.18. abrat. Itt a k-val jelolt f6kor kiindulas-
képpen legyen ellatva a Poincare kérmodell strukturdjaval. Az O-bol végzett
sztereografikus projekcié ezen modellt felvetiti a gombre, oly mdédon, hogy a
modell egyenesek, k sikjan kiviil fekvs k-ra meréleges korivekbe mennek at.
Ez azt jelenti, hogy a kapott gémbi korivek sikjai & sikjara merdlegesek. Ve-
titsiik most a gombfelszint & sikjara merdGlegesen vissza a kiindulési £ korbe.
A kapott modellben a Poincare modell egyeneseinek most euklideszi egyenes
szakaszok (hurok) felelnek meg, melyek a Poincare féle egyenes "végpontjait"
kotik Ossze a modellben. 0J
Mostmér konnyen definidlhato lesz a gombmodellek tavolsag fiiggvénye.

4.4.2. Definici6. Ertelmezzik a Poincare-féle kérmodellben két pont tavol-
sagat a

p(X,Y) = (X, Y,U,V)
formulaval, ahol az X,Y pontok dltal meghatdrozott eqgyenes két vége az U,V

pontpdr oly mddon, hogqy az eqyenest reprezentdlo kérom a pontok ciklikus
sorrendje (X, Y, U, V).

A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy ez az értelmezés vezet a természetes
térfogatfogalomhoz.

4.20. abra. Téavolsag
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A megadott szam nem negativ, mivel a 4.20. dbra jeloléseit figyelembe
véve, az (X, Y, U, V) kettSsviszony értéke

X-U Y-U |X-U Y-U| |X-U |Y-U|
X-V'Y-V |[X-V'Y-V| |X-V|'|Y-V]

ami a harnégyszogekre vonatkozo Ptolemaiosz tétel értelmében (az atlok
szorzata megegyezik a szemkozti oldalak szorzatanak osszegével) egynél nem
kisebb, igy a logaritmus értéke valé6ban nem negativ. Kénnyen ellendérizhe-
t6, hogy az "azonos hossz" kovetelménnyel definialt egybevagosag kielégiti a
szakaszokra vonatkozo egybevagosagi axidomékat, tovabba definidlhatok egy-
bevagd szogtartomanyok és ezek mértéke az euklidészi mértékiikkel azonos,
igy a Poincare ggmbmodell tényleg a hiperbolikus tér egy konformis modellje.
A két modell kozotti geometriai megfeleltetés alapjan a projektiv modell
tavolsaga és szogértéke is analog modon kettdsviszonnyal adhaté meg.

4.5. A hiperboloid modell

.. amiben az elmélet hatdsos, az az, hogy a metrikus tulajdonsdgar eqy alakzatnak
nem minden mdstdl fiiggetlen tulajdonsdgok, hanem ezeket eqy mdsik alakzattal
kapcsolatosan tekintettik, nevezetesen az Abszolitnak nevezett kipszelettel.

A. Cayley

Tekintsiik a V? valos szamtest feletti vektorteret az

{e1,es,e3} = {e;}

ortonormalt bazis megadasaval. Adjunk meg egy szimmetrikus bilinearis fiigg-
vényt az alabbi definicioval:

(e3,e3) = —1, (er,e1) =1, ,(es,e9) =1, (e;,€;) =0 hai#j,

azaz

3, (x = z'e;, y = yjej).

(x,y) = (i, y’ej) = a'y' +2°y® — 2%y
Az igy definialt vektorteret R feletti 1 indext pszeudo-euklideszi vektortérnek
is nevezziik. Itt a vektorokat (hagyomanyosan) ortogonalisnak nevezziik, ha
skalaris szorzatuk nulla. A (eg,eg) = —1 esetén az ey vektort képzetes egy-
ségvektornak nevezziik. Ebben a térben az (x,x) skalarszorzatra haromféle
lehetGség adodik:
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1. (x,x) > 0, ekkor x vektor hossza valos, az ilyen vektorokat térszeri-
eknek nevezziik.

2. (x,x) = 0, ekkor x vektor hossza nulla, az ilyen vektorokat fénysze-
rinek (izotréopnak) nevezziik.

3. (x,x) < 0, ekkor x vektor hossza tiszta képzetes, az ilyen vektorokat
1ddszerinek nevezzik.

Az Aj affin teret 1 indexti 3-dimenzi6s pszeudo-euklideszi térnek (Minkowski
térnek) nevezziik, ha eltolasi tere egy 1 indext pszeudo-euklideszi 3-vektortér.
(A 4 dimenzioés Minkowski tér fontos szerepet kap a specialis relativitaselmé-
letben.)

A gombfeliilet, az euklideszi esethez hasonléan, az adott O ponttol azonos
r tavolsagra elhelyezkedS pontok halmazat jeloli. Az r szam a géomb sugara.
Ha O egyben a koordinatarendszer kezdGpontja is, akkor az r sugari gémb
egyenlete:

:c%—l—a:g—x%:r?

A gombnek harom tipusa van:

1. A valés sugarit gomb, ahol r > 0 valos szam, ilyenkor az egyenlete:
2 + 25 — 22 = r?. Az egyenlet az euklideszi térben egy egykdpenyt
hiperboloidot ad meg.

2. A képzetes sugara gomb, ahol r = k-4, k > 0 valos szam, a gomb
egyenlete 77 + 13 — 22 = —k*. Az egyenlet az euklideszi térben egy
kétkopenyti hiperboloidot jellemez.

3. A gomb sugara zérus, akkor 27 + x3 — 22 = 0, ami az euklideszi térben
egy kup egyenlete

Vilagosan latszik, hogy a kupot a hiperboloidok aszimptotéi alkotjak. Mind-
ezeket a 4.21. Abran szemléltettiik.
Tekintsiik a V? valés szamtest feletti pszeudo-euklideszi vektorteret az

{elu €9, e3} == {ez}
ortonormalt bazis és a

3 (x = z'e;, y = yjej).

(x,y) = (e, y7e;) = a'y' + a%y* — 2%y
bilinearis forma megadasaval. Tovabba teljesiiljon az alabbi relacio:
x~y<=JceR\{0}, y=c-x,
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4.21. abra. Hiperboloid modell

aminek megadésa indukélja a P?(V3 Vs, (, )) kétdimenzios projektiv met-
rikus teret.
A hiperbolikus sikot modellezhetjiik a V? vektortér

Cr={x: (x;y) <0, 2" > 0}

kup-komponensében.

AP%(V3 Vs, (,)) projektiv metrikus sikban tekintsiik a G(X) = (x, x)) =
= 0 masodrendd gorbét, ahol az X pont kitiz6 vektora x. Ezenkiviil a V3
vektortérben csak olyan transzforméaciokat engediink meg, amelyek megérzik
a skaldrszorzatot, azaz ortogonalisak. A P? sikon csak azokat a transzformé-
ciokat kell vizsgalnunk, amelyek G(X) = 0 masodrendi gorbe S¢ stabiliza-
torahoz tartoznak. Ebben az esetben a G(X) = 2% + 23 — 23 = 0 masodrend
gorbét a hiperbolikus sik abszolit alakzatdanak nevezziik. A hiperbolikus sik
pontjait a C*t-ba mutaté egydimenzios alterek jelolik ki.

H> ={(x) : xeCt} Cc P

Ertelmeztiik a tavolsag illetve a szog fogalmat a projektiv modellben. Ez a
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4.22. dbra. Tavolsidg a hiperboloid modellben

kettGsviszony homogén koordinatarendszerben valo kiszamitésaval kombinal-
va ezen modell hiperbolikus tavolsag, illetve szdg fogalmahoz vezet. Valoban
Az xo = 1 normélas esetén a (x), (y) € H? pontjainak a tavolsaga:

k
d(X7 Y) = 5 ID(X, y, ui, llg)

ahol u; = a1x + fry illetve uy = asx + Foy elGéllitasok alapjan

B B
(X7 y, u, llz) - . )
a1 Q9

ahol a 0 = (uy,uy) = (uy, uy) feltételekbsl kovetkezik, hogy

aj(x,x) + 201 B1(x,y) + Bi{y,y) =0
és
a3 (x, x) + 20002(x, y) + B3 (y,y) = 0.
Igy )
B 8 B
pex) + 22 ) + (;) (y.y) =0

is teljesiil 7+ = 1,2 esetén. Mostmar

—(x,y) +/{xy)?— xx){y.y)

k k
d(x, y) = B In(x, y, uj, up) == In

2 —(xy) - VEY) - &xx){y,y)

ahol a k € R™ a hiperbolikus sikra jellemz& metrikus konstans. Jol lathato,
hogy a fényszerii vektorosztalyok altal kijelolt két pont sorrendje tgy lett
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X3

X

X1

4.23. abra. Egyenesek szoge

megvalasztva, hogy a d(x, y) tavolsig nemnegativ értéki legyen. A pontok
tavolsagat szemlélteti a 4.22. abra.
Ezt a képletet atirhatjuk az alabbi formuldkra:

cosh A% Y) _ —xy)

k VEX)(y.y)

siun 05 ) _ VX y)? - (x, x)(y.¥)

k (x,x)(y,y)

A modelliinkben az egyenesek elhelyezkedését mutatja a 4.23. abra.
Az (¢), (v) H? beli valodi egyenesek szoge:

e+ V) - 5.
(r,9) — /@2 = ({&,x1)(n.v)

Ezt a képletet atirhatjuk az alabbi formulara:

1 1
w(?) U) = 2_Z ln(xa v, U, u2) - 2_Z 1

—(r,9)

cosw(x, ) = m

A hiperbolikus sik pontjait tehat a Ct kap-komponensbe mutato vek-
torok osztalyai jelolik ki. A szokasos hiperboloid modellhez gy jutunk, ha
a projektiv koordinatakat az 1 = 7 + x3 — x5 normélasnak vetjiik ald. A
Cayley-Klein modellhez jutunk, ha normalasunk az x3 = 1 feltételnek tesz
eleget.
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4.6. Az euklidészi sik modelljei

A kétségek akképpen tinnek el miképp a kétdimenzids geometridk
egyre jobban kapcsolodnak egymdshoz.

H. Poincaré

4.6.1. A paraszféra

A paraszféra geometridjanak euklidészi volta a féltér modellben a legszem-
betiinGbb. Ennek oka, hogy a féltér modell egyik parhuzamos sugarsora euk-
lidészi értelemben parhuzamos egyenessereg. A modell szogtartd volta miatt
a hozzatartozo paraszférak a bedgyazo euklidészi tér sikjaival reprezentalod-
nak, a megfelel§ paraciklus ivek pedig kdzonséges szakaszok. Ezért a paracik-
lus ivekbdl alkotott haromszogek szogosszege 27, azaz, ha a sikra vonatkozo
tobbi axioma teljesiil az euklidészi geometriat modelleztiik a hiperbolikus
térben. Ezek teljesiilése viszont trivialis, éppen azért, mert az euklidészi si-
kon a mondott axiomak érvényesek. Hatra marad annak tisztézasa, hogy
nem csak egy "rendkiviili paraszféra" hasznalhaté mint az euklidészi stk mo-
dellje a hiperbolikus térben, hanem barmelyik. Ez viszont rogtén kovetkezik
abbol, hogy tetszGleges két paraszféra sikra vonatkozo tiikrozések szorzata-
val egymasba vihets. Ennek bizonyitasahoz tekintsiik a gomb modell két
paraszférajat. Ezek a modellgombdét beliilrsl érinté gombok. Ha egyenls a
sugaruk a kézéppontok szakaszfelez6 meréleges sikjara vonatkozo tiikrozés a
hiperbolikus térnek is tiikrozése, elegendé tehat igazolni, hogy egy modell-
gémbot beliilrdl érinté a modellhez tartozo gomb alkalmas inverzioval egy a
modellgomb sugaranél kisebb elére adott sugarral rendelkezd beliilrél érinté
gémbbe vihetS. A bizonyitashoz vegyiink fel a modellgdmbot egységsugari-
nak, legyen az adott érinté gémb sugara p és tekintsiik az érintési ponton
keresztiilhalad6 kozos atmérs egyenesét. Olyan inverzidkat tekintiink, ahol a
kozéppont erre az egyenesre esik, és az alapgdmb meréleges a modellgombre.
Vilagos, hogy szamitasaink minden fontos eleme megjelenik ezen egyenest
tartalmazo tetszéleges sikmetszet dbrajan.

Az inverzi6 centruma legyen C' ennek tavolsidga a két gdmb kozos pontjatol
x. Az inverzi6 gombje merdleges a modell gombjére, ezért x értéke (az abran
valo elhelyezés esetén) pozitiv, vagy —2-nél kisebb lehet, tovabba fennall az
inverzi6 r sugarara az

22 4 2z = r?

Osszefiiggés. Az invertalt gomb az atmérs masik végpontjaban beliilrél fog-
ja érinteni a modellgdmbot, igy ha ¢-val jeloljiik ennek sugarat, az alabbi
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4.24. dbra. Egybevago paraszférak.

egyenlethez jutunk:
(x +2p)(z + (2 — 2¢) = 2* + 2z,

ahonnan ¢ értékére a
p(r +2)

T+ 2p
kifejezés adodik. Ha x pozitiv ez a fliggvény felvesz minden értéket 1 és p ko-
zOtt, ha —2-nél kisebb 0 és p kozott. Azaz a p sugara gombbel reprezentalédo
paraszféra inverzioval belevihets egy adott sugari gémbbel reprezentalodoba.
Ezzel allitasunkat igazoltuk.

4.6.2. A hiperciklus modell

A paraszféra modell hatranya, hogy a hiperbolikus téren beliil modellezi az
euklidészi sikot. A kovetkezd (Gyorfi Zoltan-t0l szarmazo) modell a hiperbo-
likus sik alaphalmazan ad euklideszi geometridt. A modell pontjai legyenek
a hiperbolikus sik pontjai, egyenesei pedig egy rogzitett K ponton keresztiil-
halad6 hiperbolikus egyenesek és a hozzajuk mint alapegyenesekhez tartozo
hiperciklusok. Valamely euklideszi II sik O pontjaban a sikot érint6 G' gémb
kozéppontja legyen K. K-n keresztiil tekintsiik a IT sikkal parhuzamos f6kor
metszetet, mint a kiindulési hiperbolikus sik egy projektiv modelljét. Ebben
a hiperciklus modellben a K-n keresztiil haladd egyenesek nyilt szakaszokkal
reprezentalodnak a hozzajuk tartozo hiperciklus parok a nyilt szakaszok mint
nagytengelyek altal meghatarozott, a modellkort érinté ellipszisek. A hiper-
ciklusainkra alkalmazzuk a kovetkezs leképezést : elGszor vetitsiik a megfeleld
fél ellipszist a modellsikra merdlegesen fel a gomb felss felére (igy egy f6kor
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felehez jutunk) majd az K ponthol a kapott félkort vetitsiik a kiindulasi sik-
ra. Vilagos, hogy a transzforméci6 kiindulési hiperciklusainkat kolcsénosen
egyértelmi modon képezi az euklideszi sik egyeneseire.

4.25. dbra. Hiperciklus modell.

Az illeszkedési, rendezési, folytonossigi axiomak nyilvanvaldan teljesiil-
nek. Az egybeviagosagi axiomék igazolasa helyett meghatarozzuk a modell
metrika fiiggvényét. Jelolje ezen leképezést T : H> — E?. A modell AB
szakaszat reprezentald ellipszis ivekhez rendeljiink szamokat a kovetkezd mo-
don: |[AB| := |T(A)T(B)|. Vilagos, hogy ezen definicioval metrikat definil-
tunk, amelyre vonatkoztatott szakasz fogalom (egy C' pont az AB pontja, ha
|AB| = |AC| + |CB] all fenn), megegyezik a rendezési axiomak alapjan de-
finialt szakasz fogalmaval. Két szakasz egybevagd, ha végpontjaik tavolsaga
(a szakasz hossza) megegyezik, két szogtartomany egybevago, ha csiacsukbol
azonos hosszusagi szakaszokat mérve a kapott végpontok tavolsdga megegye-
zik. A tavolsag definicionk garantalja, hogy teljesiilnek az egybevagosagi axi-
omak, azaz geometriank abszolut geometria. Vilagos, hogy a parhuzamossagi
axioma teljesiil a modellben, igy valo6ban az euklidészi sik modelljét allitottuk
el6 a hiperbolikus sik keretein beliil.

4.7. Az elliptikus illetve szférikus modellek

Eképpen a kétdimenzios Riemann (elliptikus) geometria és a Lobacsevszkij
(hiperbolikus) geometria az euklidészi geometridn csatlakozik egymdshoz

H. Poincare

4.7.1. Definicié. Az illeszkedési, eqybevigdsdgi, folytonossdgi és a ciklikus
rendezési ariomak csoportjainak eleget tevd sikot elliptikus siknak nevezziik.
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A sik pontjait gombi atellenes pontparokkal adjuk meg. A sik egyenesei
atellenes pontparokkal Osszeragasztott f6korok. Mivel a f6koroket a modell-
gomb origojan dthalado sikok metszik ki, melyek egyértelmiien meghataro-
zottak két nem &atellenes gombi pont altal, az illeszkedési axiomak trividlisan
teljesiilnek. Modelliinkben az egyenes ciklikus rendezésére vonatkozo axiémak
allnak fenn. Az els6 kritikus pont a Pasch axiéma teljesiilésének kérdése.

4.26. dbra. Pasch axiéma a gombon

Az elliptikus modellben teljesiil az altalanos Pasch axioma, tovabba ér-
vényesek az egybevagosagi axiomak is. Kiindulasképpen vegyiik észre, hogy
modelliinkben a teljes egyenes gémbi hossza 7 radian, igy a szakasz hosszak
kisebbek m-nél. Ez azt jelenti, hogy modellfélgémbiink elhelyezhets gy, hogy
az AB szakasz a hatarolo f6korre essék és a BC' szakasz az dbran jelolt da-
rabja legyen a BC' egyenesnek. Ekkor a 4.26. 4bran jelolt AC' szakasz a COA
euklideszi szogtartomany metszete a modellgémbbel, mint ahogy AOB met-
szi ki AB-t és BOC' BC-t. Vilagos, hogy a szogpontok két sik metszésvonala
altal kimetszett gombi pontok, igy feltételiink azt jelenti, hogy ilyen metszés-
vonalat nem tartalmazo, pl. az AB oldalt metszs, origon keresztiilhalado sik
OA-n OB-n vagy OC-n nem megy keresztiil. Azaz, ha AB ivet metszi akkor
vagy BC vagy AC ivet szintén metszi, ami allitdsunkat igazolja.

Az egybevagosagi axiomak teljesiilésének igazolasa helyett megint tavol-
sag és szogmérésre alkalmas fiiggvényeket vezetiink be. A pontok tavolsa-
gat az Osszekots fokorivek hosszaval mérjiik, egyenesek hajlasszogét az Gket
meghatarozo sikok hajlasszogével. Ezek utan hivatkozhatunk a kdérvonal és a
haromdimenzios euklideszi tér jolismert tulajdonsigaira, melyekbdl az egy-
bevagdsagi axiomak mar kévetkeznek.

Abbodl a ténybdl, hogy két origon keresztiilmend sik gombi atmérében
metszi egymést, azonnal lathaté, hogy az elliptikus modellben az elliptikus
sik pArhuzamossagi axiomaja teljesiil, azaz barmely két egyenesnek pontosan
egy kozos pontja van.
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Szférikus modellnek nevezziik azt a modellt, melyben a géomb atelle-
nes pontjait nem azonositjuk. A szférikus modellnek megfelel6 geometria a
szférikus geometria. Konyviinkben tobb fejezetben is foglalkozunk ezen geo-
metriaval (lasd pld. az 5.5. alfejezetet).
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4.27. dbra. Arthur Cayley

4.8. Cayley

Annyi sok fontos definicié mellett Arthur Cayley vezeti be a projektiv mo-
dell tavolsagfogalmét is. Fzen cikkének tomor elGadéasara vallalkozunk ebben
a szakaszban. Ez az a tavolsag fogalom, melyet Poincare is at tud venni,
ahogy ezt mar korabban lattuk. A szakaszok eredeti beosztésat megdrizziik,
a sorszamozas azért kezdGdik 209-nél, mert Cayley egy nagyobb szabasti mun-
kéjénakﬁ képezi a részét az idézett tanulmany.

A. CAYLEY: A TAVOLSAG ELMELETEROL.

209. Az egydimenziés esettel kezdiink. Jeldljiink ki az egyenesen egy pontpart,
nevezziik ezt Abszolat-nak. Tetsz&leges pontpart tekinthetiink az Abszolatba irt
pontparnak. Egy ilyet megadva pont-par korrdl, vagy korrél beszéliink. A kor
centruma és tengelye, azon involicié két fixpontja, melyben az adott pontpar és
az Abszoliat két pontja dsszetartoz6 pontparok. A két fixpont egyarant tekintheté
centrumnak, de a valasztasnak kovetkezetesnek kell lennie. Megjegyezziik, hogy
a centrum és egy pont ismeretében a masik pont egyértelmiien adédik, hiszen a

L "A sixth memoir upon quantics." (Collected papers II.)
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tengely a centrum harmonikus tarsa az Abszolitra nézve, a masik pont, pedig az
egyik harmonikus tarsa a centrumra és a tengelyre nézve.

210. A kor két pontja definicié szerint egyenl8 tavol van a kor centrumatdl.
Kiindulva két pontbdl egyiket kozéppontnak a masikat egy kor pontjanak tekint-
ve megszerkeszthetiink egy mindkét iranyban végtelen pontsorozatot, melyben a
szomszédos pontok tavolsaga megegyezik. A kiindulasi pontpar tavolsagat végte-
len kicsire valasztva mérhetjiik az egyenes tetsz6leges két pontjanak a tavolsagat
mint a koztiik levs szakaszok szamat. Vilagos, hogy tetszéleges harom pont ki-
elégiti a

Dist(P, P') + Dist(P’, P") = Dist(P, P")
szokott additivitasi feltételt.
211. Ahhoz, hogy megmutassuk miként vezet el a fenti definici6 a tavolsag
analitikus definiciéjahoz, tegyiik fel, hogy az Abszolit pontjainak (projektiv) ko-
ordinatait az

az® 4 2bxy + cy* = 0

egyenlet adja meg. Ekkor az (2/,y’) kdozépponti kor egyenlete:

(az®+2bzy +cy?) (az’ + 202"y + cy’?) cos® 0 — (axx’ +b(xy +2'y) +cyy’)? = 0,
kovetkezésképpen, ha (z,y) és (2”,y") két pontja a kornek, fennall az

(aza" +2b(z'y + zy') + cyy’)
V (ax? + 2bzy + cy?)/(az® + 2ba'y’ + cy’?)

(ax’x” + b(x’y” +x//y/) _'_Cy/y//)
\/(ax’z+be’y’+cy’2)\/(ax”2 +2bx”y’+cy”2)

egyenlet, amely azt fejezi ki, hogy (z,y) illetve (2”,y") egyenld tavolsagra van
(«',y')-t6l. Azaz két pont tavolsaga additiv fiiggvénye a

(axz’ + b(z'y + zy') + cyy)
V(ax? + 2bzy + cy?)/(ax + 2bz'y’ + cy’?)

kifejezésnek. Ez vezet ahhoz a kdvetkeztetéshez, hogy két pont tavolsaga tekint-
hetd annak az ivnek, amely koszinusza a fenti kifejezés azaz a tavolsag:

N (axa’ + b(z'y + zy') + cyy’) _

V(az? + 2bzy + cy?)/(ax + 2ba'y’ + cy'?)

(ac —b2)(a"y — xy)

= arcsin .
V(az? + by + cy?)/(az? + b’y + cy'?)
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Azaz a koregyenletek :
(az®+2bzy+cy?) (az +2bz'y + cy’?) cos® 0 — (axa’ +b(ay +2'y) +cyy’)* = 0,

(az® 4 2bxy + cy?)(ax + 202"y + cy’?) sin? 0 — /(ac — b?)(z'y — xy')* = 0,

alakaak, ahol a pont kozépponttél valé tavolsaga O, ha tetszik ez a kor sugara.

212. Ha © = 0 a kdzéppont és a kdr pontja egybeesik (masodik egyenlet), ha
0 = % a kdzéppont és a pont harmonikusan valasztédnak szét az Abszolat
pontjai altal. Az Abszolat altal harmonikusan szétvalasztott pontok tavolsaga
egy kornegyed, ezért az ilyen pontokat kérnegyed tavolsagra lévé pontoknak ne-

vezhetjiitk. A kornegyed a tavolsag egysége.

213. Amikor az Abszolit egy GsszeesS (p, q) pontpar, a pontok tavolsagat a

xy — 2y
(qz —py)(qx’ —py')’

vagy a vele ekvivalens

fr—ay pa’—ay

qr—py  qr' —py
osszefiiggés irja le. (A ga— pf szorzé bevezetése utan.) Sziikséges megjegyezni,
hogy most a tavolsag egysége tetszélegesen valaszthato.

214. Kétdimenziéra attérve tekintsiink egy tetszéleges kiapszeletet, ez legyen
az Abszolat. Tetsz6leges az Abszolitot két pontban metszé egyenes meghata-
roz egy egydimenziés Abszolattal rendelkez& pontsort (ezen az Abszolat a két
metszéspont), és hasonléan tetszéleges az Abszolathoz hazott két érint6 meg-
hataroz egy egydimenziés Abszolittal rendelkezé sugarsort (ezen az Abszolit a
két kiindulasi egyenes). Ahhoz, hogy az egydimenziés pontsorok tavolsagait fiig-
getlenitsitk a pontsor helyzetétél ugyanazt a tavolsagot kell definialni. Ahhoz,
hogy ennek az igénynek eleget tegyiink nem csak a pontsorok pontjainak és a
sugarsorok egyeneseinek tavolsagait egyeztetjiik, de pontsor pontjanak és sugar-
sor egyenesének tavolsagat is az elz&ekkel 6sszhangban adjuk meg. Legyen az
Abszolatra vonatkozé pélusa egy egyenesnek, egyszeriien a szokott pélus és a po-
larisa egy pontnak a szokott polaris. Igazolni fogjuk azt a tételt, hogy a tavolsaga
két pontnak vagy egyenesnek megegyezik polarisaik vagy polusaik tavolsagaval,
azaz hogy a tavolsaga két polusnak, megegyezik a hozzajuk tartozé polarisok
tavolsaganak. Eképpen definidlhatjuk egy pont és egy egyenes tavolsagat komp-
lementereként a pont és az egyenes poélusa tavolsaganak, vagy forditva a pont
polarisa és az egyenes tavolsagaként. Igy a tavolsaga egy pélusnak a polarisatdl
a zéré komplementere, azaz kdrnegyed.
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215. Az Abszolatba irt kapszelet legyen kdrnek nevezve, a beirds centruma és
tengelye legyen a kor centruma és tengelye. A kor Gsszes pontja egyenld tavol
van a centrumtdl Gsszes érintGje egyenld tavol van a tengelyétdl és ez a tavolsag
a komplementere az €l6z6 tavolsagnak.

216. A kor fenti tulajdonsaga alapjan a koordinatakkal val6 szamolas a kévetkezé
formulakhoz vezet:
(axx’ +b(x'y + 2y') + cyy' + fz2' + g(a'z + x2') + h(y'z + y2'))

arccos ; =
aQ

\/E(yz’ —y'2)2 +b(y? — y'2) (2’2 — x2) + e’z — x2)2 4

aa!

— arcsin

ahol

o = /(ax? + 2bxy + cy? + f22 + 2922 + 2hy2)

és

o = \/(ax? + 2bx"y + cy? + 22 + 292’2 + 2hy'2!).

és az Abszolat vonalegyenletét
ax® + 2bry + ey’ + f22 + 2gwz + 2hyz = 0

adja meg. Rogton adédik, hogy teljesiil a tavolsagfiiggvény additiv tulajdonsaga.

217. Hasonléan kiszamolhatjuk két egyenes tavolsagat és a fenti formulakkal
analég formulakat kapunk. Formalisan felcserélve az

a,b, ...z, ...

jeleket a ~
ab,...T.,7,...

jelekre a két formula par egymasba transzformalhaté.

218. Az (z,y, z) pont és (£, 1, (") egyenes tavolsaga:

arcsin {\/?(f’:c + 'y + ¢'2)\/(ax? + 2bxy + cy?® + f22 + 2922 + 2hy2)-

.\/55/2 + 2[_75'/77/ + 577’2 + ?CQ + 2§€/C/ + 2577’(’} )
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219. A fenti eredmények miikddnek azon elfajulé esetben is, amikor egy egyenes
érinti az Abszoliatot, vagy egy pont az Abszoliatra illeszkedik.

220. Tegyitk most fel, hogy az Abszolat egy elfajulé kipszelet, egy pontpar.
Abszolat egyenesnek hivjuk a rajtuk athalad6 egyenest. Ebben az esetben az
altalanos gondolatmenet és eredmények érvényben maradnak, csak nem tudjuk
Osszeegyeztetni a pontok és egyenesek tavolsagat, mert nem szerepel a kdrne-
gyed mint univerzalis egység. Ugyanakkor Gssze tudjuk egyeztetni két egyenes
tavolsagat egy az Euklidész, | Prop. 11-h6z hasonlé konstrukciéval. Egy pont és
egy egyenes tavolsaga ugyancsak dsszeegyeztethets két pont tavolsagaval, fel kell
csak tenniink mint definiciét, hogy a pont egyenest&l mért tavolsiga megegyezik
a pont és azon masik pont tavolsagaval, mely a metszéspontja az egyenesnek és
a ponton athaladé egyenesre meréleges egyenesnek.

221. Analitikusan az el6z8 specialis esetben a (p, ¢, 7), (po, qo, 7o) pontokat tar-
talmazé Abszolat egyenese a

rT Yy z
p q r |=0
Po Go To
egyenlettel adhaté meg.
222. Két pont tavolsaga ekkor:
Ty 2 r oy =z

~
~
~
~
~
~

212 oy =z [
p q T Po Go To
T Yy z Ty oz
p q T p q T
Po 4qo To Po 4qo To

Két egyenes tavolsaga az alabbi kifejezés arcus cosinusa:

(P€ + qn + 1) (Po€” + qon’ + ro¢’) + (PE' + g1 +1¢) (P& + gon + 1oC)
V2(p€ + qn + 17C) (o€ + qon + 10C)2(pE" + qn’ + 1) (P + qon’ + 1o¢’)

Végiil egy pont és egy egyenes tavolsaga:

'z +n'y+('2)
Ty z
p a7 [ V208 +qn + 1) (pel’ + qon’ + o)
Po Go To
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223. Helyettesitsiink a fenti formulaba (p,q,7) = (1,4,0), (po,q0,70) = (1, —
—i,0) értékeket. Ekkor a vonalegyenlete az Abszolatnak &2 + n? = 0, azaz az
Abszolat azon két pontot tartalmazza, amelyben az 22 + y? = 0 egyenespér (ami
definici6ink szerint egy elfajul6 kor) metszi a z = 0 egyenest. Ha a z koordinatat
egységnek valasztjuk az Abszolat pontjaira fenn kell allnia: z :y:1=1:7:0
illetve x : y: 1 =1: —i: 0 egyenl6ségeknek, amibél adédik, hogy x, y végtelen,
igy az Abszolat pontjai a végtelen tavoli egyenes metszete a fenti egyenespar
altal meghatarozott korrel.

224. Ebben az esetben a pontok tavolsagara:
V(e =)+ (y —y)?

adédik, az egyenesek tavolsagara pedig

& + _
arccos =
\/52 4 772\/5/2 + 12
R JERY 3 ¢
arcsin = arctg— —arctg—,
\/§2 i 772\/§/2 + 12 n
kifejezéseket kapjuk. Pont egyenes tavolsagara
fx+ny+¢

az eredmény, ahogy az az euklidészi sikgeometridb6l derékszogii koordinatak ese-
tén tudjuk.

225. Az altalanos formulak lényeges valtozason nem esnek at, de lényegesen
egyszeriisddnek, ha az Abszolatot z2 + y? + 2% = 0 alakban adjuk meg. Ekkor a
pontok tavolsaga
xx' +yy' + 22
\/:1:2 + 42 + z2\/a:’2 +y? + 2]

arccos

egyeneseké
£+’ + (¢
\/§2 I 772 ¥+ Cz\/fIQ I 77/2 ¥+ C/2’

és pont-egyenes tavolsaga:

arccos

8 +yn' + ('
\/x2+?/2+22\/§/2+77/2+<"2.
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226. Ha szokasos derékszogii koordinatakra nézve (., 2) kielégiti az 22 + 3> +
+ 2% = 1 egyenletet akkor az x& + yn + 2¢ = 0 egyenlet egy f6kdrt ad meg
a vizsgalt gdmb felszinén. Szintén feltehetjiik, hogy teljesiil a £2 + n? + (2 =
= 1 Osszefliggés. A fenti formulak ekkor egy szférikus geometria dsszefiiggései,
amely ezek szerint agy adédott, hogy az Abszolut egy szférikus kip azaz nem
egy pont-par. Ez a tény a val6di alapja az eltérésnek a sikgeometria és a szférikus
geometria kdzott és a szférikus geometria teljes dualitasanak.

227. Az el6z6ekben a geometriai elméletet végigkisértem analitikus szamitasok-
kal, egyrészt az illusztraci6 céljabél, és azért is mert fontos ismerni az analitikus
kifejezéseit a tavolsagoknak a koordinatak fiiggvényében; de agy gondolom, hogy
a geometriai elmélet tokéletesen teljes magaban: az altalanos eredmény a kovet-
kez&: feltéve, hogy Abszolatnak jeldliink ki egy kapszeletet a sikon (a 2 dimenziés
geometriai térben) megadhatjuk ezt a kapszeletet abrazolé geometriai szerkesz-
téssel, felosztva minden egyenest vagy pontsort tovabba minden pontot vagy
sugarsort egy végtelen sorara egyenlének tekintett infinitezimalis elemeknek; a
szama ezen elemeknek egy pont tartomanyban vagy egy sugarsor két egyenese
kozott méri a tavolsagat két pontnak vagy két egyenesnek; és tekintve a kor-
negyedet mint tavolsdgot amely létezik ugyanigy pontokra mint egyenesekre,
ossze tudjuk hasonlitani két pont és két egyenes tavolsagat; és a pont és egyenes
tavolsaga egyarant reprezentalhat6 két pont vagy két egyenes tavolsagaval.

228. A szokasos szférikus geometriaban az altalanos elmélet miikodik valtoztatas
nélkiil; az Abszolat egy aktualis kipszelet, a metszete a gdmbnek egy elfajulé
projektiv gdmbbel.

229. A szokasos sikgeometriaban az Abszolat két pontta degeneral6dik, a vég-
telen tavoli egyenesnek egy elfajulé korrel, valé metszetére. Az altalanos elmélet
moédosul, pontokra vonatkozéan nem lehet kornegyedet értelmezni, igy két pont
tavolsagat nem lehet egyeztetni két egyenes tavolsagaval; a pont egyenes tavol-
sag csak két pont tavolsdgaként reprezentalédik.

230. Konklazitként megjegyzem, hogy az én nézépontom szerint,
a jelen memoarban a legszisztematikusabb kurzus a mennyiségek
elméletének geometriai része, a tavolsag és metrikus geometria fo-
galma egyiitt megsziintethet6; amiben az elmélet hatasos, az az,
hogy a metrikus tulajdonsagai egy alakzatnak nem minden mastol
fiiggetlen tulajdonsiagok, hanem ezeket egy masik alakzattal kap-
csolatosan tekintettiik, nevezetesen az Abszolatnak nevezett kiup-

223



szelettel. A kiindulasi alakzatot viszonyitottuk egy ktupszelethez;
példaul, egyiitt tekintettiik a tulajdonsagait két vagy t6bb kipsze-
letnek, mindezt az elméleti Abrazolé geometria [érts: projektiv geo-
metria] keretein beliil: ezt kivezetve a metrikus geometriaba fixalva
egy kupszeletet mint egy standard hivatkozasi pontot, amit Abszo-
litnak neveztiink. A metrikus geometria igy az 4brazol6é geometria
részévé valt, és az Abrazolé geometria a teljes geometria, forditva:
ha ezt elismerjiik, egy bevezetd munkiban nem sziikséges vizsgalni
a metrikus geometria specialis teriileteit; azonban nem lehet to-
vabbi kifejtés nélkiil elhagyni az olyan fogalmakat, mint a tavolsag
vagy metrikus geometria, sziikséges hivatkozni a megfelelé idében
arra, hogy ezen fogalmak szerepelnek az abrazol6é geometriaban.
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Az emberi kultara része a tudomany,
a tudomany része a matematika,
a matematika része a geometria,

a geometria viszont athatja az emberi kultarat.
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Kozépszo

Aki idaig elolvasta a konyvet sejti, hogy mit fog itt talalni. Vannak azon-
ban, akik szaméra fontosak az el6sz0, utoszo, bevezetés, epilogus, fejezetek
személyes tartalma, hiszen ezek olvasasa utan dont arrol, hogy elolvassa-e a
konyvet vagy nem. En is szeretnék megfelelni ebbél a szempontbol, legalabb
azoknak, akik a konyv tartalomjegyzékébe is belenéznek és igy megtalaltak
ezt a kiilonds cimi fejezetet.

Hat legyen:

Ez a konyv egy olyan pillanatkép a geometriarol, aminél az objektiv a
szerz. A kép tehat torzul, tiikrozi a szerzé valamennyi kimondott illetve ki-
mondatlan problémajat, egészrdl és részrél, tudomanyos kutatasrol, a szép
fogalmarol, a gyokerek fontossagarol és meghatarozo voltarol, a kommunika-
ci6 nyelvének vilasztasarol és az emberi kultiararol.

Ko6nyviinknek mint irodalmi alkotasnak a nyelve az anyanyelv, a tanito
jelleggel irott gondolatok a jelenkori modern tudoményos nyelvezetet és fo-
galomrendszert hasznaljék, és a kortalan, fontos gondolatok a megalmodojuk
tolla alapjan — kotetlen magyar forditasban — szélalnak meg.

A szép fogalma nem kdthets az emberi kultira semelyik koriilhatérolt
teriiletéhez, de magahoz az emberi kultirahoz sem. A szép dolgok egymast
erGsitik, ez indokolja versek megjelenését egy olyan konyvben, mely a geo-
metria szépségeirdl szol. Ezen gondolat persze nem 1j, Weierstrass szerint:

Egy matematikus, akiben nem lakozik egyattal valami a koltébdl,
sohasem valik tokéletes matematikussa.
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S adom intésiil neked:
Sose faradj, sok cifraval
Elboritni éneked!

Sz6]j erével, és nevezd meg
On nevén a gyermeket;

Sz6lj gyongéden, hol az illik, -
S ne kerits nagy feneket.

Olykor egy-két sz6 is jobban
Helyre {iti a szeget,
Mint az olyan, ki belé¢hord

\
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5. fejezet

Analitikus geometria

5.1. Vektorok a 3-dimenzids euklideszi térben

A geometria barmely problémdja redukdlhatdé olyan részekre, amelyek
megolddsdhoz elegendd bizonyos szakaszok hosszdanak ismerete.

R. Descartes: Geometria

Ebben a fejezetben a klasszikus analitikus geometria alapvetd eszkozeit a
vektorokat targyaljuk. Felépitésiink az egybevagosagok szintetikus felépitésén
alapul, igy a harmadik fejezet eredményeit hasznaljuk. Ahogy azt az egybe-
vagosagok osztalyozasanal lattuk (a 3.3.2. Lemma utani megjegyzésben), az
eltolasok az egybevagdsag csoport kommutativ részcsoportjat képezik.

5.1.1. Definicid. Fqy egybevigdsdg reprezentans pontparja, eqy pont és ké-
pének rendezett parja. Vektornak nevezziik az eltolasok reprezentdns pontpdr-
jait.

A vektorok halmazan ekvivalencia relacié az azonos eltolas reprezentalasa
tulajdonsiag. A vektorokat a szokott mddon jeloljiik és nem kiilonboztetjiik
meg a vektort ekvivalencia osztalyatol. Az eltolasok csoportjanak multip-
likativ miiveletét a vektorokon additiv irAsmoédban Gsszeadésnak nevezziik.
Hasznaljuk az igy adodo Osszeadas szokésos geometriai jeloléseit, az Gssze-
fiizés szabélyat, a parallelogramma szabélyt, a kiilonbség vektor fogalmat.
Mindezek figyelembe vételével szamunkra a vektorok egy additiv irdasmodi
kommutativ csoportot jelentenek. A tovabbiakban a vektorok halmazat el-
latjuk egy valos szammal valé szorzas fogalommal, miédltal a vektoraink valos
vektorteret definidlnak.

5.1.2. Definicié. A t > 0 szdm és az PP’ vektor szorzata leqyen az a PP

vektor, melyre
|PP"| =t|PP'| és a (P'"PP")
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rendezés nem teljestil.
o P 57
At =0 szdm és a PP’ vektor szorzata a PP := 0 ve

At <0 szam és az PP’ vektor szorzata legyen az a P

NS

tor.

" vektor, melyre

|PP"| = —t|PP’| és a (P'PP")
rendezés teljesiil.

5.1.1. Lemma. A vektorok a fenti definiciokkal valds vektorteret alkotnak,
axiomdink szerint ennek dimenzidja 3.

Bizonyitas: A vektorok alatt most ekvivalencia osztalyukat gondolva al-
kalmazhatjuk az eltoldsok tulajdonséigait, kapjuk, hogy ezen ekvivalencia osz-
talyok valos vektorteret alkotnak. Tetszéleges osztalyt egy elemével helyet-
tesitve konkrét reprezentans rendszeriink egy az el6z6vel izomorf vektortér
strukturaval rendelkezik. Rogzitve egy pontot a térben és ezt valamennyi
vektorunk kezdGpontjanak nevezve egy jol attekintheté modellhez jutunk. A
linearis fiiggetlenség konkrét geometriai tartalommal bir, két vektor Gsszefiig-
g6, ha az 6ket meghatarozd harom pont kollinearis, harom vektor Gsszefiigg,
ha a megfelels négy pont konplanaris. Allitasunk, most az illeszkedési I.4. és
1.5. axiomék kovetkezményei. O

Ahhoz, hogy a teriinkben létezs merdlegesség a kapcsolodo vektortérben
is érzékelhetd legyen, a vektortér strukturat euklideszi tér strukturava kell
alakitani. Ennek modja a skalaris szorzat fliggvény definialasa.

5.1.3. Definicié. A vektor hossza a meghatdrozo sikpdrok tdavolsdgdanak két-
szerese, azaz tetszdleges az eltoldst reprezentdlo pontpdr tdvolsdga. Két vek-
tor hajlasszoge a kozds kezddpontbol inditott reprezentdinsaikat tartalmazo
ugyanezen kezddpontbol inditott félegyenesek dltal bezdart szégek kézil a kiseb-

bik.

A vektor hossza mindig nem negativ, ( jele szintén |-| ), csak a nullvektor
hossza nulla. A vektorok hajlasszoge m-nél nem nagyobb szog.

5.1.4. Definicio. Az a és b vektorok skaldris szorzata az
(a|b) := |a||b| cos(a,b)£
szam.

A skalaris szorzat alaptulajdonsigai az alabbi geometriai észrevételekbdl
adodnak:
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1. A skalaris szorzat elGjele a vektorok hajlasszogétsl fiigg; pozitiv ha
hegyesszoget zarnak be vektoraink, nulla ha merélegesek, és negativ ha
tompa a szogiik.

2. Egységvektorral valo skaléris szorzat geometriai jelentése az egységvek-
tor egyenesére vonatkozo meréleges vetiilet elGjeles hossza. Ez pozitiv
ha az egységvektorral bezart szog hegyesszog, negativ, ha tompa.

5.1.1. Tétel. A vektorok skaldris szorzata (a|b) : E® x E3 — R pozitiv
definit, szimmetrikus bilinedris fligguény.

Bizonyitas: Az elst két allitas a definicié kozvetlen kovetkezménye. A szim-
metria miatt elég az egyik argumentumban val6 linearitast igazolni. A szorzas
definiciéja miatt a homogenitas nyilvanval6, mert negativ szadmmal szorzas
esetén hegyesszogbdl tompaszog, tompaszogbdl hegyesszog keletkezik. Az ad-
ditivitas a masodik geometriai észrevételbdl adodik, mert feltehetd a homoge-
nitas miatt, hogy a masodik argumentum vektora egységvektor és a merGleges
vetiilet elGjeles hossza éppen a skalaris szorzattal egyezik meg. O
Fontos szerepet jatszik az alabbi észrevétel :

5.1.2. Lemma. Az a vektor v vektorral pdrhuzamos és arra merdleges dssze-
tevdkre bontdsa az alabbi formuldval végezhetd el:

(a,v)
v

Bizonyitas: Legyen elGszor v egységvektor. Ekkor

a, =a—a,.

a, = (a,v)v

nyilvan teljesiil. Ha most v nem egység vagy zérus hosszu vektor, alkalmazzuk
formulankat a vy = ﬁ egységvektorra, majd hasznaljuk a homogenitast. [

A skalaris szorzattal rendelkezd euklideszi vektortérben targyalhatoak az
egybevagosagok és az egydimenzids mérték fogalma. Ahhoz, hogy a térfoga-
tot, térelemek tavolsagat hajlasszogét, ligyesebben szamolhassuk, egy tjabb

szorzas a vektoridlis szorzat bevezetésére van sziikség.

5.1.5. Definicié. Az a, b, ¢ vektorokbdl dllo rendszer jobbrendszer, ha c-vel
szemben az a és b dltal bezdrt sikra nézve a-t a b-be dramutato jdrdsdval
ellentétes m-nél nem nagyobb forgds viszi.

5.1.6. Definicidé. Az a és b vektorok vektoridlis szorzata az az a X b-vel
jelolt vektor, melynek hossza

|af[b|sin(a, b) 4,

merdleges az a €s b vektorokra és azokkal az a, b, a x b sorrendben jobbrend-
szert alkot.
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Egységvektorral valo vektorialis szorzat geometriai iton a kévetkezdkép-
pen kaphat6 meg:

Az egységvektor egyenesére merdleges sikra vonatkozo meréleges vetiiletét
alkalmas irdnyban 7 szoggel elforgatjuk. Ezen geometriai jelentés alkalmas a
vektorialis szorzat disztributivitasanak igazolédsara. Pontosabban:

5.1.2. Tétel. A vektorok vektoridlis szorzata a x b : E® x E3 — E3,
antiszimmetrikus, bilinedris leképezés.

Bizonyitas: Az antiszimmetria és homogenitas a definicié egyszeri kovet-
kezményei. Az additivitas az egységvektorral valo balrol szorzas eredmény-
vektoranak kovetkezd geometria elGallitasan mulik:

e x v megkaphato, ha a v e-vel parhuzamos és e-re meréleges komponen-
sekre vald bontasanél definiadlt merdleges v,,, komponenst a v-re meréleges
sikban ugy forgatjuk el 90°-al, hogy e,v és a kapott vektor jobbrendszert
alkosson. Az egységvektorral vald szorzas az Osszeadésra nézve disztributiv
lesz a parallelogramma szabaly alapjan, mert az elforgatas el6tti allapotban
a kérdéses merdleges komponensek, a sziikséges vektorok egyenlGségét repre-
zentaljak. A homogenités és az antiszimmetria felhasznaldsaval a bilinearitas
most mar adodik. O

5.1.7. Definicié. Az a, b, ¢ vektorok vegyesszorzata az
abc = (a x b, c)
szorzat.

5.1.3. Lemma. A vegyesszorzat a vektorok dltal kifeszitett parallelepipedon
eldjeles térfogata.

Bizonyitas: Jeldlje (a x b)? az a x b iranyt egységvektort. Az
((axb)’c)

szorzat geometriai jelentése a vizsgalt parallelepipedon elGjeles magassaga;
pozitiv, ha {a, b, ¢} jobbrendszer; negativ, ha {a, b, c} balrendszer. Az |axb|
nem negativ szim geometriai tartalma az a illetve b vektorok altal kifeszitett
parallelogramma teriilete. A homogenitas alapjan az allitas adodik. O

5.1.3. Tétel (felcserélési tétel). A vektorok vegyes szorzata ciklikusan per-
mutdlhato,

(axb,c)=(bxc,a)=(cxa,b)

Bizonyitas: A geometriai tartalomrol szolo lemma egyszeri kovetkezmé-
nye. U



5.1. VEKTOROK A 3-DIMENZIOS EUKLIDESZI TERBEN 233

5.1.4. Tétel (kicserélési tétel).
(axb)xc=(a,c)b— (b,c)a.

Bizonyitas: A vektorialis szorzat definicioja alapjan, a baloldal linearis
kombinacidja az a és b vektoroknak. Azaz

(ax b) x c=aa+ fb.
Szorozzuk skalarisan az egyenlGséget a (b x c) vektorral. Ekkor
aabc = ((axb) xc,(bxc))=((axb),cx(bxc))
egyenl@séghez jutunk. Azonban a c® egységvektorral
c’ x (b xc’) =b,

az egységvektorral valo balrol szorzas geometriai elGallitasa alapjan, igy a
parhuzamos és meréleges 6sszetevikre valo bontas formulaja szerint

c x (bxc)=|c/*b— (b,c)c

teljesiil. Behelyettesitve formulankba majd a skalaris szorzat disztributivita-
sat alkalmazva, kapjuk, hogy

aabc = —(b, c)abc.
Hasonldan szamolhatjuk ki a g egyiitthatot, amire
f=(ac)
adodik. O
5.1.1. Ko6vetkezmény. Teljesiilnek a kévetkezd nevezetes dsszefiiggések :
Lagrange azonossag:. (a x b,a x b) = (a,a)(b,b) — (a,b)(a, b),
Jacobi azonossag:. (axb)xc+ (bxc)xa+(cxa)xb=0.

Valéban az
(axb,cxd)

kifejezést irjuk at a felcserélési tétel segitségével, majd alkalmazzuk a kicse-
rélési tételt, ekkor az

(axb,cxd)=(a,c)b,d) — (a b)cd)
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osszefiiggéshez jutunk. Az a = ¢, b = d helyettesités a Lagrange azonossag-
hoz vezet.

Az asszociativ szabaly a vektorialis szorzatra nem teljesiilhet. Nézziik meg
a két oldal eltérését, majd alkalmazzuk a kicserélési tételt:

(axb)xc—ax(bxc)=(a,c)b—(b,c)a—(a,c)b+ (a,b)c = (axc)xDb,

ahonnan a Jacobi egyenlgség adodik.

A vektorialis szorzat nem asszociativ mivelet, de teljesiti a Jacobi azo-
nossagot, igy euklideszi vektorteriink ezzel a szorzés miivelettel egy (nem
asszociativ) algebrat alkot.

A tovabbiakban az euklideszi vektortér egy jobbsodrasi ortonormélt ba-
zisat a hagyomanynak megfelelGen {i, j, k}-val jelolve vektorainkat koordi-
natakkal lathatjuk el a szokott modon, majd a térben egy O ponthoz mint
kezdéponthoz rogzitve az origot pontjainknak szintén koordinatakat tulaj-
donithatunk, ezek az O pontbol a pontba mutaté helyvektorok koordinéta
harmasai. Az oszlopvektoros irasmodhoz ragaszkodva teljesiilnek az alabbi-
ak:

5.1.5. Tétel.

(x|y) = szyz =x"y,

i j k
xXy =det | x1 x2 w3 = (Toys—x3y2)i—(T1y3—23y1)j+ (2192 —T201 ) K,
Y1 Y2 Ys
21 k2 23 xr1 To X3
xyz=det | x1 o x3 | =det| y1 y2 ys3 | =det[x,y,z].
Y Y2 Y3 Z1 22 Z3

Bizonyitas: A koordinata rendszer egységvektorainak paronkénti skalaris
és vektorialis szorzatai a definiciobol kozvetleniil meghatarozhatok. Ezutan
hasznélva a fiiggvények bilinearitasat az elsG két egyenléség rogton adodik.
A harmadik az els6 kettd egyszert Osszeolvasasaval kaphato meg. O

Felirhatjuk térelemeink kiilonféle egyenletrendszereit. Egyenes vektoregyen-
letét paraméteres alakban az

X =Xg+tv

egyenlettel adhatjuk meg, ahol v az irdnyvektor, ¢ valoés paraméter. Ebbél
azonnal kapjuk a paraméteres egyenletrendszert majd az egyenletrendszert:

r = o+t
Yy = Yo+t teR s
z = Zzy+tus
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nem nulla vy, vy illetve v esetén

T — Xy Y—"Yo Z— 20

(="t

U1 V2 V3

A sik megfelel§ egyenletei:
(n,x —x¢) =0,
ahol n a sikra merdéleges vektor, x¢ a sik egy pontjanak helyvektora, illetve
0=Ax+ By+Cz— (Axg+ Byo + Cz) = Az + By+ Cz+ D

ahol n koordinatai A, B, C' az x¢ koordinatai xg, 3o, zo.

5.2. Egyenestart6 leképezések E°-ben

.. a logika sok szabdlya helyett beértem a négy kévetkezdvel...

... Az utolsd pedig az, hogy mindeniitt teljes felsoroldsokra és dltaldnos
dattekintésekre torekedjem, s igy biztos legyek abban,

hogy semmut ki nem hagytam.

R. Descartes: Ertekezés az ész helyes vezetésének mddszerérdl

Ebben a fejezetben a linearis algebra eszkozeivel irjuk le a tér legfontosabb
geometriai transzformécioit. Az euklidészi tér egy 6nmagéra val6 kolesénosen
egyértelmi leképezését egyenestartd leképezésnek nevezziik, ha egyenes képe
egyenes, illeszkedéstartd leképezésnek ha az illeszkedéseket, Grzi.

5.2.1. Tétel. Az E3-ban az O fizponti illeszkedés és eqyenestarto, folytonos
leképezések éppen az analitikusan requldris linedris transzformdciokkal leir-
hato leképezések.

Bizonyitas: Mivel linearis transzformacio folytonos, a linearis kombinéciot
6rzi és az origbt az origoba viszi az egyik irdny nyilvanvalo.

Forditva tegyiik fel elGszor, hogy f illeszkedés és egyenestartd, tovabba
folytonos leképezés az O fixponttal. Ilyenkor egyenes képe egyenes, sik képe
sik, és parhuzamos térelemek veliik azonos dimenziés parhuzamosokba kép-
z6dnek. Igazoljuk, hogy a leképezés osztoviszonytarto, azaz harom kollinearis
pont altal meghatarozott szakaszok hosszanak aranyat 6rzi.

Ennek els6 lépéseként igazoljuk, hogy felez6pont képe a képszakasz fele-
zépontja.

Legyen A,C, B egy e egyenes harom pontja, melyet a leképezés az €
egyenes A, C', B’ pontjaiba visz. Az e egyenesen keresztiilfektetett tetszéle-
ges sikban illessziink az abranak megfelel6 modon az A, B, C' pontokra egy
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B
5.1. abra. Teljes négyszog illesztése

teljes négyszoget. Ha C' felezGpont, akkor D végtelen tavoli pont és a rajta
athalado atlos egyenes e-vel parhuzamos, amint az elemi geometriai meg-
fontolasokbol azonnal adodik. A leképezés a sikot a négyszoggel egyiitt egy
e/-n atfektetett sikba viszi, ahol a négy megfelels pont A", C', B" és D'. A
parhuzamossagtartas miatt D’ végtelen téavoli pont igy C felezGpont, ahogy
allitottuk.

Rogton adodik, hogy két fixpont 6sszekots egyenesén elhelyezkedd felezd-
pontként elGallithato pontok szintén fixpontok, ugyantigy mint azok, melyek
egyik végpontjai egy olyan szakasznak, amely masik végpontja és felez6pontja
fixpont. Azaz az 6sszekots egyenes egy mindeniitt stiri H részhalmazanak (a
diadikus racionalis szamoknak megfeleltethetd ponthalmaz) elemei fixpontok.
A folytonossdg miatt az egyenes valamennyi pontja fix. Most mar szokasos
gondolatmenet mutatja, hogy ha van harom nem kollinearis fixpont, akkor
a rajtuk atfektetett sik minden pontja fix és négy nem egysiku fixpont léte
meghatarozza a tér identikus leképezését.

Masodik lépésiink az osztoviszony tartés és azon tény egyiittes igazoléasa,
hogy a leképezést egyértelmiien meghatarozza az altalanos helyzetii O, A, B,
C pontnégyes és annak képe O, A', B', C".

Ehhez elgszor az s = (OA'B’) sikot O koriil forgassuk az s = (OAB)
sikba. Ez a forgatas a sikokra allitott merslegesek sikjara merdleges O-n at-
halado tengely koriili forgatast jelent, azaz egybevagosaggal reprezentalodik
(azaz maga is osztoviszonytarto leképezés). Ezutan az s-re merdleges O-n at-
halado tengely koriil forgassuk az O A’ egyenes OA” képét az O A egyenessel
feds helyzetbe. Az O kozéppontu centralis nyujtassal a kapott A” pontot
A-be vihetjiik. Ezutan kovetkezik a B” pont B pontba transzformélasa egy
olyan leképezéssel, melynél az (OAB) sikra mer6leges (OA)-n athaladé o
sik pontjai helyben maradnak a tobbi pont képét pedig az alabbi modon
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hatarozzuk meg:

A P pontbodl a (B" B) egyenessel parhuzamos ¢ egyenest huzunk, megke-
ressiik a (B" P) egyenesnek az « sikkal valo metszéspontjat D-t, ezt Ossze-
kotjliik B-vel és az 6sszekots egyenesnek t-vel valdé metszéspontjat rendeljiik
P-hez mint képet.

Vilagos, hogy a (B"”B) egyenes és a B"”-n keresztiil a-val parhuzamo-
san fektetett sik pontjai kivételével minden P ponthoz rendeltiink egy egy-
értelmtien meghatarozott képet. Ezen térelemek pontjainak képét alkalmas
Osszetartozo segédpontpar felhasznalasaval definialhatjuk, mely definicio (a
parhuzamos szel6k tétele alapjan) fiiggetlen lesz a segédpontpéar valaszté-
satol. Ez a leképezés — amit ferde affinitdsnak is nevezhetiink— illeszkedés,
egyenes és osztoviszonytarto.

Az utols6 lépésben egy ujabb ferde affinitassal a C”” pontot képezziik
0, A, B',C’" pontokat rendre O, A, B, C pontokba vittiik. A go f leképezésnek
O, A, B, C fixpontjai igy a leképezés identitas, és igy g inverze a kiindulasi f
leképezés szintén osztoviszonytarto.

Az osztoviszonytartas egyszeri kovetkezménye, hogy f reguléris, linearis
transzformécio, ahogy azt allitottuk. O

5.2.1. Megjegyzés. Jegyezziik meg, hogy a folytonossdg feltételét a tétel
kimonddsdbol elhagyhatjuk ha tudjuk, hogy eqy adott eqyenesen mindendtt
strin elhelyezkedd fixrpontrendszer léte elegendd ahhoz, hogy a kollinedcio az
egyenes minden pontjdt fiven hagyja. A végtelen tdvoli pontjdval bévitett (pro-
jektiv) egyenesen ez a harmonikus involicid és a projektiv rendezés tulajdon-
sdgaival igazolhato, amit az 5.2.8 Tételben lathatunk majd, azaz a késdbbiek-
ben ennek a tételnek erdsebb alakjdat is haszndlhatjuk.

A szingularis linearis transzformaciok a tér parhuzamos vetitései és az
egyenestarto, illeszkedéstarto leképezésekkel kompozicidiként adodo leképe-
zéseket irnak le. Ahogy azt latni fogjuk, a parhuzamos vetitésekhez tartozo
lineéris leképezések konnyen megadhatok azaz a vetitések leirhatok linearis
transzformécioként, forditva pedig minden szingularis transzformacio (a sa-
jatérték probléméja megoldasa utan) felirhatd egy vetités és egy regularis
transzforméacio szorzataként.

5.2.1. O fixpontu tiikrozések, merdleges vetitések, forga-
tasok.

A kovetkezGkben konkrétan leirjuk a leggyakrabban hasznalt leképezésekhez
rendelt linearis transzforméaciok matrixait.
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O-n athalado sikra vonatkozo tiikrozés

frjuk fel a leképezés vektoregyenletét. Az x helyvektor végpontjahoz rendelt
képpont helyvektora x’. A leképezés ekkor az alabbi formula alapjan szamol-
hato:

x' =x — 2(n|x)n,

aholn = (A, B, 0)7 a sik egység normélvektora. Kénnyen ellendrizhetd, hogy
a linearis transzformécié méatrixa ekkor:

1-2A%2 —-2AB —2AC

T.= | —2BA 1-2B*> —2BC
—20A —20B 1-20?

O-n athalado sikra vonatkozo vetités

A fenti szamolast mindossze abban kell megvaltoztatni, hogy a parhuzamos
osszetevGt kell levonni, nem annak kétszeresét. Ezért a kérdéses matrix:

1— A2 —AB —AC
Vi=| -BA 1-B2 —BC
~CA —CB 1-(?

O-n athaladé egyenesre vonatkozd tiikrozés

Az n irdnyvektort egyenesre vonatkozo tiikrézés nem més mint az ugyan-
ezen normalvektort sikra vonatkozd tiikrézés szorzata az origéra vonatkozod
tiikrozéssel. Ezért a matrixa:

14242  2AB 2AC
T, = 29BA  —1+42B> 2BC
20 A 20B  —1+20?

O-n athaladé egyenesre vonatkozé vetités

Ezen transzformacié Osszege az n norméalvektora sikra vonatkozo vetitéssel
az identitast adja. [gy matrixa:

A* AB AC
V.=| BA B* BC
CA CB C?

Eszrevehetd, hogy a kapott matrix a normalvektornak és transzponaltja-
nak diadikus szorzata.
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Vektorialis szorzas balrél egy fix vektorral

Legyen most az adott vektor a fenti n = (A, B, C')T vektor, eztittal nem feltét-
leniil egységvektor. A vektoridlis szorzat koordinatdinak kiszamitasa alapjan
a lineéris transzforméacié matrixa:

0 -C B
Va = c 0 -A
-B A 0

O-n adthalad6 egyenes koriili forgatéas

T

PZ(x)

< x

XX

Vs(x)
5.2. abra. Forgatéas egyenes koriil

Legyen az egyenes egység iranyvektora n = (A, B, C)T. Az egyenes koriili
o szogii forgatassal kapott x' pont helyvektora a vektorialis szorzat geomet-
riai tartalma alapjan a kovetkezGképpen allithato eld:

Az x helyvektor n normalvektoriu sikra vonatkozd merdleges vetiilete és
az n X x vektorok sikjaban ¢ szoggel elforgatjuk a mergleges vetiiletet, majd
a kapott vektorhoz az n egyenesére vonatkozo vetiiletet hozzéadjuk (lasd az
5.2.abrét). Azaz

x' = V,(x) + cos pV4(x) + sin pV4 (%),
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igy a matrix a kdvetkezd alakban allithato eld:

A* AB AC 1-A*> —AB —AC
F,=| BA B* BC |+4cose| —-BA 1-B* —-BC |+
CA CB (* -CA —-CB 1-C?
0 -C B
+sing ¢ 0 -A
-B A 0

5.2.2. Pontok homogén koordinatai

5.2.1. Definicié. A P = (x,y,2)T € E® pont homogén koordinatai alatt a
néqgy méreti oszlopvektorok azon halmazdt értyik, melynek elemei csak nem
nulla szimszorosban térnek el az (z,y, z,1)T vektortol.

Az Osszes ilyen négyes halmazat a pont ekvivalencia osztalyanak is hivjuk.
Ez az ekvivalencia fogalom nyilvan ekvivalencia relaci6 is egyben. A tovab-
biakban azon ekvivalencia osztalyokhoz, mely reprezentansaiban az utolsé
koordinata nulla, a tér egy iranyat vagy végtelen tavoli pontjat rendeljiik és
nem kiilonboztetjiik meg a kozonséges és végtelen tavoli pontokat egymastol.

5.2.2. Definicié. Ekvivalens két lineéris transzforméacio, ha egy ortonormdlt
homogén bazisra vonatkozoan felirt mdtrizaik eqymds nem nulla szamszoro-
Saj.

A linearis transzforméaciok ekvivalenciaja is ekvivalencia relacio.

5.2.2. Tétel. Minden homogén koordindtarendszerben felirt

(1)

alaki linedris transzformdcio egyenestarto leképezést reprezentdl, mely ket-
tdsviszonytarto, és pontosan akkor osztoviszonytarto, ha u a zérus vektor.

Bizonyitas: Az egyenestartas egyszertien kovetkezik abbol, hogy linearis
transzforméacié az egyiitthatokat megérzi és homogén koordinatédkkal adott
harom pont pontosan akkor illeszkedik egy egyenesre ha linearisan Osszefiig-
gbek. A kettdsviszonytartas igazolasdhoz tekintsiik egy egyenes négy pontjat

az 1 1
b, —— b

(a+5b)
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alakban, ahol a és b utolsé koordinatija, igy a masik két pont utolsoé koor-
dinataja is 1. A kettsviszonyuk ekkor figyelembe véve, hogy a kettGsviszony
két osztoviszony hanyadosa:

—a+b| 5l —a+b o

—a+b| 5 -a+bl B

+ |

14+«
+ |

14+«

ahol feliilvonas jeloli az els6 harom koordinata altal meghatarozott 3 méret
vektort. Alkalmazva transzforméciénkat a pontnégyesre az elsé harom vektor
képeinek utols6 koordinatai rendre

u-a+1,ul -b+1,ul-

b 1=
1+a(a+a )+

1

14
Az osztoviszony kiszamitasahoz ezekkel a szamokkal normalnunk kell a vek-
torokat miel6tt a paronkénti kiilonbségek hosszat kiszamitjuk. Kapjuk, hogy
az 0sztoviszony

(u’ b +1).

T — «
. 1
(u" -a+ )+1+a

1 1 (= T 1 =
= (T a1+ 25 (T -bt1) (H—a(a + ab)) T uwTarid
1 1 1 (= T
uT-E+1b o ﬁ(uT-EJrl)Jrﬁ(uT-BJrl) (H—a(a + ab)) ’
—(uT~B+1) — 1 N
| T e e b)) @ a2 T ((uT-5+1)+a(uT~E+1))b) _
- —1 — (uT-a+1) =
((uT-a+1)+a(ul -b+1)) a+ ((uT a+1)+a(u? -b+1))(ul -b41) b’
(u”-b+1)
=0
(u”-a+1)
Hasonloképpen a mésik osztoviszony :
5 (u”-b+1)
(u”-a+1)’

a kettGsviszony pedig megint « : 5. Az osztOviszonytartas csak gy teljesiil-
het, ha minden a, b esetén

(u”-b+1)
W at1)

teljesiil, ami viszont csak u = 0 esetén lehetséges, ahogy azt allitottuk. [
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Az osztoviszonytartas geometriai jelentése, hogy végtelen tavoli pontok
egymasba transzformaldodnak, azaz az osztoviszonytartd leképezések parhu-
zamossagtartoak is. A végtelen tavoli kollinearis pontok halmazait végtelen
tavoli egyeneseknek nevezziik, az Osszes végtelen tavoli pont egyiitt alkotja
a végtelen tavoli sikot. Ezek utéan a végtelen és kozonséges egyeneseket (és
sikokat) sem kiilonboztetjiik meg egymastol.

5.2.3. Definicié. Kollinedcionak nevezziik a tér olyan transzformdcidjdt,
mely a pontok és eqyenesek halmazdan bijekcio és az illeszkedést orzi.

A 5.2.1 Tételben lattuk, hogy a kozonséges tér regularis lineéris transzfor-
maci6 éppen a kozonséges tér folytonos O-t fixen hagyo kollineacidit adjak,
azaz a kibgvitett tér azon kollineacioit mely fixpontja O és invarians egyenese
a végtelen tavoli egyenes. Homogén koordinatakban ezeknek a transzformé-
cioknak a regularis A métrixhoz tartozo

(o 7)

méatrixok ekvivalencia osztalyai tartoznak. Mintahogy arra az 5.2.1 Megjegy-
zésben utaltunk, a folytonossag feltétele elhagyhato, ami az 5.2.3. Tétel ko-
vetkezménye. A tétel kimondéasa el6tt definialjuk a harmonikus elvalasztés és
pontrendszer fogalmét:

5.2.4. Definici6. Az egyenes egy pontpdrja harmonikusan valaszt el eqy md-
stk pontpdrt, ha a négy pont kettdsviszonya -1. Harom pont dltal generdlt har-
monikus pontrendszert a kordabbi pontokra vonatkozo valamennyi harmonikus
tarsnak a pontrendszerhez csatoldsa tutjan rekurziv mddon definidljuk.

5.2.3. Tétel (Staudt-Darboux). Az egyenesnek minden onmagdra vald, hd-
rom kilonbozd fixponttal rendelkezd, a harmonikus elvdlasztdst 6rzd eqyértel-
mi leképezése, az azonossdg.

Bizonyitas:

Legyen A, B,C az egyenes hiarom kiilonb6z6 fixpontja a T kollinedcio-
ra vonatkozoan. Mivel ez a harmonikus elvalasztasokat Grzi, a pontharma-
sunk altal generalt harmonikus pontrendszer minden pontja szintén fixpont.
Legyen most () egy olyan pont, mely a leképezésnél a téle kiilonbozs @
pontba megy at. Tekintettel a harmonikus pontrendszer mindeniitt stirid vol-
tara, vannak olyan A, By, C; pontok a harmonikus rendszerbdl, melyekre
az A1QB1Q'C ciklikus rendezés all fenn. Az A,Q) és B,C; pontparok nem
valasztjak el egymast, tehat van olyan XY pontpéar, amely mindkét el6z6t
harmonikusan vélasztja el. Ez kévetkezik abbol, hogy a kijelolt B, (' szakaszt
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A C D B D C
5.3. 4bra. Harmonikus involicid

nem tartalmazd A;Q) szakaszon értelmezett azon leképezés, amely minden
ponthoz annak harmonikus tarsat rendeli, a végpontokat pedig fixen hagyja,
az A1) szakaszt a B;C4-et tartalmazo szakaszba viszi, ezen képszakaszt pe-
dig a B;Cj-re vonatkozo analog leképezés (mely a két By, C; végpontokkal
rendelkez$ szakaszt cseréli fel) a kiindulasi A;Q) szakasz részébe viszi. Ezen
két a.n. harmonikus involicid szorzata tehat az A,(Q) szakaszt részszakaszaba
képezi, tehat a szorzat leképezésnek van fixpontja. A fixpont természete-
sen egy alkalmas harmonikusan elvilaszt6 pontpart hataroz meg. Ha most
X'Y" ezen pontpar képe, akkor ez kozos harmonikus parja az A1Q’ és B1Cy
pontparoknak, ami lehetetlen, mert ezek elvalasztjak egymast. (Ha XY ko-
z0s harmonikus parja AB és C'D pontparoknak akkor a ciklikus rendezés
alaposszefiiggéseibdl és a harmonikus involicio kettsviszony (ezaltal cikli-
kus rendezés) tartasabol adodik, hogy AB és C'D nem vélasztja el egymast.
Valoban ha C és D az AB egyenes két A,B-t6l kiilonboz$ pontja, és C’
illetve D’ ezek A, B parra vonatkoz6 harmonikus tarsai, akkor példaul az
(A,C, D, B) ciklikus rendezéshdl adodik (A, C’, D', B). Mivel fennallnak az
(A, C,B,C"), (A, D, B, D) elrendezések is, ezért

(A,C,D,B),(A,C,B,C")= (C,D,B,C") = (B,D,C,(C")
rendezés. Hasonloképpen
(A, C',D',B),(A,D',B,D) = (C",D',B,D) = (B, D,C", D)
igy igaz
(B,D,C,C"),(B,D,C",D") = (D,C,C", D) = (C,C",D', D)

rendezés. Azaz CC' és DD’ nem vélasztjak el egymést, ahogyan azt allitot-
tuk. A kettdsviszonytartas pedig egyszert kovetkezménye annak a ténynek,
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hogy egy harmonikus involici6 mindig elGallithato harom centralis vetités
szorzataként, a 5.3. Abran az AB egyenes pontsorat elGszor S-bol vetitettiik
RB-re, majd A-bol SB-re, végiil R-b6l vissza AB-re.) O

A tétel kdvetkezménye, hogy az 5.2.1. Tétel bizonyitasaban szereplé azon
allitas, hogy ha az egyenesen van két kozonséges fixpont (akkor persze a
végtelen tavoli pontja egy harmadik fixpont), akkor valamennyi pontja fix;

valoban igaz. Ezért a
A0
o7 1

alaku leképezések ekvivalencia osztalyai éppen a végtelen tavoli sikot fixen
hagyo, kozonséges fixponttal is rendelkezé kollinedcioknak felelnek meg re-
gularis A matrix esetén. Mivel a kozonséges fixponttal nem rendelkezd, a
végtelen tavoli sikot invaridnsan hagyo kollineaciok kézonséges koordinatak-
ban az inhomogén linearis transzforméacioknak felelnek meg (regularis A-val),
az idedlis stkot invariansan tart6 kollinedciok homogén koordinatakban felirt

matrix reprezentacidja:
At
o' 1)’

ahol A regularis. Mostmar kimondhatjuk az 5.2.2 Tétel megforditasét:

5.2.4. Tétel. Minden kollinedcio - homogén koordindtdkra vonatkozoan -
requldris linedris transzformdciok eqy

(1)

ekvivalencia osztdlydval azonosithato.

Bizonyitas: Azon kollineacié mely a

(v 1)

ekvivalencia osztdlyahoz tartozik az (z,y, z,1)T kiézonséges pontot az

(x 4ty +to, 2+ ts, uyx + ugy + usz + 1)7

pontba viszi, mig a végtelen tavoli (z,y, 2,0)T pontot az

(ZIT, Yy, z, 1T + Uy + u3Z)T

pontba. Igy a
0=wx+ uy +uzz+ 1
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egyenletii kozonséges sikot a végtelen tavoli sikkal felcseréli. Ha egy kolli-
neacionél a végtelen tavoli stk nem invarians, és képe egy kozonséges koor-
dindtdkkal uix + usy + uzz + 1 = 0 alakban megadhaté sik, a kollineacio

kompozicidja pld. az
E 0
u’ 1

leképezéshez tartozo kollineacioval mar egy, a végtelen tavoli sikot invariansan
hagyo kollineacio, ami a korabbiak szerint az

(o 1)

linearis transzformécio ekvivalencia osztalyanak felel meg. Vilagos, hogy az

E 0\ '[ At ([ A t
ul 1 o 1)\ —uTA —uTt+1

leképezés ekkor a kiindulési kolline4cié matrixat adja.
Ha a végtelen tavoli sik képe az w1z + usy + ugz = 0 sik, akkor u # 0 és

a regularis
E u
u” 0

méatrix altal reprezentélt kollineaci6 a végtelen tavoli sikot az
UL T + ugy + uzz =0

sikkal felcseréli és kollinedcionk megint

(i) (o)

alakban felirhato linearis transzformacio ekvivalencia osztalyahoz tartozik.
Ezt szerettiik volna bizonyitani. O
A tétel szerint osztalyozhatjuk a kollinedciokat az aladbbi mdédon:

e Projektivitas: Altalanos kollineacié homogén koordinatarendszerben

analitikusan az
At
ul 1

linearis transzformécidval irhato le, ahol A regularis.
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e Affinitas: A végtelen tavoli sikot invaridnsan tarté projektivitas, ennek
homogén analitikus alakja:
At
o" 1 )°

e Hasonlésag: Olyan affinitds mely a szakaszok hosszanak aranyat érzi.
Ezeket olyan linearis transzformaciok adjak, ahol A oszlopvektorai pa-
ronként merdlegesek, hosszuk négyzete pedig a hasonlosag ardnyanak
négyzete, azaz a szakasz és képe altal meghatarozott hosszak aranya.

e Egybevagosag: Olyan hasonlosag, ahol a fenti arany 1, azaz a kolli-
neacio6 tavolsagtartdo. Az A matrix ekkor ortogonélis.

Felmeriil a kérdés, hogy a szingularis méatrixokhoz tartozo lineéris leké-
pezéseknek milyen geometriai leképezések felelnek meg. Az vilagos, hogy tér-
elem képe térelem a dimenzidk viszont csokkenhetnek, azaz sik képe lehet
sik, egyenes vagy pont, egyenes képe, egyenes vagy pont. Az ilyen leképezé-
seket projekcioknak vagy vetitéseknek nevezziik. Aszerint, hogy a végtelen
tavoli sik invarians vagy nem a vetitést parhuzamosnak, vagy centralisnak
nevezziik. A teljes tér képe legfeljebb kétdimenzios azaz sik vagy egyenes.
A vizsgalatainkbol kizarjuk a zérus matrix ekvivalencia osztalyat, ahogy a
pontok homogén koordinatai sem lehetnek mind nullak.

5.3. Az n-dimenzi6s euklideszi tér

.. a logika sok szabdlya helyett beértem a négy kévetkezdvel...

Az elsé az volt, hogy soha semmit sem fogadjak el igaznak, amit nem evidens
modon ismertem meg annak; azaz hogy gondosan keriljek minden
elhamarkoddst és elfoqultsigot és semmivel tobbet ne foglaljak

bele az itéleteimbe, mint ami oly vildgosan és elkilonitetten

all elmém eldtt, hogy nincs okom kétségbe vonni.

R. Descartes: Ertekezés az ész helyes vezetésének maodszerérdl

Az n-dimenziés tér fogalma tiszta absztrakcid, a gyakorlatban nem tud-
juk ellenérizni a megkivant tulajdonsidgok fennallasat, ezért gondosan kell
igyelniink arra, hogy specialis eseteiként ellenérizhets struktirakat kapjunk.
Természetes kiindulasi mod, a matematika egy masik (kidolgozott) dganak
fogalmai alapjan elindulni. Jelen fejezetben mi is ezt az utat véilasztjuk, fel-
hasznalunk alapvetd linedris algebrai ismereteket.
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5.3.1. Definicié. A (V. (:|-)) jeldljon egy n-dimenzids euklideszi vektorteret.
Ha az E™ halmaz pontjaibol alkotott rendezett parokat meqg tudjuk feleltetni a
vektortér vektorainak, 1ugy, hogy a kovetkezd tulajdonsagok teljestiljenek :

1. Tetszoleges @ parhoz legyen v € V', hogy ]@ =v.

2. Minden P € E™ ponthoz és v vektorhoz legyen egyértelmiien () € E™,
amire PC) = v.

3. Minden P € E™ pontra ﬁ = 0 teljesiilyon.

4. Ha P,QQ, R € E™ akkor 1@ + Cﬁ + R? = 0 teljesiilyon.
akkor E™ halmazt n-dimenzids euklideszi (analitikus) térnek nevezziik.

Az n-dimenzids euklideszi tér analitikus geometridjat az affin alterek de-
origdjanak neveziink, és egy ortonormaélt bazist, ami koordinatarendszeriin-
ket definialja.

5.3.2. Definici6. Ha V), <V k-dimenzios altér V -ben, akkor az X = x¢+V},
halmazt E™ k-dimenzids affin alterének nevezziik. Az 1-dimenzids affin altér
az egyenes az (n — 1)-dimenzids a hipersik.

Az egyenes paraméteres vektoregyenlete, ahogy azt a haromdimenzios
térben lattuk az
x =x" + tv,

alakot olti, ahol x° egy pontjanak helyvektora, v az irdnyvektora. A para-
méteres vektoregyenlet koordinatankénti kifrdsa adja megint a paraméteres
egyenletrendszert,

T, = :E(l] + tvg

T, = x% + tv,

ebbdl a paraméter kikiiszobolésével kapjuk az egyenes egyenletrendszerét, ami
vp=---=v #0, vp1 =+ v, =0 esetén az
0 0
T1 — a3 T — Ty, 0
== yo Tkl = Tpyq, 0 Tn =T
U1 Uk

0
n

alakot olti.
Egy hipersik definicié szerint azon pontokat tartalmazza, amelyek hely-

vektorai:
n—1
r=rg-+ E ;' V;
=1
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alakban irhatok fel valamely valés «; szamokkal. Azaz az

{I' —To,Vy, - avn—l}

vektorrendszer Gsszefiiggs, igy {v1, -, v,_1} koordinatamatrixanak (n—1)-
méretii aldeterminansaiboél, mint koordinata n-esbél 4ll6 n vektorral adodik
a hipersik vektoregyenlete:

(r —rg/n) = 0.

Ezen egyenlet a (r|n) = ¢ alakban is felirhato, ahol ¢ valés szam. Vilagos,
hogy a tér pontjai minden n vektorra és valos ¢ szamra a kdvetkezd harom
halmaz koziil pontosan egyhez tartoznak:

(rn) <¢, (rm) =c¢, (rln)>c
ez indokolja a kovetkezd elnevezést:

5.3.3. Definicié. A (r|n) = c hipersik dltal definidlt nyilt féltereknek nevez-
ziik a

H.(n)* := {P|OP =, (r|n) > ¢}, H.(n)" := {P|OP =r, (r|n) < ¢}

halmazokat. Zart féltér vagy réviden féltér a nyilt féltér és a hatdrolo hiper-
sikjanak unioja.

Alapvetd jelentségii fogalom a konvexitas, melynek analitikus kezelése
nagyon hasznos lehet.

5.3.4. Definici6. A H C E™ halmaz konvex, ha tetszdleges két pontjdaval
equitt azok dsszekotd szakaszdanak pontjait is tartalmazza.

A haromdimenzios térben felépitettiik a kollineaciok leirasara legalkal-
masabb eszkdzrendszert, a homogén koordinatézast. Ezt most kiépithetjiik
az n-dimenziés térben is. A tételek a haromdimenziés esetnek megfelelGen
kimondhatok, a bizonyitasok ugyanazok, igy az olvaséra bizzuk Gket.

5.3.5. Definici6. A P = (z1,---,2,)T € E"™ pont homogén koordinatai
alatt az n + 1 méretd oszlopvektorok azon halmazdt értyik, melynek elemer
csak nem nulla szdmszorosban térnek el az (xy,- -+ ,x,,1)T vektortdl.

A tovabbiakban azon ekvivalencia osztalyokhoz, mely reprezentansaiban
az utols6 koordinata nulla a tér egy irdnyat vagy végtelen tavoli pontjat
rendeljiik. A tovabbiakban nem kiilonboztetjiik meg a kozdnséges és végtelen
tavoli pontokat.
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5.3.6. Definicid. Két linedris transzformdcio ekvivalens, ha a fixdlt ortonor-
malt homogén bazisra vonatkozoan felirt mdtrizaik eqymds nem nulla szam-
82071084

5.3.1. Tétel. Minden homogén koordindtarendszerben felirt

(1)

alaki linedris transzformdcio eqyenestarto leképezést reprezentdl, mely ket-
tosviszonytarto, és pontosan akkor osztoviszonytarto, ha u a zérus vektor.

5.3.7. Definici6. Kollineacionak nevezzik a tér olyan transzformdciojdt,
mely a pontok és eqyenesek halmazdn bijekcio és az illeszkedést orzi.

5.3.2. Tétel. Minden kollinedcio - homogén koordindtdikra vonatkozoan -
requldris linedris transzformdciok eqy ekvivalencia osztdlydval azonosithato.

A tétel szerint szintén osztalyozhatjuk a kollinedcidkat az alabbi modon:

e. Projektivitas: Altalanos kollineacié, homogén koordinatarendszerben az

(v 1)

linearis transzformécidval irhato le, ahol A regularis.

eo. Affinitas: A végtelen tavoli sikot invariansan tartd projektivitas, ennek
homogén analitikus alakja:
At
o7 1

e. Hasonl6sag: Olyan affinitds mely a szakaszok hosszanak aranyat orzi.
Ezeket olyan linearis transzformaciok adjak, ahol A oszlopvektorai pé-
ronként mercGlegesek, hosszuk négyzete pedig a hasonlosag aranyanak
négyzete.

eo. Egybevagosag: Olyan hasonlésig, ahol a hasonlosagi arany 1, azaz a
kollineaci6 tavolsagtartd. Az A matrix ekkor ortogonélis.

Eljutottunk az n-dimenzios valos projektiv tér fogalméaig:

5.3.8. Definici6é. Az n-dimenzios valos projektiv tér az idedlis pontjaival
bovitett n-dimenzids euklideszi tér.
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5.3.1. Masodrendii feliiletek osztalyozasa.

Vizsgaljuk az
xTAx +2bTx4+¢=0

egyenletet kielégité helyvektorok végpontjai dltal meghatarozott ponthalma-
zokat, amelyeket az n-dimenzios euklidészi tér méasodrendii feliileteinek ne-
veziink. Itt A € R™", b,x € R", c € R.

Az inhomogén koordinatazasrol attériink homogén koordinatazéasra. E-
gyenletiink ekkor a homogén koordinataji tj X vektorral a kévetkezd alakot
oOlti:

A b
T _
X ( a0t ) X = 0.

Valtoztassuk meg koordinatarendszeriinket gy, hogy t vektor mutasson
a régibdl az 1j kezdépontba és B legyen a béaziscsere ortogonalis matrixa.
Ekkor egyenletiink 4j alakja:

<7 | BTAB BT At + B™b X —0
tTA+b)B tTAt + bt +tT'b+c o

Célunk most B és t olyan vilasztasa, hogy a fenti egyenlet minél attekint-
het6bb alakot 6ltson. Feltehets, hogy A szimmetrikus igy B valaszthato gy,
hogy BTAB diagonilis legyen f6atlojaban a sajatértékeivel (Ezeket );-vel
jeloljiik.)A kovetkezs eseteket kiilonboztetjitk meg:

1. Ha valamennyi sajatérték nullatol kiilonbozik, A invertalhato6 igy at =
= —A~'b valasztassal egyenletiink alakja:

N - 0 0
oo : v
X 0 n 0 X =0.
0 --- 0 —-bfA'b+c

2. Altalanos esetben legyen az A ortonormalt sajatvektorrendszere {si, . ..
Ekkor B = [sy, .. .,s,]| ugyanakkor a b és t vektorok {si,...,s,} bazis-
ra vonatkoz6 t =tys1+ ... +1t,8,, b=>b1s1+ ...+ b,s, elOallitasaban
szereplé t; és b; koordinatakkal

=1



5.3. AZ N-DIMENZIOS EUKLIDESZI TER 251

illetve innen a (BT = B! figyelembe vételével)
(BTAt + B™b); = t;\; + b,

elgallitashoz jutunk. Azaz ha A\; nem nulla akkor legyen t; = —% ha

pedig nulla, akkor az i-edik sor utols6 oszlopaban ¢;-tOl fiiggetleniil
b; all. (Minden sorban legfeljebb egy nem nulla szam szerepel.) A ;
szamok egyértelmten meghatarozottak ha A; nem nulla, egyébként a
végss formula felirasaban szerepiik nincs, igy tovabbi kritériumoknak
megfelel6 valasztasuk is lehetséges.

A fenti észrevételek alapjan a masodrendi gorbék (n = 2) illetve méasod-
rendi feliilletek (n = 3) ismert tipusai konnyen meghatéarozhatoak.

Masodrendii gorbék

Legyen most n = 2. Ekkor a kovetkezs esetek johetnek széba:

1. A\, M > 0 és —bTA7'b + ¢ >, =, < 0. Ekkor az egyenletet kielégits
vektorok végpontjainak mértani helye rendre az iireshalmaz, a koordi-
natarendszer kezddpontja, illetve ellipszis (a sajatértékek egyenldsége
esetén kor).

2. A\ >0, Ay = 0 esetben, a A\j 22 + 2byy + (—bT A~'b + ¢) = 0 egyenlet
adodik, melyet by # 0 esetén az y' = y—l—%;lb*c helyettesités a A\ 22+
+2byy’ = 0 alakba viszi. Ebben az esetben a végeredmény parabola. Ha
by = 0, szoba jon az iireshalmaz, a kétszeres egyenes, és a parhuzamos

egyenespar.

3. Ha Ay = Xy = 0, akkor a teljes sik, vagy az iireshalmaz a lehetséges
megoldasok.

4. Végiil, ha A\; > 0, Ay < 0 és —bTA"'b + ¢ >, =, < 0; akkor metsz6
egyenespar vagy hiperbola a lehetséges mértani hely.

A D = —bTA~'b+c jeldlés mellett eredményeinket az alabbi tablazatban
foglalhatjuk Ossze:
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D >0 D=0 D <0

A >0 X>0 0 r=y=0 ellipszis

A >0| A =0 | parabola | parabola, 22 =0 | parabola, \;2? = —D

A >0 | Ay <0 | hiperbola | \jz? 4+ \y? =0 hiperbola

Ar=01]A=0 0 r,y €R 0

Masodrendii feliiletek

Az n = 3 esetben szoba jové esetek rendre:
1. A, A, A3 > 085 —bTA'b+c>, =<0
2. M, A2 >0, 3=0¢6s —bTA'b+c> =<0
3.M>0,A=X3=0¢6 —b"A b +c>,=<0
4. M =X=X3=0¢ —bTA'b+c> =<0
5. M, A2 >0, 3 <0és —bTA'b+c> = <0.

Az els6 esetben iires alakzatot, egy pontot vagy ellipszoidot kapunk, be-
leértve a gomb esetét is.

A mésodik pontban megint megkapjuk az iires alakzatot tovabba az el-
liptikus hengert és az elliptikus paraboloidot. Ehhez vegyiik észre, hogy a

Ma? + Xoy? 4 203z + (=bT"A'b +¢) =0
egyenlet nem zérus bs esetén lineéris helyettesitéssel a
)\1l‘2 + )\2’3/2 + 21)32’, =0

alakot oltheti.
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A harmadik pontban szintén generalodik az iires alakzat, a fennmarado
harom eset a kettds és parhuzamos sikparé, valamint a parabolikus hengeré.
Itt megint by, by # 0 esetén, a

D D
— 2= 2byy — 2by2 — —

= 2bsy + 2b32’ —
Yy 3y + 2032 10y 10

lineéris helyettesitéssel juthatunk a
Ma? + 20y + 2b3z + (=bT A™'b +¢) = 0

egyenletbdl a
)\1l‘2 -+ 2b2b3y/ =0

egyenlethez, mely parabolikus hengert ad. Ha a két paraméter egyike zé-
rus, szintén parabolikus henger a végeredmény, ha mindketts, a kettds vagy
parhuzamos sikparok adédnak.

A negyedik pontban az iires alakzat mellett a teljes tér elGallitasat is
megkapjuk.

Az 6t6dik pontban az egykopenyt és kétkopenyii hiperboloidok mellett a
valos korkuap is adodik.

Az esetek kozott talalhato iires alakzat, aszerint, hogy milyen egyenletnek
nincs valos gyoke, a kovetkezs esetekbe sorolhato: képzetes ellipszoid (nincs
valos idealis pontja sem), képzetes elliptikus henger(egy valos ideélis pontja
van), képzetes metsz6 sikpar (egy valos egyenese van), képzetes parhuzamos
sikpar (egy valos ideélis egyenese van). Eredményeinket az alabbi tablazat
foglalja Ossze:
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D >0 D=0 D <0
AM >0 A>01] A3>0 képzetes pont ellipszoid
ellipszoid

A >0 X>0|A3=0 képzetes képzetes elliptikus
elliptikus metsz§ henger
henger, sikpér,
elliptikus elliptikus elliptikus
paraboloid | paraboloid | paraboloid

A >0 =0 A3=0 képzetes kettGs parhuzamos
parhuzamos sik, sikpér,
sikpér,
parabolikus | parabolikus | parabolikus
henger henger henger
)\120 )\220 )\3:0 (Z) I,y,ZGR (Z)

A1 >0 A >0 | A3 <0 || kétképenyti korkap | egykdpenyt

hiperboloid hiperboloid

5.4. Az n-dimenziés hiperbolikus tér

.. a logika sok szabdlya helyett beértem a négy kéovetkezdvel...
A madasodik az volt, hogy a vizsgdloddsaimban eldforduld minden problémadt
annyi részre osszam, ahdnyra csak lehet és ahdnyra

a legjobb megoldds szempontjdabol sziikség van.

R. Descartes: Ertekezés az ész helyes vezetésének maodszerérdl

Az n-dimenzio6s hiperbolikus teret az n-dimenziés projektiv modell segit-
ségével vezetjiik be. Tekintsiik az n-dimenzi6s euklideszi tér egységgdmbjét
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mint az n-dimenzios hiperbolikus tér Cayley-Klein féle projektiv modelljét.
Az euklideszi térnek a szokott mdédon vald bedgyazasa az n-dimenzids pro-
jektiv térbe, lehetGséget teremt a homogén koordindtak alkalmazisira most
is. Szamitasaink alapjat két észrevétel adja:

e cgyrészt a hiperbolikus tér pontjainak tavolsaga az origdtol elemi szami-
tasaink alapjan ismert, az euklideszi tavolsig tangens hiperbolikuszaval
aranyos,

e masrészt a hiperbolikus egybevigosagok analitikus alakja felirhato.

5.4.1. Tavolsag

Kiindulva a Cayley altal bevezetett kiipszeletre vonatkozo relativ tavolsag fo-
galmabol a modellek fejezet hiperboloid modell alfejezetében leirt 2-dimenzios
eljards az n-dimenzios esetre valtozas nélkiil adaptilhato. Kényelmi szem-
pontokat figyelembe véve a nulladik koordinata szerepét az (n + 1)-edik ko-
ordindtara osztjuk és a bedgyazd projektiv tér tavolsagképletét kiindulasi
formulanknak tekintjiik. Kapjuk, hogy a tavolsagot a

cosh d(Xa y) _ _<X7 Y>

k VEX)(y.y)

formula irja le, amelyben a szerepld bilinearis fiiggvény indefinit belss szorza-

tot jelent —az (n+1)-edik koordinatak szorzata levonodik az elsé n koordinata

szorzatanak Osszegébdl — A k paramétert pedig 1-nek vélasztjuk. A Cayley-
n

Klein modell pontjai az x,,1; = 1, Y 2? < 1 feltételekkel vannak normélva,
i=1

igy az altalanos formulabol a

1-(p.q)

V1—={p,p)y/1-(q.q)

coshd(P, Q) =

Osszefiiggés adodik.
n+1
A hiperboloid modell pontjaira a > z? = 1 normalasi feltétel teljesiil,
i=1
ezért a képlet a
cosh d<X7 y) = _<X7 y>

Osszefiiggéssé egyszertisodik.
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5.4.2. Egybevagoésagok

Lattuk, hogy az n-dimenzids euklideszi tér egybevagosagai homogén derék-
szOgl koordinatdk alkalmazasa mellett a kovetkezd alaki lineéris transzfor-
méaciok ekvivalencia osztalyaival irhatok le:

At
o’ 1 )

ahol A ortogonalis transzforméacio. A tovabbiakban rogzitsiik a fixalt orton-
ormélt bazisra vonatkozo x,,1 = 1 sikot a bedgyaz6 euklideszi hipersiknak.
Hiperbolikus teriinket pedig reprezentalja ennek egységgombje. Ekkor a tér
pontjainak homogén koordinétait a

n

2 2
§ T S T4

i=1

egyenlGtlenség szabalyozza. Az idealis pontok éppen az egyenlGség altal kije-
161t homogén koordinataju pontok, ezek a gomb hatardnak pontjai. Legyen
a tovabbiakban A az (n + 1)-dimenzids tér egy linearis transzformécioja.
Matrixdnak elemeit a; ;-vel jeloljiik, A ekvivalencia osztalyanak az az eleme,
melyre a,+1,41 € {0,1} legyen A-val jelblve, azaz Apt1nt+1 7 0 esetén

~ 1 At
A=|——TJay, --a, — 7
(an+1,n+1 [ab * +1]) ( uT 1 )

egyébként A = A. A kovetkezs két tétel a hiperbolikus egybevagosagokat
jellemzi, igazoljuk, hogy a projektiv m6édon modellezett hiperbolikus tér izo-
metridi, linearis transzformaciokkal indukalhatok.

5.4.1. Tétel. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. Az A linedris leképezés a modellt invariansan hagyja;

2. Az
1
ai cee ain 70141
A= .
Qn 1 s QAn.n ;an,n-‘rl
Wpy11 --- Wpgin Anylntd

mdtriz A-ortogondlis, azaz valamely X > 0 szdammal NE"T = ATA ;
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E" 0
(o 5)

definicioval kapott mdtriz a A matrizzal kielégiti a A\J = AT JA eqyen-
[oséget ;

3. A

4. Az A linedris transzformdcio a modell eqybevigisdgat indukdlja.

Bizonyitas: Az allitasokat a tételben kimondott sorrendnek megfelelGen
igazoljuk egymasbol.

(1 = 2) El6szor megmutatjuk, hogy a modellszférat invariansan tarto linearis
transzforméciok kielégitik a tételbeli ortogonalitasi feltételt. Jelolje a tér egy
ortonormalt bazisat {e;|i = 1,---,(n+ 1)}. A +e; + e,41 vektorokat az A
linearis transzforméci() az Tpi1 = 1 sikra mutato V/2 hosszt vektorba viszi,
ahonnan az A egyiitthatoira a

n

Z (£a;; + aj,n+1)2 = (*ant1,; + a/n+1,n+1>2
j=1

egyenlGséghez jutunk. Jeloljiik a;-vel az n-méretii A matrix i-edik oszlopvek-
torat, ekkor a fenti egyenletet az

((ailai) = apyy )+ ((@nralansa) = @iy i) £2 (@fant1) = ang1itniing) =0
alakba irhatjuk. Ez csak tgy allhat fenn, ha
2 ((ailant1) = @ny1,i@ns1nr1) =0,
és ezért minden i-re teljesiil a
((ai|a,~> - a?erl,i) + ((an+1|an+1> - ai+1,n+1) =0

egyenlet. Ezért szintén fennéll

1 1 »
A= (<Zan+1‘zan+1> + a’i+1,n+1) = ((aila;) + mi,nﬂ)z)

egyenlGség, az A oszlopvektorai egyenld hossztiak. (Mivel a modell gémb
(0,1)T kozéppontja is a gomb bels§ pontja marad ezért a transzforméacio
utolso oszlopanak elemeire fennall még az:

1 1
A= <<Zan+1|;an+1> + OJ?LJrl,nJrl) >0
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Osszefiiggés is, ami alapjan a fenti vektorok "hossza" a geometriai hossz.)
Az ortogonalitas bizonyitasdhoz tekinthetjiik a

1
t——(e; +ej) te, 1 =e+ e,

V2

alakt vektorok képeit. Ezek szintén a modellgémb felszinére mutatnak ezért
a kovetkezd egyenlGségekhez vezetnek:

1
0= (<A9|Ae> - E(amu + an+17j)2) + (<an+1|an+1> - (an+1,n+1)2) +

1
+2 (e|an+1> - ﬁ (an+1,z‘ + an+1,j) Ant+1n+1 | -

A harmadik tag tehat nulla igy teljesiil a

1

2 ((ailas) + (aylay) + 2 (ailay) — a1, — a1 = 2a0114a0115) =
= —(ap1|ans1) + ai+1,n+1

egyenlGség. Mivel a baloldal a korabbi egyenlGségeket figyelembe véve éppen

1

> (2 (= (@nstlansr) + ai 1 np1) + 2 (@ila) — ansritngy))

ezért minden 7, j parra teljesiil, hogy
0= (as]a;) — ans1ianr1,; = (ailag) + (iani1,) (iani1) -

(2 = 3) A bizonyitds masodik lépéseként belatjuk, hogy az ortogonalitasi
feltételbdl kovetkezik a mondott masodik méatrix egyenlet.
Valoban

\E — AT ju A %t [ AAT —uu” %ATt +icu
- %tT ¢ il ¢ ) %tTA +icul  —tTt 42
egyenldség alapjan
1

1
(ATt — cu) = —ATt +icu =0,
7 1
illetve
A= —tTt+

all fenn, igy

J:Jl)\E:

( AAT — qu” %ATt +icu ) B
S B _

(stTA+icu”) Tt — ¢
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1 (AAT—uuT ATt—cu)_

T tTA —cuT tTt — 2
1~p
=_—A"JA
A J4,

ahogy allitottuk.

(3 = 4) A harmadik kovetkeztetés igazolasahoz fel kell idézni a projektiv
modellbeli tavolsag fogalmat. Mivel a modell P, () pontpéarjanak hiperbolikus
tavolsagat a p? = (p,1)7, @' = (q,1)7 helyvektoraik segitségével a

cos _ 1-(pa
hdlP Q) V1=, p)v/1-{(a.q)

fejezi ki, a kozonséges (n + 1)-dimenzios skalaris szorzattal ezt az egyszertibb

—(J(p), (@)
V{J(3),p)V(J (@), a)

coshd(P, Q) =

alakban irhatjuk. igy

coshd(A(P),A(Q)) = =

—(ATJA(D). (@)

V(ATTA(P), p)(ATTA@), a)
W@ gap0)
VA(B),p)(A (@), )
mutatja a tavolsagtartast.
(4 = 1) Végiil ha A amodell egybevagosagat indukélja, akkor vilagos modon
a modellgdmbo6t invaridnsan is tartja, azaz az utols6 allitasbol kovetkezik az
elsé. O

5.4.2. Tétel (A linearis reprezentalhatosagrol). A modell tetszdleges @ egy-
bevdgosdga linedris transzformdcioval indukdlhato.

Bizonyitas: ElGszor vegyiik észre, hogy a hiperbolikus tér egybevigosaga-
inak csoportja generalhato egy ponton athalado hipersikra vald tiikrozések
és ezen a ponton athalado egyenesek menti eltoldsokkal. Valoban tetszéleges
hiperbolikus egybevagosag elGall véges sok (legfeljebb n + 1) hipersikra valo
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tiikrozés szorzataként, tetszéleges sikra vonatkozo tiikrozés, pedig egy ori-
gon dthalado sikra vonatkozo tiikrozés konjugaltja egy origon athalado egye-
nes mentén végzett eltolassall. Bz utobbi leképezés analitikus alakja viszont
egy origdt fixen hagyd egybevagdsag szorzata egy valamelyik koordinataten-
gelyt invariansan tarto eltolassal, ezért az egybevagosag csoport a koordinédta
tengelyek menti eltolasok és az origot fixen hagyo hipersik tiikrozések altal
generalt csoport.

A tovabbiakban lineéris transzformacioval reprezentaljuk ezen generator
elemeket. Tekintsiink elGszor egy

D t
ul ¢ )

alakt a modell egybevagosagat indukalo, regularis matrixot, ahol D diagoné-
lis. Igazoljuk, hogy ez, valamelyik koordindta tengely irdnyaban végrehajtott
parhuzamos athelyezést valosit meg.

A D matrix f6atlojaban levs elemek legyenek rendre dy, ds, - - - , d,, t ko-
ordinatai t;, u koordinatéi u;. Feltételiink szerint minden 1 < ¢ < n-re teljesiil

n
2 2 _ E 2 2
=1

és minden 1 < ¢ # j < n parra fennall
—uiuj = O

A mésodik egyenlGség miatt az u;-k kozott legfeljebb egy nem nulla szerepel,
legyen ez u;. Ha 2 < i < n teljesiil, akkor az (n + 1)-edik oszlopvektorra
vonatkoz6 merélegesség alapjan

Azonban a teljes méatrix nem tartalmazhat zérus oszlopot, igy ezen indexekre
t; = 0 all fenn, ezért a kovetkezd egyenletekre jutunk:

Pl =dm = =2+

Feltéve, hogy ezen kozos érték 1, valasszuk a koordinatatengelyek iranyat
ugy, hogy dy = -+ = d, = 1 teljesiiljon. Az els6 és az (n + 1)-edik oszlopok
merslegessége most a %dltl + iuyc = 0 egyenldséget adja, ahonnan

2.2
ujc

t=—-
2
dl
LA hipersikra mer6leges egyenes mint alapegyenes meghataroz egy eltolast, mely
az egyenesnek a hipersikkal valé metszéspontjat az origéba viszi. Kénnyen ellen-
6rizhets, hogy ezen eltolassal konjugalva az egyenesre meréleges az O-n athalado
hipersikra vonatkozo tiikrozést, éppen az adott siktiikrozést kapjuk.
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adodik. Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

&2 — 2 = (d} —ui)c?
1 1 — )

di
azaz a di = ¢* egyenlGséghez jutunk. A d; = c egyenlGség a t; = u; egyen-
16séget implikalja, melyet dsszevetve a ¢ — 12 = 1 egyenléséggel lathatjuk,
hogy valamely d valos szammal

dy = ¢ = coshd és t; = u; = sinhd.

Ha feltessziik, hogy d; = —c, akkor t; = —uy és az (n + 1)-edik tengely
irAnyat megvaltoztatva szintén az

coshd 0 ... 0 sinhd
0 1 ... 0 0
A= S : (5.1)
0 0 ... 1 0
sinhd 0 ... 0 coshd

alakot kapjuk. Igazoljuk, hogy ezen leképezés a modellgmbnek megfelels hi-
perbolikus térben az x; tengely mentén d tavolsiggal valo eltolast generalja.
Ehhez legyen P tetsz6leges modellbeli pont a (p,1)T helyvektorral. Leképe-
zésiink a p = (tanhr)e; + p,, vektort vigye (p’,1)T-ba. Eredményiink a

(coshd)(tanhr) 4 sinh d

Pm
(sinh d)(tanhr) 4 cosh d

vektor, ahonnan

(cosh d)(tanh r)+sinh d
ri€e1 + p;n =p' = (sinh d)(tarf)lir)ﬂoshd
(sinh d)(tanh r)+cosh d

Azaz a képvektor z; tengelyre vonatkozo merdleges vetiilete
r1e; = tanh(r + d)ey,

és a p,,, komponens a p,,, komponens alkalmas nytjtasaval adodik. Figyelem-
be véve a modell illeszkedési struktirajat ebbdl rogton adodik, hogy az x4
tengely és a PP’ egyenes egysikuak. Ha igazoljuk. hogy a P és P’ pontok x;
tengelyt6l mért hiperbolikus tavolsidgai megegyeznek, bizonyitottuk, hogy a
linearis leképezés altal indukalt transzformécio a hiperbolikus tér z;-tengely
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irdnya d tavolsidggal torténd eltoldsa. Mivel a modell P, ) pontpéarjanak hi-
perbolikus tavolsagat a (p,1)7, (q,1)7 helyvektoraik segitségével a

V1= (p.p)\/1-(a.q)

fejezi ki a P és merdleges vetiiletének (tanhr)e;-nek tavolsaga igy:

coshd(P, Q) =

V1 — tanh? r\/l — ({Pm; Pm) + tanh®r)

Hasonloképpen a P’ és az ¢ meréleges vetiiletének (tanh(r + d))e;-nek a
tavolsaga:

1 — tanh®r B 1 — tanh?r
1 — ((Pm, Pm) + tanh? r)'

\/1 — tanhQ(T +d) _ 1- tanh2(’r’ +d)
1—(p',p) 1 - <((sinh d)éf)aﬁflprﬁcosh a7 T tanh’(r + d))
1 1
B cosh? (r+d) o cosh?(r) _
1 N cosh? r(Pm ,Pm) m - <pm7 pm>

cosh?(r+d) cosh?(r+d)

B 1 — tanh?r
1= ((Pm, Pm) + tanh®r)’
igy a két tavolsag valoban megegyezik.
Masodszor vegyiik észre, hogy a korabbiak szerint az

A 0
or ¢ )

transzformécio, ahol A A-ortogonalis a A = ¢? szammal, az origot fixen tartod
hiperbolikus egybevagosagot indukal. Igy ha A az n-dimenzios euklidészi tér
hipersikra vonatkoz6 tiikrozését adja, a fenti méatrix a hiperbolikus tér O-t
fixen tarto hipersik tiikrozését indukalja. Ezzel ezen allitasunkat is igazoltuk.
O

A fenti bizonyitasban meghataroztuk az x; tengely menti d tavolsagu
eltolast reprezentald linearis leképezés matrixat. A hiperbolikus sik egybe-
vagosagai koziil érdekes lehet a parhuzamos athelyezés analitikus leirasa is.
Ezen 3-méretd matrix a kovetkezd modon kaphaté meg. Az x; tengelyi O-n
athalad6 paraciklus menti valamely ¢ parhuzamos athelyezést definidljuk az
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x1 tengelyre vonatkoz6 és a (—1,0,1) ponton athalado az x; tengellyel o sz6-
get bezar6 e egyenesre vonatkozo tiikrozések szorzataként. Ha az e egyenes
tavolsaga az O ponttol a hiperbolikus sikon d, akkor fennall a

sina = tanh d

Osszefiiggés. Ebbdl rogton adodik, hogy

és tana = sinh d

COS ¥ =

cosh d

Osszefiiggések is fennallnak. Huzzunk most az e egyenessel O-n keresztiil a
modellben parhuzamos e’ egyenest. Ennek egység norméalvektora a

(—sina, cosa, 0)"

vektor, ezért az erre vonatkozo tiikrézés matrixa az

1—sinh? d 2tanh d 0

1 —2sin’a 2sinacosa 0

cosh? d ) co%h d

2sinacosa 1 —2cos’a 0 | = Ztanhd  sinhd=1 )
coshd cosh” d

0 0 1 0 0 1

matrix. Mivel az ¢’ majd az e egyenesekre vonatkozo tiikrozések szorzata nem
méas mint a rdjuk merGleges O-n athaladd egyenes menti 2d tavolsagu eltolas,
ezért az e egyenesre vonatkozo tiikrozés métrixa egyenls az e-re vonatkozo
tiikkrozés az e'-re vonatkozo tiikrozés és ezen eltolas szorzataval. Igy kapjuk,
hogy a keresett matrix nem més mint az alabbi matrixok szorzata

—sina —cosa 0 cosh(2d) 0 sinh(2d) —sina +cosa 0
cosa —sina 0 0 1 0 —cosa —sina 0
0 0 1 sinh(2d) 0 cosh(2d) 0 0 1
illetve
1—sinh? d 2tanh d 0
cosh? d coshd
2tanhd  sinh®d—1 0
coshd cosh? d
0 0 1
Az xy tengelyre vonatkozo tiikrozés métrixa
1 0 0
0 -1 0
0 0 1

Ezért az 1 majd az e egyenesekre vonatkozo tiikrozések szorzatit az alabbi
szorzat adja:

cosh(2d) tanh® d + —Ly—  2004(1 — cosh(2d)) — sinh(2d) tanhd

(L —cosh(2d)) D + tank®d i x
—sinh(2d) tanh d Snh(2d) cosh(2d)
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1—sinh?d __2tanhd 0
cosh? d cosh d

X 2tanh d __sinh’d—1 0
cosh d cosh?d

0 0 1

A vizsgalt parhuzamos athelyezés az O pontot a megfelel§ paracikluson tgy

mozgatja el, hogy 2d hossztusagu szakasz koti Ossze 6t a képével. Ezen pa-

racikluson a pontok tehat 2sinhd hosszu ivvel helyezddnek at (lasd 6.5.3.).
Vezessiik be az s = 2sinh d jel6lést. Ekkor

2 2

cosh(2d) = cosh®d + sinh®d = 1 + 2sinh®*d = 1 + %, coshd =1/1+ SZ

Ezért
S

Va+ s2’

és a matrix szorzat a kovetkezs alakot olti:

tanhd =

st+2s248 s _ 82 4—s2 4s 0
2(4+s2) 4452 2 4+s2  44s2
o s3 4+3s2 s 4s _ —4+s? 0 —
4+232 4452 ) 4+52 4452
_s s 1
5 S 1+ 3 0 0
—5242 —s?
2 S 2
= S 1 S
s> 2+s
2 S 2

Példaul s = 2 helyettesitéssel, ebbdl transzformacié matrixnak az

-1 -2 =2
2 1 2
2 2 3

matrix adodik. Az altalunk vizsgélt egyenespéar (z1, y) olyan parhuzamos &t-
helyezést valosit meg, melynél az O-t a képével Osszekotsd szakasz a rajtuk
athalado tengelyekkel zi-el illetve y-al 7 — «a szoget zérnak be. Tetszéleges
parhuzamos athelyezés tetszGleges meghatarozo egyenesparjara vonatkozoan
ilyen korrespondedl6 pontpar egyértelmien létezik. Azaz az o szog rogzitése
adott parhuzamos athelyezés esetén kijelol egy paraciklust, amelyen a meg-
felel pontparok paracikluson mért tavolsaga s = 2sinh d = 2 tan a.. Ezért az
a szog is hasznalhato geometriai jelentéssel bir6 paraméterként, ezzel felirva
a parhuzamos athelyezést az

1—2tan’a —2tana —2tan®a
2tan « 1 2tan «
2 tan? o 2tana 1+ 2tan®«
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reprezentald matrixhoz jutunk.

Jelen szakasz utols6 eredményeként megmutatjuk, hogy a projektiv tér
vektorainak masik normalasaval ad6dé L hiperboloid modell segitségével H™
differencidlgeometriai értelemben is jol kezelhets, a topologikus izometriai
éppen a linearis izometridk. (Ezen utobbiakat pedig az el6z6 két tételiink
jellemzi.) A tovabbiakban L mint H™ modellje a felss féltérbe ess hiperboloid
darabot jelenti.

5.4.1. Lemma. Legyen a hiperboloid modell eqy pontjaba mutato helyvektor
P . Ekkor a p pontbeli érintétér — az indefinit skaldrisszorzat szerint értve —
éppen a p-re ortogondlis vektorok halmaza.

A lemma kovetkezménye, hogy az indefinit skalarisszorzat megszoritasa a
hiperboloid érintGtereire pozitiv definit skalaris szorzatot ad. Ezért a modell
tekinthetd egy Riemann sokasagnak, ahol a skalaris szorzat indukalja a tér
metrikajat a kovetkezd modon. Jeloljiik ds?-el azt a fiiggvényt, amely a modell
egy pontjaban felvett érintGsik két vektoranak a skalaris szorzatat rendeli, a
pont és a két érintévektor altal meghatarozott harmashoz. Nyilvan a fiiggvény
sima (akarhanyszor differencialhato) és szarmaztathato bel6le tetszéleges a
modellhez tartozo v : [a,b] — L gorbe ivhossza az

b
s(7) = / SO ANt

formulaval. A Riemann tavolsaga az x = 7(a) illetve y = v(b) pontoknak:
d(x,y) :=inf {s(y) olyan ~ fiiggvényekre, melyekre y(a) = z,v(b) = y}.

Topologikus (metrikus) izometriarol beszéliink egy olyan L — L homeomor-
fizmus esetén, ami a pontparok Riemann tévolsagat 6rzi. Legyen F' egy line-
aris izometria (azaz F' linearis leképezés és a beagyazo tér skalaris szorzatat
6rzi, valamint L-et L-be viszi), melynek a megszoritasa L-re f. Ha x,y € L
két pont, akkor az x-bél y-ba halado gorbe ivhosszat 6ssze tudjuk hasonlitani
az f(x)-bol induld f(y)-ba érkezs megfelels gorbe ivhosszaval. Valoban az

(DY), D))y = (DE(), DE())y = (F(9), F(7))y = (%)~

egyenlGségek mutatjak, hogy linearis izometria a gorbék ivhosszat 6rzi. Igy
6rzi a pontok Riemann tavolsagat is. A kovetkezSkben az L-beli x pontot a
bedgyazo6 térbeli helyvektoraval x-el azonositjuk.

5.4.2. Lemma. Az x, y pontok Riemann tdvolsaga kifejezhetd az indefinit
skaldrisszorzattal, pontosabban :

cosh(d(x,y)) = —(x,y).
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Bizonyitas: A fenti formulaban az infinumot szolgaltato geodetikus gorbék
a Cayley-Klein modellben is geodetikusok, hiszen ugyanazon formula alapjan
ugyanazon skaléris szorzatra nézve végezziik az integralast. Ezért a projektiv
alapformula megfelel6 normélasaval adodik a két pont tavolsdgara vonatkozo
képlet. O

Tegyiik fel, hogy f topologikus izometria L-en. Az x; € Li=1,--- ,n+
+ 1 pontok legyenek linearisan fiiggetlenek, igy definidlhatunk egy F' linearis
leképezést a F'(x;) = f(x;) egyenlGségekkel. Ha a standard e; bazis elemei az

n+1

€; = E AX]
=1

egyenlgségekkel adottak, akkor

(F(e:), Fley)) = Y anap(f(xi), f(x)) =
= —cosh(d(f(x:), F(x;))) D auaji = —cosh(d(xi,%;)) Y auaji = (eie;)

mutatja, hogy F-re invarians az indefinit skalarszorzat. Igazolnunk kell még
hogy megszoritasa L-re éppen f. Feltehetd, hogy f(x;) = x; minden i-re
(kiilonben tekinthetnénk az F~!o f leképezést), bizonyitanunk kell, hogy F
az L-en ekkor az identitds. Ehhez tekintsiik:

n+1 n+1
(F(x), F(e)) = Y aa{f(x), f(x;)) = = cosh(d(f (%), f(x:)) D_ au =
=1 =1
n+1
= — cosh(d(x,x;)) Zau = (x,€;)
=1

egyenlGséget. Mivel ez minden i-re fennall F'(x) = x, de az x valasztasa L-n
tetszbleges volt, ezért valoban F' az L-en az identitas. Kaptuk tehét, hogy
tetszGleges Riemann izometria egy linearis izometria megszoritasa L-re. Azaz
kaptuk, hogy

5.4.3. Tétel. A pszeudo-euklideszi térbe bedgyazott hiperbolikus tér hiper-
boloid modelljére vonatkozo topologikus és linedris izometria fogalmak meg-
eqyeznek. Minden linedris izometria invariansan hagyja a Riemann metrikdt
és minden topologikus izometria kiterjed a bedgyazo tér linedris izometridjd-
vd.
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5.5. Az n-dimenzids szférikus tér

.. a logika sok szabdlya helyett beértem a négy kévetkezdvel...

A harmadik az, hogy bizonyos rendet kovessek gondolkoddasomban, mégpedig
olyképp, hogy a legegyszeribb és a legkonnyebben megismerhetd targyakkal
kell kezdenem, hogy aztdn lassan, fokozatosan emelkedjem fel az
osszetettebbek ismeretéhez; S még azok kézott is fel kell

tételezzek bizonyos rendet, amelyek nem magdtol

érthetden kovetkeznek eqymds utdn.

R. Descartes: Ertekezés az ész helyes vezetésének mddszerérdl

Az n-dimenzios szférikus tér az (n + 1)-dimenzios euklidészi tér egység
vektorainak végpontjai altal modellezhets tér, ahol a pontok tavolsdgat a tér
skaléris szorzatabol definialhatjuk a

cosd(x, y) = (x,y)

formula segitségével. Az illeszkedési strukturat a beagyazo tér altérrendszere
szarmaztatja ennek gémbfelszinre valdo megszoritasa altal. Az egydimenzios
alterek két atellenes pontot jelolnek ki, a kétdimenziosak egy fékort, altala-
ban egy k-dimenzios altér egy k — 1-dimenzios un. szférat jelol ki. A kapott
szférakra az abszolit terek illeszkedési axiomai koziil mar az elsG sem teljesiil
ha tetsz6leges két pontot kiillonbozének tekintiink, ( két atellenes pont sok
fokort hataroz meg) de értelmezhetsk a geometriai vizsgélatok alapfogalmai
és objektumai, (geodetikus, szog, sokszogek, poliéderek, konvexitas,) és min-
den konkrét euklidészi vagy hiperbolikus formula és tétel valamilyen szinten
adaptalhato a szférikus térben. Ha nem ragaszkodunk az abszolit tereké-
hez hasonl6é konzekvens axiomatikus felépitéshez, a szférikus geometria nem
egyéb, mint a gémbfelszinre vonatkozd geometriai allitdsok és Osszefiiggések
egy specialis egyiittese. Ha vizsgélatainkat az abszolut tereknél latott axio-
matikus rendszerben szeretnénk folytatni, sziikséges az atellenes pontpéarok
azonositasaval egy tjabb struktirat létrehozni, amelyet elliptikus geometrié-
nak nevezhetiink. A kapott modell mellett az elliptikus terek tipikus képvise-
161 a projektiv terek, ezeknek egy kiilon fejezetet szenteliink. Ttt valoban csak
a szférikus térrel foglalkozunk egybevetve a kapott formulakat az euklidészi
és hiperbolikus formulakkal is.

5.5.1. Elemi formulak

El6szor elemi sszefiiggéseket fogunk ossze hasonlitani. Az tablazataink a hé-
romszogek oldalai és szogei kozti Osszefiiggéseket targyalja. A szférikus for-
mulédkban a teret modellez6 gdmb sugarat, mig a hiperbolikusokban a tér £
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paraméterét valasztottuk egységnyinek. A haromszog oldalai a, b, ¢ szemben
levG szogei rendre «, (3,7, a-hoz tartoz6 magassiga m, amely a-t az elGje-
les ai, as szakaszokra bontja. Legyen tovabbéd s a haromszog félkeriilete. A
szinusz, koszinusz tételek alakjait, tovabba a haromszog teriiletének szogek-
kel és oldalakkal kifejezett formulait hasonlithatjuk 6ssze. A hiperbolikus és
szférikus formulakban a trigonometrikus illetve hiperbolikus fiiggvények hat-
vanysor elGallitasaban a hossz jellegti paraméterekkel nulldhoz tartva ugyan-
azon hatarformuldkat kapjuk ezek éppen az euklidészi geometria formuléi.
Jelen paragrafusban a szférikus formuldkat bizonyitjuk. A hiperbolikus for-
mulék ezekbdl formalisan megkaphatok a hossz jellegli paraméterek tisztan
képzetes helyettesitésével, ha felhasznéaljuk a kévetkezé azonossdgokat :

isinh a = sin(ia), cosha = cos(ia), itanha = tan(ia).

Az 1.7 pontban igazoltuk a Bolyai féle abszolut szinusz tételt, ami magaban
foglalja a szférikus esetet is. Lattuk azt is, hogy a szférikus trigonometria
a beagyazo tértsl fiiggetlen az euklideszi és hiperbolikus térbeli formulak
megegyeznek. Most az oldalakra vonatkozo koszinusz tétel egy vektorokkal
torténd bizonyitasat adjuk.

5.5.1. Tétel (Gombi koszinusz tétel).
cosc = cosacosb + sinasin b cos y

Bizonyitas: A haromszog csicspontjaiba mutassanak rendre az a, b, ¢ hely-
vektorok. A c¢ vektorra meréleges sik metszete az a illetve b oldalat megha-
tarozo sikkal adja az a’, b’ vektorokat. Ekkor

a = (cosb)c + (sinb)a’ és b = (cosa)c + (sina)b’,
ezért
cosc = (a,b) = cosacosb+ sinasinb(a’,b’) = cosacosb + sin asinbcos 1,

ahogy allitottuk. O

A szogekre vonatkozo koszinusz tétel azonnal adodik ebbdl, ha a gémb-
haromszog polarhdromszogére felirjuk az oldalakra vonatkozot. A polarhé-
romszog csucsait a gobmbbdl az eredeti haromszog oldalait kimetszs sikok
norméalvektorai adjak. Ezen haromszog oldalainak mértéke az eredeti harom-
sz0g szogeinek mértékével egyezik meg és forditva. Kévetkezd emlitésre mélto
allitas a haromszog teriiletének meghatarozéasa szogei fiiggvényében. A terii-
let fogalmat a modellgomb felszinének segitségével értelmezziik, a sik egy
halmazanak akkor van teriilete, ha a megfelel6 gombfeliiletrésznek van fel-
szine, a teriilet mértéke ilyenkor ezen érték. A sik haromszogtartoméanyai a
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modellgomb 7-nél kisebb oldali gombharomszogeiként tekinthetdsk, azzal a
megjegyzéssel, hogy egy rogzitett haromszog esetén a modellgomb forgathato
ugy, hogy oldalai euklideszi értelemben GsszefiiggGek legyenek. Felhasznél-
juk még a gombkétszog fogalmat, amely két gombi f6kor dltal meghataro-
zott m-nél kisebb szogii gombi tartoméany. A gombkétszog a gombon elfoglalt
helyzetétsl eltekintve a f6korok sikjai altal meghatarozott, felszine egyszerii
integralassal adodoan 2ar?, ahol « a gémbkétszog szoge.

5.5.2. Tétel. Az a, 3, v szdgekkel rendelkezd hdromszdg szférikus teriilete

T=(a+B+7y—mr

ahol r a modellgomb sugara.

Bizonyitas: Tekintsiik a 5.4. abran jelolt ABC' haromszoget. Ennek szo-

5.4. abra. A héromszog teriilete a szférikus modellben

gei rendre «, 3, 7. Az a szogl szogtartoméany meghataroz két gombkétszo-
get, melyek egyenként tartalmazzik az ABC és az atellenes, vele egybevago
gombharomszoget. Hasonloan van két [ és két v szogi szogtartomany, melyek
szintén tartalmazzak a két gbmbharomszoget. A hat gombkétszog egyiittesen
lefedi a gémbo6t oly modon, hogy a gombharomszogeket hidrom—harom fedi.
Igy a kovetkezs formulahoz jutunk:

2(20 4 2 + 27)r? = 4mr? + AT
ahonnan rogton adodik, hogy
T=(a+p+y—mri O

Most ratériink az oldalak hossza alapjan szamolhato6 képletek igazolasara.
A tovabbiakban a gdmbdk sugara 1.
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5.5.3. Tétel. Ha eqy T teriiletd gémbhdromszdg a hosszi oldaldt a hozzd-
tartozd m magassag az (eldjeles) ay, as hosszi tvekre bontja, akkor fenndll
a

a2

tan L = ¢ m(t AR )
n—= n— n— n—
altg =l (al o rtal s

dsszefiliggés.

Bizonyitas: Tekintsiink egy a,b befogdkkal rendelkezé derékszogii harom-
szoget. Ennek teriilete el6z6 tételiink szerint:

T
T=(a+p)—-.
2
Azaz
T <oz+6 77) tan 932 —
tan — = tan - = —
2 2 4 tano‘T”LB—i-l

Szamoljuk el6szor ki a

( o+ 5)
tan

2
értéket. A koszinusz tétel szerint

cosa = cosbcos ¢ + sinbsin ¢ cos o = cos? bcos a + sin bsin ¢ cos o,

ahonnan felhasznalva a cosc = cosacosb gombi Pitagorasz tételt, kapjuk,
hogy

cosasinb
cosq = ———.
sin ¢
Ezért
«Q \/sinc—i—cosasinb
Ccos — = -
2 2sinc
L« sinc — cosasin b
sin — = -
2 2sinc
és igy
. a+p 1 - - - -
sin 5 T o <\/(smc— cos asinb)(sin ¢ + cosbsina)+
sin ¢

++/(sin ¢ + cos asin b)(sin ¢ — cos bsin a)) =

1
= (\/(sin2 ¢+ sincsin(a — b) — sinasin b cos a cos b)+

2sinc
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\/(sin2 ¢ —sincsin(a — b) — sin a sin b cos a cos b)) =

1
=74 <\/(1 — cosacosbcos(a — b) + sincsin(a — b))+
sin ¢
++4/(1 = cos acosbcos(a — b) — sin csin(a — b))) =
1
= Sdne <\/(1 — cosccos(a —b) + sincsin(a — b))+

+\/(1 — cos ccos(a — b) — sin csin(a — b))) -

_ (\/(1—cos(a—b+c))—|—\/(1—cos(c—a+b))> =

2sinc

V2 (a—b+c (c—a+b
= — sin| ——— | +sin | ——— =
2sinc 2 2

V2 ¢ a—>b ﬂcos‘%b
= ——sin — cos = )

sin ¢ 2 2 2 cos %

Hasonléan kapjuk, hogy

oz+6_ ﬂcos“Ter

coS = -,
2 2 cos 5
ezért ,
a
- o+ _ cos 43
2 cos &b’
2
ahonnan
T Cos“T_b—cos“Ter —QSin%sin%b
tan — = s pr ” —,~ = tan - tan .
cos 452 + cos 47 QCOS§C057 2 2

Azaz a tétel allitasa derékszogl haromszogre teljesiil. Az m magassag se-
gitségével haromszogiinket két derékszogi haromszoghdl allithatjuk els, igy
valoban fennall a

T m aq ay
tan — = tan — (tan — + tan —)
2 2 2 2

formula. 0

5.5.4. Tétel (Heron formulaja a gdmhon). Ha a,b, ¢, s, T egy gombhdromszig
oldalar, félkeriilete és teriilete, akkor

S s—a s—b s—c
T = 4 arctan \/tan—tan tan tan .
2 2 2 2
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Bizonyitas: Az el6z6 tételiinkben derékszogii haromszog esetére igazoltuk
a
a+p V2 cos “T’b

sin = E
2 2 cos 5

™

egyenlGséget. Ez v = 7 miatt a

. a+p  cos % cos “T’b
sin = - ,
2 COS 3

alakban is felirhato. Igazoljuk, hogy ez a formula tetszéleges gémbhéarom-
szogre teljesiil. (Ha pld. a haromszog egyenldszara (a = b), akkor a kivant
egyenl@ség a

cos 3

c)
COS§

sin o =

alakot 6lti, melyet a I szogre felirt koszinusz tételb6l azonnal megkapunk.)
Az el6z6 bizonyitasban a derékszogii haromszogre vonatkozd szamolasaink
konnyen levezethetGk altaldnos haromszogre is, ha nem hasznaljuk a Pitago-
rasz tétel gombi alakjat, mint egyszertsité formulat. Valoban

cosa — cosbceosc

cos o = - :
sin bsin ¢
azaz _ '
cosa — cos(b + ¢) sin s sin(s — a)
1+ cosa = - - = : ;
sinbsin ¢ sinbsin ¢
Tehéat
a sin ssin(s — a)
cos — = - - ;
2 sinbsin ¢

és hasonloképpen

o \/Sm(s — ¢)sin(s — b)

sin — = - - ,
sin bsin ¢
azaz
, a+6 \/smssm s—c) (sin(s —b) N sin(s — a)
sin : : =
sin bsin ¢ sin ¢ sin ¢
o a=b
_ 08 5 cos
c
cos §
Ebbdl » ,
[0 a—
cos(y — %57)  cos 4

o] - c
COS 5 COS 5
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és igy a
cos(§ — O‘Tw) +cosg cos %52 + cos £
cos 3 N cos 5
Osszefiiggés alapjan a
cos(§ — O‘Tw) —cos3 cos 25 — cos £
cos(g — #) +cos% B cos“T’b +cos 5

egyenlGséghez jutunk. Hasznélva a két szog koszinuszanak Osszegére illetve
kiilonbségére vonatkozo formulékat, ebbdl a

. 7T—0z—6+7t T—a—f—7 . a—b+ct a—b—c
an an = tan an
4 4 4 4
Osszefiiggést kapjuk. A
a+ [ singcos “TH’
cos = —,
2 oS 3
analog Osszefiiggés hasonloképpen a
T+a+ 8 —7y —T4+a+ L+ a+b+c a+b—c
tan 1 tan 1 = tan 1 tan 1

egyenlethez vezet. A masodik egyenlet szorzata az els6 —1 szeresével a

—T 4+« s s—a s—b s—c
2 totBty = tan — tan tan tan

4 2 2 2 2

T
tan? Z = tan

képletet adja, ami a Heron formula négyzete. O
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. . . a __ . . . Q
sina : sinh # = sin 3 : sinh 2

c _ a b _ ginh ¢sinh &
cosh £ = cosh ¢ cosh £ — sinh # sinh 7 cosy

cos”y = —cosacos 8 + sin asin J cosh £
H*(k) keR
p=r—(atf+7)
kT—2 = 4 arctan \/tanh o tanh 2% tanh 32;];’ tanh 25<
& = 2arctan((tanh & + tanh &) tanh 2%)
sina:a=sinf:b
2 =a®+b* —2abcosy
H?*(k) — E? y=7m—(a+f) E? +— S%(r)
k — oo 00— T

O=m—(a+L+7)

T=/s(s—a)(s—b)(s—c)

— am
T=%

b

r

sina :sin? =sin S : sin
T

cos € = cos ¢ cos 2 + sin 2 sin 2 cos
T T T T T

cosy = — cosa.cos 3 + sin asin [ cos <
T

S%(r) reRr
s=(a+f+y) -7

e

= 4 arctan \/tan Qi tan 22 tan =0 tan £=¢
r 2r 2r 2r

z = 2arctan((tan £ 4 tan ) tan %)
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5.5.2. Nevezetes vonalak

Célunk nevezetes vonalak és fontos mértani hely feladatok megoldasa a szfé-
rikus esetben is. Mivel a gombfelszinen a szogeket a szarakat kimetsz6 O-n
athalado sikok hajlasszoge méri, az A, B, C' csicsokkal rendelkezé gémbhé-
romszog és euklidészi haromszog bizonyos nevezetes vonalai egymaés centralis
vetiiletei az O pontbol. Igy a megszokott nevezetes vonalak koziil: a ma-
gassagvonalak, oldalfelez6 merélegesek és sulyvonalak 1éteznek, egy pontban
metszik egymast, ezzel definidlvan a magassagpontot, a "koré irhato kor" ko-
zéppontjat és a siulypontot. Ennek belatdsdhoz elég meggondolni, hogy egy
hur felez6pontjat a kozépponttal 0sszek6té egyenes a hirhoz tartozo iv fe-
lez6pontjan is athalad, és két sik pontosan akkor meréleges egymésra, ha
az egyik tartalmaz a masikra merGleges egyenest. Felmeriil a kérdés, hogy
mit neveziink "kornek" a gombfelszinen és sikbeli haromszog nevezetes korei
milyen kapcsolatba hozhatok ezen alakzatokkal.

A kor természetes definicidja megegyezik az abszolit geometridkban meg-
szokott definiciéval: adott ponttol adott tavolsagra levé pontok mértani he-
lye. Igy a gombfelszin korei a szokott értelemben vett euklideszi korok. A
definicié nem zarja ki a f6koroket azaz a gdombfelszin egyeneseit sem, ha a
felreértést el akarjuk keriilni, szigoru értelemben kornek a f6koroktsl kiilon-
b6z6 koroket érthetjiik.

Adott egyenestdl egyenld tavolsagra 1évé pontok mértani — a tavolsagvo-
nal — szintén kor, ennek koézéppontja az egyenest kimetsz6 sikra merdGleges
sugarhoz tartoz6 pont.

5.5. dbra. Kor és tavolsdgvonal a gémbfelszinen

Két haromszog (a sikbeli illetve gombi) koré irhaté kor ugyanaz a kor,
a pontok sikjanak metszete a gombfelszinnel. A két haromszog szogfelezsi
kozott nincs hasonlé egyszert kapcsolat, mivel az (ABC') sik altaldban nem
merdleges az O A sugarra, ezért a CAB, szoget nem felezi a megfelel§ sikok
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szogfelezd sikja. Azonban ezen szogfelezd sikok egy O-n athaladd egyenes-
ben metszik egymast, mely kimetsz a gombfelszinbdl egy a gombharomszog
oldalaitol egyenls tévolsagra levs pontot, a "bele irhato kor" kdzéppontjat.
Tekintsiik ugyanis két szogfelezd stk metszésvonalat m-et. Ez létezik, mert a
két siknak van egy kozos pontja O. Az m egyenes tetszéleges pontja a hé-
rom triéder siktol egyenls tavolsagra van, ezért a harmadik szogfelezd sikhoz
is hozzatartozik. Ez azt jelenti, hogy a harom szogfelezé stk m-ben metszi
egymast. Az m egyenesnek a gombfelszinnel alkotott metszéspontjabol az
egyik triéder sikra bocsatott merGleges m-el egyiitt ezen triéder sikra merd-
leges O-n keresztiilhalado sikot hataroz meg, mely a gémbfelszinbdl kimetszi
a megfelel6 gombi oldalra bocsatott mer6leges gombi egyenest.

A kovetkezSkben r, R jeloli a beirt illetve koriilirt korok gombi sugarat,
A, B',C" a beirt kor kézéppontjabol a BC, AC, AB oldalakra bocsatott
merélegesek talppontjait, d pedig a két kozéppont tavolsagat. Az euklidészi
haromszogekre vonatkozo teriiletképletbdl azonnal kovetkezik, hogy adott
alapi, adott teriileti haAromszogek harmadik csicspontjainak mértani helye
az alappal parhuzamos egyenespar. Ezen mértani hely feladat megoldasa hi-
perbolikus és szférikus geometridban is lehetséges az analog formulak alapjan.

5.5.5. Tétel (Lexell kor). A szférikus geometridban az adott alapi, azo-
nos teriletd haromszogek harmadik csicspontjainak mértani helye eqy kérpar,
melyet Lexell kérnek neveziink.

5.6. abra. A Lexell kor
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Bizonyitas: Legyen haromszogiink az ABC és rogzitsiik ennek AB alap-
jat. Az AC, BC' oldalak felez6pontjai legyenek F'g illetve F4. Ezek Ossze-
kots egyenese a haromszog C-hez tartozd kozépvonala. A kozépvonalat ki-
metsz6 sik a csicspontokhoz tartozo euklideszi hdromszog sikjabol annak
kézépvonalat metszi ki, igy az (ABO) sik és az (FaFp0O) sik egymést egy
AB-vel parhuzamos gémbatmérében metszi. Kovetkezésképpen valamennyi
AB alappal rendelkezé haromszog kézépvonalat kimetszé sik az AB-vel par-
huzamos gombéatmérén dtmegy. Bocsassunk merdlegest az A, B, C' pontokbol
az F4Fp egyenesre. Legyenek ezek rendre Ay, By, ;. A gbémbi szinusztétel
szerint az AA,, BBy, CCY gombi szakaszok egyenls hosszuiak és hasonlokép-
pen az A1 Fg = C1Fg, BiFy = C1F4 egyenl6ségek is fennallnak, ezért az
AAFg teriilete megegyezik az C1FgC A teriiletével, tovabba a BB Faa
teriilete a C1FgC A teriiletével. Ezért a kiindulési haromszog teriilete meg-
egyezik az AA; B1 B két derékszogii négyszog teriiletével. Ebbdl régton kovet-
kezik, hogy egyenld teriiletii két haromszog, ha kozos a kozépvonaluk, azaz ha
a C' csucsuk a kozépvonal sikjaval parhuzamos sik altal kimetszett gombi kor
két pontja. Forditva, ha (azonos AB egyenest kimetszd félgombhoz tartozo )
két AB alapt haromszog kiilonb6zé C-hez tartozoé kozépvonallal bir, akkor
ezek nem lehetnek egyenl§ teriiletiiek, mert az el6z6 allitas alapjan nyilvan
taldlunk az egyikkel megegyezé teriileti a mésik belsejébe es¢ haromszoget.
A teljes gobmbon a mértani hely tehat két gémbi kor, melyek az A, B pon-
tok atellenes pontjaiban metszik egymast és az AB egyenest kimetsz§ sikra
vonatkozoan egymaés tiikorképei. O

Jegyezziik meg, hogy ez a bizonyitas a hiperbolikus sik esetén is miikodik
és végeredményiil két az AB egyenesre szimmetrikusan elhelyezkedd hiper-
ciklust kapunk, melyek alapvonalai a haromszogek kozos kézépvonalai.

A haromszog koré irhato kor megoldasa egy masik mértani hely feladat-
nak. Legyen A, B, C egy gobmbharomszog harom csticspontja O a koré irha-
t6 kor kozéppontja. Ekkor az OA,0B, OC sugarak a megfelel6 oldalakkal
egyenld szogeket zarnak be, igy nem nehéz (a kiilonb6z6 esetekre vonatkozo
kiillonboz, de) egyszerti szamolasokkal igazolni, hogy pld.:

1
OABizg(a—OCA4+ﬁ—OCB4):a+5—7.

Ezért az O kozéppont (és igy a koré irhatd kor is) kozos az AB alapu azon
haromszogek esetében, melyekre az a+ 5 —y érték allando. Azaz a Lexell kor
mellett a koré irhato kor is megadhato szogosszegre vonatkozo mértani hely
feladat megoldasaként; az ABC, A’ B'C' pontokon athaladé korok rendre, az
a+ [ —~ = konst illetve az o+ f+y = konst egyenleteket kielégit6 AB
alapt haromszogek C' csticsainak mértani helyei.
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A 1atoszog kor altalaban nem kor. Ezt konnyen ellendrizhetjiik példaul a
5 =7 = c esetben.

Az euklidészi geometridban adott pontbo6l mint centrumboél kicsinyitve
egyenest vagy kort, egy az eredetivel parhuzamos a ponttol fele tavolsiagra
levs egyenest illetve egy fele akkora a ponttol szintén fele tavolsagra esd kort
kapunk. Szférikus vagy hiperbolikus geometridban nincs kézéppontos kicsi-
nyités a fenti transzformaci6 azonban elvégezhets. Szférikus geometridban
adott (kis vagy f6) kor adott pontbol valo felére zsugoritasat ugy definial-
hatjuk, hogy a pontot a kor pontjaival 0sszekotd szakaszok felezépontjainak
mértani helyét tekintjiik. Egy konkrét felezGpontot a gomb sugara mentén a
két pontot 0sszekots euklidészi szakasz felez6pontjaba vetithetjiik, igy a kere-
sett mértani hely ezen centralis vetitéssel a pont és a kor altal meghatarozott
térbeli euklidészi (ferde) korkup alkotoinak felezGpontjaiba vetiil. A kapott
alakzat a kor sikjanak a pontbol felére zsugoritott példanyanak és a korkap-
nak sikmetszete azaz maga is kor. Ezen kor sikja nem tartalmazza altalaban
a gobmb kozéppontjat ezért centralis vetiilete a gombfelszinre egy negyedren-
dii gorbe. Kivételes eset, amikor a pont sugarira meréleges sik metszi ki a
fokort, ekkora felezGpontok mértani helye egy tavolsdgvonal is egyben, azaz
kiskor.

5.5.3. Egybevagoésagok

A szférikus geometridban mindig hasznalunk bedgyazo abszolut teret. Bolyai
alapvet§ észrevétele alapjan teljesen mindegy, hogy a beagyazo tér euklidészi
vagy hiperbolikus a trigonometrikus formulak megegyeznek, természetesen az
adott geometria szogmértékére épiilve. Analitikus targyalasnal célravezetébb
az euklidészi szog és tavolsag érték alapjan definidlni a szférikus geometria
mértékeit. Vilagos, hogy tetszGleges a bedgyazo tér origdjat invariansan tartod
egybevagosag a gombfelszin izometridjat is szarmaztatja. Ugyanakkor, ha te-
kintiink egy kolcsonosen egyértelmi tavolsagtarto leképezést a gombfelszinen
akkor ez kiterjeszthetd a beagyazo tér egységvektorainak is egy kolesonosen
egyértelmii leképezésévé, ha deklaraljuk, hogy az origo képe az origd. A kapott
leképezés az egységvektorok halmazéanak kolesonosen egyértelmi a természe-
tes skalarszorzatot 6rz6 leképezése, mivel a gombfelszinen egybevagosag volt.
A szokasos f(Av) = Af(v) kiterjesztéssel ez az euklidészi tér origot fixen
tarto, skalarszorzat tarto leképezésévé terjed ki, azaz linearis izometria. Azaz
kapjuk:

5.5.6. Tétel. A gombfelszin tdvolsagtarto leképezései éppen a bedgyazo euk-
lidészi vektortér linedris izometridi.
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5.

5.7. abra. René Descartes

5.6. Descartes

Descartes koraban a filozofia és a matematika szorosan dsszekapcsolédott nem
utolso sorban azért, mert a két tudomany mitivel6i ugyanazon személyek vol-
tak. Descartes alapvetd geometriai munkaja, melyben felvazolja és hasznalja
a geometriai vizsgalatokhoz az analitikus geometria modszerét, egy nagyobb
szabasu filozofiai munkajanak, a "Discours de la Méthode" c¢. munkijanak
fiiggelékeként jelent meg. Hatésa a geometridra és a matematika fejlédésé-
re ugyanolyan mértéki volt, mint késGbb Bolyai Janos szintén fiiggelékként
megjelend Appendix c. munkajaé. Ebbdl a fiiggelékbdl idézziik most az elsé
konyvet. A bonyolultabb szamitasokat és alkalmazéasokat a tovabbi két konyv
tartalmazza a Descartes altal képviselt szellem azonban tokéletesen érezhetd
ezen bevezets részben is. Descartes érezte, hogy modszere fontosabb mint a
konkrétan leirt tények, a harmadik konyv és igy a teljes fiiggelék zar6 mon-
data ez:

Remélem az utdkor kedvezGen fog megitélni engem, nem csak
azon dolgok alapjan, amit kifejtettem, hanem azokat is figyelem-
be véve, amiket szidndékosan elhagytam, megadva maéasoknak is a
felfedezés 6romét.



280 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIA

R. DESCARTES: GEOMETRIA

ELsO KONYV

AZOKROL A SZERKESZTESI ELJARASOKROL,
MELYEK CSAK KORZOT ES VONALZOT IGENYELNEK.

A geometria minden probléméaja kénnyen redukalhat6 olyan részekre, ame-
lyek konstrukciéjahoz csak egyenes szakaszok hosszanak ismerete sziikséges. Ep-
pen gy, ahogy az aritmetika négy vagy 6t miiveletet tartalmaz, nevezetesen az
osszeadast, kivonast, szorzast, osztast és a gyokvonast, ami valamiféle osztasnak
tekinthet8, a geometriaban egy szakasz megtalalasa mas szakaszok Gsszegének
vagy kiildnbségének megtalalasat igényli; vagy egy tetszélegesen adott egység-
nek nevezett szakaszhoz tartozé szorzas elvégzését, ami olyan negyedik szakasz
szerkesztését jelenti, mely két adott szakasz koziil az egyikhez Ggy aranylik, mint
a masik az egységhez; vagy osztasét, amely olyan negyedik szakasz szerkesztését
jelenti, mely Ggy aranylik a kettd koziil az egyikhez, mint az egység a masikhoz;
vagy, végiil egy, két vagy szamos kdzéparanyos szerkesztését az egység és egy
masik szakasz viszonylataban, ami nem egyéb, mint meghatarozni a négyzetgyo-
két, kobgyokét, stb ... az adott szakasznak. A vildgosabb felépités kedvéért nem
habozok bevezetni az aritmetikai kifejezéseket a geometriaba.

Példaul, legyen AB egységnek tekintve, és szorozzuk 6ssze BD-t BC-vel. Ek-
kor 6sszekotom A-t és C-t és DE parhuzamost huzok AC-vel. A BE' a keresett
szorzat.

Ha BE-t BD-vel szeretném osztani, 6sszekotom F-t és D-t és AC' hizom
D E-vel parhuzamosan; ekkor BC' az eredmény.

5.8. abra. A szorzas

Ha a GH gyokét szeretném meghatérozni, ugyanarra az egyenesre felmérem
a GF egységszakaszt; majd megrajzolva az FFH K felez6pontja koré irt F' és
H pontokon athaladé6 kért a G-ben F H-ra allitott mer&leges I-ben metszi azt.
Ekkor G 1 a keresett gyok. Nem beszéliink most kdbgydkrél, vagy egyéb gydkokral,
mert ezekre a késébbiekben még alaposabban visszatériink.

Gyakran nem sziikséges lerajzolni a szakaszokat papirra, elegends Sket egy
betiivel jeldlni. Eképpen, a BD illetve GH szakaszok &sszege helyett az a illetve
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5.9. dbra. A négyzetgyok szerkesztése

b szakaszok Gsszegérdl beszélek és a + b-vel jel6lom ezt. Ekkor a — b jelenti, hogy
a-bdl kivonom b-t; ab, hogy a-t megszorzom b-vel; a/b, hogy a-t elosztom b-vel;
aa vagy a?, hogy a-t szorzom a-val, a® ha az eredményt megszorzom a-val; és igy
tovabb. Ha meg szeretném hatarozni az a? + b? négyzetgyokét, v/ a2 + b2 kifeje-
zést from; ha a a® — b3 +ab? kifejezés kobgydkére vagyok kivancsi v/a® — b3 + ab?
formulat irom, hasonléképpen a magasabb gyokokhoz. Eszre kell venniink, hogy
itt a®, b2, és a hasonlé kifejezések egyszerii szakaszhosszak, amelyeket azonban
az algebra terminusanak megfelel8en négyzetnek, kdbnek, stb.., nevezek. Szintén
meg kell emlitenem, hogy egy egyenes tetsz&leges részét ugyanolyan dimenzids-
ként kell kifejeznem, a sziikséges egységek szama nem determinalt a probléma
feltételeivel. Eképpen, a® ugyanannyi dimenziés mint ab? vagy b?, ezek dsszetevéi
annak a szakasznak, melyet v/a? — 0® + ab?-el jelsl6k. Ez azonban nem ugyanaz
a dolog, mint, amikor az egység meghatarozott, mert az egység mindig tanulma-
nyozhatd, akar tal sok, akar tal kevés a dimenzid; azaz ha ki akarjuk fejteni a
kdbgyokét az a?b? — b mennyiségnek, agy kell tekinteniink az a?b? mennyiséget
mintha egységgel osztanank, és a b-t mintha kétszer szoroznank az egységgel.

Veégiil, hogy vissza tudjunk emlékezni a szakaszok neveire, egy kiilonallo listat
kell létrehoznunk olyan gyakorisaggal, ahogy ezeket hozzarendeljitk vagy megval-
toztatjuk. Példaul, azt irjuk, hogy AB = 1 ha AB egyenlé l-el; GH = a,
BD =b, és igy tovabb.

Ha meg szeretnénk oldani valamilyen problémat, el&szor is feltessziik, hogy a
megoldast megtalaltuk, és elneveziink minden szakaszt, amely sziikséges a szer-
kesztéshez, — mindazokat, amelyek ismeretlenek és azokat is, amelyek ismertek.
Azutan, nem téve kiilonbséget az ismertek és a nem ismertek kozott, ki kell
fejteniink a nehézséget barmely aton, mely a legtermészetesebben relaciét adja
ezen szakaszok kozott, amig ha ez lehetséges, egy mennyiséget két aton meg
nem kapunk. Ez egy egyenlethez vezet, amivel egyiitt tekintve az egyik tagjait,
ugyanazt kapjuk, mintha a masikét tekintenénk vele egyiitt.

Annyi egyenletet kell taldlnunk, amennyi az ismeretlen szakaszok szama; de
ha, a mindenre kiterjedd vizsgalat utan is csak kevesebb talalhaté, akkor vilagos,
hogy a kérdés nem volt meghatarozott. Ebben az esetben minden ismeretlen
szakasz helyett, amelyhez nincs egyenlet, tetszéleges szakaszt valaszthatunk.
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Ha van néhany egyenletiink, hasznalhatjuk ket akar egyediil tekintve &ket,
akar néhany masikhoz viszonyitva, minden ismeretlen szakasznak értéket adva; és
agy kombinalva &ket mig csak egy ismeretlen szakasz marad, amely vagy ismer-
tekkel van kifejezve, vagy négyzete, kobe, negyedik hatvanya, 6tddik hatvanya,
hatodik hatvanya, stb... egyenl& az Gsszegével vagy kiilonbségével két vagy tobb
mennyiségnek, egy ismertnek és a tobbi kdzéparanyosa az egységnek és ennek
a négyzetnek, kdbnek, vagy negyedik hatvanynak, stb... szorozva ismert szaka-
szokkal. Ezt a kovetkez&képpen fejezhetem ki:

z =0,
vagy 2° = —az + b,
vagy 25 = +az? + b*z — &,

vagy 2t = a2’ — Sz + d?, etc.;

Azaz, z, amelyet ismeretlen mennyiségnek tekintek, egyenls b-vel; vagy a
négyzete egyenlé b négyzetével minusz a z a-szorosaval; vagy a z kdbe egyenls
a 2% a-szorosahoz adva a b négyzetének z-vel valé szorzatat és ebbsl kivonva
a ¢ kdbét; és hasonl6képpen haladhatunk tovabb a tobbi kifejezéshez. Eképpen
az ismeretlen mennyiségek kifejezhetk olyan egyszerii mennyiségek tagjaiként,
amelyek vagy korvonalakkal és szakaszokkal, vagy kipszeletekkel, vagy harmad
és negyedrendiinél nem magasabbrendii gorbékkel elGallithatok.

Azonban nem fogok most megallni ennek a részletesebb kifejtésében, mert
akkor megfosztanam ©ndket a sajat elme tokéletesitésének 6rométsl ugyanagy,
mint az ezen valé munka altal okozott gondolati edzés kalandjatél, ami vélemé-
nyem szerint a legfontosabb hasznunk ebbdl a tudomanybdl. Tudniillik, semmi
olyan nehézséget nem talaltam itt, amit ne tudna kidolgozni barki, aki ismeri
a szokasos geometriat és algebrat, és megfontoltan halad elére ebben a gyiijte-
ményben.

Eképpen, tartani fogom magamat ahhoz az allitashoz, hogy ha a tanulé,
ezen egyenletek megoldasa soran nem mulaszt el egyszerdsiteni, amikor csak
lehetséges, meg fogja kapni a legegyszer(ibb 6sszetevéket, amelyekre a probléma
redukalhaté.

Es ha ez megoldhat6 a szokasos geometriaval, akkor, hasznalva egy sik feliilet
szakaszait és koreit, amikor az utolsé egyenlet megoldédik nem marad mas, mint a
négyzete egy ismeretlen mennyiségnek, ami egyenls valamely ismert mennyiség és
a gyokének szorzataval novelve vagy csokkentve egy masik ismert mennyiséggel.

Ekkor ez a gyok vagy az ismeretlen szakasz kdnnyen megtalalhaté. Példaul, ha

2% =az + b,
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konstrualok, egy derékszégli N LM haromszoget, amely egyik oldala LM b-vel
egyenld, ami a négyzetgyoke az ismert b? mennyiségnek, a masik oldala LN %a—
val egyezik meg, ami, azon masik ismert mennyiség fele, amely az ismeretlen z-vel
van szorozva. Ezutan meghosszabitom ezen derékszogli haromszog atfogéjat O-
ig agy, hogy NO egyenlé legyen N L-el és a teljes OM szakasz a keresett z.

@
T M

5.10. abra. Masodfoku egyenlet megoldasa

Ezt a kdvetkezd formulaval tudom kifejezni:

1 /1
= — — 2 b2_
Z 2a+ 4a +

Ha azonban y? = —ay + b?, ahol y a keresett mennyiség, ugyanezt az N LM
haromszoget szerkesztem meg, de az atfogén az NM szakaszbél kivonom az
N L-el egyenl6 N P szakaszt és a megmaradé PM a keresett gyok. Eképpen

1 1
y:—éa—i—\/iazjtbz.

adédik. Ugyanezen az aton kapjuk hogy, ha

ot = —ax? + b,

1 1
x:\/—§a+\/1a2+b2;

hasonloképpen mint a masik esetben.
Végiil, ha

akkor PM az x? és

2 =az — b,

NIL-t %a—nak, L M-t b-nek valasztva mint az el8bb: akkor az M és N Gsszekotése
helyett M Q)R parhuzamosat hizok az LN-el, és N-b6l mint kdzéppontbdl raj-
zolok egy kort L-en keresztiil, ami kimetszi a () és R pontokat; ekkor a keresett
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z szakasz vagy M (@) vagy M R, amely esetekben rendre

1 1
z:§a+\/1a2—b2,

es
1
— Zag—1/=a2— b2
z 2CL a
R/
N
Q
L M

5.11. abra. Masodfoku egyenlet megoldasa

Es ha az N kériili kdr nem metszi és nem érinti az M QR egyenest, az egyen-
letnek nincs gydke, amikor azt mondjuk, hogy a problémanak a megoldasa lehe-
tetlen.

Ugyanezen gyokok sok mas médon is megtalalhaték, az altalam adott egy-
szer(i megoldasok azt mutatjak, hogy megszerkeszthet6 minden probléma a ko-
zOnséges geometridban, nem csindlva tobbet, mint egy kicsit kiterjesztve a négy
altalam adott abrat. Ez egy olyan dolog, amit agy hiszem az antik matematikusok
vagy nem vettek észre, vagy nem fektettek elegendd munkat azon kdnyvek meg-
irasaba, amelyekben az allitasaikat bemutatjak, igy nincs egy biztos médszer a
problémak kdzds megoldasara, inkabb véletlenszeriien vannak ezek dsszegyiijtve.

Szintén nyilvanval6 ez abbdl, amit Pappos csinal a hetedik kdnyvének az ele-
jén, ahol, miutan tekinthet6leg teret szentel az elédjei geometriardl irt konyveinek
felsorolasara, végiil hivatkozik egy kérdésre, amirsl azt mondja, hogy sem Euk-
lidesz sem Apollonius és senki mas sem oldott meg teljesen; a sajat szavaival
mondva:

Quem autem dicit (Apollonius) in tertio libro locum ad tres et quatuor
lineas ab Fuclide perfectum non esse, neque ipse perficere poterat, neque ali-
quis alius; sed neque paululum quid addere s, qué Euclides scripsit, per ea
tantum conica, qué usque ad Euclidis tempora prémonstrata sunt, etc..)

2 A harom vagy négy egyenesre vonatkozé probléma, amivel Apollonius oly dntelten
dicsekszik, nem hivén az 6t megel6z6 szerzéknek, ilyen természetii: Ha harom egye-
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Egy kicsivel késébb, a kdvetkez&képpen teszi fel a kérdést:

At locus ad tres et quatuor lineas, in quo (Apollonius) magnifice se jac-
tat, et ostentat, nulla habita gratia ei, qui prius scripserat, est hujusmods.
Si positione datis tribus rectis lineis ab uno et eodem puncto, ad tres lineas
in datis angulis rectae lineae ducantur, et data sit proportio rectanguli cont-
enti duabus ductis ad quadratum reliqué: punctum contingit positione datum,
solidum locum, hoc est unam ex tribus conicis sectionibus. Et si ad quatuor
rectas lineas positione datas in datis angulis lineé¢ ducantur; et rectanguli du-
abus ductis contenti ad contentum duabus reliquis proportio data sit: similiter
punctum datam coni sectionem positione continget. St quidem igitur ad duas
tantum locus planus ostensus est. Quod si ad plures quam quatuor, punctum
continget locos non adhuc cognitos, sed lineas tantum dictas; quales autem
sint, vel quam habeant proprietatem, non constat: earum unam, neque pri-
mam, et qué manifestissima videtur, composuerunt ostendentes utilem esse.
Propositiones autem ipsarum hé sunt.

Si ab aliquo puncto ad positione datas rectas lineas quinque ducantur recté
line€ in datis angulis, et data sit proportio solidi parallelepipedi rectanguli,
quod tribus ductis lineis continetur ad solidum parallelepipedum rectangulum,
quod continetur reliquis duabus, et data quapiam linea, punctum positione
datam lineam continget. Si autem ad sex, et data sit proportio solidi tribus
lineis contenti ad solidum, quod tribus reliquis continetur; rursus punctum
continget positione datam lineam. Quod si ad plures quam sex, non adhuc
habent dicere, an data sit proportio cujuspiam contenti quatuor lineis ad id
quod reliquis continetur, quoniam non est aliquid contentum pluribus quam
tribus dimensionibus)

nes adott, és szakaszokat tudunk huzni ezekhez valamely pontbdl ugy, hogy ezek
adott szogeket zarjanak be az eredeti egyenesekkel és két kapott szakasz hossza-
nak szorzata a harmadik négyzete legyen, akkor a pont illeszkedik egy adott "solid
locus"-ra, azaz, kupszelet.

3Ismét, ha valamely pontbol hizott szakaszok adott szogeket zarnak be négy adott
egyenessel, és valamely kettének a szorzata a mésik kettGével egyezik meg, akkor,
a pont egy adott kupszeletre illeszkedik. Meg lett mutatva, hogy csak két egyenes
illeszkedhet egy sikbeli locushoz. De ha tSbb mint négy egyenesiink van a mértani
hely jelenleg nem ismert (azaz, nem lehet meghatarozni ugyanazzal a modszerrel),
egyszerten "vonalnak" nevezik. Nem vilagos, hogy mik 6k és mik a tulajdonsagaik.
Egy koziiliik, nem az elsG, de a legnyilvanvalébb, volt csak vizsgalva és van hozza
bizonyités. Ezek az allitasok kapcsolodnak hozza: Ha egy pontbol egyenes szakaszok
huzhatok 6t adott egyeneshez adott szogekkel, és harom szakasz altal meghataro-
zott téglatest térfogata egy adott aranyban van a maradék két szakasz és barmely
egyéb adott szakasz altal meghatarozott téglatest térfogataval, akkor a pontok egy
vonalon helyezkednek el. Toviabba, ha hat adott egyenes van, és valamely harom
szakasz altal meghatarozott téglatest térfogata a mésik harom altal meghatarozot-
téval egyezik meg, akkor megint a pont egy vonalra illeszkedik. Ha azonban tobb



286 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIA

Ennél a pontnal észrevehets, hogy azon geometriai vizsgalatokra vonatkozé
aritmetikai megfigyelések, amelyeket az antik szerz6k hasznaltak nem léphettek
at egy ponton, azon ahol tisztan lattak a kapcsolatat két objektumnak, okozva
ezaltal homalyossagot és zavart vizsgalataik kifejtése soran.

Pappos igy folytatja:

Acquiescunt autem his, qui paulo ante talia interpretati sunt; neque unum
aliquo pacto comprehensibile significantes quod his continetur. Licebit autem
per conjunctas proportiones héc, et dicere, et demonstrare universe in dictis
proportionibus, atque his in hunc modum. Si ab aliquo puncto ad positione
datas rectas lineas ducantur recté lineé in datis angulis, et data sit proportio
conjuncta ex ea, quam habet una ductarum ad unam, et altera ad alteram,
et alia ad aliam, et reliqua ad datam lineam, si sint septem; si vero octo, et
reliqua ad reliqguam: punctum continget positione datas lineas. Et similiter
quotcumque sint impares vel pares multitudine, cum héc, ut dizi, loco ad
éuatuor lineas respondeant, nullum igitur posuerunt ita ut linea nota sit, etc.

A kérdés, aminek a megoldasa Euklidésszel kezdédott majd Apolloniusszal
folytatédott, de maig nincs megoldva a kévetkezs:

Ha adott harom, négy vagy tébb egyenes, elGszor is szeretnénk talalni olyan
pontot, amelybdl az egyeneseket adott szdgekben metszé szakaszok hiazhaték
agy, hogy az elsé ketts szorzata adott aranyd legyen a harmadik négyzetével (ha
csak harman vannak), vagy a fennmaradé kettd szorzataval (ha négyen vannak);
vagy harom szorzata legyen aranyos a fennmarad6 kettd és egy tetszélegesen
adott harmadik szakasz szorzataval (ha &ten vannak), vagy a maradék harom
szorzataval (ha hat van); vagy (ha hét van) tetszéleges négy szorzata legyen
adott aranyd a maradék harom szorzataval, vagy a maradék négy szorzataval (ha
nyolc van).

mint hat egyenesiink van, akkor nem tudjuk azt mondani, hogy az aranya valami-
nek ami tartalmazza a négy szakaszt adott valamihez, ami tartalmazza a maradék
szakaszokat, mert nincs harom dimenziésnal magasabb dimenziés alakzat.

4Ez a homélyos szakasz a kovetkezsképpen fordithat6: Ebben egyetértek azokkal,
akik formélisan interpretaltik ezeket a dolgokat (azaz, hogy a dimenzidja egy alak-
zatnak nem haladhatja meg a harmat) 8k fenntartjak, hogy egy alakzat ami a
szakaszokat tartalmazza nem kiterjeszthetd minden tton. Ez megengedhetd, azon-
ban, mondani és szerkeszteni is lehet altalaban ezeket az ardnyokat a kovetkezds
modon: Ha valamely pontbol egyenes szakaszokat huzunk adott szog alatt adott
egyenesekhez; és adottak az ardnyok a megfelel6k kozott, gy, hogy az elsé aranylik
az els6hoz, a méasodik a masodikhoz, a harmadik a harmadikhoz, és igy tovabb, az
utolsé az utolsohoz, a pont egy adott vonalon fekszik. Es hasonloan, lehet, akar pa-
ros vagy paratlan a szdm, ahogy emlitettem, ez vonatkozik a négy egyenes esetére
is, nincs kbéz6s modszer, ami ezt a vonalat meghatarozza. — A szakasz jelentése
megmutatkozik abban, ami ezutan kovetkezik a szdvegben.
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Masodszor mivel végtelen sok ilyen pont van, szintén meg szeretnénk talalni és
leirni azt a gorbét mely az Gsszes ilyen pontot tartalmazza. Pappos azt mondta,
ha harom vagy négy egyenes van, akkor a keresett gorbe kiapszelet, de nem
tudta meghatarozni, leirni vagy kifejteni a vonal természetét amikor tobb egyenes
volt adva. Csak azt fiizte hozza, hogy az antik matematikusok felfedeztek és
j6l hasznalhaténak tartottak egyet koziiliik, amelyik a legegyszeriibb de nem a
legfontosabb volt. Ez vezetett engem arra hogy megprébaljak talalni egy sajat
moédszert, amellyel messzebb tudok jutni a probléma megoldasaban.

El8szor is felfedeztem, ha a probléma harom, négy vagy 6t egyenesre vonatko-
zik, akkor elemi geometriai aton megoldhatd, azaz, korzé és vonalzé segitségével,
alkalmazva az altalam eddig megadott szerkesztéseket, kivéve az 6t parhuzamos
egyenes esetét. Ebben az esetben, és a hat,hét, nyolc vagy kilenc egyenes ese-
tében a keresett pontok a térbeli mértani helyek geometridjaval, azaz a harom
kapszelet egyikével oldhaté meg. Itt megint van egy kivételes eset a kilenc par-
huzamos egyenes esete. Ebben és a tiz, tizenegy, tizenkett6 vagy tizenharom
egyenes esetében, a kapszeleteknél magasabb foki egyenletnek felelnek meg a
keresett gorbék. Ismét, ki kell zarnunk a tizenharom parhuzamos egyenes esetét,
amely a tizennégy, tizendt, tizenhat és tizenhét egyenes eseteinek megfelels, az
el6z8eknél magasabb fokl egyenletek megoldasaként adédik; és igy tovabb a
végtelenségig.

Ezutan, azt taldltam, hogy, amikor csak harom egyenesiink van, a keresett
pontok nem csak kipszeleten, de kdrdn vagy egyenesen is fekhetnek.

Amikor 6t, hat, hét vagy nyolc egyenes adott, akkor a mértani hely a kapsze-
leteknél magasabb foka gorbéken helyezkedik el, és nem lehet elképzelni olyan
gorbét, amely nem elégiti ki a probléma feltétel rendszerét; de a mértani hely
lehet megint kiapszelet kor vagy egyenes. Ha kilenc, tiz, tizenegy vagy tizenkét
egyenesiink adott, a gorbénk csak egy fokkal magasabb rendi, mint a megel6z8
esetben, de ezek is kielégitik a feltételt, és igy tovabb a végtelenségig.

Végiil, az elsé és legegyszeriibb gorbe a kiapszeletek utan elallithaté egy
parabola és egy mozgd egyenes metszéspontjaiként.

Ugy hiszem, hogy teljességgel elgallitottam mindazt, amit Pappos szerint az
antik matematikusok felfedeztek, megpréobalom most néhany széban demonst-
ralni, amit oly sokszor mar kimeritSen leirtam.

Legyenek AB, AD, EF, GH, ... az adott egyenesek, és keressiink olyan
C' pontot, amelybsl CB, CD, CF, CH, ... meghtzasaval, CBA,, CDA,,
CFEy, CHGY, ... az adott szbgek, tovabba koziilik néhany szorzata a tobbiével
egyezik meg, vagy a két szorzat aranya adott, ezen ut6bbi feltétel semmilyen extra
nehézséget sem okoz.

Tegyiik fel, hogy az egyeneseink adottak, jeldléseinket egyszeriisithetjiik gy,
hogy két egyenest kiemeliink egyet az adottak koziil és egyet a hizandék koziil
(AB-t és BC-t), és ezeket alapegyeneseknek tekintjiik, ezekre vonatkoztatva
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5.12. abra.

adjuk meg a tobbit. Nevezzitk az AB szakaszt x-nek a BC-t y-nak. Hosszabbit-
suk meg a tobbi egyenest agy, hogy messék ezeket feltéve, hogy nincs kdzottitk
olyan, mely az alapegyenesekkel parhuzamos. Eképpen az abran az adott egye-
nesek rendre A, E, G pontokban metszik AB-t és R, S, T-ben BC-t.

Mivel az ARBA haromszég minden szdge ismert, az AB, BR szakaszok
aranya is. Azaz, ha AB : BR = z : b akkor RB = bx/z; és mivel B a C és

bx
R kozott fekszik CR = y + —. (Amikor R fekszik C' és B koézott C'R egyenld

b bx
Yy — _:c; és amikor C fek52|k B és R kozott akkor —y + —-eI.) Azonban a

z z
D RC haromszog szogei is ismertek, eképpen a CR és C'D aranya is determinalt.

. b .
Legyen ez az arany z : ¢, mivel CR = y + _:c, azt kapjuk, hogy C'D = % +

bex
+ —. Mivel az AB, AD és EF egyenesek adottak, az A és F kdzotti tavolsag

|smert Ha k-nak nevezziik, akkor EB = k + x, EB = k — x vagy EB = —
—k + x attdl fliigg&en, hogy A fekszik az E és B kozott, B fekszik az E és A
kozott, vagy F fekszik a B és A kozott. Az ESB haromszog szogeit megint
ismerjiik, ezért a BE és BS aranya ismert. Ezt az aranyt nevezziik z : d-nek.

Ekkor BS = dk—i—d:c, és CS = w; amikor S fekszik a B és C

zy — dk — dx

kozott, akkor CS =
—zy +dk +dx

, és ha C fekszik a B és S kozott akkor

s = . Az FSC haromszog szogei is ismertek, ezért a C'S és

z
_ dek + d
CF aranya z : e. Igy CF = ezy + 62 i °r Mivelhogy AG [ hossza adott,
z

BG = 1—x. A BGT haromszégben a BG : BT arany, ami z : f, szintén ismert.

[ — I —
Eképpen BT = / fx, és CT = w A TCH, haromszdgben a
z

z
[ —
TC :CH arany z : g, eképpen CH = gy + ng fg:c.
z
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Lathatéan mindegy, hogy hany egyenes adott, a hossza a C' végponti vizsgalt
szakaszoknak mindig kifejezhetd harom tag Gsszegeként, az egyik az y ismeretlen
mennyiség szorozva vagy osztva valamely ismert mennyiséggel, a masik az z
ismeretlen mennyiség szorozva vagy osztva egy ismerttel, a harmadik pedig egy
ismert mennyiség. Kivétel akkor adédik, amikor az adott egyenes parhuzamos
AB-vel vagy CB-vel, (ekkor a megfelels z-t vagy y-t tartalmazé tag eltiinik.)
Ez az eset tal egyszerii a tovabbi kifejtéshez. A tagok el&jele + vagy — minden
megengedett kombinaciéban.

Szintén lathatd, hogy barmely szam szakasz szorzataban a foka az x illetve y
mennyiségeknek nem lehet nagyobb mint az Ssszeszorzott szakaszok szama. Igy
nincs olyan tag, ami masodrend(inél, ha két szakasz szorzédik; harmadrendiinél
ha harom szorzédik egymassal, és igy tovabb. Tovabba a C' meghatarozasahoz
csak egy feltétel sziikséges, azaz, hogy bizonyos szakaszok szorzata egyenl§ lesz,
vagy (ami ugyanolyan egyszerii) adott aranyban all a tébbi szorzataval. Mivel
ez a feltétel a két ismeretlen egyetlen egyenletével fejezhet6 ki, tetszéleges érté-
ket adhatunk az x illetve y koziil az egyiknek és megkereshetjitk az egyenletbdl
a masikat. Nyilvanvalé, ha 6tnél nincs tobb egyenes, az © mennyiség, amelyet
nem hasznaltunk az elsd szakasz kifejezéséhez, nem szerepelhet masodrendiinél
magasabb fokon.

y-nak egy értéket adva 22 = dax £ b?, és igy  megtalalhaté kdrzével és
vonalzéval, azon médszer alapjan, amit mar kifejtettiink. Ha szukcessziv médon
végtelen sok értéket adunk y-nak, meg tudjuk kapni a megfelels végtelen sok
értéket az x értékére is, eképpen végtelen sok olyan C' pontot, amely a keresett
gorbére esik.

Ez a médszer hasznalhaté akkor is, amikor hat vagy tébb egyenesiink van, ha
az egyik koziiliik parhuzamos AB-vel vagy BC-vel, amikor is = vagy y legfeljebb
masodfokon szerepel az egyenletben, ekkor C' megint megtalalhaté korzével és
vonalzéval.

Ugyanakkor, amikor az 6sszes egyenes parhuzamos egymassal és a kérdés az 6t
egyenes esetére vonatkozik, a C' pont ezen az Gton nem talalhaté meg. Mivel az x
mennyiség nem szerepel az egyenletben, nem adhatunk az y szamara tetszéleges
értéket. Meg kell talalnunk y-t. Mivel y-ban az egyenlet harmadfoki, egy kébds
egyenlet gyokeként kaphaté meg, amely altalaban a kapszeletek hasznalata nélkiil
nem allithaté el6.

Tovabba, ha kilencnél nem tébb az adott egyenesek szadma, és nem mind-
egyik parhuzamos egymassal, az egyenlet mindig megadhaté agy, hogy legfeljebb
negyedfoki legyen. Ezek az egyenletek mindig megoldhatok kapszeletek segitsé-
gével egy altalam a jelen munkaban kifejtett aton.

Ugyanigy, ha nincs tobb tizenharom egyenesnél, egy egyenlet foka nem halad-
hatja meg a hatot. Ezen egyenletek, ahogy azt szintén megmutatom, megoldha-
ték olyan gorbék segitségével, melyek foka csak eggyel nagyobb a kapszeletekénél.
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Ezzel az els6 részét az altalam demonstraland6knak befejeztem, miel6tt a ma-
sodik részt elkezdenénk, sziikséges néhany altalanos allitasrdl sz6lnunk, amelyek
a gorbe vonalak természetéhez kapcsolédnak.
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Kosztolanyi Dezs6: Csondes, tiszta vers

Nincs semmim... [gy megyek magamban -
tip-top - szeliden, csendesen.

S ha ¢jjel bantanak a rablok,

kitarom két lires kezem.

A rablok sirnak velem egyiitt,
olyan-olyan szegény vagyok,
mint kisded els6 flirdetdjén,
¢€s mint a teknon a halott.

De tart a fold. Ez az enyém még,
fesziil az ég fejem felett,

s kitdrom az 6rok egeknek
orok-mezitlen testemet.




6. fejezet

A térfogatfogalom

A tovabbiakban a teriilet illetve térfogat fogalméanak abszolut megalapoza-
saval foglalkozunk. A klasszikus analizis euklidészi strukturara épiil6 eljarasa
a kovetkezG: A szakaszhossz és egyvaltozos fiiggvény fogalma alapjan ér-
telmezi a Riemann integralhatdsidgot, ennek segitségével definialja a sikbeli
alakzatok bizonyos korének a teriiletét, majd bevezetve a kétvaltozos fiigg-
vény illetve annak Riemann integralhatosaganak fogalmét definidlja a tér
bizonyos alakzatainak térfogatat, és igy tovabb. Kétségtelen azonban, hogy
ezen modszer sordn az euklidészi geometridban érvényes, a tér szerkezetét
leird szabalyok egy korét automatikusan hasznaljuk. (A konkrét értékek sza-
mitasa soran alapvetGen hasznéljuk a téglatest, derékszogi koordinatézas
fogalmat, biztositva, hogy eljarasunk a hiperbolikus térben biztosan nehéz-
ségekhez vezessen.)

A modern matematika egyik dga, a mértékelmélet, éppen azon igény kon-
zekvens atgondolasa alapjan jott létre, hogy a fiiggvényként valé mikodeés
minimalis feltételrendszere alapjan beszéljink a térfogatrol. Definidljuk a
minimélis igényeket kielégit értelmezési tartomanyt (o-gytrd), a minima-
lis feltételrendszert magara a halmazfiiggvényre, (pozitivitas, o-additivitas),
ezaltal bevezetve a mérhetGség fogalmat, de nem foglalkozunk, a mérhetd
halmazok mértékének konkrét szam formajaban val6 megadhatosagaval.

A geometriaban kézzelfoghato alakzatokhoz rendelt kiszamithato értéke-
ket szeretiink definialni. Az évezredek soran kialakult metodust, az tjkori
geometria dgyazta be az axiomék vilagaba. Kideriil, hogy a sikon a teriilet
fogalma, bizonyos szempontbol egyszeriibb fogalom a térbeli alakzatok térfo-
gatfogalmanal, tovabba Gsszehasonlitva az euklidészi és hiperbolikus eseteket,
ra kell jonniink, hogy méas metrikus adat kapcsolja ligyesen &ssze a kiilénbo-
z6 dimenzios mértékeket (melyek mértékelméleti definiciok szerint nem is
meértékek) a két esetben. Példaként emliteném, hogy az euklidészi esetben a
tavolsag mérése vezet konnyebben a teriilet fogalmahoz (és a hasonlosagok
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miatt) a szogek nem hatarozzak meg a teriiletet, mig a hiperbolikus esetben
a szogmérés adja a természetes utat a teriilethez és a tavolsigok lehetnek
megtévesztGek a teriiletmérés szempontjabol.

Az euklidészi esetekben az altalunk minimalisan sziikséges értelmezési
tartomany elemein a térfogatfiiggvény konkrét értékei meg is adhatok, mig a
hiperbolikus esetben a térfogatfiiggvény értékeinek meghatéarozasa a legegy-
szeriibb esetekben is nehézséget okozhat.

6.1. Teriilet az euklidészi sikon

A korok teriletei gy ardnylanak egymdshoz, mint az dtmérdik négyzetei.

FEuklidész: Elemek XII, 2.Tétel

6.1.1. Definicié. A teriilet az a T nem negativ additiv halmazfiigguény, ami
az eqyszeri sokszogeken értelmezett, az eqységnégyzethez az 1 szamot rendeli
€s az eqybevdagosdgokra nézve invaridns.

A definicié alapjan elGszor meghatarozhatjuk tetszéleges téglalap terii-
letét, majd a haromszogek teriiletét, végiil az egyszeri sokszog teriiletét.
Az els6 1épésben rogton hasznalnunk kell, hogy a Cauchy-féle fliggvénye-
gyenletnek pozitiv értékek esetén egyértelmii a megoldasa, pontosabban: a
pozitiv félegyenesen értelmezett pozitiv értékeket felvevs additiv fiiggvény
linearis. Ennek bizonyitasa az Archimédeszi folytonossagi axiomat hasznalja,
ezért a hataratmenet fogalmara explicite nem épit. (Implicit modon persze
hasznéljuk, ahogy hasznalnunk kell a szakasz hosszanak definialasa soran is.)

6.1.1. Lemma. A téglalap teriilete a két oldalinak szorzata, a hdromszig
teriilete alapjanak és hozzdtartozo magassdga szorzatdinak a fele.

Bizonyitas: Vilagos, hogy egyik oldalat a téglalapnak rogzitve a méasik
oldal hosszanak additiv fliiggvénye a teriilet fliggvény. A tétel elGtti megjegy-
7és szerint ez a fiiggvény linearis azaz valamely £'(a) szammal ¢(T'(a,b)) =
= k'(a) - b. Hasonloképpen valamilyen k”(b) szammal ¢(T(a,b)) = k”(b) - a.
Az els6 egyenletbe b = 1-et helyettesitve ¢(T'(a,1)) = k'(a) adodik, mig a
masodik egyenletbe a = 1-et rakva latjuk, hogy ¢(7T(1,b)) = k"(b). Ezért
t(T(a,b)) = K'(a)-b = t(T(a,1))-b =FK'(1)-a-b=¢tTA,1) -a-b=
= a - b. A haromszog teriiletére vonatkoz6 formula a haromszog derékszogi
haromszogekre bontasa utan azok téglalappa torténd kiegészitésével konnyen
adodik. O

6.1.2. Lemma. Tetszdleges eqyszeri sokszog eqymdst nem metszd datlokkal
hdaromszogekre bonthato.
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a  T@b) | T(ac) T(ab)U Nac) = T(ab+c)
#(T(a,b))+ #(1(a,c)) = (I(a,b+c))

b c

6.1. dbra. Sokszog felbontasa.

Bizonyitas: Az allitast indukcioval bizonyitjuk. n = 3 esetben az allitas
teljesiil. Legyen n > 4. Tekintsiik a sokszog konvex burkat, legyen v ezen sok-
sz0g egy csicsa. v az eredeti sokszognek is csiicsa. A v-vel szomszédos csiicsok
legyenek u és w. Ha uw 4tl6, akkor a v cstics elhagyasaval keletkezd sokszog-
re indukcios feltételiinket alkalmazva allitasunk adodik. Ha nem, akkor A .,
haromszog a belsejében, vagy az uw szakasz relativ belsejében tartalmazza
az eredeti sokszog valamely csticsat, igy tekinthetjiik egyikét azon csiicspon-
toknak, melyek A, haromszoghoz tartoznak és ww szakasztol a tavolsadguk
maximalis. Egy ilyen z. Nyilvan vz szakasz az eredeti sokszog atloja. Fz a
sokszoget két kisebb oldalszami sokszogre bontja, melyekre egyenként alkal-
mazva az indukcios feltételt az allitas adodik. 0J

6.1.1. Megjegyzés. Az indukcids bizonyitdasbol vildgos, hogy a keletkezd hd-
romszigek szima n — 2, és a felbontds egy O(n?) lépésszdamii rekurzioval rea-
lizdlhatd. Ehhez elég észrevenni, hogy a fenti eljdrdsban O(n) lépésben taldl-
hatunk eqy dtlot, igy a rekurziv eljdrds O(n?) lépésben fejezhetd be. A jelenleg
ismert leghatékonyabb algoritmus, ezt a feladatot O(n) lépésben oldja meg.

6.1.2. Megjegyzés. Az eldbbi megjeqyzést is figyelembe véve ha van jol defi-
nidlt teriletfigguényiink az killonbézd haromszog felbontdsok esetén nem ad-
hat kiilonbozo értékeket az eqyszerd sokszoq teriletére. Igy a tovdbbiakban két
ut kozil vdalaszthatunk; vagy igazoljuk, hogy két hdaromszogre bontds esetén
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az eqyszeri sokszogre ugyanazt a szamértéket kapjuk igy az eqyszerid sokszdg
teriilete definidlhato, mint valamely fenti modon vald trianguldsdandl a kelet-
kezd haromszogek teriileteinek az 0sszege, vagy dltaldnosan konstrudlunk eqy
teriilet fiigguényt, mely az eddig levezetett formuldkat és a teriilet fogalmdban
szerepld dllitasokat eqyardnt teljesiti, ekkor a terilet fiigguény létezése garan-
tdalja, hogy a kilonbézd trianguldldsok ugyanazon eredményt adjik. Szamunk-
ra az elsd meqgoldds kézenfekvdbb, mert ez esetleg a hiperbolikus sik esetén is
alkalmazhato megfontoldsokhoz vezet.

6.1.2. Definicié. Eqy eqyszeri sokszg konvex, ha tetszdleges két pontjaval
equitt annak 6sszekotd szakaszdt is tartalmazza.

6.1.3. Lemma. Konvex sokszog két, nem metszd dtlokkal valo trianguldldsa
esetén, a két felbontdsban keletkezd hdromszigek teriileteinek dsszege meg-
eqyezik.

6.2. abra. Konvex sokszog teriilete.

Bizonyitas: A csticsszamra vonatkoz6 indukciéval bizonyitunk. n = 3 ese-
tén az allitas trividlis. Ha n = 4 két haromszogbontasunk van a két atlonak
megfelelGen. A két bontas haromszogei egymast négy haromszogben metszik.
Ezek teriiletének egyértelmtisége és az additivitas alapjan az allitas ebben az
esetben is teljesiil. Legyen most n > 4. Tekintsiik az egyik felbontas egy
olyan hiromszogét, mely a sokszog két szomszédos oldalat tartalmazza ol-
dalként, legyen ez A,pc, ahol AB, BC a sokszognek is oldalai. (Mivel a
sokszdgnek n oldala van, a keletkez6 haromszogek szama pedig n — 2, ilyen
haromszog legalabb ketts van.) Ha ezen haromszog a masik felbontasnak is
haromszoge, a B csiics elhagyasaval keletkez6 konvex n — 1 szégnek a mara-
dék haromszogek alkalmas triangulalasat adjék, igy indukcios feltételiinket
érvényesitve az allitast kapjuk. Ha A 4pc nem haromszoge a masodik fel-
bontasnak, a B csticsbdl indulé n — 3 > k& > 0 atlé6 k£ metszéspontot ad az
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AC szakaszon, legyenek ezek rendre My, --- M. A BA, BM,,--- BM,, BC
szakaszok a méasodik triangulaci6 (k + 1) darab B cstcst haromszogének
oldalaira illeszkednek. A BMy, - - - BM,, szakaszoknak megfelel§ csticspontok
legyenek rendre Ny, - - - Ni. Az AN; ... Ny C konvex sokszoget a vizsgélt atlok
a Aany vy, Dnym,c haromszogek és az M;N;N; 1M, 1 négyszogek diszjunkt
uniojara bontjak. Tekintsiik az M; N;N; .1 M; 1 négyszognek az M;N;,, atlo-
val val6 felbontasat. Ekkor az additivitas miatt

t(ABNiNi+1) = t(ABMiMi+1) + t(AMiNiNi+1) + t(AMiNi+1Mi+l)

all fenn. Jeloljiik F-el a masodik felbontas azon haromszdgeinek halmazat,
melyek nem tartoznak a AN;...NpC sokszoghtz. A masodik felbontashoz
tartozo teriiletosszeg igy:

ty = t(Aapc) + Y HA) + HAann)+

NEF
k—1
+ Z[t(AMiNiNi+1) + t(AMiNi+1Mi+1)] + t(ACNkMk)'
i=1

Az M, Ny Ny M;y négyszog masik atlo szerinti felbontasa a

t<AM1N1N2) + t(AM1N2M2> = t<AM1N1M2) + t(AM2N1N2>

egyenlGséghez vezet, ahonnan

k—1
t(AANlMl) + Z [t(AMiNiNH—I) + t(AMiNi+1Mi+1)j| + t(ACNkMk) =
i=1
k—1
= t(AAN1M2> +t<AM2N1N2) =+ Z[t(AMiNiNi+l) +t(AMiNi+1Mi+l)] +t<AAN1M1)
i=2
Osszefiiggéshez jutunk. Az eljarast folytatva az AN; ... N,C sokszog nem
metsz§ atlokkal valo AANlCa ACNlNga ACNQN;g) e ACNk_lNk triangulacic’)jat
kapjuk, mellyel a kérdéses ¢, teriiletosszeg:

k—1
to =t(Dapc) + { D HUA) + HAane) + D Denini, } -

AEF i=1

Mivel a kapcsos zarojelben levs Gsszeg, egy nem metszé atlokkal valo felbon-
tasu teriiletosszege azon n — 1 csiucsu sokszognek mely az A 4pc elhagyasa-
val keletkezik az indukcios feltételiink szerint megegyezik az elsG felbontés
A 4pc-t6l kiilonbozE haromszogeinek teriiletosszegével, ezért t; = to valoban
teljestil. O
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6.1.3. Definicio. A konvex sokszog teriilete a nem metszd dtlokkal vald va-
lamely felbontdsdban szerepld haromszigek teriiletének dsszege.

Lemménk szerint a haromszogekre a megfelels formulat ado teriilet fiigg-
vény a fenti definicidval kiterjed a konvex sokszogekre.

6.1.1. Tétel. Eqyszeri sokszdg két, nem metszd datlokkal valo trianguldldsa
esetén, a két felbontdsban keletkezd hdromsziogek teriileteinek dsszege meg-
eqyezik.

Bizonyitas: Az egyszerii sokszog egyik triangulacioja a masik haromszo-
geit konvex részekre bontja. A konvex daraboknak tetszéleges triangulaciojat
tekintve a ¢, teriiletosszeg az abran szerepl6 valamennyi haromszog teriileté-
nek osszegeként adodik. A masodik ¢, teriiletosszeget ugyanezen haromszogek
teriiletének egy masik csoportositasaval kapott osszeg adja. Igy a két teriilet
Osszeg megegyezik. Ez az el6z6 lemma szerint nem fiigg a metszet darabok

triangulalasatol. O

6.1.4. Definicié. Az egyszerii sokszog teriilete a nem metszd dtlokkal vald
valamely felbontdsaban szerepld haromszégek teriiletének dsszege.

Definicionk a tétel értelmében a teriilet fliggvény egyszeri sokszogekre va-
16 kiterjesztését adja. Ezzel igazoltuk, hogy a haromszogekhez rendelt "alap
és a hozzatartozd magassag szorzata osztva kettGvel" fliggvény a teriilet de-
finiciojaban szereplé valamennyi kitételnek megfelel6 modon kiterjeszthet6.
Azaz van teriilet fiiggvény, aminek érvényességi korét a tovabbiakban alta-
lanosabb sikbeli alakzatokra is kiterjeszthetjiik. Legyen T' valamely teriilet

fliggvényiink.

6.1.5. Definicié. A H halmaznak van teriilete, ha a beirt eqyszerd sokszdgek
teriletének B(H) suprémuma megegyezik a koré irt eqyszerd sokszigek terii-
letének K(H) infinumdval. Legyen T'(H) érték ez a kézds szdm.

Jegyezziik meg, hogy egyszert sokszogek esetén ez éppen a korabban de-
finialt teriilet értéke.

6.1.4. Lemma. A teriilet fiigguény monoton. Azaz ha A C B és a két hal-
maznak van terilete, akkor T(A) < T(B).

Bizonyitas: Legyen K C A C B egyszeri sokszog, ekkor T(K) < T(B)
minden K C A igy T(A) = B(A) < B(B) =T(B). O

6.1.2. Tétel. Minden korldtos konvex halmaznak van terilete. A kor terilete
r2m.
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Bizonyitas: (' tetsz6leges konvex halmaz. Ha nincs hirom nem egy egyene-
sen levG pontja, akkor maga is egy szakasz igy teriilete nyilvan nulla. Egyéb-
ként tekintsiik egy atmérdjét. (Két hatarpontjat 6sszekots szakaszt hiarnak
neveziink, a maximalis hosszusagu hurok az atmérsk.) Ennek végpontjaiban
hizott merdGlegesek a konvex halmazt csak ebben a pontjaban metszik, ezek
a konvex halmaznak tamaszegyenesei. Az atmérs és az egyik végpontjaban
megrajzolt tamaszegyenes a konvex halmazhoz rendelt derékszogii koordi-
natarendszert szarmaztat, tekintsiik = tengelynek az atmérd egyenesét. A
pozitiv y koordinataju pontok egy tjabb C* konvex halmazt adnak C' met-
szetét a felsg félsikkal. Ennek azon hatarpontjai, melyek z-hez nem tartoz-
nak a koordinatarendszer konkév fiiggvényét adjak. Ezen konkav fiiggvény
Reimann integralhatosagabol kovetkezik, hogy az alsé kozelitGosszegek sup-
rémuma és fels6 kozelitGosszegek infinuma megegyezik. Mivel ezek geometriai
reprezentacidja, CT-ba beirt illetve Ot koré irt egyszerd sokszogek teriiletei-
nek suprémuma illetve infinuma, C* nak igy vele egyiitt C-nek van teriilete.
A kor teriiletére vonatkozo allitas egyszerii integralassal konnyen adodik. [

6.3. Abra. Konvex halmaz teriilete.

6.2. Teriilet a hiperbolikus sikon

Egyenld teriiletd hdromszogeknek a szdgdsszege egyenld.
Bolyai J.: Appendiz

bolikus sikon négyzet, a helyébe léps alakzat teriiletének egységként valo
rogzitése pedig nem kecsegtet elényokkel. Mint kideriil, a j6 mérték valasztas
a haromszorosan aszimptotikus haromszogek teriiletének alkalmas rogzitésé-
vel adodik.
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6.2.1. Definicié. A terilet eqy olyan T nem negativ additiv halmazfiigg-
vény, ami az eqyszeri sokszogeken értelmezett és az eqybevagosdgokra nézve
1nVarians.

6.2.1. Tétel. A hdaromszorosan aszimptotikus hdromszogek eqymdssal eqybe-
vagoak. Igy teriletiik eqy konstans T érték.

6.4. 4bra. Haromszorosan aszimptotikus hiromszogek egybevagosaga.

Bizonyitas: A projektiv modell egybevagosagai azok a kollinedciok, me-
lyek a modellkort invaridnsan hagyjak. Tekintsiink egy a modellbe irt A 4p¢
haromszoget. Az AB szakaszfelez6merdGlegese messe a C’-ben a modellkort,
gy, hogy C és C' azonos AB altal meghatarozott iven legyenek. Ha C' = C’
a haromszogiink egyenlGszari, ha nem, tekintsiik az AB és CC’ egyenesek
O metszéspontjat. Tegyiik fel (OBA), (OCC") rendezések allnak fenn, ha O
kozonséges pont, illetve legyen AC'C' B a trapéz csticsainak korbenjarasa, ha
O végtelen tavoli pont. Tekintsiik azt a centralis axialis kollineaciot, mely-
nek centruma O, A, B illetve C képe B, A illetve C’. Ennek a leképezésnek
tengelye a BC', AC’ egyenespar kozos pontjat az AC, BC” egyenespéar kozos
pontjaval 6sszekots egyenes. (Mivel az egyik pont a koron kiviil a mésik beliil
helyezkedik el a leképezésnek két fixpontja is van a koron (Fy és Fy) ezek az
O-bol a korhoz hazott érintdk, érintési pontjai.) A leképezés olyan kollineacio
mely a modellkort invaridnsan hagyja, hiszen ha P képe P’ valamely P kor-
hataron levé pontra, akkor PA és P’'B egyenesek metszéspontja a tengelyre
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esik. A Pascal tétel megforditasat alkalmazva a C'PBC'P’ A hatszogre, ado-
dik, hogy ezen pontok egy kupszeletre illeszkednek. Mivel a hat pont koziil 6t
egy kor pontja P’ is a modellkorhoz tartozik. Igy minden kérbe irt haromszog
egyenlGoldali haromszogbe transzformalhat6é a modellben egybevagosagként
jelentkezd transzformacioval. Az egyenlGoldala haromszogek a modellkor ko-
zéppontja koriili forgatassal azonosithatok, amely szintén a hiperbolikus sik
egybevagosaga. Ezzel allitasunkat igazoltuk. O

6.2.2. Tétel. Az eqyszeresen aszimptotikus hdromszégek dtdarabolhatoak eqy
otszogbe.

Bizonyitas: Az atdarabolhatosag bizonyitasahoz H.Liebmann zseniélis 6t-
letét alkalmazzuk, a szemléletes Abrahoz a Poincare kormodellt fogjuk hasz-
nalni (lasd 6.5. abra). Jeloljon ABC' egy olyan egyszeresen aszimptotikus
haromszoget, amely végtelenben fekvs csicsa C', A cstcsa pedig a modellkor
kozéppontja. (Ezzel a feltétellel az abrat csak egyszerisitjiik, mint lattuk, a
modellkor kozéppontjanak nincs kitiintetett szerepe.) Egészitsiik ki az ABC
haromszoget az AB oldalélegyenes alkalmas meghosszabbitasaval egy AC'D
kétszeresen aszimptotikus haromszoggé. Az A csiicsbol DC' oldalra bocséatott
merGleges talppontja M, az ABC hdromszog AM egyenesre vonatkozd tiikor-
képe pedig AAD. Az A, D illetve BC oldalak M;-ben metszik egymést. Az
Ay és B pontokbol szintén allitsunk merd6legest a DC' egyenesre, a talppon-
tokat jelolje P és (. Ha a C'B egyenes tiikorképe A; P egyenesre D A, akkor
az A1AsMs haromszog egybevagd az Ay My M, haromszoggel, az viszont az
M, BB haromszoggel, igy az ABC haromszog szammal jelolt darabjait rend-
re meg tudjuk feleltetni az 6tsz6g azonos szammal jelolt darabjainak. Ebbgl
az allitas mar kovetkezik. 0J

6.2.3. Tétel. Ha a kétszeresen aszimptotikus hdaromszog szége o a terilete
c(m — «) ahol a ¢ konstans tetszdleges pozitiv szim lehet.

Bizonyitas: Jelolje f(¢) a kérdéses teriiletet, ahol ¢ a haromszog szogének
kiegészits szoge, lasd a 6.6. 4brat.

Ha most Osszeillesztiink az abranak megfelelGen két kétszeresen aszimp-
totikus haromszoget, melyek nem nulla szdge rendre ¢ és m — ¢ egy harom-
szorosan aszimptotikus haromszoget kapunk, melynek teriilete a konstans T
érték. Ebbdl rogton adodik, hogy a vizsgalt fiiggvényre teljesiil a

f@)+flm—¢)=T

feltétel, ahol 0 < ¢ < 7. (Az f(0) = 0 f(n) = T, értékpar hataratmenettel
adodik.) A 6.6. abra jol mutatja, hogy miért kell teljesiilnie az

f@O)+fW)+flr—¢—y¢)=T



302 6. FEJEZET. A TERFOGATFOGALOM

6.5. abra. Liebmann atdarabolasa

egyenléségnek minden ¢ > 0,90 > 0 és ¢ + ¢ < 7 értékparra. Ezen két
Osszefiiggésbdl viszont mar algebrailag kovetkezik az

f(@)+ f() = fl¢+¢),

ugynevezett Cauchy fiiggvényegyenlet. Ezen egyenletnek nyilvanval6an meg-
oldésa az f(x) = Az fiiggvény, pozitiv értéki folytonos, valos fiiggvények
esetén nincs az egyenletnek méas megoldasa. Fzen két tulajdonsagbol ugyanis
rogton kovetkezik, hogy f monoton novs, és az f(1) = A feltételbdl pedig,
hogy f(n) = nA. Ha most

k+1

n

3|

<z <
valamely x valos szamra, akkor fennall:
E<nr<k+1
és igy
EX<nf(x) < (k+1)A

Ebbgl mar adodik:
f(x)

A

minden n természetes szam esetén. Azaz valoban teljesiil

f(z) = .

1
n
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/@) fir-4)
N . M L b - M
A 7

Ty

6.7. dbra. A teriilet és a defektus

A )\ értéke nyilvan A = T'/7, mert a haromszorosan aszimptotikus haromszog
teriilete T'. O
Ezek utan valasszuk a T' értékét m-nek. Ekkor

6.2.4. Tétel. Az a, B, v szégekkel rendelkezd haromszag teriilete a defektusa.

Bizonyitas: Az oldalak ciklikus meghosszabbitasaval barmely véges oldal,
ABC'a haromszog egy haromszorosan aszimptotikus haromszoggé egészithe-
t6 ki. A kiegészité darabok olyan kétszeresen aszimptotikus haromszogek,
melyek teriilete az el6bbiek szerint éppen Ao, A3, A\, igy a teriiletfiiggvény
additivitasa alapjan a kivant formuldhoz jutunk:

T(ABCA) = Am — (a+ B+7))
ahol A = T/ -

6.3. Térfogat az euklidészi térben

Azok a parallelepipedon, melyek magassdga ugyanaz,
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gy ardanylanak egymdshoz, mint az alapjaik.

Euklidész Elemek XI1. 32. Tétel

A teriilet fogalmanak felépitéséhez nem volt sziikség egyébre, csak azon
principium felhasznalaséra, hogy pontosan az egymasba atdarabolhato alak-
zatok az egyenl§ teriilettiek. A térben ez az elv nem igaz, két azonos teriiletd
poliéder nem feltétleniil darabolhat6 at egymasba. Ahhoz, hogy alkalmas de-
finicibhoz juthassunk elGszor ezt a kérdést vizsgaljuk meg.

6.3.1. Max Dehn tétele

M. Dehn Hilbert harmadik problémajanak megvélaszoldsa kozben bevezeti a
Dehn invarians fogalmét. Ez egy poliéderhez rendelt szam, ami rendelkezik
azzal a tulajdonsaggal, hogy atdarabolas soran az értéke nem valtozik meg.

Valasszunk egy additiv fiiggvényt f : R — R, amelyre f(7) = f(0) = 0.
Definialjuk tetszGleges P poliéderre a kovetkezs szamot :

D(P)= Y [f(l)e),

ec{P éle}

ahol 6, a P poliéder e élénél felleps lapszog, és £(e) az e él hossza.
[gazolni akarjuk, ha P-t véges sok kisebb poliéderre P, ..., Py-re bont-
juk, akkor

D(P)=)_D(F) (6.1)

all fenn azaz, ha P és () egymasba atdarabolhatoak, akkor D(P) = D(Q).
Legyen Py,..., Py a P egy ilyen felbontasa. Adott e él és P, esetén a
kovetkezs esetek léphetnek fel:

1. e a P belsejébe esik. Mivel ilyenkor e egy kornyezete is P-hez tartozik,
az e-t élként vagy annak részeként tartalmazé darabok e-nél felléps
lapszogeinek osszege 2. Igy a (B.1]) jobb oldalan az e él egy f(27){(e)
mennyiséggel jarul az osszeghez. (Felhasznaltuk, hogy f additiv.)

2. e P egy lapjahoz tartozik. Ilyenkor az el6z6 pont okfejtése érvényben
marad, de a kérdéses Gsszeghez most f(m)l(e) Gsszeggel jarulunk csak
hozza.

3. ha e egy ¢ P-hez tartozo él része, akkor a teljes hozzdjarulas, éppen

f(‘ge’)g(e)'
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Mivel f-et ugy valasztottuk, hogy f(m) = 0 igy f(27) = 0 f additiv volta
miatt szintén igaz, ezért kapjuk, hogy az (6.0 egyenléség valoban fennall.

6.3.1. Tétel (Dehn atdarabolhatosagi tétele). A szabdlyos tetraéder és a vele
eqyenld térfogati kocka nem darabolhatok eqymdsba.

Bizonyitas: Tekintsiink egy 1 él szabalyos T' tetraédert. Vilagos, hogy
D(T) = 6f(0), ahol § a T egy lapszdge. Ismert, hogy a cos(f) = 3 Ossze-
fiiggésnek eleget tevs szogre 0/m irraciondlis, azaz taldlhato egy additiv f
fiiggvény tgy, hogy f(0) = 1 és f(m/2) = 0 egyarant teljesiil. Tekintsiik
ugyanis Q felett R-et mint végtelen dimenziés V' vektorteret. Ebben 7 és
0 fiiggetlen vektorok, igy kiegészithetGk a tér egy bazisava. (Természetesen
hasznéaljuk a kivalasztasi axiomat.) Legyen f : V' — R linearis funkcional,
melyre f(6) = 1 és a tobbi bazisvektorra v-re f(v) = 0. A fiiggvény Q felett
linearis, R felett additiv. Definicié szerint f(0) = 1 és az additivitas miatt
2f(n/2) = f(m) = 0. (Jegyezziik meg, hogy f R felett nem linearis, mert
0 # 7wf(f), mig 0 = Of(m) és linearitas esetén mindketts f(6m)-vel lenne
egyenld.)

Azaz a K kockara D(K) = 0 ugyanakkor a szabalyos tetraé¢derre D(T') =
= 6. Igy nem lehet Gket egymasba atdarabolni. O

6.3.2. Cayvalieri-elv

A teriilet felépitésének modszere tovabbi analitikus feltétel nélkiil tehat, nem
alkalmazhato a térfogat kiépitéséhez. A hatarérték fogalmanak korai haszna-
latat elkeriilendd egy 0j axiéméat — a Cavalieri-elvet— vesziink fel axiomaink
kozé. Ennek célja Gsszekapcsolni a teriilet és a térfogat fogalmat a lehetd
legegyszeriibb modon. Mint ahogy az mas tankonyvekbdl kideriil, az elemi
felépitések elkeriilhetik ezt az allitast, de annak analogonjait djra és tjra
bizonyitaniuk kell, példaul emliteném az egyenls alapteriilettel és egyenld
magassaggal rendelkez6 tetraéderekhez rendelt szamok egyenlGségét, vagy az
azonos alappal rendelkezd, egyenlé magassagi kupok és hengerek térfogata-
nak az aranyéat. Természetesen az elvet a modern matematika elvarasainak
megfelels szinten kell interpretalni, igy a szokasos egyszertibb megfogalmazas
helyett egy kicsit kormonfontabbak lesziink.

6.3.1. Definicié (Cavalieri-elv). A V' halmazfiiggvény teljesiti a Cavalieri
elvet, ha tetszdleges Hi, Ho halmazpdr esetén, amelyre értelmezett, teljesiil
a kovetkezd tulajdonsdg: Ha eqy pdrhuzamos siksor elemeivel metszve Hy és
Hy halmazokat, minden metszetparnak létezik €s eqyenld a terilete, akkor

V<H1) = V(H2)-
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6.3.2. Definicié. A térfogat egy V' nem negativ, additiv halmazfiigguény,
ami az eqyszerd poliédereken értelmezett, az eqységkockdhoz az 1 szamot ren-
deli, az eqybevdgdsdagokra nézve invaridans, és teljesiti a Cavalieri-elvet.

Mostmér a tovabbi felépitéshez sziikséges tetraéder-térfogat egyszeriien
adodik.

6.3.2. Tétel. A T tetraéder térfogata:

V(T) = %T(ABCA)) -m,

ahol m az ABCx hdromszioglaphoz tartozo tetraéder magassdyg.

@N@m
P~

\, , .
LA

6.8. dbra. Tetraéder térfogata.

Bizonyitas: A szokott mdédon alkalmas dtdarabolasokkal és a folytonossagi
axiomék felhasznalasaval eljuthatunk a parallelepipedon térfogatat kifejezd
"alapteriilet és a magassag szorzata" formulaig. A parallelepipedont egy at-
16s sikja mentén félbevigva két egybevagd haromoldalt hasdbhoz jutunk,
melyeknek persze egyenl§ a térfogata. Az abranak megfelel6 moédon ezen ha-
sab harom — a Cavalieri elv szerint — egyenl§ térfogatiu tetraéderre bomlik,
melyek térfogata ezek szerint a parallelepipedon térfogatanak hatoda. O
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Mivel a konvex poliéderek tetraéderekre bonthatok, az altalanos poliéde-
rek, meg konvex poliéderek diszjunkt unidjaként allnak els, a poliéderek tér-
fogatdt meg tudjuk hatérozni. A kozismert egyéb testek térfogata integrél-
szamitas segitségével hatarozhaté meg.

6.4. Integralfogalmak

Egy matematikar elméletet - mint eqyébként minden mds dolgot - konnyebb
felfogni, mint elmagyardzni a szépségét.

A. Cayley

Az integréalas tehat alapvet szerepet jatszik a térfogat meghatarozasaban
most a leginkdbb hasznalt két integralfogalmat elevenitjiik fel.

6.4.1. Jordan mérték és a Riemann integral

A Jordan mérték a szokasos poliéder térfogat fogalmon alapulé mérési mod. A
tovabbiakban n-dimenziés abszolit térben adjuk meg a mértéket, felhasznéal-
va, hogy a szimplex térfogatanak ismeretében tetszéleges poliéder térfogatat
ismerjiik. Ha H tetsz6leges halmaz, melybe irhato poliéder és valamely méasik
poliéderhez hozzatartozik definialhatjuk a H belsé illetve kiils6 mértékét a

v (H) = sup{v(P) ahol P C H poliéder },

vt (H) = sup{v(P) ahol P D H poliéder }.

Jordan értelemben mérhetd egy halmaz ha

és ekkor ezt a kozos értéket a halmaz Jordan mértékének vagy n-dimenzios
térfogatanak nevezziik és v(H)-val jeloljiik. Jegyezziik meg, hogy definicionk
szerint a poliéderek Jordan mérhetGk. Véges metszete és unioja valamint
szimmetrikus differencidja Jordan mérhet6 halmazoknak szintén mérhet6.
Kompakt halmaz nem feltétleniil mérhets, a Cantor halmaz bels6 mértéke
nyilvan nulla, mig kiils6 mértéke nem tiinik el, mert a komplementer inter-
vallumok Gsszhossza kisebb mint egy; hasonloképpen a [0,1] intervallum ra-
cionalis pontjainak halmaza mint R részhalmaza sem mérhets. Egy korlatos
nyilt halmaz szintén nem feltétleniil Jordan mérhets. Igazolhato, hogy egy
korlatos halmaz Jordan mérhets akkor és csak akkor ha a hatéra Lebesgue
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értelemben nullmértékid halmaz. Vilagos, hogy megszamlalhaté uniora a Jor-
déan mérhetS halmazok halmaza nem zart, azaz a Jordan mérheté halmazok
nem alkotnak o-algebrat igy a Jordan mérték igazabol nem mérték.

A Riemann altal hasznalt integral fogalom a Jordan meérték fogalmara
épit. Most mi a Darboux altal bevezetett felépitést vazoljuk. Legyen f :
: R" — R valos vektor valtozos valos értékid fiiggvény. Jelolje D(f) az
értelmezési tartomanyat,tegyiik fel, hogy ez Jordan mérheté halmaz. Az ér-
telmezési tartomény egy felosztdsa nem mas, mint véges sok, paronként kézos
bels ponttal nem rendelkezs, Jordan mérheté halmazok egy olyan rendszere,
amely unioja D(f). Jeloljon F egy ilyen felosztéast és vezessiik be a felosztéasra
vonatkozo also s(f, F') illetve felsé S(f, F') kozelits tsszeget a kovetkezékép-
pen:

ahol F; az F' felosztashoz tartozo i-edik halmaz, m; illetve M; az f fiiggvény
infinuma illetve supremuma az F; halmazon. Kénnyen igazolhato, hogy ha F
illetve " két felosztéas, akkor teljesiil a

s(f, F) < S(f, F)
egyenlGtlenség, igy az Osszes felosztasok halmazan definialt

s(f):==sups(f, F) <inf S(f, F)=: S(f)

egyenlGtlenség is fennall. A s(f) illetve S(f) fiiggvények az also illetve fel-
s6 Darboux féle integralok. Riemann értelemben integralhatonak nevezziik a
fliggvényt, ha az also illetve fels§ Darboux integralja megegyezik.

Koénnyen igazolhatd, hogy Jordan mérhet6 halmazon értelmezett folyto-
nos fiiggvény Riemann integralhato, és az integral értéke a graf és az x,,1) =
= 0 hipersik kozotti altalanos henger Jordan mértéke ((n + 1)-dimenzids
térfogata). Kovetkezésképpen a halmazok egy széles korének Jordan mérté-
ke integralas utjan meghatarozhato, pld. tetszéleges konvex halmaz hatarat
egy adott irdnyu arnyékhatara két olyan feliiletre vagja szét, mely egy al-
kalmas koordinatarendszerben egy folytonos fiiggvény grafja, igy tetszéleges
n + 1-dimenziés konvex halmaz euklidészi térfogata meghatérozhato. Mind-
azonaltal a Jordan mérheté halmazok kore igen sziik, ezért egy 1j (ezuttal
igazi) mérték fogalmat vezetiink be, mely mérhetS halmazai kozott a Jordan
mérhets halmazok szerepelnek.
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6.4.2. Lebesgue mérték és Lebesgue integral

sz 2z

dolgoznunk, hiszen ha kialakult a megfelel§ integral fogalmunk a hiperboli-
kus térbeli szamitasainkat a koordinatak euklidészi terében fogjuk elvégezni.
Ezért a kiinduléasi objektumunk a tégla, melynek Lebesgue mértékét az élek
hosszanak szorzataként definialjuk.

Rogzitsiik az n € N szamot. Az R"-beli tégla a

B = H[ai, bl], ahol bl Z a;

i=1
direkt szorzat. A Lebesque mértékét a téglanak a

n

vol(B) =: [ J(b: — a;)

=1

szorzattal definialjuk. (Ez a kozonséges mértéke is egytuttal.) Tetszbleges A C
C R™ halmazhoz rendeljiik a:

A*(A) = inf { Z vol(B) : ahol C egy megszamlalhato tégla fedése A—nak}

BeC

ugynevezett kilsd mértéket. Az A halmaz Lebesque mérhetd, ha teljesiil ra a
kovetkezd tulajdonsig:

VS C R, A (S) = A*(ANS) + \*(S\ A).

A Lebesgue mérheté halmazok egy o-algebrat alkotnak, és a Lebesgue mér-
tékiik definialhato a
A(A) = A (4)

értékkel. Legfontosabb ismeretek a Lebesgue mértékrsl szamos analizis konyv-
ben megtalalhatdak, azonban néhany tulajdonsigot it is megemlitenénk. A
Lebesgue mérték a Jordan mérték kiterjesztése, azaz Jordan mérhet6 halma-
zok Lebesgue mérhetsek is és a két hozzarendelt érték megegyezik, tovabba
igazi mérték, azaz a Lebesgue mérhet6 halmazok o algebrajan o additiv.
A nyilt és zart halmazok Lebesgue mérhetSk, a nem iires nyilt halmazokon
szigortian pozitiv, azaz nem iires, nyilt halmaz Lebesgue mértéke nem nul-
la. A mérhetGség fogalma invarians a linearis transzforméaciokra nézve, maga
az érték az egybevagosigokra nézve invaridns, specialisan eltolds invaridns
meérték.
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A Lebesgue integral fogalom kialakitdasa soran elGszor definialjuk a fiigg-
vény integralhatosdganak fogalmét. Az f : R® — R fiiggvény Lebesgue
értelemben mérhetd, ha a zart intervallumok Gsképei Lebesgue mérhetdk.

A Lebesgue mérhet fiiggvények Lebesgue integraljat a kovetkezGképpen
jeloljiik:

/Efd)\:/Ef(x))\(dx).

A definici6 els6 1épéseként tekintsiik a karakterisztikus fiiggvényeket. Defini-
ci6 szerint az S mérheté halmaz pontjai felett ennek értéke 1 méshol nulla.
Az egyetlen értelmes véalasztas az, ha a tartojuk (ahol nem nullak) Lebesgue
mértékét rendeljiik ezek integraljaként:

/15 A\ = A(S).

Ha egy fliggvény véges linearis kombinacidja karakterisztikus fiiggvényeknek,
akkor lépcsés fiiggvénynek nevezziik. Ekkor az alakja

E a/klsku
k

ahol az a;, egyiitthatok valds szamok, a halmazok pedig Lebesgue mérhetdk.
Legyenek elGszor az egyiitthatok nem negativak, ekkor definidlhatjuk az

/(zk:aklsk) d)\zzk:ak/lgk d)\zzk:ak)\(sk).

formuléval az integralt. A végeredmény lehet végtelen, tovabba tegyiik fel,
hogy nulla szorozva végtelennel az nulla. Attérve az altalanos esetre az oo —oo
definidlatlan eset elkeriiléséhez tegyiik fel elGszor, hogy

=Y als,
k

ahol a; = 0 ha A(Sx) = oo. Ekkor az el6z6 formula érvényben maradhat
és a kapott érték nem fiigg a fiiggvény karakterisztikus fiiggvényekkel valo
elgallitasatol.

Ha B tetsz6leges mérhets részhalmaza a térnek és s mostméar altalanos
egyiitthatokkal rendelkezé 1épcsés fiiggvény, akkor

/sdu:/lBsd)\:Zak)\(SkﬂB).
B k



6.4. INTEGRALFOGALMAK 311

Legyen f most a tér tetsz6leges nem-negativ mérhetd fiiggvénye. Ekkor defi-
nialjuk az integralt a

/fd)\:sup{/sd)\:ogsgf, s lépesds fﬁggvény}
E E

formulaval. Kénnyen lathato, hogy lépcsds fiiggvényekre ez a definicié meg-
egyezik a kordbbival. Lathato tovabba, hogy ha egy fiiggvény Riemann integ-
ralhato akkor ezen értelemben is és a két szamérték megegyezik egymaéssal.

Legyen most f tetszéleges fliggvény. Ezt mindig felirhatjuk két nem-
negativ fliggvény kiilonbségeként :

f=r-rf,
ahol

_ ff@) i f(z) >0
fr@) = { 0 egyébként

v J=flx) if f(x)<O
f @) _{ 0 egyébként

Vil4gos, hogy
fl=f"+f"
Ha
[ 1513 <,

akkor f-t integralhatonak nevezziik. Ebben az esetben, mindkét integralra
szintén teljesiil, hogy

/f*d)\ < 00, /fd)\ < 00,

és definidlhatjuk az integralt kiilonbségként:

/fd)\:/f+d)\—/f‘d)\.

A két integrélfogalom Osszevetéséhez probaljuk meghatarozni egy rézse
kupac térfogatat, ahol a gallyakat az egyik végiikkel a féldre allitottuk. A
Riemann integral hasznalatakor a gallyak térfogatat egyenként meghataroz-
zuk majd a kapott értékeket Osszeadjuk, ha Lebesgue modjan szamolunk
az egyenl6 hosszi gallyakat gondolatban egy kupacba gytijtve szamoljuk az
egyiittes térfogatukat, majd az igy kapott szamokat adjuk Gssze.
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6.5. Hiperbolikus térfogat

Nyilvinvalo, hogy az 1. és I1.-ben kifejtett értelemben minden térbeli feladat
az analizis ijabb, kelld hatdrok kozott 1gen elismerésre
mélté maodszerével targyalhato.

Bolyai J.: Appendiz

A hiperbolikus térfogat fogalmanak szintetikus felépitése komoly nehéz-
ségeket rejt magaban. Ennek egyik - kisebb - oka, hogy Cavalieri elv hijan a
legkézenfekvibb Osszehasonlitdsokat sem tudjuk megtenni. A fontosabb prob-
léma, hogy habar a konvex poliédereken keresztiil a poliéder fogalma az euk-
lidészi felépitéssel analég moédon kaphatod, hovatovabb, tetszdleges poliéder
alkalmas tetraéderek diszjunkt uni¢jara bomlik, mégsem tudjuk a konkrét
értékeket konnyen meghatarozni, mert a tetraéder térfogatat kifejezG integ-
ral primitiv fiiggvénye elemi fiiggvényekkel nem kifejezhets, ez a Lobacsevsz-
kij integrdl. A probléma gyokere a hiperbolikus tér szerkezetében rejlik, a
tér legkézenfekvébb modon definialt alakzatai ugyanis a szakasz, haromszog,
tetraéder, ... ugyanigy, ahogy az euklidészi térben, azonban a hiperbolikus
tér lakoja szdmara NEM ezek a konnyen mérhetd alakzatok, nincs lehetGség
a hosszak atskalazasara, (az egység hosszu oldalakkal rendelkezs szabélyos
haromszog végzetesen kiilonbozik a kettd hosszi oldalakkal rendelkez6tsl, a
teriiletitk kozotti kapesolat nem egyszert...), tetraéder sikmetszetei kozott
semmilyen siksor elemeire vonatkoztatva sem taldlunk geometriai vagy te-
rilletre vonatkoz6 altalanos kapcsolatot, azon mértani hely feladatok meg-
oldasa, melynek végeredménye az euklidészi sikban egyenes vagy sik, rendre
valamely masik ciklus, stb ... Ezen problémékat tobbféle mdédon meg lehet ke-
riilni, de mindaddig, mig érdeklddési koriink a poliéderek térfogatanak meg-
hatarozasa, nehézségekbe fogunk iitkozni. Nem jelenthetjiik azt sem ki, hogy
épitsiink hiperbolikus szemlélethez, jobban illeszked6 hiperbolikus testelmé-
letet, mert akkor a legkézenfekvisbb alakzatok fogalmét kell djra alkotni.

Bolyai, Lobacsevszkij és kovetsik nyoman haladva a hiperbolikus (szfé-
rikus) térfogat szintetikus felépitésének gondolatat most elvetjiik, a térfogat
fogalmat analitikusan vezetjiik be. Az elv a kovetkezd, koordinatarendszert
definidlunk teriinkben, a vizsgalando alakzatokat a hozzatartoz6 pontok ko-
ordinatéira vonatkoz6 egyenlGtlenségekkel adjuk meg, igy a térfogat megha-
tarozasanak kérdése az R" egy alkalmas tartomanyan val6 integralasat jelent
egy alkalmas fiiggvénynek, melyet térfogatelemnek is nevezhetiink. A térfo-
gatelem természetesen adodik a valasztott koordinatarendszer ismeretében.
Masik (esetleg modellben értelmezett) koordinatarendszerre attérve a tér-
fogat elem és az alakzat koordinatéit leir6 egyenlétlenségek megvaltoznak,
igy kiilonb6z6 feladatokhoz kiilonb6z6 koordindta rendszert vélasztva annak
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szamitasi részét jelentdsen egyszertisithetjiik.

6.5.1. Paraciklus koordinatarendszer

6.9. abra. Paraciklus kordinatarendszer.

Az n-dimenziés hiperbolikus tér pontjait koordinatazhatjuk egy olyan ko-
ordinatarendszerre vonatkozolag, melynek els6 n — 1 koordinataja euklideszi
derékszogii koordinatarendszerre vonatkozik a kovetkezGképpen. Tekintsiink
egy n— 1-dimenzios paraszféra feliiletet a meghatérozo sugarsoraval egyiitt. A
sugarsor valamelyik elemét vilasszuk az utols6 koordinata tengelynek, ennek
a feliilettel valo metszetét nevezziik ki origonak, és az els6 n — 1-koordinata
tengely legyen a paraszféra feliilet egy meréGleges paraciklusokbol 4llo6 origo
kozépponti Descartes féle koordinatarendszere. (Ne feledjiik, hogy a paraszfé-
ra geometridja Euklidészi geometria.) A P pont koordinatait hatarozzuk meg
a kovetkezd modon: Az utolsé koordinata &, jeldlje a P pontnak a sugarsor
eleme mentén a paraszfératol mért elGjeles tavolsaga, A tavolsagot megha-
tarozo szakasz T talppontjanak a paraszféran mért euklidészi koordinatai
legyenek a pont elsé koordinatai. A kapott szam n-es legyen

&1
&
&n
A parhuzamos paraciklus ivek hosszanak aranya csak tavolsaguk fiiggvénye,

pontosabban ha s;, sy parhuzamos egyenes par koézé irt paraciklus ivek a
2 , 2 2, , , _z
sugarak mentén egymastol x tavolsagra vannak, akkor hosszuk arédnya e &,
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ahogy ezt Bolyai Janos kimutatta] Ttt & a térre jellemzé konstans és k tart
végtelen esetén a két iv egyenlG hosszisagi. Ennek megfelelGen a paraméter
tartoményban, (amely egy n-dimenzios euklidészi térrel izomorf) a P pont-
nak megfelel egy olyan p pont, amely kozonséges derékszogl koordindtai:

3
e g
X1 _én
o e * &y
_&n
T € I?énfl
n

Definialjuk, most a D Jordan mérhets tartomény hiperbolikus térfogatat,
mint egy v, konstans fiiggvény Riemann integraljat a D* tartomany felett,
ahol D* a D tartomény képe a fenti kolcsonosen egyértelmii folytonosan
differencialhato helyettesités mellett. A konstans értékét utolag valasztjuk
ugy, hogy formulaink egyszerii alakot oltsenek. Azaz legyen

v(D) = /Und:cl cooday,.

D*

A fenti helyettesitést elvégezve a

v(D):vn/e "de& -dg,
D
formuldhoz jutunk.

Legyen D = [0,a;] X -+ X [0, a,_1] parhuzamos a,, hosszt szakaszok altal
definialt paraszféra tartomany. Ekkor

al an i k:n .
U(D)zvn/.../e(nl)idgn...d&:nil [_e*" DR S ]Haz_
0 0

kv
_ n o —(n 1 _n
= 1—e 3 H a;.
Ha a,, végtelenhez tart és a; = 1 minden egyéb i = 1---(n—1) indexre, akkor

a térfogat
kv,

n—1

L Elészor igazolja, hogy az sy = f(s1,z) fiiggvény az els6 valtozojaban additiv,
masodszor, hogy teljesiil a cf (z1)f(x2) = f(x1 + x2) vagy a vele ekvivalens Inc +
+1In f(z1) + In f(z2) = In f(21 + 22) egyenldség. Ennek megoldasa f(z) = Lea.
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Bolyai és Lobacsevszkij gondolatmenetét kovetve tigy hatarozzuk meg v,
értékét, hogy minden rogzitett k esetén egy vékony réteg térfogatat osztva a
rétegvastagsaggal, majd ezen vastagsaggal a nulldhoz tartva a mérészam az
eggyel kisebb dimenziés térfogat mérdszamahoz tartson. Szamoljuk tehat a
kovetkezd hatarértéket:

n—1 an n—1
. v(D) kv, 1= e
alr}glo a, n—1 Zl_[ @ aligo a, — H i
n—1
aminek egyenlének kell lennie v, 1 [] a;-val. Ebb6laz 1 = v = vy = ... = v,
i=1

értékek adodnak.

Vilagos tovabba, hogy ha n rogzitett, és k végtelenhez tart akkor egy
hiperbolikus test térfogata a megfelel6 euklidészi test térfogatahoz konver-
gal. Vegyilik még észre, hogy minden n szamhoz van olyan k érték melyre a
megfelel6 hiperbolikus térben az egység térfogati alapra épitett paraszféra
szektor térfogata 1, mutatvan egy természetes egységtérfogati n-dimenzios
test létezését. Pontosabban ha k = n — 1, akkor az a paraszféra szektor mely-
nek alapja (n — 1)-dimenzios euklidészi kocka n — 1-dimenzios 1 térfogattal
szintén 1 térfogatu.

Elfogadva az egységvalasztas altalunk javasolt modjat formulank tehat
paraciklus koordinatakban a kovetkezs:

v(D) = / e~ (nDen/kqe, L. dg,,.

D

Azt, hogy a fenti formulaval megadott definicio kielégiti a térfogat fiiggvény-
re megszokott feltételeket, részben az integral fogalom alap tulajdonséigai-
bol kovetkeznek, részben pedig tjabb szamolasokkal igazolhatoak. A modell
modszer erejét mutatja, hogy jelentGsen egyszertsithetjiik szamitésainkat ha
modellhez igazitott koordindtarendszerre &atirjuk a kiindulasi képletet. Ily
modon fogjuk igazolni, hogy formulank egybevagd alakzatokon ugyanazt az
értéket veszi fel.

6.5.2. Térfogat a féltérmodellben

Tekintsiink egy Poincare-féle féltérmodellt. Ennek hatarol6 hipersikja legyen
derékszogii koordinatarendszeriink els6 n — 1 koordinatajahoz rendelt n —
— 1-dimenzios euklidészi tér. A hiperbolikus tér (£1,&o,...,&,) paraciklus
koordinatakkal rendelkezé P pontjanak feleltessiik most meg a modell

T
(I1,$27 e ,x‘n)T = <£1,£2, .. .,k€%>
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6.10. abra. Koordinatarendszer a féltérmodellben.

koordinatakkal rendelkezé P’ pontjat. ( Ahogy azt a 6.10. abran lathatjuk, a
kiindulasi paraszféranak az z, = k magassagban elhelyezkedd euklidészi sik
lesz a képe.) A helyettesitést elvégezve, (mivel a Jacobi determinans abszo-
latértéke k/x,,) kapjuk, hogy

1
v(D) = k" / ﬁdazl oday,
b "

ahol D’ jeloli tartomanyunk modellbeli képét. Rogton lathatjuk, hogy az
alapsikra merdleges sikra vonatkozo euklidészi tiikrozésre invarians a formu-
lank, hiszen ilyenkor nem valtozik az utols6 koordinata értéke. A hiperbo-
likus tér tetszéleges hipersikjahoz valaszthatunk alkalmas olyan paraciklus
koordinatarendszert, hogy a féltérmodellben az adott sik euklidészi sikként
reprezentalodik, ezért erre siktiikrozésre vonatkozoan ebben a modellben vég-
rehajtott térfogatszamolasra a formulank invaridns. Mivel tetszéleges egybe-
vagosag siktiikrozések szorzata térfogatunk invarians az egybevagosagokra.

6.5.3. Derékszogil és gombi koordindtarendszer

A paraciklus koordindtarendszerhez illessziink egy derékszogi koordinata-
rendszert, ennek tengelyei legyenek a paraciklus vonalaknak a kozos kezdd-
pontban hiizott érintGi. Az utolsé koordinata tengelye a két koordinatarend-
szernek tehat kozos. A P pont n-edik koordinatai a két koordinatarendszerre
vonatkozolag azonban eltérnek egyméastol. A derékszogi koordinatak szar-
maztatasahoz tekintsiik a pontnak az xy, o, - -+ , 2,9, x, tengelyek hipersik-
jatol valo tavolsagat, ez legyen a pont n — 1-edik koordinataja. A merdleges
vetiiletnek tekintsiik az els6 n — 3 tengely és z,, altal meghatarozott n —
— 2 dimenzio6s siktol valo tavolsagat ez legyen az n — 2-edik koordinata, és
igy tovabb, az els§ z; koordinataig. Az n-edik koordindta legyen az utolso
vetiiletnek az x,, tengelyre valo vetitése soran kapott pont tavolsaga az origo-
tol. Az eljaras soran felhasznaljuk a paraciklus iv és hurjanak hossza kozotti
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kapcsolatot, valamint a kdzéppontok tavolsagara vonatkozo formulat. Bolyai
igazolta, hogy Az y sugari kor keriilete a hiperbolikus sikon

7k <e% — e_%) ,

ahol k tavolsagra levé parhuzamos paraciklus ivek hosszénak ardnya éppen
K =e=2,7182818 - - -[4. Ez a keriilet érték szintén Bolyai észrevétele alapjan
megegyezik azon s hosszu paraciklus iv altal a paraszféran leirt kor keriileté-
vel, melynek kétszereséhez a 2y hosszi huar tartozik (lasd még 1.7.1. Tétel).
Ennek az értéke:

2s.

Vessiik ossze a két formulét, ekkor:
- Y
= ksinh =.
S sin ?

Ha most a paraciklusiv és felezGpontjan athalado tengely altal meghatarozott

paraciklus koordinatarendszer képét nézziik a félsikmodellben az abranak
megfelelGen iviink olyan vizszintes egyenesként reprezental6dik, melynek a
féelsikmodell koordinatarendszerében az 1 méasodik koordindtaval rendelkezé
pontokat tartalmazza, a hur egyenese pedig az abranak megfelel§ r sugariu
felkorként. Felirhatjuk tehat az

1 2
1=4/e* — (Eksinh %) ,

Osszefiiggést, hiszen most az x,, = k paraszféran egyezik meg a model ivhossz
a hiperbolikus ivhosszal. Innen

B 2
ek =4/ 1+ (sinh %) = cosh%

adodik. A derékszogi koordinatarendszeriink elhelyezése folytan az utolso &,
paraciklus koordindta a P pontnak a paraszfératol valo tavolsaga. A P pont
merGleges vetiilete az emlitett xy, -+, x, o, x, hipersikra legyen P, ;. Az

2 Ha megdrizziik azt a tulajdonsagot, hogy a sugar fiiggvényében a keriilet fiiggvény
a teriilet fliggvény derivaltja, a félsikmodellben a kovetkez$ szamitas lehetséges:
A paraciklus koordinatarendszer O kozepd y sugaru kore a félsikmodellben szin-
tén kor melynek kozéppontja az y tengelyre esik. Az y tengelyre es§ atmérs két
végpontjanak nem nulla koordinatai ke* illetve ke ® . A képkor euklideszi teriilete
megegyezik a hiperbolikus teriilettel igy a hiperbolikus keriilet is egyenl6 az euk-
lideszivel. Mivel a kor atmérGjének hossza k(e% — e%) éppen az emlitett formulat
kapjuk a kozos értékre.
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ezzchy

s=shy
/////////’::><<;_Z

<

v

6.11. abra. Paraciklusiv és hurja (k = 1 eset)

el6z6 megjegyzések szerint a P illetve P, _; pontokon atmend parhuzamos
tengelyek két-dimenzios sikja a paraciklus tengelyek altal meghatarozott n —
— 1-dimenzi6s paraszférabol kimetszi azt az &, 1 tengellyel parhuzamos ivet,
melyen reprezentalodik az (n — 1)-dik paraciklus koordinata &, ;. Hasznéal-
va a parhuzamos paraciklus fvek hosszédnak Osszehasonlitidséra és a hir-iv
Osszehasonlitasra vonatkozd formulakat, kapjuk, hogy

gn—l

k sinh % = e’g"T és &, + kln (cosh x7;€_1> = f,lw

ahol ¢! jeloli a P, ; pont tavolsigat az x, ; tengely elhagyasaval kapott
koordinata hipersik és a referencia paraszféra metszetétél. Mostmér a kovet-
kez6 koordinata meghatarozasahoz ezen hipersikban hasonloképpen jarunk el
a P pont helyett, annak meréleges vetiiletét P,_i-et hasznalva. A paraciklus
koordinatdk és a derékszogi koordinatak kozotti Osszefiiggések figyelembe
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X
6.12. abra. Derékszogi koordinatdkra attérés

vételével, az

&, . . Tp-1
€1 = ek ksinh =~
k
En Tp—1 . Tp—2
Eng = enr TeOsh T Lginh =-
k
én Tl . 22, . . 21
51 — ek +In cosh —4—++-+In cosh = ksinh ==
k
Tn—1 i) T
r, = &, + klncosh 72: +---+klncosh?+k:lncosh?.

egyenletrendszer adodik.
Ezt az n-dimenzios valos paramétertartomanyba transzforméalva a helyet-
tesités egyenletrendszere:

u; = kcosh % ... cosh %;1 sinh %
Up—1 = ksinh 557;51
U, = xn—k:lncosh%—---—k;lncoshxn_1

ezért a Jacobi matrix determinidnsanak abszolat értéke

(cosh %) (Cosh %)2 e (Cosh xr;ﬂ)"—l ’

Derékszogii koordinatakra vonatkozolag a térfogat tehat az

v(D) = / (COSh xrk_l)n_l e (cosh %)2 (cosh %) dwy - - - da,.

D
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formulaval adhatd meg.

n-1

v
=
S

6.13. 4bra. Gombi koordinatak

Gombi koordinatakban vald kifejezéshez tegyiik fel, hogy a pontok de-
rékszogi koordinatai adottak valamely xy, 2o, - -+, x, koordinatarendszerre
vonatkozolag. Jelolje a P pontnak az origétol vald tavolsagat r,. Ekkor a
hiperbolikus Pitagorasz tétel alapjan:

€1 ) Tp Tn
cosh "’ cosh — - - -cosh — = cosh —

k k k

all fenn ahol z; a derékszogii koordinatakat is jeloli. Legyen ¢ =n —1,...,1
és jelolje ¢; az i-edik koordinatatengelynek a P n — i — 1-edik vetiilete és O
altal meghatarozott szakasszal bezart szogét ; r; 1 pedig ezen szakasz hosszat.
Ekkor

Tp-1

T
= sinh -~ cos ¢p,_1

k
adodik a hiperbolikus szinusz tételnek megfelelGen. Hasonloképpen

sinh

Tn—2

T ko
: Tn—1
sinh =

sinh
COS P9 =

amibdl az O PP}, haromszogre vonatkozo Pitagorasz tétel alapjan

T'n—1 (cosh Z)2 /(cosh )% = (cosh 2222
AT _

Tn—1\2 Tn—1
cosh =2—=) cosh =

sinh

/(sinh Z2)2 4+ 1 — (1 + sinh =2=1)2) _ y/(sinh 22)2(1 — (cos ¢, —1)?)

i i
adodik, ahonnan kapjuk, hogy

cosh cosh

Tp—1 . Tp—2 . Tn .
cosh 2 sinh 2 :smh%smqﬁn,l COS Op_o.



6.5. HIPERBOLIKUS TERFOGAT 321

Az altalanos formula igy

Tp—1 LTp—i+1 . Tp—i . Tn
cosh 5 - cosh - sinh = sinh —

k k

sin ¢n—1 -+ -8in ¢n—i+1 COS ¢n—i-
Az i maximaélis értékének (n — 1)-et valaszthatjuk igy utolsé egyenletiink:

ZTo . x1
—~sinh — =

k k

Ty T

cosh nTl -+ - cosh sinh ?" Sin ¢,,_1 - - - Sin ¢ CoS ¢1.

Meg is van a két paraméter rendszert 6sszekots egyenletrendszer, amelynek
elsG (a Pitagorasz tételt leird) egyenletét helyettesithetjiik egy az el6z6 szé-
mitasainkhoz jobban illeszked:

T x x x
ol =2 cosh =L sinh =2 =

... cosh
COS 2 2 2

. Tn . . .
v, = cosh sinh ?" Sin ¢,,_1 - - - Sin ¢ sin ¢;.

egyenlettel. A két egyenletrendszer ekvivalencidjat konnyen belathatjuk, ha
az 1 egyenletek négyzetosszegét tekintjiik. A baloldalon ekkor sinh? e ado-
dik. Mindkét oldalhoz 1-t adva a jobboldalon allo Gsszeg a

Tn—1

Lo T T\ 2
(cosh .- cosh == cosh == cosh —")

k k k

szorzatta egyszertisodik, olyan egyenlGséghez vezetve, amely éppen a Pitago-
rasz tétel altalanos alakja. Uj egyenletrendszeriink elsé n — 1 egyenletének
baloldalan felismerhetjiik az uq,--- ,u,_1 paramétereket az utols6 kifejezés
azonban nem u,,, jeloljiik v,-el. Helyettesitsiik

un:—ln<—vn+cosh%) =—In (—vn—i- u%+-~-u%_1+v%+1)

értékkel v,-t. Ekkor a két helyettesités kompozicioja a mar hasznélt
Upy - Unp

paraméterekbe viszi eredeti gémbi paramétereinket és az integral transzfor-
malodasanak szabélyai szerint a két transzformécié derivaltméatrixainak szor-
zata a Jacobi méatrix. A determinansok szorzasanak alaptétele szerint a két
determinans szorzataként szamolhatjuk a Jacobi determinanst. Az elsé de-
terminans az euklideszi gémbi koordinatakra attérés transzformacio deter-
minansa ha az r, paramétert az r = ksinh Z2-el helyettesitjiik, igy ismert
értéke:

T'n . TR\ _92 .
cosh m (k: sinh ?) sin"”"“ ¢,_1 -+ -sin ¢q.
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A masodik méatrix els6 n — 1 sora az egységmatrixéval egyezik meg utolso
sordban igy csak az utolsé elemre van sziikségiink. Ez az

—ln(—vn+\/u%+~-~+ufl1+UEL+1)

fiiggvény v,, szerinti derivaltja:

1 1 2,
_ 14 = —
—vn+\/u%+---+uil+v%+1< 2\/U%+"'+U31+U%+1>

1
— —.
cosh =

A goémbi koordinatdkban valo térfogatszamolas képlete tehat:

v(D) = gt /(sinh %)"‘1 sin” 2 Op_1 SN Podpy - - - Ay, _1dry,.
D

6.5.4. Térfogat a Cayley-Klein modellben

Az n-dimenzits Cayley-Klein modell egy k sugaru gomb. Ennek kézéppontja-
ban helyezziink el egy derékszogil koordinatarendszert. Ez a koordinatarend-
szer nem csak a modellben a beagyazo euklidészi térben is derékszogt. Egy P

6.14. dbra. Koordinatak a Cayley-Klein modellben

modellbeli pont O-t6l valé hiperbolikus térbeli tavolsaga és modelltavolsaga
a tangens hiperbolikusz fiiggvény szerint kapcsolodik, hiszen

1 1 1 -1 1 1+ £ R
—z—ln(O,P,U,V)z—ln(R : R)z—ln( }";): areath —,

<
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ahol r illetve R a hiperbolikus illetve euklidészi tavolsdga az O, P pontparnak.
Mivel a modell kézéppontjan keresztiil halad6 egyenesek modellbeli és hiper-
bolikus térbeli hajlasszoge megegyezik a hiperbolikus gémbi koordinatakrol
(Tny @1, -+ + , Gn_1-161) euklidészi gombi koordinatakra (R, 6y, - - - ,0,_1-re) at-
térve a kovetkezG egyenleteket kapjuk:

R
n =k th —
T area k‘

illetve

mely Jacobi determinénsa:

Mivel
r,\n—1 1 1458 n fin
(sinh f) = | sinh 511117}?” = %
1 (%)

ezért a modell D tartomanyanak térfogata euklidészi gombi koordinatdkban :

v(D) :/ L St S
VT

A kozonséges gombi koordinatakrol visszatérve ugyanezen egyenesek altal
meghatéarozott kozonséges merdleges koordinatékra (Xy, - -+, X,,-re) a térfo-
gatra a kovetkezd formula adodik:

n—1

in"_2 Qn_l -+ -sin 92(3191 te d@n_lan

1
v(D) = dX; -+ dX,_1dX,.

(- (Ee)

6.5.5. Konkrét térfogatok
GOomb

Gombi koordinatakban szamolva:

r ™ 2

v(D) = kz/ / / (sinh %3)2 sin god¢y | doy | drs =

0 0 0
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™

5 / cosh 2% —1 ]
= 2k*r fd'f’g sin ¢odoy | =

0 0

h_2r
= 2k*n (SHIT’“IC — r) = 2k37 cosh % sinh% — 2k%nr.

Hordo

Adott egy szakasz és egy hiperciklus ive, amit megforgatunk koriilotte. A sza-
kasz végpontjaiban a szakaszra allitott merGleges sikok kozotti a megforgatott
hiperciklus iv 4ltal hatarolt térrészt hordénak nevezziik. A hordé térfogatat
a féltérmodellben szamoljuk. A z tengelyen adott a mérés, mert a hiperbo-
likus tér p hossztt OP szakaszéanak a hosszat a modellben a —I = (0,0,0),
O = (0,0,k), P = (0,0, ke%), +1 = (0,0, 00) pontnégyes kettésviszonya loga-
ritmusanak valamely konstansszorosaval kell kifejezniink. Azaz

p=cln(O,P,+I,—I)=cln (kzk)

alapjan ¢ = k.
1
v(D) = k3/;dxdydz,

ahol a D’ tartomanyt a z > 0, k? < 22 + 2 + 22 < er%p, 0<a?+y? <
< (cos®t)z? egyenl6tlenségek hatarozzak meg, ahol p a szakasz hossza, t jeloli
a modellben egyenesként abrazolt hiperciklusanak a z tengellyel bezért szogét
és igy
1+ sint

cos t
a tavolsagvonal pontjainak a szakasz egyenesétsl mért tavolsagat. Az euklide-
szi gobmbi koordinatékra attéréshez, legyen x = rcos¢sinf, y = rsin ¢sinf,
z = rcosd. Ekkor tartomanyunk pontjainak koordinatai az k < r < ker,
0 < ¢ <2m 0<6 <t egyenleteket elégitik ki. Mivel a Jacobi determinans
r?sin 0, ezért

T=kIn

R‘\'U

t 2w kek
1 sinf
—k3///r sme( )drd¢d0—2k:3 // 7 a6dr =
rcosf r coss 0
0=0 ¢p=0 r= 60=0r=
¢ keF

sin @ 1 1 1 p 1
:2 3 — 22 3 T = 2 —1 .
kﬂ/cos?’ﬁde rdr kw{Qcos%?L k 7rkp(cos% )
6=0 r=k
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Fejezziik most ki 7-val a végeredményt.

14+ sint T
—_— — ¢k
cos t
Osszefiiggésbol
1— sint _T
—_—— = ¢ k
cos t
adodik, igy
1 2 ek +e % 2 (ek +e %)2
cost) 2 N 4
Azaz a térfogat:
1 - 2
v(D) = Zﬂkzp (eF — e_E)Q = 21k?p (sinh I)

Henger

Tekintsiink egy sikbeli ¢ teriiletd 7' tartomanyt, aminek pontjaiban allitott
merGlegesekre felmértiink m hosszisagnu szakaszokat ugyanabban a féltérben.
A kapott szakaszok Osszességét T' alapi m magassagi hengernek nevezziik.
A térfogatanak meghatarozasahoz hasznaljuk a meréleges koordinatékra vo-
natkozo6 formulét, ahol az x, z tengelyek sikja a T sikjaval egyezik meg.

m

v(D) = /(COSh%)Q(cOSh%)dzdxdy = / ch %dzdx /(cosh %)2dy
D 7 J

k sinh 2 1
:T(%—i—%) :§<Tksinh%cosh%+Tm).

Orthoszkém

Az orthoszkém egy specidlis tetraéder, aminek csiicsait egy pont valamely de-
rékszogi koordinatarendszer kiilonb6z6 dimenzids altereire vonatkozo soro-

zatos meréleges vetiiletei adjak. Pontosabban vetitsiik P-t az {x1, -+ ,x,_1}
koordinatatengelyek hipersikjara, majd a kapott pontot az {xi,---,x, o}

tengelyek n — 2-dimenzids sikjara, stb. Az utolsé vetiilet az origo, és az igy
kapott P,, P,_1,--- Py = O pontok konvex burka az orthoszkém. A haromdi-
menzios hiperbolikus esetben harom adat egybevagosag erejéig egyértelmiien
meghatarozza, ez lehet harom él hossza vagy a harom nem derékszog lapszog.
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A térfogatot a k = 1 paramétervalasztas mellett, derékszogi koordinatakra
vonatkoz6 formulaval kifejezve a

a é(z) P(z,y)

v(D) = /(coshz) (coshy) dzdxdy—// / (cosh 2)*(cosh y)dzdydx,

integralhoz jutunk, ahol ¢(x) illetve ¢ (x, y) fiiggvényeket a kovetkezGképpen
tudjuk meghatéarozni.

X=X3

6.15. abra. Az orthoszkém derékszogi koordinatazasa

Az els6 két koordinéta sikjaban talalhatdo App,p, derékszogi haromszog-
ben az P,OP,/ sz6g tangensére:

tanhb  tanhy,
sinha  sinhz

tan PQOPll =

Azaz canlih
an
tanh ¢y, = ——— sinh x,
sinh a



6.5. HIPERBOLIKUS TERFOGAT 327

ezért

0<y<o(xr) < tanh ™! (tz'mhb sinh a:) =\

sinh a

Tekintsiik most a A p, p, p, derékszogii haromszoget. Ebbél az O(x, y,0) egye-
nes azon () pontot metszi ki melyre [P,Q = V. Igy a

tanh ¢
tanhc = sinh O/
sinh b ’
egyenlGséghez jutunk. Az el6z6 haromszogben felirt
h
tanh b’ = oY ginh a,
sinh x

egyenlGséget is figyelembe véve, a Apgo haromszégbdl,

tonh . sinh (cosh™ (cosh « cosh y))
anll Zypax = tani ¢ — — =
sinh (cosh™ (cosh a cosh '))

2 2
_ tz'mhc sinh V/cosh? zcosh?y — 1 _
sinh b \/ cosh? a cosh? ¥ — 1

tanhe | . \/sinh2 y + sinh? x cosh? y
= . S =

sinh b \/ sinh? ¥ + sinh? a cosh? ¥/
~ tanhc | \/1 + sinh? z coth? y _ tanhc
\/ 1+ sinh®a + coth®?y  sinhb

sinh y.

Igy

tanh c
< < = -1 1 =
0 <z <yY(zr,y) =tanh (sinhb sinh y) v

feltétel teljesiil a harmadik koordinatara az elsé kettd rogzitése utan. A tér-
fogat tehat

a AN v

o(D) = / / / (cosh 2)2(cosh y)dzdydz =

a

A
171 ’
://5 {Z+§(sinh22)} (coshy)dydz.
0 0

0

Felhasznélva, hogy

1 1 sinh b 4 tanh c¢sinh y
v=—In
2" sinhb — tanhcsinhy’
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Kapjuk, hogy

a A

1 | sinh b + tanh csinh y b udyt
- n
sinh b — tanh csinh y coSyey

0 0

A
) sinh b 4+ tanh csinh y
hil hydy | d
+/s1n <nsinhb—tanhcsinhy) COSYAy |

A maésodik y szerinti integral meghatarozasahoz hasznaljuk a sinh x fiiggvény

definiciojat. Ekkor

A
inh b + tanh ¢ sinh
/ sinh (ln Smho -+ tanh csin y) coshydy =

sinh b — tanh c¢sinh y

T2

A
1 sinh b + tanh csinhy  sinh b — tanh ¢sinh y
: - - - coshydy =
sinh b — tanh csinhy  sinh b + tanh ¢sinh y
0

A
sinh vy cosh
:2/ sinh b t:Znhc y 2 dy
SBa8 . BRRSsinh®y

0 tanh ¢ sinh b

sinh 2y
tanh ¢ y=

sinh b tanh ¢
tanhc  sinhb cosh 2y + sinh b

sinh b | 2sinhb tanh ¢ o Jrtanhc )‘_
tanh ¢ t tanh ¢ sinhbcoS Y i 0_

sinh b | 2sinhb tanh ¢ hoA 4 tanh ¢ . sinh b | 2sinhb
tanh ¢ t tanhc¢  sinhb cos sinh b tanh ¢ t tanhc /)

Felhasznélva, hogy

I
[\)
o\y
[\

hoN — 1 /sinh a + tanh bsinh « n sinh @ — tanh bsinh z
o8 ~ 2 \sinha — tanhbsinhz  sinha + tanh bsinh z

az integral értéke:

sinh b 1 (1 tanh? csinh® z )
J— n J—
tanh c cosh? b(sinh® @ — tanh? bsinh® z)
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Az els6 részt parcialisan integralva kapjuk:
A
/ | sinh b + tanh csinh y

hydy =
" sinh b — tanh c¢sinh y cosmyey

0

. . A
{ [ sinh b + tanh csinh y s |

sinh b — tanh c¢sinh y 0

A
/ tanh ¢[(sinh b — tanh ¢sinh y) + (sinh b 4 tanh csinhy)] .
N 2 T35 sinhydy » =
sinh® b — tanh® ¢sinh” y
0
N B sinh b 4 tanh csinh A
UM M Sinh b — tanh esinh A

A
/ 2 tanh ¢sinh b cosh y sinh y

sinh? b — tanh? ¢ cosh? y + tanh? ¢

0

_ {sinh Vo sinh b + tanh ¢sinh A N
sinh b — tanh csinh A
sinh b [In(sinh® b — tanh® ¢ cosh® y + tanh® ¢)] /\} =
tanh ¢ 0
_ {sinh \ o sinh b + tanh csinh A
sinh b — tanh csinh A
ts;l:;i (In(sinh? b — tanh® ¢sinh? A) — In(sinh® b)) } :
Mivel Sy
Sinh? A = — 2tamh b sn;h x _
sinh” a — tanh” bsinh” x
az elsé integral az
) sinh b + tanh ¢ sinh A
{smh Aln sinh b — tanh c¢sinh A *

n sinh b | s (1 tanh? ¢sinh? z
n | sin — _
tanh ¢ cosh? b(sinh? @ — tanh® b sinh? x)

— In(sinh? b))},
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osszeggel egyezik meg. A két rész osszege tehat:

sinh b + tanh ¢sinh A
sinh b — tanh csinh \°

sinh A In

A X =tanh™' (220 ginh o) Gsszefiiggésbol kovetkezik

sinh a

L (tanh A sinh a) tanh Asinh a 4+ v/tanh? Asinh? a + tanh? b
x = sinh ——— | =

sinh b tanh b ’

és igy a keresett térfogat

b
1 tanh A sinh a sinh b + tanh csinh A
v=- In | — - dA.
4 ) \/ tanh? b cosh? A + sinh? a sinh? \ sinh b — tanh ¢sinh A
Tételben Osszefoglalva szamitasainkat allithatjuk:

6.5.1. Tétel. Ha egy orthoszkém élei a,b,c, igy, hogy alb and (a,b)Lec,
akkor a térfogata:

b
1 / tanh \ sinh a 1 (sinh b + tanh csinh )\) )
v== n( — E )
4 ) \/ tanh? b cosh? \ + sinh? a sinh? \ sinh b — tanh csinh A

A formula ideélis csucsu tetraéder térfogatanak meghatarozasara is alkal-

mas. Ha az a végtelenhez tart, akkor az tanh Asinha fliggvény a
\/tanh2 b cosh? A+sinh? asinh? A

fliggvényhez, igy az 1 idedlis csticcsal rendelkezé orthoszkém térfogata:

b
_1 1 | sinh b + tanh c¢sinh A QI
v—4 cosh)\n sinh b — tanh csinh \ ’
0

_1
cosh A

Ha c is tart a végtelenhez, formuldnk a két ideélis csiiccsal rendelkezé or-
thoszkém térfogatat ado:

b
1 1 sinh b 4 sinh A
"7 / cosh A ln <sinhb — sinh)\) A,
0

formulava egyszeriisodik. Alkalmas tiikrozésekkel megkapjuk a harom majd
végiil a négy idealis csiicesal rendelkezs tetraéder térfogatat :

b
1 sinh b 4 sinh A
v / cosh A i <sinhb — sinh A) ax
0
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Ha a térfogatformulaban szerepls fiiggvényeket masodrendi elhanyago-
lassal kozelitjiik, kapjuk, hogy

tanh A\ sinh a sinh b + tanh ¢sinh A
= - In | — - d\ =
4 J \/ tanh? b cosh? A + sinh? a sinh? \ sinh b — tanh csinh A

b
1 Aa )\
= - — —d)\——
2/ Vb2 + a2\? b 252/
0

igy visszakapjuk az euklidészi térfogatot.

6.6. Szférikus térfogat.

A gombharomszigek felszinének az arinya szdgosszegeik 2R-et
meghaladd részeinek, excesszusainak ardnydval eqyenld.

Bolyai J.: Appendix

Nincs nehezebb dolgunk a szférikus térfogatszamoléssal sem mint az izo-
metriacsoportok meghatarozasaval. A gémbfelszin két, harom, stb. n-dimen-
zi6s tartomanyainak térfogatait a megfeleld integral fogalmak kozbeiktaté-
saval induktiv médon definidlhatjuk. A gdmbi szakasz hosszénak fogalma
lehet&séget nytjt a gombi gorbe ivhosszanak definialdsahoz, és egy a szféran
elhelyezkedd derékszogi koordinatarendszerre vonatkozé integralfogalom ki-
alakitdsara, ami alapjan definialhatjuk a két-dimenziés gombi tartoméanyok
teriiletét. Ez alapjan beszélhetiink kettGs integralrol, majd harom-dimenzios
gbmbi tartomany térfogatarol. Az eljaras segitségével rendelkezésre all vala-
mennyi kdzbeess térfogat fogalom és ezek alapjan definialhato a gombfelszini
tartomanyra vonatkozé altalanos a bedgyaz6 térre vonatkozo integréalfoga-
lom. Kimutathatd, hogy az n-dimenziés gombi tartomany karakterisztikus
fiiggvényének tartoméanyon vett integralja éppen a tartomany n-dimenzios
térfogata. Ezutan méar csak a gémbi koordinatakra kell 4ttérni a helyettesi-
téses integral segitségével. Tekintettel arra, hogy a térfogat, integrallal valo
szamitasanal két rosszul viselked6 pont az eredményt nem befolyasolja, nem
sziikséges foglalkozunk avval a ténnyel, hogy a gombi koordinatézas a gomb-
felszin két pontjanak (az északi és déli polus) tekintetében nem egyértelmdi.
A szokésos szinuszos felirdsaban az euklidészi tér x1, xs, . .., 2,1 koordinatai
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és az uy, Us, . .., Uy, gombi koordinatak kozotti kapcsolatot az
Tpt1 = COSUp,
T, = COSUp,_1SINUy,
Tp_1 = COSUp_2SiN Uy,_q SIDU,
Tog = COSUpSinUsg - - - SN Uy_q SIN U,
Ty = sinwupsinusg---sinu,_1sinu,

egyenletrendszer fejezi ki. A helyettesités most n-dimenzios tartomanyt (n -+
+ 1)-dimenzios térbe képez, ezért a Jacobi determinans a kovetkezGképpen
szamolhat6: véve a fenti egyenletek parcialis derivaltjaibol allo (n + 1) x
X n méretii matrixot, ezt transzponaltjaval balrol 6sszeszorozzuk (képeztiik
a Gramm matrixat) majd ezen n X n-es matrix determinénsanak gyokét
vessziik. Valoban J-vel jelolve az r-t is valtozoként alkalmazé leképezés (n +
+1) X (n+1)-es Jacobi méatrixat, ennek elsé n oszlopa meréleges az utolsora
és az utolso egység hosszi. Ezért a

T=(A[(5))

definicidval adodik, hogy

| det J| = Vdet JT det J = /det(J7J) =
e (a1 G20 ) (Al G2))) =
\/det(( A;A (1)>) _ A AT,

Igy a térfogat:

o) = [ 1do= [ |det()fdus -1, =
D T

= /sin ugsin®uz - - - sin®™ Y w,duy - - - du,_1du,
T

formuldhoz vezet, ahol T" n-dimenzi6s tartomany a D tartomény Gsképe a
fenti helyettesitésre nézve. A két dimenzids gombfelszinre ez a

v(D) = /sinuzduldm

T
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formulit adja, mely a szokottabb uj = 7 — u; paraméter valasztas esetén az
ismert

v(D) = /(3osu’2du'1du’2
T

képlethez vezet.
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6.16. Abra. Henry Poincaré

6.7. Poincare

A geometriat véglegesen megalapoz6 Hilbert munkat megel6zi néhany fontos
irds. Az axiomatika logikai és filozofiai kérdéseivel foglalkoz6 mivek koziil
Henry Poincaré, "Tudomény és hipotézis "c. konyvébdl idéziink most egy
fejezetet.

H. POINCARE: TUDOMANY ES HIPOTEZIS
I1. RESz

III. FEJEZET
NEM-EUKLIDESZI GEOMETRIAK

MINDEN konklazi6 premisszakat feltételez. Ezek vagy evidensek és nem kell
Sket igazolni, vagy meg tudjuk alapozni 6ket mas allitdsokkal; és, mivel nem
tudunk a végtelenségig visszamenni igy, minden deduktiv tudomany, specialisan
a geometria is, feltételez bizonyos szdma demonstralhatatlan axiémat. Minden
geometriai értekezés ezen axiémak kinyilatkoztatasaval kezdédik. Van azonban
leirhaté kiilonbség kozottilk. Néhany, mint példaul, "Dolgok melyek egyenlék
ugyanazon dologgal, egymassal is egyenlék," nem a geometria allitasai, hanem az
analizisé. Ugy tekintek ezekre mint analitikusan a priori intuicidkra, és ezek nem
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foglalkoztatnak a tovabbiakban. Azonban silyt kell helyeznem mas axiémakra,
melyek specialisan a geometridhoz tartoznak. A legtobb mii explicit kinyilvanit
harmat:

(1) Csak egy egyenes mehet 4t két ponton;

(2) az egyenes vonal a legkisebb tavolsag két pont kdzott;

(3) egy ponton keresztiil csak egy nem metszé hazhaté egy adott egyeneshez.
Habar altaldban a masodik axiomanak el szoktuk hagyni a bizonyitasat, le le-
het vezetni a masik kett8bdl, és egyéb - implicit médon kinyilatkoztatas nélkiil -
hozzavett axiomakbél, ahogy a kovetkez&kben azt kifejtjilk. Hosszl ideig hiaba
kutattak az Euklidész posztulatumanak nevezett harmadik axiéma bizonyitasa
utan. Elképzelhetetleniil nagy eréfeszitések torténtek az Gsszhang megteremté-
se érdekében. Végiil, a tizenkilencedik szazad elején két tudés, egy orosz és egy
bolgélﬁ, Lobacsevszkij és Bolyai, megdonthetetleniil megmutatta, hogy ez a bizo-
nyitas lehetetlen. Megszabaditottdk a geometria vizsgal6it egy posztulatumtdl és
az6ta az Académie des Sciences csak errdl a témardl évente megjelentet egy-két
aj kozleményt. A kérdés azonban nem meriilt ki, és tortént nem sokkal ezel6tt
egy nagy lépés Riemann hires el6adasaban, aminek cime: Ueber die Hypothesen
welche der Geometrie zum Grunde liegen. Ez a kis munka inspiralta a legtobb ()
kelet(i értekezést amire a késébbiekben hivatkozni fogok, ezek koziil kiilondskép-
pen Beltrami és Helmholtz munkait emlithetem.

Lobacsevszkij geometridja. Ha Euklidész posztulatuma levezethetd lenne
mas axiomakbdl, tagadva ezt és megtartva a tobbi axiémat ellentmondasra ké-
ne jutnunk. Lehetetlen lenne ilyen premisszakbél koherens geometriat felépiteni.
Lobacsevszkij ezt tette. Feltette, hogy tobb nem metsz6 hazhaté egy pontbdl
egy adott egyeneshez, és megtartotta a tobbi Euklidészi axiémat. Ezekbdl a fel-
tevésekbdl levezetett egy sor tételt, amelyek kozott nem lehet ellentmondas, és
konstrualt egy geometriat mely logikajaban ugyanolyan kifogastalan mint az Euk-
lidészi. A tételek nagyon kiilonboznek azoktél, amelyeket megszoktunk, és el6szor
egy kis zavart érziink. Példaul, a haromszog szogeinek Gsszege mindig kisebb két
derékszog Gsszegénél, és a két derékszog és a szogosszeg kiilonbsége aranyos a
haromszog teriiletével. Lehetetlen szerkeszteni egy alakzathoz hasonl6 mas mé-
retii alakzatot. Ha a kdrvonalat egyenl6 részekre bontjuk, és érintéket hizunk az
osztaspontokban, akkor ha a kor sugara elég kicsi, akkor az érinték egy szabalyos
sokszdget alkotnak, ha azonban elég nagy, az érint6k nem metszik egymast. Nem
sziikséges tobb példat hoznunk. Lobacsevszkij allitasai nincsenek kapcsolatban a
megfelelé Euklidésziekkel, mindazonaltal logikailag van kdlcsonds kapcsolat.

Riemann geometriaja. Tekintsiink egy vilagot, amelyben az embereknek
nincs vastagsaga, és tegyiik fel, hogy az "infinitezimalisan sik" él&lények van-

3 Poincaré ezen tévedése bantd szamunkra, mindazonaltal célszerti megbocsatani
neki egyéb eléviilhetetlen érdemeire val6 tekintettel.
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nak ugyanazon a sikon, amelyb&l nem tudnak kiemelkedni. Tegyiik fel tovabba,
hogy ez a vilag elegendGen tavol van mas vilagoktdl ahhoz, hogy azok hatasat
kikliszobdlhessiik, és amig mi ezen hipotézisekkel éliink, nem éri meg felruhazni
ezen él6lényeket gondolkod6képességgel, és elhitetni veliik, hogy képesek geo-
metriat csinalni. Ebben az esetben teriiket bizonyosan két dimenziésnak fogjak
tartani. De tegyiitk most fel, hogy ezen képzelt élslények, mig megtartjuk sovany-
sagukat, szférikus és nem sikbeli alakot Gltenek, és ugyanazon a gémbfelszinen
talalhat6k, ahonnan nem tudnak kiszokni. Milyen geometriat fognak konstrual-
ni? Elészor is vilagos, hogy a teret csak két dimenzidval latjak el. Az egyenes
vonal szamukra a gémbfelszinen valasztott legrovidebb at lesz egyik pontbdl a
masikba, azaz egy f6koriv. Masszéval a vilaguk egy szférikus geometria lesz. Amit
térnek neveznek a gombfelszin lesz amire korlatozédnak és ami a helye azoknak
a jelenségeknek amiket megismertek. A teriik nem korlatos, hiszen a gémbon
mindig lehet elére menni anélkiil, hogy meg kéne allni, és véges lesz; a vége soha
nem talalhaté, de egy teljes kortarat lehet rajta tenni. Nos, Riemann geometriaja
harom dimenzi6ssa kiterjesztett szférikus geometria. Ahhoz, hogy megkonstru-
alja, a német matematikusnak el8szor ki kellett dobni nem csak az Euklidészi
posztuldtumot, de az els6 axiémankat is, azaz, hogy csak egy egyenes mehet
keresztiil két ponton. A gombfelszinen, két adott ponton at, altaldban csak egy
fékor rajzolhaté, ahogy az lathaté, a képzeletiinkben ez az egyenes. Azonban van
egy kivétel. Ha a két adott pont egy atmérd két végpontja, végtelen sok fékor
hazhat6 rajtuk keresztiil. Hasonl6képpen Riemann geometriajaban, két ponton at
csak egy egyenes hiizhat6 altalaban, de vannak kivételes esetek, amikor két pon-
ton keresztiil végtelen sok egyenes hiizhaté. Riemann és Lobacsevszkij geomet-
riai kdzott bizonyos fajta szembenallas van. Példaul, a haromszogek sz6gdsszege
két derékszog az Euklidészi geometriaban, kisebb két derékszognél Lobacsevsz-
kij geometriajaban és nagyobb két derékszognél Riemann geometridjaban. Adott
ponton at adott egyenest nem metsz6 egyenesek szdma az Euklidészi geomet-
riaban egy, Riemann geometridjaban ilyen nincs, Lobacsevszkij geometridjaban
végtelen. Vegyiik ezekhez, hogy Riemann tere véges de nem korlatos, ahogy ezt
a korabbiakban kifejtettiik.

Konstans gorbiiletii feliiletek. Egy kifogas azonban lehetséges. Nincs ugyan
ellentmondas Lobacsevszkij tételei és Riemann tételei kdzott; azonban sok egyéb
kovetkezmény van, amit a geométerek levezettek a hipotéziseikbdl, a szamuk akar
végtelen is lehet; ki allithatja, ha folytatna a dedukciét tovabb, akkor sem talalna
végiil ellentmondast? Ez a nehézség nem jelentkezik Riemann geometriajanal két
dimenziéra szoritkozva, tény hogy, ez nem kiilonbozik a szférikus geometriatol,
ami csak egy gy(jteménye a kdzdnséges geometrianak és ezért nincs benne ellent-
mondéas. Beltrami megmutatta, hogy Lobacsevszkij két-dimenziés geometriaja is
egy gylijteménye a kdzonséges geometrianak, a kifogasok egyszerre cafolhaték
vagy tarthaték. A gondolatmenete a kovetkezg: Tekintsiink egy alakzatot vala-
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hol egy feliileten. Képzeljiink a feliiletére nyomva egy flexibilis és nyajthatatlan
anyagot, gy, hogy amikor az anyagot athelyezziik vagy deformaljuk a kiilonb6z8
vonalai a feliiletnek a hosszuk valtozasa nélkiil valtoztatjak a formajukat. Mint
egy vonalzd, ez a flexibilis de nem nyajthaté alakzat nem lenne athelyezhets a
feliilet elhagyasa nélkiil. Vannak azonban olyan feliiletek, amelyeken ilyen moz-
gasok elképzelhetSek. Ezek a konstans gorbiiletiiek. Osszefoglalva, ha elképzel-
jik a vastagsag nélkiili lenyeket egy ilyen feliileten, &k lehetének tartjak majd az
olyan mozgasat egy alakzatnak, mely sordn minden vonal konstans hosszii marad.
Mas oldalrdl, ilyen mozgas abszurdnak tiinik olyan Iényeknek melyek egy valto-
z6 gorbiiletii feliileten élnek. A konstans gorbiileti feliileteknek két tipusa van. A
gorbiilete néhanynak pozitiv, és ezek deformalhatok egy gombfelszinné. Ezek geo-
metriaja redukalhato szférikus geometriava - nevezetesen Riemann geometriava.
Masok gorbiilete negativ. Beltrami megmutatta, hogy ezek geometridja azonos
Lobacsevszkij geometridjaval. Eképpen a kétdimenziés Riemann és Lobacsevszkij
geometridk az Euklidészi geometrian keresztiil kapcsol6dnak egymashoz.

A nem-euklidészi geometridk interpretacidja. A kétségek akképpen tiin-
nek el miképp a kétdimenzios geometriak egyre jobban kapcsol6dnak egymashoz.
Konnyen ki lehet terjeszteni Beltrami érvelését harom-dimenziés geometriakra, és
azok a gondolatok, amelyek nem hatralnak meg a négy-dimenzié el6tt lathato-
an nem okoznak nehézséget; bar ezek szama nem nagy. Javaslom, a folytatast.
Tekintsiink egy alkalmas sikot, amelyet alap siknak neveziink, és készitsiink egy
szétart, két oszlopba irva a megfelels fogalmakat egymas mellé, ahogy egy ko-
zOnséges sz6tarban lathatjuk:

Tér az alapsikhoz tartozo felsg féltér

Sik az alapsikot mer6legesen metszd gombok felszine
Egyenes korok melyek merdlegesen metszik az alapsikot
Gomb Gomb

Kor Kor

Sz6g Sz6g

Két pont tavolsaga a két pont és a rajtuk keresztiilfektetett egyenest
jelents kornek az alapsikkal alkotott metszéspontjai
altal meghatarozott kettGsviszony logaritmusa.

Etc

Tekintsiik Lobacsevszkij tételeit és forditsuk Sket le ezen szétar segitségével,
ahogy a német szoveget leforditjuk egy Német-Francia szétar segitségével. Pél-
daul, a Lobacsevszkij tétel miszerint: "A haromszogek szogdsszege kisebb két
derékszog Gsszegénél" igy fordithat6: " Ha egy gorbevonali haromszog oldalai
az alapsikot ortogonéalisan metszé kdrvonalakra illeszkednek, akkor a sz6gdsszege
ennek a gorbevonal( haromszdgnek kisebb két derékszdg Gsszegénél. Eképpen,
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ugyan messze vagyunk attél, hogy a Lobacsevszkij hipotézis kovetkezményeit
mind lassuk, sohasem juthatunk egy ellentmondashoz; tény, ha Lobacsevszkij
tételei ellentmondashoz vezetnének, a forditasok atjan kapott megfelels tételek
szintén ellentmondananak egymasnak. Azonban ezen utébbi tételek a k6zonséges
geometridhoz tartoznak és nincs kétségiink afelél, hogy a kézonséges geometria
mentes az ellentmondasoktél. Eképpen valamiféle bizonyossag létre jon, de ezzel
igazolodott az ellentmondastalansag? Ez az a kérdés, amirl most nem beszé-
link, habar érdekes és Ggy gondolom nem eldonthetetlen. Semmi sem maradt
a kétségek koziil, melyeket a fentiekben megfogalmaztam. De ez nem minden.
Lobacsevszkij geometriaja alkalmas konkrét interpretaciéra, nem csupan haszon-
talan logikai gyakorlat, alkalmazhat6. Nincs itt az ideje részletezni ezeket az
alkalmazasokat, sem azokat, amelyeket Herr Klein és jémagam csinaltunk a li-
nearis egyenletek integralasanal. Tovabba, a fenti interpretacié nem az egyetlen,
és sok sz6tar készithet6 analég médon, mely alkalmas arra az egyszer(i transz-
formaciéra, mely Lobacsevszkij tételeit a kdzonséges geometria tételeibe viszi.

Implicit axiomak. Azok az axiémak, melyeket felvettiink adjak a geometria
megalapozasanak egyetlen lehet8ségét ? Meggy6z6dtiink az ellenkezéjérsl, amikor
elhagytunk egyet majd mégegyet, fel tudtunk allitani néhany allitast, mely kozos
Euklidész, Lobacsevszkij és Riemann geometridjaban. Ezek olyan premisszakon
alapulnak, melyeket a geométerek implicit médon vesznek a rendszerhez. Er-
dekes megprobalni kivenni ket a klasszikus bizonyitasokbdl. John Stuart Mill
allitotta azt, hogy minden definicié tartalmaz egy axiémat, mert definialva, imp-
licit médon feltessziik a létezését a definialt objektumnak. Ez tal messzire vezet.
Kivételesen fordul csak el a matematikaban, hogy egy definiciét nem kovet a
definialt objektum létezése, csak akkor, amikor az olvasé konnyen ellenérizheti
ezt; és ne felejtsitk el, hogy a sz6 "létezik" nem ugyanazt jelenti egy mate-
matikai fogalom esetében mint egy anyagi objektum kapcsan. A matematikai
fogalom létezése azt jelenti, hogy nincs sem magéaban a definiciéban, sem az
el6zéleg hozzavett allitasokbdl kdvetkezd ellentmondas. Azonban a John Stuart
Mill észrevétel nem alkalmazhaté minden definiciéra, csak egy résziikre igaz. A
sikot a kdvetkez6 modon szoktak definialni: A sik egy olyan feliilet, amelyet ha
egy egyenes két pontban érint, akkor teljes egészében benne fekszik. Most, nyil-
vanvaléan egy 0j axiéma van ebben elrejtve. Igaz hogy valamit valtoztatnunk
lehet, és ez kivanatos is, de akkor ki kell mondanunk az axiémat explicit mé-
don. Mas nem kevésbé fontos definiciék szintén ezt tiikrozik, mint példaul két
alakzat egyenl6ségének definicidja: Két alakzat egyenls, ha egymasra helyezhe-
ték. Egymasra helyezni 6ket azt jelenti, hogy az egyiket tgy helyezziik at, hogy
a masikkal megegyezzen. De hogy kell athelyezni? Ha ezt a kérdést megvala-
szoljuk, nem marad kétségiink afelsl, hogy deformalas nélkiil kell ezt végezni, és
igy egy nem valtoztatott test helyez&dik. Ez nyilvan egy zar6dé kor. Tény, hogy
ez a definicié6 nem definial semmit. Nincs jelentése egy olyan létezé vilagban,
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ahol csak gazok vannak. Ha ez vilagosnak tiinik, az azért van, mert megszoktuk
a természetes testek tulajdonsagait nem megkiilonbdztetni azon idealis testek
megfelels tulajdonsagaitdl, amelyeknek a méretei valtozatlanok. Azonban, nem
helyes azt gondolni, hogy ez a definicié axiémat tartalmaz. A mozgas lehet&sé-
ge egy valtozatlan alakzat szdmara nem evidens igazsag. Hasonl6 a helyzet az
Euklidészi posztulatum esetében, nem tud egy analitikus priori intuiciéva valni.
Tovabba, amikor tanulmanyozzuk a geometria definicioit és tételeit, azt latjuk,
hogy bizonyitas nélkiil nem csak a mozgas lehet8ségét vagyunk kénytelenek felté-
telezni, de annak néhany tulajdonsagat is. Az elsé amit tekinthetiink az egyenes
definici6ja. Szamtalan rossz definiciét adtak, de az igazi az, amelyik érthetd min-
den bizonyitasban ahol az egyenes szerepel. ,Eléfordulhat, hogy egy valtozatlan
alakzat mozgasa olyan, hogy minden hozzatartoz6 vonal pontja mozgastél men-
tes, mig minden ezen a vonalon kiviili pont mozgéasban van. Egy ilyen vonalat
egyenes vonalnak neveziink.” Ebben a kijelentésben szandékosan elkiilonitettiik a
definiciét azon axiématol, amelyet kdvet. Sok bizonyitas, mint példaul, a harom-
szogek egyenlGségének esetei, feltételezi egy pontbél egy egyenesre meréleges
egyenes bocsatasanak lehet8ségét, szétvalasztva az allitast a kinyilvanitott té-
nyektdl, sziikségszeriien arra kovetkeztethetiink, hogy lehetséges egy alakzatot
mozgatni a térben egy bizonyos médon.

A negyedik geometria. Az explicit axiomak kdzétt van egy, ami érdemel né-
mi figyelmet, mert amikor elhagyjuk, konstrualhatunk egy negyedik geometriat,
ami ugyanigy koherens, mint az Euklidészi, Lobacsevszkij féle, vagy Riemann
geometridja. Annak bizonyitasdhoz, hogy mindig tudunk hazni egy merélegest
az AB egyenesre annak egy A pontjan keresztiil tekintsiink egy AC' egyenest
ami az A pont koriil forog kiindulva a kezdeti AB helyzetbsl. Ezutan forgassuk
A kériil mindaddig, mig AB meghosszabbitasara nem keriil. Ekkor mi két allitast
fogalmazunk meg, az elsé, hogy ilyen forgatas van a masodik pedig, hogy végig
vihetd addig mig az egyik a masik meghosszabbitasara nem keriil. Ha az elsét el-
fogadjuk a masodikat pedig elvetjiik egy sor kiilonds tételhez jutunk, amelyek még
Lobacsevszkij és Riemann tételeinél is furcsabbak, bar azokkal egyszerre mente-
sek vagy nem az ellentmondastél. Csak egy tételt emlitenék nem is a leginkabb
emlitésre méltot - eszerint - egy valés egyenes lehet meréleges sajat magara.
Lie tétele. Azon axiomak szama, melyeket a klasszikus bizonyitasok soran hasz-
nalunk tobb mint sziikséges, és érdekes volna ezt a szamot csdkkenteni a minima-
lisra. ElGszor is megkérdezhetjiik lehetséges-e ilyen redukcié a sziikséges axiémak
és az elképzelhets geometriak szama vajon nem végtelen-e? Sophus Lie-t&| szar-
mazik a kdvetkezd tétel, mely ebben a kérdésben igen fontos.

Tegyiik fel a kdvetkezs premisszakat: (1) a tér n dimenzids; (2) a mozgatasa
egy valtozatlan testnek lehetséges; (3) p feltétel sziikséges ezen alakzat hely-
zetének meghatarozasdhoz. A fenti feltevésekkel kompatibilis geometridk szama
korlatos. S6t ha n adott, a felss hatar p-vel kifejezhets. Tovabba, ha a lehet8sége
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a mozgasnak garantalt, akkor véges, s6t igen korlatozott szami harom-dimenziés
geometria talalhaté ki.

Riemann geometrii. Azonban, ez az eredmény Riemann szamara ellentmon-
dasosnak tiint, konstrualt hat végtelen sok geometriat, gy, hogy amihez a neve
mar hozza kapcsol6dott az csak specialis esete ezeknek. Mindegyik, mondta, csak
annak a médnak a fiiggvénye, ahogy a gorbe ivhosszat definialjuk. Végtelen sok
moédon lehet az ivhosszat definialni és mindegyik kiindulé pontja lehet egy 0j
geometrianak. Ez tokéletesen igaz, de a legtdbb ilyen definicié nem kompatibilis
egy valtoz6 alakzat mozgasaval Ggy, ahogy mi azt a lehet8séget a Lie tételben
megkivanjuk. Riemann ezen geometriai, érdekesek szamos alapon, azonban so-
ha nem lehetnek, tisztan analitikusak, és egyik sem lehet a talaja az Euklidészi
bizonyitasokkal anal6g bizonyitasoknak.

Az axiomak természete. A legtobb matematikus Lobacsevszkij geometria-
jat logikai kuriézumnak tartja. Néhanyan, azonban, tovabb léptek. Ha szdmos
geometria lehetséges, mondjak, bizonyos, hogy a mi geometriank az igazi? A
kisérlet kétségteleniil azt tanitja nekiink, hogy a haromszoég szdgosszege két de-
rékszoggel egyenls, de ez azért van, mert az altalunk vizsgalt haromszogek tal
kicsik. Lobacsevszkij szerint a kiilonbség aranyos a haromszog teriiletével, nem
lesz ez érzékelhets, amikor jéval nagyobb haromszdgekkel dolgozunk, és amikor
a mérésiink pontosabba valik? Euklidész geometridja igy lehet, hogy csak egy
atmeneti geometria. Ahhoz, hogy ezt kifejtsiik, el6szor is azt a kérdést kell fel-
tenniink magunknak, mi az axiémak természete? Szintetikus a priori intuiciék,
ahogy Kant allitotta? Ekkor mi ra vagyunk kényszeritve egy olyan eréfeszitésre,
amelyet mi nem tudunk sem elképzelni sem felépiteni az ellentétes allaspontrol.
Ekkor nincs nem-Euklidészi geometria. Hogy meggy6zzilk magunkat errél, te-
kintsiik szintetikus a priori intuicionak példaként, a teljes indukcié elvét: Ha egy
tétel igaz az 1 szamra, és feltéve, hogy n-re igaz belathaté hogy n + 1-re is igaz,
akkor igaz az Gsszes pozitiv egész szamra. Prébaljunk meg megszabadulni ettdl,
és elvetve ezt az allitast konstrualni egy hamis aritmetikus analogonjat a nem-
euklidészi geometrianak. Nem fogjuk tudni megcsinalni. Kezdetben csabité lesz
analitikusan kezelni ezt az intuiciét. Azonkiviil, megint visszatérve a vastagsag
nélkili allatok példajara, mi bajosan tudjuk elképzelni, ha ezek a lények hason-
|6képpen gondolkoznak mint mi, akkor gy adoptaljak az Euklideszi geometriat,
mint ami ellentmond a kutatasaiknak. Azt kell lesziirniink, hogy a geometria
axiémai kisérleti igazsagok? Nem tudunk kisérleteket végezni az idealis egye-
nessel és az idealis korrel; mi csak anyagi objektumnak tekinthetjiik 6ket. Min
alapulnak, eképpen, azok a kisérletek melyek a geometria alapjait szolgaltatjak ?
A valasz egyszerii. Fentebb lattuk, hogy mi allandéan agy okoskodunk mintha
a geometriai alakzatok testek lennének. Amely geometria a kisérletbdl sziiletik
ezen testek tulajdonsagaival rendelkezik. A fény tulajdonsagai atvive az egyenesre
szintén adnak allitasokat ehhez a geometridhoz, specidlisan ez a projektiv geo-
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metria, és pontosan ezért kivanjuk mondani, hogy a metrikus geometria a testek
tanulmanyozasa és a projektiv geometria a fényé. Egy nehézség marad, és ez
kikeriilhetetlen. Ha a geometria kisérleti tudomany, akkor nem egzakt tudomany.
Folytonos feliilvizsgalat targyat kell képeznie. Sét, attél a naptdl, amikor bizo-
nyitva lenne hogy téves tudnank, hogy nincs szigor értelemben vett valtozatlan
test. A geometriai axiomak eképpen sem szintetikus a priori intuiciék sem kisérle-
ti tények. Konvenciok. A lehetséges konvenciok kdzott valasztasunkat a kisérleti
tények vezetik; de megmarad szabadnak, és csak az ellentmondésok elkeriilésé-
nek sziikségessége korlatozza, és eképpen a posztulalas teljesen szabad marad,
amig a kisérleti torvények, amelyek determinaljak a valasztast, csak kozelitéleg
érvényesek. Mas szavakkal, a geometria axiémai (nem beszélek az aritmetika
axiémairdl) csak definiciok alruhaban. Mit kell gondolnunk a kdvetkezs kérdés-
rél: Az euklidészi geometria igaz? Ennek nincs értelme. Ugyanigy kérdezhetnénk
azt is, hogy vajon a metrikus rendszer igaz és a régi stlyok és mértékek hami-
sak; vajon a derékszogii koordinatak igazak és a polarkoordinatak hamisak? Az
egyik geometria nem tud igazabb lenni mint a masik, csak kényelmesebb. Nos,
az Euklidészi geometria a legkényelmesebb és az is marad: el6szor is mert a leg-
egyszer(ibb, az elsd fokl polinomok egyszer(ibbek a masodfokuaknal; masodszor
mert elegend6en megadja a természetes testek tulajdonsagait, azokét a testekét
melyeket 6ssze tudunk hasonlitani és mérni a mi fogalmaink szerint.
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engerpartot jaro kisgyere
mindig talal a kavicsok kozt egyre,
mely mindoroktdl fogva az ove,

¢s soha senki masé nem is lenne.

Az elveszithetetlent markolassza!
Egész szive a tenyerében liiktet,
oly egyetlen egy kezében a ko,

¢s vele 6 is olyan egyeddl lett.

Nem szabadul mér soha t6bbé tdle.
A viznek fordul, s messze elhajitja.
Hangot sem ad a néma szakitas,

egy egész tenger zugja mégis vissz
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7. fejezet
Poliéderek

7.1. Topolobgiai alapfogalmak.

A Geometria azon terileteinek gydjteményét, melyekben pontok, egyenesek és
feliiletek egymdshoz viszonyitott helyzetének leirdsdt, azok méretétdl
fiiggetlendil tesszik, Analysis Situs -nak nevezzik.

H.Poincare: Analysis Situs

Legyen a tovabbiakban X tetsz6leges ponthalmaz. A G halmazrendszer
elemei legyenek X részhalmazai.

7.1.1. Definicidé. Ha a G halmaz teljesiti a kévetkezd tulajdonsdgokat :
e ),Xeg,
e unioéra zart azaz, ha minden i € T esetén G; € G akkor | JG; € G,
e véges metszet zart azaz, hat =1,--- ,n esetén G; € G akkor(\G; € G,

akkor azt mondjuk, hogy az {X,G} pdr egy topologikus tér a G nyilthalmaz
rendszerrel, amelynek elemei a tér nyilt halmaza.

A nyilt halmazok X-re vonatkozé komplementerei a zdrt halmazok. Le-
gven H C X halmaza a topologikus térnek. A B pont belsd pontja H-nak, ha
van olyan G' € G nyilt halmaz, hogy B € G C H teljesiil. A H komplemente-
rének Hnek belsé pontjait H kiilsd pontjainak nevezziik. H hatdrpontjai
az X azon pontjai, amelyek nem bels6 és nem kiilsé pontjai H-nak.

7.1.1. Lemma. H pontosan akkor nyilt halmaz, ha minden pontja belsd pont,
€s pontosan akkor zdrt ha dsszes hatdrpontjdt tartalmazza.
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7.1.1. Megjegyzés. Minden metrikus tér indukdl eqy topologidt, amelyben a
nyilt halmazok a nyilt gombokbdl a végesmetszetre illetve uniora valo lezdrds
utjan adodnak. Ezt a metrika dltal indukdlt topologidinak nevezziik. Nem nehéz
1gazolni, hogy az n-dimenzios euklideszi tér nyilt halmazai tartalmaznak nyilt
metrikus gombait.

7.1.2. Definicio. A {X,G} topoldgikus tér X' részhalmaza a G' :== X' NG
nyilt halmazok rendszerével topoldgikus térré tehetd. Az igy kapott topologikus
teret az eredeti alterének nevezziik.

7.1.3. Definicié. Az {X,G} topoldgikus tér Osszefiiggs, ha nem bomlik fel
két nem dires diszjunkt, nyilt halmazdinak unidjdra.

A tovabbiakban el6szor topologikus terek folytonos leképezéseivel foglal-
kozunk.

7.1.4. Definici6. Az [ : {X,G} — {X', G’} leképezés folytonos, ha nyilt
halmaz teljes inverz képe nyilt.

7.1.5. Definicié. Az f : {X,G} — {X',G'} leképezés homeomorfizmus,
ha folytonos, invertdlhato és az inverz fiigguény s folytonos. Ha van f :
A{X,G} — {X',G'} homeomorfizmus akkor azt mondjuk, hogy az {X,G}
illetve { X', G'} topoldgikus terek homeomorfak (vagy topoldgikusan ekviva-
lensek) egymadssal.

7.1.2. Megjegyzés. Konnyi taldlni olyan példdt, hogy invertdlhato folytonos
leképezés inverze nem folytonos, ezért a homeomorfia fogalma dltaldban nem
egyszeriisithetd. Tekintsik ugyanis az (X, P(X)), (X,0) topoldgikus tereket,
ahol P(X) az X dsszes részhalmazdt tartalmazd halmaz. A figguény legyen
az alaphalmaz identitdsa. Ez vildigos modon invertdlhato, mint

id: (X,P(X)) — (X, 0)

leképezés folytonos az inverze viszont nem az.

A mdasik oldalrol viszont megmutathatd, hogy eqy euklideszi téren értel-
mezett folytonos bijekcid inverze is folytonos. (v.o f : R — R fiigguény
inverzére vonatkozd ismert tétellel.)

7.1.6. Definicié. Az euklideszi tér eqy szakasza mint a topologikus tér eqgy
altere a szdrmaztatott topoldogidaval szintén topologikus tér. Elemi ivnek ne-
vezziik ezen tér homeomorf képeit.

Igazolhato, hogy elemi gorbeiv meghatéirozza végpontjait.
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7.1.7. Definicié. Két pontja a topoldgikus térnek ivvel Osszekothets, ha
taldlunk véges sok elemi ivet, melyek végpontjaikban szabdlyosan csatlakoz-
nak eqymdshoz, azaz két végpont kivételével valamennyi végpont pontosan két
fvhez tartozik, és a két szabad (csak egy ivhez tartozd) végpont a két adott
pont. A topoldgikus tér ivszertien Osszefiiggs, ha tetszdleges két pontja fvvel
osszekdthetd.

7.1.3. Megjegyzés. Ivszerien dsszefiiqgd topoldgikus tér sszefiiggd. Fordit-
va ez nem igaz, a

fsin—|r € R\ O} U{(0,9)ly € [1.1]}

alaphalmaz az R? szokdsos topoldgidja dltal indukdlt altér topoldgidra nézve
osszefiiggd, hdarom itvszeri komponensbdl dllo topologikus tér.

Alapvetd jelentGségii fogalom a topoldgikus tér kompaktsaganak fogalma.

7.1.8. Definicio. Az {X,G} topoldgikus tér kompakt, ha tetszdleges nyilt
halmazokbdl dllo feddrendszerébdl kivdlaszthato véges feddrendszer, azaz ha

J{GieglieT}o X
teljesil, akkor 3{iy, -+ ,i,} C T gy, hogy

Gl =1, 0} 5 X

s fenndll.

El6szor vizsgaljuk meg kompaktsag egyik térrél a masikra vonatkozo at-
vitelének lehetGségeit.

7.1.1. Tétel. Kompakt tér zdrt részhalmazai kompaktak.

Bizonyitas: Egy nyilt fedés kiegészitve a halmaz komplementerével a tér
fedését adja. Mivel ebbdl kivalaszthato véges fedés az allitas vilagos. O

7.1.2. Tétel. Kompakt tér folytonos képe kompakt.
Bizonyitas: Evidens a definiciokbol. O

7.1.9. Definicié. A topoldgikus tér Hausdorff-féle (vagy rendelkezik a Ty
tulajdonsdggal) ha tetszéleges két pontjihoz taldlhato olyan diszjunkt nyilt
halmazpdr, melynek eqyike az eqyik, masika a mdsik pontot tartalmazza.

7.1.3. Tétel. Hausdorff tér kompakt részhalmazai zdrtak.
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Bizonyitas: Ha a komplementer tetszéleges fix eleme x a részhalmaz tet-
sz6leges pontja pedig y a Hausdorff tulajdonsag miatt ezek szeparalhatok
diszjunkt nyilt halmazokkal, melyek koziil az y-t tartalmazo6 legyen G,. UG,
nyilt fedése a részhalmaznak, az ebbdl kivalasztott véges rendszer elemeihez
tartozo parok metszete nyilt halmaz, -t tartalmazza és diszjunkt a halma-
zunkhoz. O

A kovetkezo tétel képezi az alapot a homeomorfia definicidja utan tett
megjegyzésiink bizonyitasahoz.

7.1.4. Tétel. Legyen f : (X1,G1) — (Xo,Gs) folytonos injekcid, ahol
(X1,G1) kompakt, (X2, Go) Hausdorff-féle topologikus terek. Ekkor f: X3 —
R(f) homeomorfizmus.

Bizonyitas: FElegendd latni, hogy nyilt halmaz képe nyilt. Legyen G az
Xy nyilt halmaza. Ekkor komplementere zart igy kompakt. Az & képe tehat
kompakt ezért zart Xo-ben. A kép komplementere Xo-ben tehat nyilt ezzel
allitdsunkat a leképezés injektivitasa alapjan igazoltuk. O

A kovetkezd tételek jol mutatjak egy metrikus tér korlatos és zart rész-
halmazai illetve kompakt halmazai kozott fennallo kapcsolatot.

7.1.10. Definicié. Az (X, p) pdrt metrikus térnek nevezzik, ha o : X X
x X — R teljesiti a kovetkezd tulajdonsagokat :

e o(P,Q) >0, ha o(P,Q) =0 akkor P = Q,
* o(P,Q) =0(Q,P)
* o(P,Q)+0(Q,R) = o(P, R).

Magat a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd fiigguényt metrika fiiggvénynek vagy
roviden metrikanak nevezziik.

7.1.4. Megjegyzés. Minden metrikus térben megadhato a nyilt gomb fo-
galma a szokott mddon, a nyilt gombéket nyilt halmaznak tekintve, majd vé-
gesmetszetre €s uniora ezt a halmazrendszert lezdarva eqy olyan halmazrend-
szerhez jutunk, mely topologidat ad meg az alaphalmazon. FEzt a topologidt a
metrika indukalta topologidnak nevezzik.

Metrikus térben értelmes a korlatossag fogalma, Fkorlatosnak neveziink
egy halmazt, ha tartalmazza egy gémb.

7.1.5. Tétel. Metrikus tér kompakt részhalmazai korldtosak.
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Bizonyitas: Minden pontja koré rajzolhatunk egy e sugari gombot. A

kompaktsag miatt ezekbdl véges sok is lefedi. Ha ezek kozéppontjai zq, ..., z,
az x1 kozépponta R = 2¢ + max{p(x;, z1)} sugara gomb fedi a teljes hal-
mazt. ]

A két tétel alapjan mondhatjuk, hogy metrikus tér kompakt részhalmazai
korlatosak és zartak. (Vilagos hogy minden metrikus tér Hausdorff féle.)

Ezen Allitas megforditasa nem igaz. Tekintsiik ugyanis az X téren azt a
metrikat, mely tetszdleges két kiilonb6z6 ponthoz az 1 értéket rendeli. (Ha
a két argumentumba ugyanazt a pontot tessziik 0-t kell felvennie értékként.)
Ebben a metrikiban nyilt gémbok az egyelemi halmazok, igy az indukalt
topologia nyilt halmazai a P(X) halmazrendszer. Egy végtelen halmaza a
térnek nem lehet kompakt, de nyilvan korlatos és zart is mert a zarthalmazok
rendszere is P(X).

Euklideszi térben azonban igaz a Borel-féle fedési tétel:

7.1.6. Tétel (Borel). Az n-dimenzids euklideszi tér korlatos és zdrt részhal-
mazai kompaktak.

Igy euklideszi tér kompakt részhalmazai éppen a korlatos és zart halma-
z0oK.

7.2. Konvex poliéderek

Hatdar az, ami vége valaminek.

FEuklidész 1. 13. Definicio

7.2.1. Az euklideszi eset

Elgszor az n-dimenzids euklideszi tér keretein beliil értelmezziik a konvex
poliédert.

7.2.1. Definici6. A belsd ponttal rendelkezd konvexr halmazt konvex testnek
nevezziik.

7.2.1. Tétel. A nyilt félterek eqybevdgo konvexr halmazok.

Bizonyitas: Vilagos, hogy a H.(n)" := {P|O¢ =r, (rjn) > c} féltér meg-
adésanal feltehetd, hogy n egységvektor. A V altér egy ortonormélt béazisat
az n egységvektorral kiegészithetjiik a tér egy ortonormélt bazisava. Azon
A lineéaris leképezést, amely ezen ortonormalt béazist a standard {e,--- ,e,}
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ortonormalt bazisba viszi, nyilvan ortogonalis matrix reprezental. Igy a ho-
mogén alaki
A —TIp
(o 1)

transzformécié egybevagosigot ad, mely nyilt félteriinket az z, > 0 nyilt
feltérbe viszi. Azaz tetszbleges két nyilt féltér egymassal is egybevags. A
konvexitas azonnal adodik, mert 1 > o > 0 esetén:

(arq + (1 — a)rajn) = a(r;|n) + (1 — a)(rzjn) > c.

Vilagos, hogy zart félterekre analog allitas érvényes.
7.2.1. Lemma. Zart félterek véges metszete konver halmaz.

7.2.2. Definici6. Véges sok zdrt féltér metszetét, ha korldtos és van belsd
pontja konvex poliédernek nevezziik.

A konvex poliédert megadé félterek koziil azokat, melyek hatéarolo hiper-
sikjan taladlhato a testhez tartozo olyan pont, mely egyetlen masik hatarolo
hipersikra sem esik, meghatdrozo féltereknek nevezziik. A tovabbiakban el-
hagyjuk azokat a féltereket, melyek nem meghatarozoak. Vilagos, hogy igy
csak azon egyenlGtlenségeket hagytuk el a meghatarozo egyenlétlenségek ko-
ziil, melyek a tobbinek kévetkezményei.

7.2.2. Tétel. A meghatdarozo félterek hatdrold hipersikjanak metszetei a kon-
vex poliéderrel maguk is n — 1-dimenzios konvex poliéderek.

Az egyszerii bizonyitast elhagyjuk.

7.2.3. Definicio. Az n-dimenzids konvez poliéder (n — 1)-dimenzids lapjai a
meghatdrozo félterei hatdrold hipersikjainak a poliéderrel valo metszetei. Eze-
ket hiperlapnak is nevezzik. Az (n — 1)-dimenzids lapok ((n — 2)-dimenzids)
relativ hiperlapjai az eredeti poliéder (n — 2)-dimenzids lapjai. Az eljdardst
folytatva eljutunk a null-dimenzios lapok definicidjdihoz, melyeket a poliéder
csucsainak neveziink. A poliéder hatara az n-nél kisebb dimenzids lapjainak
unioja.

7.2.3. Tétel. A K konvexr poliéder a csiucsainak konvex burka. Azaz ha

Vi, , Vy, 6 csucsokba mutato helyvektorok, akkor

K:{VGE"|V:ZQZ~V¢, ahol Zai:&ai >0Vi=1,---,m}.

i=1 i=1
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Bizonyitas: Az allitas a csticsokra nyilvanvaloan teljesiil. Tegyiik fel, hogy
a poliéder legfeljebb (k — 1)-dimenziés lapjaira az allitas teljesiil. Vegyiik
most valamelyik k-dimenzids Fj lapjanak egy tetszGleges P pontjat. Ha ez
egyuttal Fj valamelyik lapjanak is pontja akkor az indukcités feltétel és a
lap definicioja szerint ré teljesiil az allitds. Ha nem esik F} semelyik lapjara
sem (ilyenkor azt mondjuk, hogy Fj relativ belsejébe esik), akkor tekintsiink
egy t egyenest, mely P-t valamelyik Fi-hoz tartoz6 R csicesal koti Ossze.
Mivel a konvex poliéder korlatos ez az egyenes feltétleniil metszi F}, hatéarat
még egy () pontban. Az indukcios feltétel szerint a () pont az F} csicsainak
egy konvex kombinacioja, P pont pedig a QR szakasz pontja, ezért P is az
F}, cstucsainak konvex kombinacioja. Az indukcio szerint éppen allitasunkat
kapjuk. O

7.2.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a poliéder tetszdleges a csicsaitol
kiilonbézd pontja pontosan eqy lap relativ belsd pontja, igy poliéderink elddl-
lithato a lapjai relativ belsejének diszjunkt unidjaként, ha szamitdasba vesszik
magdt a poliédert n-dimenzios lapnak, csiucsar relativ belsejeként, pedig ma-
gukat a csucsokat értyik.

7.2.2. A hiperbolikus eset

A hiperbolikus esetben a definicionk ugyanaz mint az euklidészi esetben,
azaz:

7.2.4. Definicid. Véges sok zart féltér metszetét, ha korldatos és van belsd
pontja az n-dimenzios hiperbolikus tér konvex poliéderének nevezziik.

A Cayley-Klein modell segitségével konnyen elképzelhetjiik a hiperboli-
kus poliédereket hiszen a modell gombbe es6 euklidészi poliéderek abrazoljak
Gket. Ebbdl kozvetleniil latszik, hogy a poliéderek topologidja és laphéaloja-
nak kombinatorikdja abszolut, s6t ez euklideszi tételek siklapokkal hatarolt
nem korlatos hiperbolikus poliedrikus halmazokra is kézzelfoghat6 kombina-
torikus allitasokat adnak. Mivel a hiperbolikus tér pontjai nem azonosithatok
beliil nem értelmezhetéek. Minden metrikus tulajdonsag feliilvizsgalatra szo-
rul, igy az ilyen tulajdonsagok alapjan val6 osztalyozasi kérdések, specializa-
lasok az euklideszi esettdl eltérs végeredményekhez vezetnek. Mint korabban
lattuk, hasonléan nehéz kérdés a térfogatszamitas kérdése. A hiperbolikus
poliéderek lapazonositasai alapjan kaphato hiperbolikus sokasagok vizsgalata
szintén messzire vezet, kapcsolodik csoportelmélethez, algebrai topoldgidhoz
és algebrai geometriahoz egyarant.
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7.3. Euler tétel

Babondsak vagyunk, ha reménységiinket a formasdgokba helyezziik,
de kevélységre vall, ha nem akarjuk elfogadni &ket.

Blaise Pascal

7.3.1. A konvex és csillagszerti poliéderek esetei

Az Euler tétel az elemi geometria egyik legismertebb és legtobbet alkalmazott
tétele. Legegyszertibb bizonyitasai a konvex poliéderek osztalyara adhatok.
Két ilyen bizonyitast néziink elGszor. Az egyik a centralis vetités alaptulaj-
donsagait hasznalja, a mésik a gémb elemi geometridjanak ismeretére épiil.

7.3.1. Tétel. Legyen eqy harom dimenzios konvex poliéder csiucsainak szdma
¢, élei szama e €s lapjainak szama l. Ekkor fenndll a kévetkezd 6sszefliggés:

c—e+1=2

7.1. abra. A vetitSkip és a vetiilet

Bizonyitas: Vetitsiik centralisan a poliédert az egyik lapjara tgy, hogy a
tobbi lap ezen lap atfedésmentes kitoltését adja. Ez a lap egy bels6é pontja-
hoz kozeli, nem a poliéderhez tartozo centrumbol végzett vetitéssel elérhetd.
Szamoljuk 6ssze a keletkezG csomdpontokban felléps szogek Osszegét, elGszor
a megfelel§ csicsok felsorolasa alapjan. A kapott eredmény:

E=(k—2)1+ (c—k)2m,

ahol a kivalasztott lap oldalszdma k. Mésodszor ezt a szogosszeget megkap-
hatjuk ugy is, ha laponként szamoljuk 0ssze. Ekkor észrevéve, hogy a kivant
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eredményhez a k-oldalu kiindulasi sokszog szogosszegét nem kell figyelembe
venni, adodik, hogy

¢ = Zai(i — )7 — (k — 2)m,

ahol «; az i-oldala lapok szama. Mivel

ZOZZ‘ :l,

i>3
és

Z a1 = 2e,

i>3
a kapott egyenlet egyszeriisitése a keresett Osszefiiggéshez vezet. O

A szférikus geometriai osszefiiggések vizsgalatakor meghataroztuk a szfé-
rikus haromszog teriiletét. Ebbdl indukcioval azonnal adodik a kovetkezd
tétel :

7.3.2. Tétel. Legyen P konvex gombi sokszog az eqységgombon. Ha a szdgei
©1,° O, akkor P terilete:

{(P) = Z ©; — (n — 2)m.

Legyen most poliéderiink csillagszerid poliéder, azaz legyen olyan belsé

pontja, melybdl tetszbleges hatdrpontjahoz htizott szakasz teljes egészében a
poliéderhez tartozik. Ebben az esetben a kovetkezGképpen igazolhatjuk Euler
tételét :
Bizonyitas: A poliéder csillagkézéppontja koré irjunk egy akkora gémbot,
amely méar tartalmazza, és vetitsiik ezen gomb feliiletére a poliéder feliiletét.
Nyilvan feltehetd, hogy a gémb sugara egységnyi és most a gémb F' felszinét
hatédrozhatjuk meg a fenti tétel formulaja segitségével:

F=Z<iz¢?—(nj—2)ﬂ>,

ahol j indexeli a kapott gombi konvex sokszogeket n; pedig a j-edik sokszog-
lap oldalszamat jelenti. Mivel

P

Z ngi = 2cm,

j=1 i=1
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7.2. dbra. Csillagszert poliéder
és hasznalva az i-oldali lapok szamara az «a; jelolést
p N
Zanﬂ = ﬂZann = 2er,
j=1 i=1 n>3
és
Py
ZZZW = QWZan = 2lm,
j=1 i=1 n>3
I = 47 figyelembe vételével, megint az Euler egyenl&séget kapjuk. O

7.3.2. Zart poliedrikus feliiletre vonatkozé bizonyitas

7.3.1. Definicio. A tér két egyszeri sokszige szabalyosan csatlakozik, ha
metszetiik mindkettejiknek éle, vagy mindkettejiknek csicsa. Ha véges sok
eqyszerd sokszog oly modon csatlakozik szabdlyosan, hogy tetszdleges €l leg-
feljebb két sokszog €éle, akkor unidjukat poliedrikus feliilletnek nevezziik. A
poliedrikus feliilet hatdra azon éleinek unidja, melyek pontosan eqy laphoz
tartoznak. A poliedrikus feliilet zart, ha hatdra dires. A zdrt poliedrikus feli-
let eqy ciklusa éleinek onmagadt dt nem metszd zdrt ldnca. A zdrt poliedrikus
feliilet egyszeresen Osszefiiggs, ha tetszdleges ciklusihoz taldlunk egy lapjaibol

allo laphalmazt F' C F-t, a kévetkezd tulajdonsdgokkal :

o A ciklus kozds hatdra F'-nek és F \ F'-nek,

e Ha Fy,--- | F, laplincra (F; N Fyyq él minden ¢ = 1,---  n esetén),
Fy € F és F, € F\ F' akkor van olyan i, hogy F; N Fi 1 a ciklushoz

tartozik.



7.3. EULER TETEL 355

7.3. 4bra. Nem csillagszert, zart egyszeresen Osszefiiggé poliedrikus feliilet

A zart poliedrikus felilet lap-Osszefiiggs, ha tetszdleges két F', F” lapjihoz
talalhato lapok Fy,--- | F, ldnca gy, hogy F' = Fy és " = F,.

7.3.3. Tétel. Egyszeresen dsszefiigqgd, lap-osszefliggd zdrt poliedrikus feliilet-
re teljesil a ¢ — e + 1 = 2 dsszefiiggés.

Bizonyitas: Két halmazt definidlunk rekurziv médon. Az egyiket JF;-vel
jeloljiik, ebbe a poliéder lapjait rakjuk egyesével, Fo = {Fy}, ahol Fy a poli-
éder egy tetszileges rogzitett lapja. A masikat &;-vel jel6ljiik, ebbe a poliéder
bizonyos éleit rakjuk, lépésenként egyet, & = 0. Elgszor £-t adjuk meg, ez
tartalmazza Fy egy tetszéleges élét.

Legyen ezutan F; = {Fy, 1}, ahol Fy és Fy kozos éle éppen az el6bb
kivalasztott él. A tovabbiakban csak olyan élet vilasztunk, mely egyik olda-
lan az el6z6 laphalmazhoz tartozo valamelyik lap illeszkedik a masik oldalan
pedig valamely az eddig kivalasztott lapok kozott nem szerepld lap. Az élki-
valasztast kovets lapkivalasztas soran a kivalasztott él altal meghatéarozott,
az addig nem szerepl6 lapot hozzé vessziik a laphalmazunkhoz. Vilagos, hogy
az eljarast addig folytathatjuk, amig taldlunk olyan élet, melyhez az egyik
oldalon kivéalasztott lap a masik oldalon nem kivalasztott lap illeszkedik. A
feliilet laposszefiigg@ség garantalja, hogy ilyen él van, amig nem tartalmazza
laphalmazunk a test valamennyi lapjat. A 1épések szama tehat (I — 1), ahol
[ a lapok szama, igy élhalmazunk (I — 1) élet tartalmaz. Vegyiik azt is észre,



356 7. FEJEZET. POLIEDEREK

7.4. abra. A bizonyitas zart poliedrikus feliiletre

hogy a nem kivéalasztott élek halmaza Osszefiiggs és kormentes grafot alkot.
Valoban a kiindulési helyzetben a poliéder teljes élgrafja osszefiiggs. Az al-
goritmus egy kozbeesd 1épése soran ebbdl a rendszerbdl olyan élet hagyunk
el, melynek az egyik oldalan szerepld lap élei koziil ez az elsG elhagyott él. Ez
azt is jelenti, hogy ezen lap tobbi éle az elhagyott ¢l végpontjait 6sszekdtd
grafbeli utat jelent, az él elhagyasaval a graf csticsainak Osszefiiggése nem val-
tozik. Ugyanakkor a maradék élek alkotta graf egy kore olyan zart éllancot
jelent, mely altal (a feliilet egyszeres Osszefiigg@sége miatt) meghatéarozott
egyik laphalmaz nem tartalmazhat kivalasztott lapot. Mivel minden lapot az
algoritmus soran kivalasztottunk, az algoritmus utols6 lépése utan mar nem
lehet kor a megmarado élek grafjaban. Mivel a kiindulasi helyzetben vala-
mennyi csiicsa a testnek a vizsgalt graf egy csticsa is volt, ez a tulajdonsig
sem valtozott meg, azaz a kapott graf egy fa, melynek csiicsai éppen a po-
liéder csticsai. Igy a megmarado (nem hozzavett) élek szama ¢ — 1, ahol ¢ a
csticsok szama. Az Euler 6sszefiiggés megint adodik. O

7.3.3. Az n-dimenzios formula

Jelen paragrafusban n-dimenziés konvex poliéderre igazoljuk az Euler tételt.
A tovabbiakban jelolje C' a poliédert és f;(C') a poliéder j-dimenziés lapjainak
a szamat.

7.3.4. Tétel (Euler formula). Az n-dimenzids C' konvez poliéderre fenndll
az aldbbi dsszefiliggés :

—_

3

(=D fe(C) =1+ (=1)" .

i
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Bizonyitas: A bizonyitast a dimenziéra vonatkozo indukcioval végezziik.
Az n = 3 esetet mar lattuk. Tegyiik fel, hogy n > 3. Tekintsiink egy olyan
irdnyt a térben, amelyre meréleges sikok C-nek legfeljebb 1 cstcsat tartal-
mazzék. Vegyiink fel a mergleges sikrendszerbdl 2fy(C) — 1 darab H; sikot
ugy, hogy a paratlan sorszamiak cstcson haladjanak at a paros sorszamuak
pedig a paratlanok kozott helyezkedjenek el, azaz Hy, Hs, - -, Hypy (o)1 tar-
talmazzak C' egy-egy csticsat az (fo(C') — 1) darab paros indext pedig nem
tartalmaz cstucsot. Legyen C; := H;NC'". Ekkor C; n— 1-dimenzidés konvex po-
lieder ha i # 1, (2fy(C) —1). Definidljunk egy szamlalo fiiggvényt a kovetkezs
modon: Ha Fj j-dimenzios lap, (7 > 1) legyen:

[ 0 haC;nrelintF; =0
P(E;; C) = { 1 ha C;NrelintF; #0 -

Mivel tetszéleges lap relativ belsejébe eggyel tobb paros indexii hipersik
metsz bele, mint paratlan indext ezért:

2fo(C)—2 ‘
> (=1)'p(F}, Ci) = f;(C)
F; =2
lgy
n—1 A n—1 ' 2fo(C)—2 '
(1Y f(C) =) (=1 > (=1)"p(F5, Ci).
j=1 =1 F;oi=2

Szamoljuk ki ugyanezt az Osszeget mas tton is. Ha elGszor a j-dimenzios
lapokra Osszegziink rogzitett C; esetén, két esetet kell megkiilonboztetniink.
Ha 7 paros vagy ¢ paratlan és 5 > 1, akkor

> (5, C) = f4(Cy),

hiszen éppen a C; poliéder j — 1-dimenzids lapjait szamoljuk Gssze a p fiigg-
vénnyel. Ha ¢ paratlan és j = 1 akkor a C; poliéder csticsait szamoljuk meg
azon egy kivételével, mely nem élnek a H; sikkal val6 metszeteként adodik,
ezért kapjuk, hogy:

> p(F;,Ch) = folC) — 1.
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Folytassuk szamoldsunkat a j szerinti alternativ Osszegzéssel. Ha i paros,
akkor a

D (=17 o, C) = D (=1 f(Cy)

Osszeget kapjuk és a vizsgalt 0sszeg

n—1

D30 = S (C) = (),

J=1

n—

]:

ha ¢ paratlan. Hasznalva az indukcios feltételt a C; (n — 1)-dimenzios konvex
poliéderre, paros i esetén

(1P 3 plF3 ) = = (1 (1)) = =1 (<),

adodik, mig paratlan i-k esetére
DY p(F C) = —(1+ (—1)" ) + 1= (D),
, FJ_

adodik. Osszegezziink végiil alternativan i-re:

2fo(C)—2

S Y YD € = ~((C) - 1)+ (-1,

adodik, amit az ugyanezen kifejezésre kapott korabbi eredménnyel 6sszevetve,
kapjuk, hogy:

n—1

—(fo(C) = 1)+ (=1)"".

=1

<.

Ez éppen Euler formuléja. O

7.3.4. Euler-Poincare formula

Szimplicialis komplexus

7.3.2. Definicié. Az n-dimenzids euklideszi tér xq, ..., X, pontjai affin fiig-
getlen rendszert alkotnak, ha valamely oo, . .., ap valds szamok esetén fenn-
allnak a

k k
E a;X; = 0, E Q; = 0
i=1 i=1



7.3. EULER TETEL 359

eqyenldségek, akkor a szerepld egyiitthatok mind nulldk. A pontrendszer affin
Osszefiiged, ha nem affin figgetlen.

7.3.1. Megjegyzés. Az n-dimenzids Euklideszi teret egy (n + 1)-dimenzids
FEuklideszi tér x, 1 = 1 hipersikjanak tekintve az affin dsszefiiggdség jelentése
éppen az emlitett vektorok linedris dsszefiiggdsége. Vildagos, ezért, hogy az
n-dimenzids térben fellépd affin fiiggetlen pontrendszerek szamossdiga (n+1)-
et nem haladhatja meq. Szintén evidens, hogy affin figgetlen pontrendszer
részhalmaza affin fliggetlen pontrendszer.

7.3.3. Definicid. Szimplexnek nevezzik affin fiiggetlen pontrendszer konvex
burkdt. A pontrendszer elemei a szimplex csicspontjai. A szimplex egy lapja
a csucshalmaz valamely részhalmazdanak konvex burka, azaz szintén szimplex.
A lap dimenzidja a csicshalmazdnak elemszamdndl eggyel kisebb szam.

Konnyen igazolhatd az alabbi két 4llitas. Ezen bizonyitasokat elhagyjuk.

7.3.1. Lemma. A szimplex tetszdleges, a csiucsaitol kilonbozé pontja, két
masik pont dltal meghatdrozott szakasz felezdpontja. A szimplex csicspontjai
nem felezépontjai a szimplexhez tartozo valamely szakasznak.

7.3.5. Tétel. A szimplexet a csicshalmaza egyértelmiien meghatdrozza.

7.3.4. Definicio. A K szimplexekbdl dllo véges halmazt geometriai szimpli-
cialis komplexusnak nevezziik, ha

1. Tetszdleges szimplexével eqyiitt annak minden lapjdt is tartalmazza (le-
szallo rendszer tulajdonsdg),

2. Ha két szimplexének van kézds pontja, akkor metszetiik mindkét szimp-
lez lapja (a szabdlyos csatlakozds tulajdonsdga).

A szimplicidlis komplezus dimenzidja a benne szerepld maximdlis dimenzids
szimplex dimenzidja, teste (vagy a hozzd rendelhetd poliéder) a szimplexeinek
halmazelméleti unidja.

7.3.5. Definicid. Fgy absztrakt szimplicidlis komplezus eqy V' véges halmaz
€s részhalmazainak eqy olyan A rendszerébdl dllo pdr, aminek az tres hal-
maz nem eleme, de tetszdleges elemének tetszdleges mem ftires részhalmaza
szintén eleme. Az absztrakt komplexus dimenzidja a A maximdlis elemszdmaii
részhalmaza szamossdgandl eggyel kisebb szdm.

7.3.6. Tétel. Eqgy k dimenzids absztrakt szimplicidlis komplexus mindig re-
alizalhato eqy 2k + 1 dimenzios Euklideszi tér geometriar szimplicidlis komp-
lezusaként.
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Bizonyitas: Tekintsiink a d dimenzios tér ¢(t) = (t,t%,...,t%) t € R mo-
mentum gorbéjét. Ezen tetsz6leges (d+1) darab ¢y, .. ., t; pont affin fiiggetlen
pontrendszert alkot, hiszen a d + 1 dimenzi6s tér (1,4;,...,tH)T i =0,...,d
vektoraibol mint oszlopokbol all6 Vandermonde determinéns kiilénb6z6 ¢;-k
esetén nem nulla. Helyezziik el a komplexus csticspontjait a 2k + 1 dimenzios
tér egy momentum goérbéjén. Igazoljuk, hogy két szimplexének konvex burka
a szimplexek metszetének konvex burkaval azonos. (A szimplexek szabélyo-
san csatlakoznak.) Legyen a két szimplex S és Ss, x pedig egy kozos pontjuk.
Ekkor

k1 ko
— ! " 1"
az—g Oin—E a; X,
=1 =1
k1 o
ahol Y~ of = > o =1 anem negativ o, o egyiitthatokkal. Mivel a szerepld
2. = 2,0 = 8 ir @ €8y . p

i=1 i=1
x;, X! pontok egyiittes szama nem haladja meg 2k + 2-t ezért a vizsgalt

csucsok egyiitt affin fiiggetlen pontrendszert adnak a lemma szerint. A két
egyenl@séget kivonva egymasbol a

k1 ko
o 1/ "non
0= g X, — g o X; =
i=1 i=1
. /11 /_ " /_ n_n
= E ;X + E (af — o] )x; E ;X
X;aSQ XQGSQ X;/SS1

egyenlGséghez jutunk, melyben az egyiitthatok Gsszege zérus. Az affin fiigget-
lenség miatt minden egyiitthato nulla, igy az eredeti egyiitthatok koziil csak
a kozos csiucsokhoz rendeltek nem nullak (és a két szimplexre vonatkozolag
ugyanazok.) Azaz a konvex burkok metszetének tetszéleges pontja a szimp-
lexek kozos csticsai konvex kombinaciojaként 4ll els, ahogy allitottuk. O

Homolégia csoport és a Betty szamok

A K komplexus azonos dimenzios szimplexeit egy rogzitett sorrendben fel-
sorolva egy alkalmas G csoportbol vett egyiitthatokkal formalis kifejezése-
ket hozunk létre, ezeket ldncoknak nevezziik. A lancok dimenzioja a benne
szerepl$ szimplexek dimenzidja, legyen példaul r. Az r dimenzios lancokon
definialjuk a komponensenkénti Gsszeadas miveletét, mint additiv csoport
miveletet. A G csoportnak valasszuk pld. az egész szamok csoportjat. A
fenti miiveletre az r-dimenziés lancok egy L"(K) csoportot alkotnak. A IC
komplexus szimplexeit iranyitjuk, azaz + elGjelekkel latjuk el a cstcsaik egy
sorrendjét. Két sorrend kapjon azonos elGjelet, ha paros inverziészamban kii-
16nb6zik permutaciojuk. Minden szimplex irdnyitasa legyen koherens a t6bbi-
ével, azaz ha egy lap csticsainak egy (v, ..., v;) sorrendje az € elGjelet kapta,
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akkor az i-edik csiics elhagyasaval kapott (vo,..., Vi1, Vis1,...,V;) sorrend

elgjele legyen (—1)%. Egy koherensen irdnyitott A" szimplex A(A") hatéra az
(r—1)

i

az (r — 1)-dimenzios lanc, mely az iranyitott (r — 1)-dimenzios B
egy a tobbit nulla egyilitthatoval tartalmazza, azaz

lapjait

A(AY) = By ™Y 4. 4 BUY,

A nulldimenzios szimplexek hatara legyen nulla, az r-dimenzios lanc hata-
ra a benne szerepld szimplexek hatérainak ugyanazon egyiitthatokkal vett
0sszege, azaz,

M) = A gA) =Y g

7.3.7. Tétel. AA(z) =0

Bizonyitas: Az allitast nyilvan elég szimplexekre belatni. Legyen S™ = +
+[Py, Py, Py, ..., Py egy iranyitott szimplex. Jelolje S/ az S” szimplex P
csucsanak elhagyaséaval kapott szimplexet az S” szimplexszel koherens médon
irdnyitva, és Sf ;2 (ahol i # j) az S;~! szimplex P; csticsdnak elhagyasaval
keletkezett szimplexet koherens médon irdnyitva. Vegyiik észre, hogy S}:;Q =
= —S{;Q minden i # j esetén. Azaz:

AAS" =) St =>" (Z S;f) = 0.
i i \jj#
O

7.3.6. Definici6. Az x r-dimenzids ldnc egy ciklus, ha Az = 0. A ciklusok
csaladjat Z7.(K)-val vagy Z7-rel jeldljik.

Megjegyezziik, hogy az el6z6 tétel alapjan egy tetszGleges lanc hatara
ciklus, mert a hatara 0.

7.3.7. Definicid. Egy z r-dimenzids ciklus 0-val homolog, ha hatdra egy (r+
+ 1)-dimenzids lincnak. Jele z ~ 0. A 0-val homoldg ciklusok részcsoportjdt
H(K)-val, vagy H"-rel jeldljiik.

7.3.2. Megjegyzés. Az aldbbi észrevételek a definiciok kovetkezményei:
e Haor=20,1,...,n, akkor H" < Z" < L.
o AA:L"— L' fiigguény egqy homomorfizmus.
o 7" =KerA és H~! = ImA.
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o« H ' [/7".

7.3.8. Definicié. Az x,y ciklusok homologok, ha x —y ~ 0. A K szimplici-
dlis komplezus r-dimenzidés Betti-csoportja a B" = Bi.(K) = Z"/H" faktor-
csoport. Azaz a B" csoport elemei az eqymdssal homolog r-dimenzids lancok
ekvivalenciaosztalyai.

7.3.9. Definicié. Ha K eqy szimplicidlis komplezus, és L C K szintén eqy
szimplicidlis komplexus, akkor azt mondjuk, hogy L a IC egy részkomplexusa.

7.3.10. Definicié. A K komplexus Osszefiiggs, ha nem bonthato fel két rész-
komplexusa uniojdra gy, hogy a két részkomplexusnak nincs kozos szimplexe.
Az L komplexzus a IC komplerus komponense, ha dsszefliggd és a tartalmazds-
ra nézve marimdlis: azaz ha K-nak nincs olyan dsszefiiggd részkomplerusa,
mely L-et valodi részkomplexusként tartalmazza.

7.3.2. Lemma. A K komplezus pontosan akkor dsszefiiggd, ha barmely P, Q)
IC-beli csicsokra létezik KC-beli csiicsoknak eqy olyan Py, Py, ..., P, sorozata,
hogy Py = P, P, = Q, ési=1,2,...,m esetén [P;_1, P;| eqy K-beli szimplex.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy K nem 6sszefiiggs, azaz felirhato K = LUM
alakban, ahol £ és M K részkomplexusai. Legyen P € L és Q € M. Legyen
P=PF,),P,...,P,=Q egy tetszbleges csiicssorozat. Jelolje s a legnagyobb
indexet, melyre P, € L. Mivel ) € M, igy s < m. Vegyiik észre, hogy ekkor
P, € L és P,y € M miatt [Py, Psyq] nem szimplexe sem az L, sem az M
részkomplexusnak, és igy nem eleme K-nak sem, tehédt a csticssorozat nem
felel meg a lemméban szerepld feltételeknek.

Tegyiik fel most, hogy léteznek P, () € K csticsok, melyeket nem lehet
osszekotni IC-beli élekkel. Jel6lje most rendre L és M K cstcshalmazéanak
azon részhalmazait, melyek IC-beli élekkel GsszekothetGek, illetve nem kot-
hetGek Ossze P-vel. Legyenek az L részkomplexus szimplexei azon K-beli
szimplexek, melyek minden cstcsa L-beli. Hasonloan definidljuk az M rész-
komplexust. Belatjuk, hogy K = LUM. Vegyiik észre, hogy ehhez elegendd
belatni, hogy nincs olyan C-beli él, mely egy L-beli és egy M-beli csticsot
kot Ossze. Ez viszont kovetkezik abbol, hogy ha X 0Osszekdthets P-vel és
[X,Y] € K, akkor Y is Gsszekothets P-vel. 0O

7.3.1. Kovetkezmény. Szimplicidlis komplexusokra, ellentétben a topologi-
kus terekkel, az dsszefiiggdség €s az €losszefiiggdség ekvivalens fogalmak.

7.3.3. Megjegyzés. Beldthato, hogy minden szimplicidlis komplexus véges
sok komponens, paronként diszjunkt unicjdra bonthato.
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A kovetkezd (altalunk most nem bizonyitott) tétel jol hasznalhato a Betti
csoportok meghatarozisanal.

7.3.8. Tétel. Jelilje a IC szimplicidlis komplezus komponenseit ICi, Ko, . . ., ICp.
Ekkor B"(K) = B"(Ky) + B"(K3) + ...+ B"(K,).

Az Euler-Poincare formula meghatarozasahoz emlékeztetiink néhany kom-
mutativ csoportokra vonatkozé definiciora as allitasra.

7.3.11. Definici6. Legyen G egy additiv kommutativ csoport. Ha {g; : i €
€ I} egy olyan részhalmaza, hogy a csoport tetszdleges g eleme felirhatd g =

= > n;g; alakban, ahol tetszéleges i indexre g; € G, n; € Z, és card I' < oo,
iel’

akkor azt mondjuk, hogy {g; : i € I} a G csoport egy generatorrendszere.

Ha egy csoportnak van véges generdtorrendszere, akkor azt mondjuk, hogy

végesen generalt.

7.3.4. Megjegyzés. A végesen generdlt kommutativ csoportok alaptétele ér-
telmében tetszdleges G végesen generdlt kommutativ csoport eldall

G=A1+A+...+A,+B+By+ ...+ B,

alakban, ahol tetszdleges i-re A; eqy szabad ciklikus csoport (azaz A; 2 7.), és
B; olyan véges ciklikus csoport, melyre a cardB; = 7; jeldléssel ;| T;y1.

7.3.12. Definicié. Legyen G = Ay +As+...+ A, +B1+ Bo+ ...+ B, egy
kommutativ csoport, ahol G komponensei rendelkeznek az el6zd megjeqyzésben
szerepld tulajdonsdgokkal. Ekkor G rangja p(G) = p. Ha G rangja nulla, de

7'1:7'2:...:7'qu

valamely m primre, akkor G m-modulusra vonatkoz6 rangja (vagy réviden
mod m rangja) p,,(G) = q.

Konnyen lathato, hogy végesen generalt kommutativ csoport rész- és fak-
torcsoportjai is végesen generaltak.

A bizonyitashoz elég meggondolni, hogy egy generdtorrendszernek egy
adott részcsoportba esé elemei generaljak a részcsoportot, és egy generator-
rendszer altal a faktorcsoportban indukélt részhalmaz generatorrendszer.

7.3.13. Definici6. Legyen G egy végesen generdlt kommutativ csoport. A

k

{91,92,-- -, 9} € G halmaz linearisan fiiggetlen, ha > n;g; = 0 és n; €
i=1

€ 7 esetén barmely i-re n; = 0. Ha eqy linedrisan filiggetlen rendszer nem

bovithetd, akkor az a G csoport egy bazisa.
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Vegyiik észre, hogy a fenti definici6 alapjan véges rendi elem nem lehet
tagja egy linearisan fiiggetlen rendszernek, ugyanis ha g rendje (0 <)|g| <
< o0, akkor |g|lg = 0. Igy nulla-rangt csoportnak nem lehet béazisa a fenti
értelemben. Vegyiik észre azt is, hogy a nullelem az egyetlen véges rend elem,
mely elGall linearisan fiiggetlen elemek linearis kombinaciojaként. Ugyanis ha

1= =
fiiggetlensége miatt minden i-re |g|n; = 0, azaz n; = 0. Ekkor viszont g =
k

k k
n;g; = g, ahol |g] < oo, akkor Y |g|n;g; = |g|lg = 0, igy az elemek linearis
=1 i=1

nig; = 0.
i=1
7.3.14. Definici6. Legyen G egy nulla-rangi végesen generdlt kommutativ

csoport, melynek van mod m rangja valamely m primre. A {g1,92, ..., 91} C
k
C G halmaz az m-modulusra nézve linearisan fiiggetlen, ha > n;g; = 0 és
i=1
n; € Z esetén barmely i-re m|n;. Egy nem bdvithetd m-modulusra nézve line-
arisan fiiggetlen rendszert m-modulusra nézett bazisnak nevezziik.

Nem nehéz bizonyitani a kovetkezG két tételt:

7.3.9. Tétel. Legyen G egy végesen generdlt kommutativ csoport. Ha G rang-
ja p, akkor G minden bdzisanak elemszima p. Ezenkivil, ha G rangja az m-
modulusra nézve q, akkor minden m-modulusra nézett bdazisinak elemszdma

q.
7.3.10. Tétel. Legyen G eqy végesen generdlt kommutativ csoport, és H eqy
részesoportja. Ekkor p(G) = p(H) + p(G/H).

Most mar készen allunk az Euler-karakterisztika definidlasara.

7.3.15. Definicié. Egy K komplerus Fuler-karakterisztikija a

=0
dsszeq, ahol f; jeléli a komplexus i-dimenzios szimplexeinek szamdt.

Az Euler-Poincare formula most méar igazolhato.

7.3.11. Tétel (Euler-Poincare formula). Legyen KC egy n-dimenzids szimpli-
cidlis komplezus, Jeldlje p'  a komplerus i-dimenzids G, feletti i-dimenzids
Betti-csoportjinak rangjdt, ahol Gy, = Z,,, ha m > 0 egy prim, és Gy = Z.
Ekkor

n

X(K) = (=1)'pl,.

=0
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Bizonyitas: Tetszb6leges ¢ = 1,2,...,n esetén

fi = pm(Lin) = pm<Zrin) + pm<L1in/Z1in) = pm(an) + pm<Hrir:1>7
valamint = 0,1,2,...,n
Prn = Pm(Br) = pm(Zy, ) H},) = pm(Z),) = pm(H,,).
Tgy 1=1,2,...,n esetén
fi= pin + pm(an) + pm(an_l)'

Ezt, valamint az fo = p,(L2) = pn(Z22) = 0, + pm(HY,) azonosségot fel-
hasznélva:
XK) = 05, + pm(HD) + > (=1 (phy + pm(HY) A+ o (H)) = (=1)' .
i=1 i=0
O
Végiil belatjuk, hogy a most definidlt fogalom konvex poliéderekre az el6z6
fejezetben definialt Euler ¢sszefiiggéshez vezet. Ehhez hasznalunk egy fontos
allitast, amelyet a Betti csoportok invariancia tételének is lehet nevezni,

7.3.12. Tétel (Betti csoportok invariancia tétele). Ha két komplexus po-
liedere homeomorf, akkor tetszdleges dimenzids Betti csoportjaik izomorfak
eqymdssal.

Ezen tétel bizonyitasa meghaladja konyviink kereteit, most csak egy ér-
dekes kovetkezményét igazoljuk.

7.3.13. Tétel. Ha S egy olyan szimplicidlis komplerus, melynek poliédere
eqy n-dimenzios P konvex poliéder, akkor S Fuler-karakterisztikdja 1.

Bizonyitas: Az el6z6 tétel szerint homeomorf topoldgikus terek megfe-
lel6 Betti-csoportjai izomorfak. Tehat minden szimplicidlis komplexusnak,
melynek a poliédere egy n-dimenziés konvex politoép, megegyezik az Euler-
karakterisztikaja. Kénnyen belathato, hogy egy n-dimenzidés szimplex Euler-
karakterisztikaja 1. Mivel az n-dimenzios konvex poliéderek homeomorfak,
ebbdl az allitas mar kdvetkezik. O

Az Euler-Poincaré formula most az Euler 0sszefiiggéshez vezet, valoban:

7.3.5. Megjegyzés. Ha P eqy n-dimenzios konvex poliéder, mely i-dimenzios
lapjainak szdma g;, akkor az Euler tétel alapjdn

(“Difi= (D" +1=) (-1)g;
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mutatja, hogy a konvex poliéder fenti topologikus invariansa az Fuler karak-
terisztika a poliéder lapjainak szamdbol az Fuler dsszefiiggés seqgitségével kap-
hatd. Igy az Euler dsszefiggés kiterjesztésének tekinthetd az Euler-Poincare
karakterisztika.

7.3.5. Cauchy-féle poliéder tétel

Az Euler tétel egy alkalmazasaként alljon itt két fontos és érdekes tétel
az elemi hdromdimenzios geometria korébsl. A Cauchy-féle merevségi tétel
egy olyan nem trivialis alkalmazas, mely egy 1j vizsgalati irany elsé téte-
leként tekinthets. Szamos érdekes eredményhez vezettek azok a kutatéasok,
melyek testek deforméalhatosaganak-merevségének kérdéskorében vetettek fel
1j problémékat. Az alapkérdés a kovetkezd, van-e két olyan poliéder, melyek
paronként egybevago lapokbol azonos kombinatorikus szerkezettel allithatok
els, és mégsem egybeviagoak? Miutan tisztaztuk, hogy mit jelent az azo-
nos kombinatorikus szerkezet a valasz igenlG. Tekintve ugyanis egy kockat,
egyik lapjara allithatunk egy egyenlé-négyoldalu gilat, melynek magassaga
a kocka élhosszanak a fele, de ugyanezt a tomornek tekintett kockabol el is
vehetjiik. Vildgos, hogy a két test nem egybevago, de paronként egybevago
lapokbol, azonos kombinatorikus szerkezettel épiil fel. A probléma az, hogy
konvex testet hasonlitottunk nem konvex testtel. Ugyanakkor észrevehetjiik
azt is hogy a lapok alakjanak valtoztatésa nélkiil folytonos médon a két testet
nem tudjuk egymasba deformalni. Ez elvezet minket a konvex testek defor-
méalhatatlansaganak gondolatahoz, két konvex test, azonos kombinatorikus
szerkezettel, egybevagd megfelel§ lapparokbol felépitve talan mér egybeva-
g6. Célunk ezen allitas bizonyitdsa Cauchy bizonyitasat alapul véve.

7.3.16. Definicié. A poliéder laphaloja a csicsokbol, élekbdl, lapokbol mint
elemekbdl alkotott azon parcidlisan rendezett halmaz, ahol a rendezést a hal-
mazelméleti tartalmazds definidlja. Két poliéder azonos kombinatorikus szer-
kezettel rendelkezik, ha laphdlojuk izomorf, azaz taldlhato olyan kiolcsonosen
eqyértelmi leképezés, mely csicsot csiucsba, élet élbe, lapot lapba visz gy,
hogy a tartalmazdst mint reldaciot 6rzi.

7.3.14. Tétel (Cauchy-merevségi tétele). Két azonos kombinatorikus szerke-
zettel rendelkezd konvex poliéder eqybevdgd, ha a megfeleld lapok egybevagoak.

A bizonyités el6tt sziikségiink lesz némi elGkésziiletre a szférikus geomet-
ria korébdl. Mint 1attuk a gombi koszinusz tétel alapjan allithatjuk, hogy ha
két gobmbi haromszogben két-két oldal megegyezik és az egyikben a kdzrezart
sz0g nagyobb, akkor ezen haromszég harmadik oldala nagyobb mint a masik
haromszog harmadik oldala. Ezt az allitast kiterjeszthetjiik a gémbi konvex
sokszogek tgynevezett ,kar lemméjava”.
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7.3.3. Lemma (Kar lemma a gémbén). Legyen A;, A; két gombi sokszig
csucsai. Teqgyik fel, hogy
AjAi g = ZZZZ-H teljesiil i =1,...,n—1
esetén, és fenndllnak az
A Ay <A Ay

osszefiiggések, 2 < i <n — 1 esetén. Ekkor az

AA, < AjA,
eqyenlitlenség is teljesiil.

Bizonyitas: n-re vonatkoz6 indukciot alkalmazunk. Az n = 3 esetet mar
lattuk. Ha n > 3, akkor hdrom esetet kiilonboztetiink meg:

e Van olyan i, hOgy AiflAf[:Af[:+14 = Zi,lziZHu

e Nincs ilyen i, de az utols6 A, 24,14, , sz20g novelhets az els6 sokszog
konvexitdsanak megtartasaval az A, _2A, 1A, , értékig,

e Nincs ilyen ¢, és az utols6 A,,_2A,, 1A, , sz0g elsé sokszog konvexita-
sanak megtartasaval csak egy kozbeesé o < A, _2A, 1A, , szog értékig
névelhetd.

i-1

n-1

A1 A

n

7.5. dbra. Van egyenld megfelel§ szogpar

A masodik és harmadik esetet ugy értjiik, hogy az utolsé A, _1 A,, szakaszt
az A,_1 pont koriil forgatjuk oly modon, hogy a vizsgalt szog novekedjen.
Ilyenkor két eset fordulhat els, vagy el tudjuk forgatni a kell6 mértékben az
élet, tigy, hogy az A; A, egyenesének nem keriil A,, a tilso oldalara (7.6. abra),
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7.6. Abra. Amikor nem romlik el a konvexitas

vagy csak addig forgathatjuk, amig Ay, Ay, A, kollinearis pontharmassa nem
valik. Ebben az esetben (Isd. 7.7. Abra) az utolsé vizsgalt szog még mindig
kisebb, mint a masodik sokszogben neki megfelel§ szog.

Az els6 két esetben az indukcios lépés a kozos szogértéknek megfelelé
csuicsok elhagyéasa a sokszogekbdl, a kiindulési feltételek oroklédését pedig
az elhagyott hidromszogek egybevagosaga garantilja. Mindkét esetben az in-
dukcios feltétel alkalmazasa és a Kar lemma n = 3 esete a kivant eredményhez
vezet.

Kicsit, iigyesebben kell dolgozni a harmadik esetben. Ekkor a 7.7 Ab-
ranak megfelelen az A, ... A, 1A, (n — 1)-oldala konvex gémbi sokszdget
hasonlitjuk az Ay ... A, konvex gombi sokszoggel és megallapithatjuk, hogy
Ay A, < A,A,. Azonban Ay A, + AA, = AsA, és AA, < AA, + A A,
ezért a kérdéses egyenlGtlenség megint fennall. O

7.7. 4bra. Amikor elromlik a konvexitas

A kar lemma” egy szép kovetkezménye a ,jel lemma”. Ebben megint két
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konvex gdombi sokszoget hasonlitunk 0ssze, most a megfelelg oldalak egyen-
16ségét tessziik fel. A megfelel§ szogek Gsszehasonlitasat + és — jelek hozza-
rendelésével segitjiik. Az els6 sokszog egy csiicsara + jelet tesziink, ha abban
a sokszogben a vizsgalt csiicsnal nagyobb szog taldlhatd, mint a mésik sok-
szogben. A jele —, ha az els6 sokszogben a megfelel6 szog kisebb mint a
maéasodikban. Nem frunk jelet egyenlGség esetén. Jelvdltdsrol beszéliink, ha az
oramutatd jarasaval megegyezd iranyban az elsé sokszog cstucsain haladva,
olyan jelhez ériink, amely az elGtte talalt jelt6l kiilonbozik. (A nem jelolt
csucsokon atlépkediink a jelvaltast mindig jelhez asszocialjuk.)

7.3.4. Lemma (Jel lemma). Ha van jel, akkor legalabb négy jelvdltast tald-
lunk.

Bizonyitas: Mivel teljes kort irunk le a sokszog koriil a jelvaltasok szé-
ma paros. Ha van jel, akkor van masik tipusu jel is ellenkez6 esetben a kar
lemmaval ellentmondasba keriilnénk. Elég azt igazolni, hogy pontosan két
jelvaltas nem lehetséges. Két jelvaltas csak gy fordulhat els, ha a + jelek és
— jelek két tombot alkotnak, ahogy ezt a 7.8 abran dbrazoltuk.

7.8. abra. Kisebb vagy nagyobb?

A + jelek helyezkedjenek el az A; és A; (i < k) altal meghatéarozott
felss iven, ahol A; és Ay is +-al van jelolve a — jelek a komplementer iven
agy, hogy az A; (k <) illetve A; (I < j < n) —-al jeloltek. Kossiik Ossze az
A, A, szakasz egy pontjat az A;_1 A; szakasz egy pontjaval, és rajzoljuk meg a
megfelel6 szakaszt a masik sokszogben is. Vilagos, hogy a kar lemma feltételei
mindkét ,fél sokszog” esetében teljesiilnek, akar azt tekintjiik, amelyen a +
jelek vannak, akir azt, amelyen a —-ok. Ez viszont azt jelenti, hogy az elsé
sokszogben altalunk behtuzott szakasz egyszer nagyobb a masodik sokszdgben
behiizottnil, masodszor pedig kisebb. Mivel ez nem lehetséges, lehetetlen az
is, hogy két jelvaltas lépjen fel. O
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Most igazoljuk Cauchy merevségi tételét.
Bizonyitas: A tétel bizonyitasat két esetre bontjuk.

Vegyiik elGszor észre, hogy a laphéalok izomorfizmusa, a megfelel6 lapok
egybevagosaga és a megfelelG éleknél felleps lapszogek egyenlGsége elegendd
a két konvex poliéder egybevigosagahoz. Valoban az Euler tétel bizonyita-
saban megkonstrualtunk egy laplancot, mely felsorolja a poliéder lapjait. A
laphaloizomorfizmus az elsé poliéderhez tartozé ezen lancot a méasodik poli-
éder egy megfelels laplancaba viszi. Epitsiik fel a méasodik poliédert laponként
ezen meghatirozott sorrendet figyelembe véve. Egy tjabb lap hozzdadésa a
megfelel§ éleknél felléps lapszogek egyenlsége folytan kétféleképpen tortén-
het. A két lehetdség azonban csak a méasodik lap esetében azonos értékii,
hiszen a tovabbi lapok hozzavételekor figyelembe kell venniink a konvexitast
is, egy lap sikja altal meghatarozott félterek koziil csak az egyik tartalmaz-
hat pontokat a poliéderbdl. Azaz a laplancban szerepld lapok egymashoz (a
méasodik kivételével) egyértelmtien, raadasul az elsé poliédernek megfelels
modon csatlakoznak. Mivel maguk a lapok az elsé poliéderben szerepld la-
pokkal egybevigoak, a felépitett poliéder egybevago lesz az elsG poliéderrel.
Azaz éllitasunk igaz, ha a megfelel§ lapszogek egyenlsk.

Masodszor tegyiik fel, hogy vannak olyan megfelel6 lapszogek, melyek
nem egyenlGek. Az elsG poliéder éleit jeloljiik +-al és —-al, aszerint, hogy
a hozzé tartozo lapszog nagyobb vagy kisebb a mésodik poliéder megfelelé
élénél felleps megfelels lapszognél. Egy nem jelolt él két oldalan fellépé la-
pokat az él mentén ragasszuk Ossze az élet azonban tartsuk szdmon, hogy
a bizonyitas egy kés6bbi pontjan djra vissza ragaszthassuk az élhalézathoz.
Tekintsiik a tovabbiakban élnek a jelolt éleket, csiicsnak azon poliéder csi-
csokat, melybe megy jelolt él, lapnak az 0sszes Osszeragasztas elvégzése utan
kapott lapuniokat. Az eképpen kapott cstcs-él-lap rendszerhez (melyet topo-
l6gikus poliédernek nevezhetiink) tartozé csucsok koré rajzolt picike gombok
felszinébdl a két eredeti poliéder olyan gombi konvex sokszogeket metsz ki,
melyek a ,jel lemma” feltételeinek megfelelnek. ( Az eredetileg a poliéder
éleire irt jelek, most a gémbi sokszogek szogeire irt jelekként tekinthetdk.) A
csucskivalasztésaink azt is garantaljik, hogy ezen sokszogek csiicsaira vannak
jelek irva. Megszamolhatjuk tehat csicsonként a jelvaltasok szamat, amely
osszegrol a ,,jel lemma” alapjan tudjuk, hogy legalabb 4¢/, ahol ¢ jeldli az alta-
lunk létrehozott topolégikus poliéder csiicsainak szamét. Ugyanezt a jelvaltas
szamot masképp is becsiilhetjiik. A topologikus poliéder egy lapjanak élein
(valamely adott koriiljaras szerint) korbehaladva érzékelt valamely jelvaltas
egy cstcs koriiljarasaval érzékelt (gombi sokszogre vonatkozo) jelvaltasnak is
megfelel és forditva, minden els§ modon érzékelt jelvaltas a mésodik moédon
is fellép. Ezért feliilr6l is megbecsiilhetjiik a poliéderre vonatkozo jelvaltasok
szamat, ha ezeket 1j poliéderiink lapjain azok oldalszdméahoz viszonyitjuk.
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Tekintettel arra, hogy az 1j lapok 1j élei nem feltétleniil élei més 1j lapnak
is, az éleket egyszer vagy kétszer vessziik figyelembe a lap élszamanak megha-
tarozasakor, aszerint, hogy a lap pontjain haladva azt az élek mentén korbe
jarva hanyszor haladunk el mellette (lasd 7.9. dbra). Jeloljiik az igy kapott
oldalszamokat a k' paraméterrel, mig a lapok hataran konkrétan felleps élek
szamat k-val.

7.9. abra. Uj lapok

Ekkor a > K ap = 2¢’ Osszefiiggés megint fennall a topologikus poliéder
k>3
¢’ élszamara ha oy a k' oldalu topologikus lapok szama. (Hiszen minden élet
pontosan kétszer szamolunk ssze, legfeljebb ez két szamlalas egy lap éleinek
figyelembe vételével megtorténik.) Azt is rogton észrevehetjiik, hogy egy &’
oldalu lapon legfeljebb 2 [%/] elGjelvaltast talalhatunk igy az elGjelvaltasok o
szamara a

k/
46/ <o S 2 |:§:| (657 S Z<2]{}/ — 4)O[k/ = 4(6/ _ ll)
k'>3

all fenn. Ez a
d—e +1'<0

Osszefiiggéssel egyenértéki. A tovabbiakban egyesével adjuk az 4j élek halo-
zatdhoz azokat az éleket, melyek mentén lapokat ragasztottunk dssze. Mindig
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olyan élet adoptalunk, amely egyik végpontja a mar rendelkezésre allo élha-
l6zathoz tartozik. Evvel a feltétellel garantaljuk, hogy az élhalozat élszama
mindig eggyel né a csticsszama pedig legfeljebb eggyel. Ekkor a masik vég-
pontra két lehetGség adodik:

e Uj csticspont keriil vele a halozathoz (csiicsszam eggyel nétt), ekkor a
lapszam nem néhet, Gj lap nem johetett 1étre;

e Egy mar a halozathoz tartozd csics a masik végpont is (a csicsszam
nem nétt), ekkor a kapott 4j él vagy kettévag egy lapot és igy noveltiik
a lapszamot, vagy nem vagott ketté egy lapot és a lapszdm megint nem
nétt.

Akarmelyik esetet is tekintjiik a ,cstcsszam minusz élszam plusz lapszam”
mennyiség egy ilyen 1épés sordn nem néhet. Amig van nem adoptalt él az
eredeti élrendszer OsszefiiggGsége miatt olyan is van, amelyet az adott pil-
lanatban adoptalni lehet, ezért eljarasunk csak akkor fejez6dik be, amikor
valamennyi élet visszacsatoltuk és a cstcs, él, lapszam paraméterek a kiindu-
lasi konvex poliéderhez tartozo értékeket veszik fel. Mivel konvex poliéderre
¢ — e+ [ = 2 &ll fenn ellentmondashoz jutottunk, mely feloldasa, hogy ezen
méasodik eset (nevezetesen, hogy van megfelelg élekhez tartozo kiilonbozs
lapszog par) nem lehetséges. O

7.4. A csodak birodalma

A csoddk nem természeti torvényekkel dlinak ellentmonddsban,
csupdn azzal, amit a természetrdl tudunk.

Szent Agoston

7.4.1. Szabalyos poliéderek kombinatorikus tipusai

7.4.1. Definicié. Eqgy konvex poliéder adott csicshoz tartozo csucsalakzata a
cstiesbol indulo élek mdsik végpontjainak konvex burka. A 3 dimenzids, konvex
poliéder szabalyos, ha lapjai eqybevdgo konvexr sokszogek, és a csiucsalakzatar
szintén eqybevdgo szabdlyos sokszigek.

Az Euler tétel segitségével konnyen belathatjuk, hogy szabalyos poliéder
csak ot féle kombinatorikus tipusnak felelhet meg, ezeket az alabbi tablazat-
ban taldlhatjuk:
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n m e| elnevezés

3 3 6 tetraéder

3 4 112 oktaéder

3 5 |30 ikozaéder

4 3 12 kocka

5) 3 130 dodekaéder

Valoban, mivel definicionk szerint minden csiicsban ugyanannyi él (pld.
m darab) talalkozik, a csticsok szamanak m-szerese megegyezik az élek sza-
méanak kétszeresével. (Minden élet mindkét végpontjanal megszamoltunk.)
Ha a lapjai n-szogek, a lapok szamanak n-szerese szintén megegyezik az élek
szamanak kétszeresével. (Minden élet mindkét 6t tartalmazo lapnal megsza-
moltuk.) A kapott két egyenletbdl c-t és [-t kifejezziik majd Euler képletébe
helyettesitiink. Atrendezve az

1 1 1 1
— 4 — = — 4 -
n m 2 e
Osszefiiggéshez jutunk. n és m ketténél nagyobb egészek 1/e pozitiv, ezért

csak a kovetkezs természetes szamok oldhatjak meg az egyenlGséget, :
(n,m) € {(3,3),(3,4), (3,5), (4,3), (5,3) },

ahogy ezt a tabldzatban lathatjuk.

A kombinatorikus tipusnak megfelelGen az {n, m} szampéarokkal jellemez-
hetjiik a szabdlyos testeket. Az {n,m} szampar els¢ eleme a kétdimenzios
lapok oldalszama a masodik a csiicsalakzat kétdimenzios lapjainak oldalsza-
ma, mely esetiinkben a cstucsalakzat oldalszamaval egyezik meg. Ezt a szam-
part a szabalyos test szimbdlumdnak nevezziik (Kitaldloja vezetékneve utan
Schéfli-szimbolumnak is szokas nevezni.) A szimbolum definicidja nem csak a
hiaromdimenzids esetben értelmes azt rogton latjuk, hogy a kétdimenzios sza-
balyos sokszogekhez egyelemt szimbolum adodik a sokszég oldalszama {n}.
A kovetkez6 fejezetben kiterjesztjiik a szabalyossag és a szimbolum fogalmat
magasabb dimenzios esetekre is.
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7.4.2. Haromdimenziés szabilyos poliéderek

Viladgos, hogy a lehetséges szimbolumok a kétdimenzids esetben a haromnal
nem kisebb szdmokat tartalmazo egyelemii halmazok, és minden szimbolum-
hoz taldlunk 6t realizald szabalyos sokszoget. Kérdésiink most az, hogy a
lehetséges haromdimenzios szimbolumokhoz is 1éteznek-e realizalod szabélyos
testek.

7.4.1. Tétel. Az ot lehetséges kombinatorikus tipus realizdalodik, azaz a fenti
tabldzatban megjdsolt szabdlyos poliéderek léteznek (ldsd a 7.10. dbrdt).

b

{5 -1
2

a:b:e=\2 :l:
7.10. abra. Az 6t szabélyos test
Bizonyitas: Tekintsiink egy négyzetet. Allitsunk a kézéppontjan keresztiil

a stkjara meréleges egyenest, majd mindkét irdnyban mérjiik fel a négyzet fé-
latlojanak hosszat. A kapott két pont és az eredeti négy négyzetcsics konvex
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burkat nyolc egybevagd haromszog hatarolja, a csiicsalakzatok az eredetivel
egybevagd négyzetek. Ez a szabélyos oktaéder. Az oktaéder két Gj csiicsan
keresztiil hiizzunk a négyzet oldalaival parhuzamos kétszeres oldalhossziisagu
két szakaszt, ugy, hogy az egyik az egyik csticson a masik a mésik csicson
haladjon &at, és a csiicsok a rajtuk athalado szakaszok kozéppontjai legye-
nek. A két szakasz négy csucspontjanak konvex burka a szabalyos tetraéder.
(Eleinek felezépontjai éppen az eredeti négyzet csticspontjai.) Ha kapott tet-
raédert tiikrozziik a négyzet kézéppontjara majd a két tetraéder cstcspont-
jainak konvex burkat vessziik a kockat kapjuk eredményiil. (A 7.11. dbran
abréazoltuk ezen harom testet.)

7.11. abra. Kockdban tetraéder és benne oktaéder.

A dodekaéder elGallitasa a kockat véve alapul a kovetkezGképpen tortén-
het. A kocka egyik, példaul AB élét (lasd a 7.12. abrat,) tekintsiik egy szaba-
lyos 6tsz0g atlojanak, ekkor van az 6tszognek egy (pld EF') oldala, mely ezzel
az atloval parhuzamos. Az 6tszog sikjat hatarozzuk meg tigy, hogy tartalmaz-
za AB-t, ezen él pontjai kivételével ne legyenek kozos pontjai a kockaval és
az EF él merGleges vetiilete az egyik (pld. ABC'D ) négyzet lapon essen
a négyzet megfelel§ kozépvonalara. (Az emlitett kockalap kivalasztasara két
lehetGség adodik, ezek koziil valasszuk az egyiket.)

A szabalyos 6tsz0g jelolt szakaszainak egyenlésége miatt a pontozott sza-
kaszok aranya az aranymetszéshez (1asd a kovetkezs alfejezet) tartozo aranyt
adjék, igy a G pontnak az FAB oldaltol valo tavolsiaga a kocka élhosszat
(azaz az Otszog atlojat) egységnyinek tekintve:

1 2 1
Tr = — = .
21+v5 145

2
145’

Mivel az 6tszog élhossza ennek kétszerese ezért az E pont y tavol-
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7.12. 4bra. Dodekaéder konstrukeio.

,,,,,,,,,

7.13. abra. Ikozaéder konstrukcio.
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saga az ABC lapsiktol az

2 2
1++v5 4

egyenlGség alapjan szintén

\)

1
YT s

Ezért a kocka A cstcsan keresztiilhalado f6atld koriili harmadrendi forga-
tas az AGBa-t a vele egybevagd AE D a-be viszi igy kiindulési 6tszogiinket
a vele egybevagdb AEDHI 6tszogbe. Még egyszer az el6bbi harmadrendd
forgatast alkalmazva ezen 6tszog atkeriil az AIF'B'G 6tszogbe. A dodekaé-
derhez jutunk, ha a kocka lapjaival parhuzamos szimmetriasikjaira tiikrozziik
a mar megkapott harom lappal egyiitt mindazokat melyek az el6z6 tiikrozé-
sekkel adodtak. (Harom tiikrozést kell végrehajtanunk, az elsg lépésben két
1j lapot kapunk, a mésodik tiikrozés a meglévs 6t lapbol nyolcat general,
a harmadik utan megkapjuk a dodekaéder tizenkét lapjat.) Osszefoglalva,
latjuk tehat, hogy a dodekaéder az egységnyi oldalu kocka és a lapjaihoz
asszocialt azok kozépvonalai felett 1/ (1 + \/5) magassagban szimmetrikusan
elhelyezett (1 + \/5) /2 hosszisagn szakaszokbol allo szakaszrendszer konvex
burka.

7.14. abra. Dodekaéderben kocka és benne ikozaéder.

Az ikozaéder elBallitasa hasonld konstrukecidval torténhet. A dodekaéder
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konstrukcioban szerepld 2/ (1 + \/5) hosszu szakaszokat helyezziik a kocka fel-
szinére ugyanabban a szimmetrikus elrendezésben. Két-két szemkozti szakasz
ekkor egy tigynevezett ,arany téglalapot” hataroz meg, ennek oldalaranya az
aranymetszés aranyaval egyezik meg. A harom arany téglalap 12 csticsanak
konvex burka ikozaéder. Valoban az elrendezés szakaszainak harmadrendd
forgasszimmetridja azon haromszogek szabalyossagat jelenti, melyek cstcsai
harom kiilonb6z6 szakasz végpontjai. A kapott szabalyos haromszog oldal-

hossza: ) )
1++5 4°\2 145

Osszefiiggés alapjan éppen

9
d:
1++5

azaz a tobbi haromszoglap is egyenlGoldalit haromszoget ad. A csicsalak-
zat szabalyos 0tszog voltanak igazoldsdhoz elegendd azt kimutatni, hogy egy
csiics Ot szomszédja egy sikban van, hiszen a szomszédos cstcsok tavolsé-
gai megegyeznek. Tekintsiik a kocka valamely éliranya vetiiletét. A vetiileti
négyzeten az 6t csics harom pontra esik — a 7.13. Abrankon ezeket kiilon
jeloltiik — egysikisag esetén ennek a harom pontnak kell egy egyenesre esni.
Azonban tekintettel az

(1 1 ) o111
2 1+v5) 1++6 14452
azonossagra a két-két pont altal meghatarozott szakaszok azonos meredeksé-
giiek, ez allitasunkat igazolja. 0

7.4.3. Aranymetszés

Az aranymetszés az emberi kultira egyik legszembedtlbb és legtitokzato-
sabb jelensége. Annyira erGsen kapcsolodik a szép fogalmahoz, hogy megje-
lenése a miivészetekben is magatol értet6dd, az emberi alkotasokban mindig
kiemelt szerepe van, a természetben pedig oly stirtin taldlkozunk vele, hogy
leginkabb az a kiilonos, ha valahol, valamely mas jol meghatarozott arany
dominal. Matematikusok, filozofusok, mtvészek, mesteremberek... minden
alkotéassal foglalkoz6 emberi lény hasznalja, csodalja vagy legalabbis érde-
kesnek tartja. Némi izelit6 a vele kapcsolatos elnevezésekbdl: aranymetszés,
folytonos arany, vitruviusi arany, isteni arany, aranyharomszog, aranytégla-
lap, aranyspiralis. Listat szerkeszteni a kapcsolhato természeti jelenségekbél,
miialkotasokbol, tanulményokbol, az aranymetszést tudatosan hasznalé mi-
vészekbdl, mesterekbdl értelmetlen vallalkozés lenne, az aranymetszés tanul-
ményozasa az idében sem lokalizalhatd. Ha aranymetszést szeretne latni az
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ember csak korbe kell néznie...Ezen bevezets sorok zarasaképpen — akarcsak
H.S.M. Coxeter — én is J. Keplert idézném:

Hiszem, hogy ez a geometriai arany adta az otletet a Teremtének,
mikor bevezette a hasonld dolgoknak hasonlé dolgokbdl torténd
folytonos szarmaztatéisat.

Az ardny rovid bevezetése utan egy hegediin ellenérizhetjiik, hogy az arany-
metszés az akusztikat és az esztétikat is osszekapcsolja mindkettd optimali-
tasa érdekében érdemes a méretezésnél ezen aranyra torekedni.

Matematikai észrevételek

7.4.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az a,b hosszakkal rendelkezd szakaszpdr
az a + b hosszi szakaszt az aranymetszés aranyaban osztja, ha a kisebbik
szakasz ugy aranylik a nagyobbhoz, mint a nagyobbik az egészhez.

Ha a a kisebb b a nagyobb, akkor a definici6 alapjan

1+v5 :1+\£b:<1+v€>2
; .

b
2aesa+ 5

b —

Az a = 1 valasztassal b =1+ % Osszefiiggéshez jutunk. Ezen formula magéba
valo sorozatos helyettesitése egy végtelen lanctort elGallitast ad b-re:

1
L i —

1+ﬁ

Az elgallitas alapjan felirhatunk egy b-hez konvergéld sorozatot:

1, 141, 1+ L3 1+ L >
’ ’ 1+1 2 1+ﬁj_3 ’

mely nem mas mint Fibonacci hires

I, 1, 1+1=2 14+2=3, 243=5,---

sorozatabol az egymaést kovetd elemek hanyadosaként értelmezett sorozat.
A Fibonacci sorozat és a folytonos arany egyiittes szemléltetése a sikon két
ujabb geometria alakzathoz vezet, melyek egyikét Fibonacci spirdlisnak, mé-
sikat aranyspiralisnak nevezhetjiik. Vegyiik észre, hogy a Fibonacci sorozat
elemeinek megfelel6 méret négyzetek segitségével a sik kiparkettazhato, a
parkettazo négyzetek sorozatos unidja egy téglalap sorozatot eredményez,
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mely téglalapok oldalainak aranya a Fibonacci sorozat egymést kovets ele-
meinek a hanyadosa. Mint lattuk ezek a hanyadosok az aranymetszés sza-
méahoz tartanak, tehat a téglalapok (az oldalaranyukat tekintve) az arany
téglalaphoz konvergalnak. Vegyiik észre, hogy nincs két hasonlo téglalap, igy
a kitoltéshez tartozo definialo 1épéssorozatot nem tudjuk univerzalis forgatva
nytjtashoz igazitani.

Egy rekurziv elgallitas torténhet a kévetkezGképpen: Jeloljiik ki a kiindu-
lasi négyzet egyik cstcsat, legyen ez Oy. A mésodik négyzet megfelel6 pontja
lesz O; a harmadik négyzeté Oy és igy tovabb. Jeloljiik a Fibonacci sor ele-
meit f;-vel ¢ = 0,1,---. Ha az i-edik négyzetet mar elhelyeztiik és igy O;_; is
ismert a kovetkez6 lépésekkel szarmaztassuk az i + 1-edik négyzetet.

e Forgassuk el az i-edik négyzetet pozitiv irdnyban kilencven fokos szog-
gel. (O, atkeriil az O}_, csiicsba.)

e Toljuk el a négyzetet az O;_,0}_, vektor, pozitiv iranyt kilencven fokos
elforgatottjaval. O;_; képe legyen O;.

fi
fi—1

e Nagyitsuk O;-bdl a kapott négyzetet az aranyban

A 7.15. 4bran a mozgés jellegét jol érzékelhetjiik egy korivekbdl allo ,al-
spiralissal, a pillanatnyi nagyitasi centrumokat az O; pontokat kotottiik 6ssze
negyed korivekkel, ahol az ivek sugarai a Fibonacci szamok.

Az aranyspirdlis mar egy igazi spirdlis, azaz a sik egy pontja koriili alkal-
mas forgatva nyujtassal szarmaztathatoak pontjai. A Fibonacci kitoltés szer-
kezetét megérizve valtoztassunk a kiindulési objektumon. Az els§ négyzetet
cseréljiik le egy aranytéglalapra, mely hosszabbik oldala mentén érintkezik
a masodik — egységnyi élhosszii — négyzettel. Op-t a téglalap megfelels csi-
csanak tekintjiik a Oy pont most a téglalap megfelel élének aranymetszési
pontja, a téglalap tovabbi cstcsai legyenek P, @ (lasd a 7.16. abrat). Oy legyen
a Fibonacci spirdlis O; pontjanak megfelel6 pont, és alkalmazzuk a fenti re-
kurziot a fix @ nytjtasi arannyal, annak masodik 1épését6l. Ekkor minden
téglalap aranytéglalap lesz. Mivel a téglalapok hasonloak, forgatva nyujtas-
sal egymésba lehet Gket transzformélni. Ennél t6bb is igaz, egy fix forgatva
nytjtas hatvanyai segitségével kaphato az els6bdl az 6sszes tobbi. Valoban az
els6 aranytéglalap P, (), O cstcsait a masodik téglalap @, O, O'—1 pontjaiba
viszi, ezért a mozgas egy kilencven fokos pozitiv forgas (ha a téglalap iranyita-
sat megtartjuk) kombinalva egy aranymetszés aranyt ugyanazon kozépponti
nytjtassal. A kozéppontbol a PQ QO ésOy0; szakaszok egyarant derékszog
alatt latszanak, tehat az egyetlen lehetséges kozéppont a POj, QO] atlok
metszéspontja. Az aranymetszési arany valasztasa miatt ez az O pont valo-
ban a keresett centrum. Azonnal lathato hogy ezen transzformacié a masodik
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7.15. abra. A Fibonacci spiralis
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7.16. dbra. Az aranyspiralis kozéppontja

aranytéglalapot a harmadikba, a harmadikat a negyedikbe viszi, stb ... igy
ezen hasonlosag hatvanyai allitjak el6 az elsé aranytéglalapbol a tobbit. Az O
pontot egy polarkoordinatakhoz tartozé koordinatarendszer kezdGpontjanak
az OOy félegyenest a kezdGegyenesének kinevezve az O; pontok tavolsigai

O-t06l az ;
¢5+1>

00,] = 100y ( -

formuléval kaphatok és az OO; félegyenesek pozitiv iranya kilencven fokos
elforgatottjai egymasnak. Ezért ezen pontok pontjai a sik azon spiralisanak,
mely egyenlete polarkoordinatas alakban:

¢5+1>¢

() = 00| < :
Jegyezziik meg. hogy az aranytéglalapok rendszere ,befelé” is folytathato, a
kiindulési téglalapbol levaghatunk egy négyzetet (ennek harom csicsa @,
Q) és Q1). A megmaradt téglalap egy aranytéglalap, melybdl megint levag-
hatunk egy négyzetet, és igy tovabb. A két iranyban végtelen téglalapsorozat
koz0s pontja O, a hasonlésigi centrum. Az arany spiralis ,,ebbdl a pontbdl in-
dul”. Térjiink vissza az aranymetszési arany szerkesztéséhez. Mar Euklidész
is egyszeri eljarast adott, észrevéve, hogy a 36°-os szarszoggel rendelkezd
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egyenlGszarta haromszog szar és alaphosszainak hédnyadosa a keresett érték.
Ezt ugyanis az egyik alapon fekvs szogfelezGje két tjabb egyenlszara hé-
romszogre bontja, melyek koziil az egyik hasonlo az eredetihez (lasd 7.17.
abra).

7.17. dbra. Az aranyhéromszog

Tiz darab kozos csticst szabalyos tizszoget ad, ebben a mésod szomszédos
csucsokat rendre Osszekotve két szabalyos 6tszoget kapunk. Egymas mellet-
ti két aranyharomszog a kozos oldalukra szimmetrikusan helyezkedik el, igy
rogton meghatarozhatjuk a szabalyos 6tszog oldalhosszat. A Pitagorasz té-
tel szerint ez v/4b*> — a? a 7.17. abra jelolései mellett. A szabalyos 6tszog az
aranymetszéshez leginkabb kapcsolhaté sikbeli alakzat. Ez annak kdszonhetd,
hogy kozépponti szoge 72°, igy egy oldal és a szemkozti cstics altal meghaté-
rozott egyenlGszarti haromszog aranyhiromszog, mig a szomszédos cstcsok
altal meghatarozott haromszogek 36°-o0s szarszoggel rendelkeznek. Igy bér-
mely két cstcspart 0sszekotd egyenespar 36° vagy 72° alatt metszi egymast.
Valamennyi kérdezhets arany (pld. az atlok metszése altal az atlokon kapott
osztési aranyok, vagy az oldalak és atlok hosszanak aranya) az aranymetszés-
nek megfelel§ arany. Ezen a modon tehat a 36°, 72° a szabélyos 0t és tizszog
szerkesztése az aranymetszés % aranyanak szerkesztésével fonodik Ossze.
Ha a 7.17. abran szerepl6 r = a + b 6sszeget tekintjiik kiindulasi alapnak a
7.18. 4bran nyomon kovethetjiik a szabélyos 0t és tiz szdg szerkesztését és az
aranymetszés ardanyanak meghatarozasat.

Az r sugard korben tekintve két meréleges koratmérst felezziik meg az
egyiket. A kapott derékszogi haromszog atfogoja é(a +b) hosszisagu ezért
ezt a szakaszt az abranak megfelelGen a felezGpontbol felmérve egy a kozép-
pontbol induld b hosszi szakaszt kapunk. Errdl tudjuk, hogy az r sugari
korbe irt szabalyos tizszog oldalhossza. S6t mi tobb a kor also felén 1étrejott
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V5

5 (ath)

7.18. abra. Az aranyharomszog szerkesztése

derékszogii haromszog atfogdjanak hossza az

\/(a+b)2+b2:\/262+2a(a+b)—a2:\/4b2—a2

Osszefiiggés alapjan az r sugart korbe irt szabdalyos 6tszog oldalhosszéaval
egyezik meg, igy aranyhidromszogiink mellé szerkesztettiink még egy egyedi
derékszogi haromszoget, ennek oldalai rendre egy adott sugari korbe irt
szabalyos 6t, hat és tizszog oldalhosszaival rendelkeznek.

Az aranyharomszogre alkalmazva a szinusz tételt azonnal adodik, hogy

Vo 41 V5 -1
1

cos 36° =

és igy cos72° = .

4
Ezért a 7.18. Abran megrajzolt 6tszogatldo a baloldali vizszintes sugarat két
olyan darabra osztja melyeknek hossza rendre:

V5 —1 1 V5
a-+b) = a -+ b) illetve
4 ( ) \/5+1( ) V5 +1

Ez az ardny megegyezik az dbra felsG derékszogii haromszdgében az F' cstics-
pontjabdl indul6 oldalak hosszardnyaval, azaz az osztaspont az F-beli szog-
felez6 pontja. Megkaptuk tehat a 72° és a korbeli szabalyos 6tszog szerkesz-
tésének legegyszeriibb modjat:

(a+0).

1. Vegyiink a kérben két merGleges sugarat.

2. Az egyik felez6pontja a masik sugar végpontja illetve a kézéppont al-
tal meghatérozott haromszogben rajzoljuk meg a felez6pontbol indulo
szogfelezGt.
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3. A szogfelezének a szemkozti oldallal alkotott metszéspontjabol allitsunk
merGlegest a masodik sugarra, ez a merGleges a korbdl kimetszi azon
szabalyos 0tszog két csicspontjat, amely egyik csiicsa a masodik sugar
kori pontja.
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Az emberi test aranyai az aranymetszésnek felelnek meg.

7.19. abra. Abra Heinrich Cornelius Agrippa: Libri tres de occulta
philosophia c. konyvébsl

7.20. abra. Le Corbusier: Le Modulor
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Szabalyos 6tszog a festészetben.

7.21. abra. Michelangelo: A szent csalad

7.22. abra. Salvador Dali: Az utolsé vacsora szentsége
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Aranymetszés szerinti elrendezések.

7.23. abra. Joseph Mallord William Turner: Norham Castle at Sunrise

7.24. dbra. Rembrandt: Onarckép
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Aranymetszés az épitészetben

7.25. dbra. A gizai piramis

7.26. abra. Az atheni Parthenon.

7.27. 4bra. A torontoi CN Tower
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Aranymetszés és katarzis

Ebben az alfejezetben irodalmi és zenei miivek aranymetszési pontjaiban ta-
lalhat6 cstcspontokra mutatunk példakat.

e Dante: Isteni szinjaték cimii, szaz énekbdl allo miiben a hatvanket-
tedik énekben Dante elengedi Vergilius kezét, hogy majdan a Paradi-
csomon at Beatrice vezesse toviabb, a Fény felé ...

e Kodaly Zoltan: Psalmus Hungaricus cimi, 395 iitembdl all6 mii-
vének aranymetszési pontja a 245. iitem. Itt talalhato a mid mondani-
valoja:

Istenben vessed bizalmadat.

e Bartok Béla: Cantata Profana cimii 122 soros csodélatos miive
elsé epikai része 99 soros. Ennek aranymetszési pontja a 61-62.sor itt
ezt talaljuk:

Kedves gyermekeim,
Gyertek, gyertek haza ...

e Bartok Béla: Kékszakallt herceg vara cimi operajanak aranymet-
szési pontja az H.ajtd, a zene modularisan visszatér minden zenék alap
hangneméhez a C-dirhoz. A szévegben ezt talaljuk:

Kékszakallu:

Lasd ez az én birodalmam,
Messze nézé szép konyoklém.
Ugye, hogy szép nagy orszag?

Judit:
Szép és nagy a te orszagod.
Kékszakallu:

Most mar Judit mind a tied.
Itt lakik a hajnal, alkony,

Itt lakik nap, hold és csillag,
S lészen neked jatszotarsad.
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A hegedii felépitése

Pitagorasz felfedezi a rezonancia alaptorvényét, miszerint a hang magassaga
a rezgl hur hosszanak a fiiggvénye. Ennek értelmében a hangkozoket a hiar-
hosszak aranyaival fejezheti ki, a hiirhossz felezése meghatarozott mértékben
emeli a hangmagassigot, ugyanigy mint a kétharmados vagy a négyharma-
dos arany hasznalata. Eszreveszi, hogy az emberi fiil szamara kell6képpen
szétvalaszthatdo magassagok elkiilonitésére elegendd, ha a felezéshez tartozo
kiilonbséget hét részre osztjuk, igy a teljes hurhosszhoz tartozo hangrol (azt
is szamolva) nyolc 1épéshen ériink el a fél harhosszhoz tartozo hangmagas-
sagig, és innen minden ismételhets. Ezen két hangot célszerd ugyanigy ne-
vezni. Mivel a nyolcadik hangrol van sz6 (Pitagorasz nem hasznélja és nem
tartja természetes szamnak a nullat) azt mondjuk, hogy a fél hirhosszhoz
egy oktavval magasabban fekvd, ugyanigy nevezett hang tartozik, mint a
teljeshez. A tovabbi beosztashoz tovabbi kézenfekvs hurhossz ardnyokat te-
kinthetiink kiindulasi pontnak, a két-harmad hiirhossz adja az 6t6dik hangot,
a haromnegyed hirhosszhoz tartozzon a negyedik hang és igy létre is hoz-
tuk a kvint és kvart hangkozoket. Az oktavhoz és a kvinthez tartoz6 nyolcas
és Ot0s szam hasznalata Pitagorasz és kovetsi szamara kézenfekvs volt hi-
szen remekiil beleillet a megfelel$ hiirhossz aranyok soraba, lényegét tekintve
ma sem ismeriink tokéletesebb rendszert, annak ellenére, hogy nyilvanvaléan
ellentmondésokkal kell szembenézniink. 12 kvint megtétele utan ugyanugy
nevezett hangot kapunk, mintha hét oktédvot tennénk meg, hiszen mindkét
esetben a negyvenkilencedik hangra ériink. A két fizikai hang kézott azonban
mérhetd kiillonbségnek kell lennie, mert a megszolaltatandé hirhosszak nem

azonosak, hiszen az
N7 2\ 12
) ()

312 = 531441 illetve 2" = 524288

szamok egyenlGségébdl

szamok egyenlGsége kovetkezne. A frekvencia viszony tehat

531441
524288

— 1,0136433,

ami nyolcadhang magassag eltérést jelent a két hang kozott. Ezt nevezik
pitagoraszi kommdnak. A pitagoraszi hangsor keretein beliil egyetlen kvint
megvaltoztatasaval az ellentmondéas feloldhato, de més megoldas is lehetsé-
ges. A temperalt hangsorok megadasaval tobben foglalkoztak. Szamunkra
is érdekes, hogy a Bolyaiak is adtak meg hangsort. A pitagoraszi hangsor
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mélyiil6 hangokkal a hirhosszak kévetkezd novelésével kaphato:
9 81 4 3 27 243

mig a Bolyai Farkasé:

Nem meglepd, hogy ilyen el6zmények mellett a hegedii felépitése sem nélkii-

E Sa 1

7.28. abra. Aranymetszés a hegediin

16zhetett némi szdmmisztikat. A pitagoraszi természetes szamokhoz igazitott
vildgegyetemet, a hegedi kialakitasanak korara, azonban felvaltja az isteni
beavatkozéast sugalld aranymetszés iranti rajongas, a nagy hegediikészitck al-
tal megalmodott tokéletes akusztikdju hangszer minden tényleges aranyéaban
az isteni ardnyt sugallja. Nem tudhatjuk, hogy létezik-e teljesen mas mére-
tezés mellett, a hangszerek kiradlyngjénél tokéletesebben miikédd akusztikus
szerkezet, az azonban bizonyos, hogy a mai hangi kévetelményeket kielégitG
hegedii méretezése a gyakorlatban tizedmilliméter pontossagig meghatéro-
zott. A szereplé aranyokat a szerzé altal készitett hegedii fotojan mutatjuk
be. Lényegében az aranymetszés aranyat lehet felfedezni a

e nyak: korpusz (a 7.28. d4bran a Hajos konyv: hegedii test),

e korpusz fels rész: korpusz maradék része (Hilbert konyv fiiggsleges
iranyban: Hilbert konyv also éle alatti rész),
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e korpusz homort rész: korpusz felsG rész (hegedi test kozépss karcsi
része: Hilbert konyv),

e korpusz homort rész minimaélis szélessége:fels6 rész maximaélis széles-
sége,

e csiga: nyak tobbi része
e fogolap korpusz feletti része: nyakhoz ragasztott része

viszonylatdban.

7.4.4. Kilonleges testek

Ebben az alfejezetben olyan testeket irunk le, melyek valamilyen szempont-
bol kiilonlegesnek tekintheték. Az informéacio aramlas korunkban az internet
révén hihetetleniil felgyorsult. A konyviink ezen fejezetében szerepls érdekes-
ségek zome teljes részletességgel, remek illusztraciokkal targyalva van honla-
pokon, internetes lexikonokban. Roviden leirjuk azon tulajdonsagukat, mely
alapjan kiilonlegesnek tekintheték, mellGzve a részletes ismertetést. MielGtt
a megadott forras alapjan keresnénk részletes leirast, probaljuk magunktol
megérteni (kitalalni) szerkezetiiket, és azon jelenség okat, melyet illusztral-
nak.

Kepler-Poinset-féle szabalyos testek

c stz

toni testeken kiviil talalunk még négy szabélyos testet. Kett6t Kepler a méasik
kett6t Poinset irja le elGszor, Cauchy igazolja, hogy nincs tobb.
Forrés: http://www.korthalsaltes.com/cuadros.php?type=k

Monogramkockak

Erdekes kihivas olyan poliédereket (testeket) késziteni, melyek arnyéka kii-
16nb6z6 iranyokban el6re adott betiik. Egy ilyen test talalhato Douglas R.
Hofstadter: Godel, Escher, Bach c. konyvének a cimlapjan. Ennek arnyé-
kai rendre a G,E,B betiiket forméazzék utalva a latszolag tavoli teriileteken
dolgozo intellektusok azonos gyokerére. Analdég modon elkészithetjiik sajat
,mnonogramkockankat”, ahogy azt dbrankon lathatjuk. A testnek a tér hat
iranyabol készitettiik el az arnyékat egy kockabol kivagott térbeli hatoldala
vetitdfalra.


http://www.korthalsaltes.com/cuadros.php?type=k
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7.29. abra. Csillagtestek

7.30. abra. Monogramkocka
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7.31. abra. A Csaszar-féle test

A Csaszar-féle test

A Csaszar-féle test egy olyan poliéder, aminek 7 csicsa 21 éle és 14 harom-
szoglapja van. Az érdekessége az, hogy atloi nincsenek, tetszéleges két cstcsot
él kot Ossze. Az Euler tételbdl azonnal kovetkezik, hogy ha a tetraédertdl kii-
16nbozik, nem lehet a karakterisztikdja 2, igy a Csaszar-féle poliéder ,egy
lyukat tartalmazd” a toérusszal homeomorf 0 karakterisztikaja poliéder. Az
élgrafja egy hétpontu teljes graf, a konstrukcidja tengelyes szimmetriaval is
elképzelhetd. Négy kiillonbo6z6 lehetGség van az elGallitasara, ahol a kiilonbo-
zGséget a folytonos deformacioval valod atalakithatosag alapjan definidlhatjuk.

Magasabb dimenziokban, a szimplextdl kiillonb6z6 (akar konvex), ugyan-
ezzel a tulajdonsiggal rendelkezé poliédereket a momentum gorbe segitségé-
vel adhatunk meg, ezeket ,szomszédsigi” politopoknak nevezik.

Forras: http://hu.wikipedia.org/wiki/Csaszar—féletest

Szilassi poliédere

7.32. abra. A Szilassi-féle test


http://hu.wikipedia.org/wiki/Cs�sz�r-f�le test
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A Szilassi-poliéder a Csaszar-féle test dualisa. Konkav poliéder hét hat-
szoglett lappal, 21 éllel, 14 csticesal. A tetraéder mellett az egyetlen olyan
poliéder, amire teljesiil, hogy barmely két lapjanak van ko6zos éle. Természe-
tesen ez is nulla karakterisztikaju test, azaz lyukas mint a torusz. Abrankrol
rekonstruélhato a szerkezete, mely kombinatorikusan igen egyszerti.

Forras: http://hu.wikipedia.org/wiki/Szilassi—féletest

Schwartz-féle lampion

7.33. abra. Mi a felszin?

A felszin definidlédsa a geometria egyik nehéz kérdése. A konvex test tér-
fogata meghatarozhato a beirt poliéderek térfogatanak legkisebb felsé haté-
raként. Ugyanez nem mondhato el a felszinr6l. Schwartz lampionja a korhen-
gerbe irt haromszoglapokbol allo feliilet darab, mely az adatainak alkalmas
valasztasaval a koré irt korhenger felszinénél nagyobb felszin értéket ad.

Forras: http://www.mathcurve.com/polyedres/lampion/lampion.shtml

Konvex test cstinya arnyékhatarral

A konvex test egy adott irdnyra vonatkozd arnyékhatara alatt azon feliileti
pontjainak Osszességét értjiik, amelyekben a testet az irdnnyal parhuzamos
egyenesek érintik. Az arnyékhatar a legtobb esetben 1 és 2-dimenzios a fe-
lilleten elhelyezkedd topologikus sokasagok uni6ja. Példankban egy korlatos,
zart és konvex testet lathatunk, mely fligg6leges irdnyt arnyékhatara igen
csak cikkcakkos, tetszéleges ilyen iranyu érintGegyenesén van olyan arnyék-
hatarhoz tartozo pont, amelynek nincs olyan kérnyezete, melyre megszoritva
az arnyékhatart az topologikus sokasag lenne.
Forras: http://www.math.bme.hu/~ghorvath/bisector.htm


http://hu.wikipedia.org/wiki/Szilassi-f�le test
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http://www.math.bme.hu/~ghorvath/bisector.htm
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7.34. abra. Mi az arnyékhatar?

7.35. 4bra. Gomboc

A g6mboéc

A Gomboc egy konvex, homogén anyagu test, amelynek egy stabil és egy
instabil egyensilyi helyzete van vizszintes feliileten. A konvexitéas fontos ki-
kotés: a konkav testek nem mindig a feliiletiikon gordiilnek, emiatt konkav
Gomboeot konnyti létrehozni. Az egyetlen stabil helyzettel rendelkezé forma-
kat monostatikusnak nevezziik, az egyetlen stabil és egyetlen instabil egyen-
sullyal rendelkezd formakat pedig mono-monostatikusnak. A Gombdc egy
homogén mono-monostatikus test.
Forras: http://www.gomboc.eu/

Alexander szarvas gémbje

A sikbeli Jordan-Schonflies tétel szerint a topologikus kor a sikot két részre
vagja a gomb ezen részek kozos hatéara, s6t mi tobb a két rész kiilon-kiilon
homeomorf a metrikus kor altal definialt két sikdarabbal. Alexander pél-
daja szerint a térben hasonl6 erdsitése a Jordan-Brouwer tételnek nincs. A
standard gomb altal létrehozott térdarabok egyszeresen Gsszefiigg6ek, azaz
tetszGleges egyszert zart gorbéjiik pontra hizhaté. Alexander példajaban ez
csak a belsé térdarabra igaz, a ,szarvas gomb” altal létrehozott korlatos térda-
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7.36. 4bra. Egyensiilyi helyzetek szama

7.37. abra. Alexander gombje
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rab a gombbel egyiitt homeomorf egy tomor gombbel. A nemkorlatos térrész
viszont nem egyszeresen Osszefliggé igy nem lehet homeomorf a metrikus
gomb altal létrehozott nem korlatos térdarabbal.

Forras: http://en.wikipedia.org/wiki/Alexanderhornedsphere

7.5. n-dimenzios szabalyos poliéderek

Azt dllitom, hogy az emlitett 6t testen kivil nem szerkeszthetd mds egqyenld oldali,
eqyenld szoqd és eqymdssal egyenld lapok dltal kdzrefogott test.

FEuklidész: XIII. konyv

Ezen fejezetben a haromdimenzios szabalyos poliéder fogalmat altalano-
sitva az n-dimenziés szabélyos poliéderek osztalyozasat adjuk. A fejezetben
konvex poliéderekkel foglalkozunk, a szabalyos poliéder nalunk definici sze-
rint konvex. ElGszor a szabélyossagot fogalmazzuk meg magasabb dimen-
zibban is hasznalhaté modon. A poliéder két csucsa szomszédos, ha éllel
vannak Osszekotve. A poliéder csicsalakzata alatt a tovabbiakban az adott
csucs szomszédainak konvex burkat értjiik. Vilagos, hogy n-dimenziés poli-
éder csuicsalakzata altalanos esetben egy n-dimenziés konvex poliéder.

7.5.1. Definicié. A P konvez poliéder I'(P) szimmetriacsoportja a tér azon
@ egybevdgosdgait tartalmazo csoport, melyek P-t invaridnsan hagyjdk.

7.5.2. Definicié. A P konvex poliéder eqy Z zaszloja a P lapjainak egy
mazimdlis ldnca a P laphdldjara nézve. A P zdszldinak halmazdt Z(P)-vel
jelolyiik.

7.5.3. Definicié. A P konvex poliéder szabdalyos , ha szimmetriacsoportja

[(P) tranzitivan hat a zdszloi halmazdin Z(P)-n, azaz tetszdleges két zdszlo-
hoz van olyan szimmetria, amely az elsdt a masodikba viszi.

A szabéalyos poliéder alaptulajdonsagai a kovetkezok:

e Irhato koréjiik gomb.

e A k-dimenzios lapjai, egybevago szabalyos poliéderek.

e A csucsalakzatai egybevago (n — 1)-dimenzios poliéderek.

Az els6 tulajdonsag bizonyitasdhoz tekintsiink egy koordindtarendszert az
Euklidészi térben és jeloljiik v;-vel a csticsok helyvektorait, ahol t = 1---0.

Az
DV

o

S =
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vektorra alkalmazva ['(P) egy elemét ¢ = ¢y + t-t, ahol ¢ linearis ¢ pedig
fix vektor, azt tapasztaljuk, hogy

ZVZ‘ Z(,O()(Vl) +1

= t = S = -
©(s) = po(s) + %o > + > S

teljesiil, kovetkezésképpen p(s —v;) = s — ¢(v;) = s — vy, all fenn a v, csiics
v = ¢(v;) képére vonatkozolag. Mivel P szabalyos és minden szerepl§ ¢
tavolsagtarto, ezért az s helyvektor végpontjatol P valamennyi cstcsa egyenld
tavolsagra van, tehat s a koriilirt gémb kozéppontja.

A masodik tulajdonsagot csak az n — 1-dimenziés lapok esetére igazol-
juk, az altalanos eset indukcioval konnyen lathato. Legyen Fy, Fy két n — 1-
dimenzios lap Z] Z) két tetszbleges zaszlojuk. Ezen zaszlok kiegészitve P-vel
a P két 7y, Zy zészlojanak tekinthetGk. Van tehat olyan szimmetria, amely
Z1-t Zy-be viszi, ez egyuttal egybevagosag Fy és Fy kozott. Azaz az n — 1-
dimenzios poliéderek egybevagd konvex poliéderek. Ezek utéan tekinthetjiik
I két zaszlojat, melyek szintén kiegészithetk a P teljes zaszloiva. Alkalmaz-
va a szimmetriacsoport tranzitivitisat, majd a kapott egybevagosagot az F}
affin alterére megszoritva kapjuk, hogy I'(P)|agr, tranzitivan hat Fy zaszlo-
in. Mivel ezen csoport valamennyi eleme I'(F})-nek is eleme, F} szabélyos
poliéder.

A harmadik tulajdonsig igazolasahoz, vegyiik észre, hogy a csucsalak-
zat (n — 1)-dimenzios konvex poliéder. Legyen C,C’ szomszédos csucspar,
O a szabélyos poliéder kozéppontja. TetszSleges C-t és O-t helyben hagyo
egybevagosag C'-t egy C-vel szomszédos mésik C” csicsba viszi, ugy, hogy
a CC'Op egy vele egybevagd haromszogbe megy at. A két haromszog C”
illetve C” csucsaihoz tartozo magassagainak a talppontja, ugyanaz, kovetke-
zésképpen a C'C” szakasz merdleges CO egyenesre. Ebbdl azonnal kapjuk,
hogy a C-vel szomszédos cstucsok a C’-n keresztiilhalado OC' egyenesre me-
r6leges hipersik pontjai, igy konvex burkuk n — 1-dimenzi6s konvex poliéder.
Tekintettel el6zd allitasunkra két kiilonbozd csticshoz tartozo csicsalakzatok
egybevagoak, mert az egyik csticshalmaza a P egy jol valasztott szimmetria-
javal a méasik csiicshalmazaba vihets. Elég tehat egy cstuicsalakzat — példaul a
C csucshoz tartozd — szabéalyossdgat kimutatni. A tovabbiakban jeloljik H-
val a csuicsalakzat hipersikjat, magat a cstucsalakzatot Q-val. P és () laphaloja
kozott felfedezhetjiik a kovetkezd kapcesolatot, ha F'a P valamely a C-csticsot
tartalmazo k-dimenzios lapja, akkor FNH a @ egy (k—1)-dimenzios lapja és
forditva, tetszéleges @-beli G (k — 1)-dimenzids laphoz egyértelmiien hozza-
rendelhetjiik a P azon k-dimenzios lapjat, mely részhalmazként tartalmazza
G-t és a C cstcsot is. Ezen lap nem més mint P Naff({GUC}). Q két zész-
16ja legyen 77, Z}. El6bbi megfeleltetésiink alapjan ezekhez rendelhetiink
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71, Zy raszlokat Z(P)-bol, melyek tetszéleges lapjainak metszete H-val az
ugyanolyan indexii Z! eggyel kisebb dimenzios lapja. Ha ¢(Z;) = Z5, akkor
o(Z1) = Zb is teljesiil, ezért ugyanez all a ¢|y leképezésre is, ami @ affin
alterének egybevagosaga igy Q szimmetridja is. Igy allitasunkat igazoltuk, @
szintén szabalyos poliéder.

A kovetkezdkben igazoljuk, hogy a fenti masodik és harmadik tulajdon-
saggal rendelkez poliéder szabalyos a mi definicionk értelmében is. Igy ezen
két tulajdonsag segitségével induktiv moédon lehet definidlni ugyanazt a poli-
éder halmazt. Torténetileg elGszor igy definialtak a szabéalyos poliédert késGbb
tértek at az altalanositasokhoz jobban elvezetd zaszlos definiciora. Vegyiik
észre, hogy a két és haromdimenzios esetek leirasa is ezen klasszikus definicio
alapjan tortént.

7.5.1. Tétel. Ha egy konvex P poliéder (n — 1)-dimenzids lapjai eqybevd-
g0 (n — 1)-dimenzids szabdlyos poliéderek, tovibbd csicsalakzatai is (n — 1)-
dimenzios eqybevdgo szabdlyos poliéderek, akkor a poliéder szabdlyos.

Bizonyitas: Tekintsiik a poliéder két csicsat a C illetve D cstcsokat. Az
ezekbdl indulo élek egyenls hossziak a hiperlapok egybevago és szabalyos vol-
ta miatt. Mivel a tekintett végponttol kiilonbo6z6 csicsaik a hozzajuk tartozo
csucsalakzat csicsait adjak, ezek pedig szintén egybevigo szabélyos poliéde-
rek, a két gila, amit a csics és a hozzatartoz6 csicsalakzat definial szintén
egybevagd egymaéssal. Ezért a gila élek szakaszfelezGmerdleges sikjai a csu-
csot a csiicsalakzat kdzéppontjaval 6sszekotd egyenest ugyanabban a pontban
metszi, a C' cstcs esetében ezen pont O¢ a D esetében Op. Ha most vesziink
egy-egy ec illetve ep élet C-n illetve D-n keresztiil, akkor ezek Cf illetve D,
felez6pontjaira a CC10c/\, DD1Op/\ derékszogi haromszogek egybevago-
ak. Tovabblépve, vegyiink most a két éliinkon keresztiil egy-egy 2-dimenzios
lapot, és ezek kozéppontjat jeloljiik Cy-vel illetve Do-vel. Ekkor a 2-lapok egy-
bevago és szabalyos volta miatt a kapott C'C;C50¢ orthoszkém egybevagd
a DD1D>Op orthoszkémmel. Az eljarast folytathatjuk a csicsot tartalmazo
egy-egy hiperlap C,_1, D,_1 kozéppontjaig. Kapjuk, hogy a CC;---C,_10¢
illetve DDy --- D, _10p orthoszkémek egybevagoak. Szomszédos csticsokbol
elindulva a kozbeess lapokat i = 1,--- ,n — 1 esetén valaszthatjuk kozosnek.
Az egybevagosaghol ekkor azonnal adodik, hogy O¢ = Op all fenn. Mivel a
konvex poliéder felszine élosszefiiggs, ezért minden C' csticshoz ugyanaz az
O = O¢ pont tartozik, ami a poliéder koré irhaté gombjének a kozéppont-
ja is egyben. Az els6 orthoszkém megfeleltetése a masodiknak tekinthets a
megfelel6 zaszlok egybevagosaggal valo megfeleltetésének. Igazoljuk, hogy az
indukalt egybevagdsag a poliéder szimmetriaja is egyben. Ehhez elég latni,
hogy minden csiics képe szintén csiicsa a poliédernek. Ez vilagos azokra a
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csticsokra, melyek olyan hiperlaphoz tartoznak, mely egyik cstcsa C'. Te-
kintsiink most egy, az ezen hiperlapok egyikével (F-el) szomszédos (azaz
(n — 2)-lapban csatlakoz6) G hiperlapot. A fentiekbdl rogton latszik, hogy
tetszbleges szomszédos hiperlappar hajlasszoge megegyezik. Mivel az egybe-
vagosagunk F-t és lapjat F'NG-t a D-t tartalmazo egy F” lapba illetve annak
valamely F'NG’ lapjaba viszi és F', G’ lapok hajlasszoge megegyezik a kérdeé-
ses hiperlapszoggel, G képe az egybevagosagnal éppen G'. Ezért a G cstcsai
is poliéder csticsba mennek. Hasznélva a konvex poliéder laposszefiiggssé-
gét 1épésrdl-lépésre kideriil, hogy a poliéder csticsai rendre poliéder csiicsba
mennek, azaz a zaszlok megfeleltetését szarmaztatd egybevagosag a poliéder
szimmetridja is egyben. O

7.5.1. Kombinatorikus tipusok

Schléfli svajci matematikus hatarozta meg a szabalyos testek lehetséges kom-
binatorikus tipusait magasabb dimenziokban. Rola nevezték el a szabalyos
poliéderekhez rendelt szimbolumot, mely a késGbbiekben Coxeter majd Dyn-
kin altal lett kiterjesztve dltalanosabb poliéder leiréséra.

7.5.4. Definici6. Legyen P szabdlyos n-dimenzids poliéder. A

U(P) = {7"1,7"2,' T arn—l}

természetes szamokbol dllo sorozatot indukcioval definialjuk. Legyen r1 a P
2-dimenzids lapjainak az oldalszdma, a sorozat fennmaradd része pedig o(Q),
ahol @ a P csicsalakzata. o(P) a P Schlafli diagramja réviden diagramja.

Bevezetiink még egy paramétert, mely a szabalyos poliéder gombolytiségét

méri. Legyen
l2
P):=—
pP) =13
ahol r a P koré irt gémb sugara [ a poliéder élhossza. Nevezziik p(P)-t a P
paraméterének. Az osztalyozas alapjat a kovetkezd Osszefliggés adja:

7.5.1. Lemma. Legyen P n-dimenzios szabdlyos poliéder, Q) a csicsalakzata,
r1 a P szimbolumdnak elsd eleme, ekkor

7.5.1. Megjegyzés. A formuldibol azonnal levonhato eqy-két fontos kovet-
keztetés. Mivel 1 > 3 és p(P) > 0 ezért p(Q) > i kell, hogy teljestiljon.
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Ebbdl azonnal kapjuk, hogy olyan (n — 1)-dimenzids szabdlyos test, mely-
nek paramétere nem nagyobb i—nél nem lehet n-dimenzios szabdlyos poliéder
csucsalakzata. Ha ismerjik az (n—1)-dimenzids szabdlyos poliédereket, akkor
ismerjik azok paraméterét. Ha egy paraméter nem haladja meg az 1/4 értéket,
akkor a szimbolum nem egészithetd ki eqy elsd elemmel n-dimenzios szimbo-
lummad. Ha viszont a paraméter értéke meghaladja az i értéket, akkor véges
sok lehetdségiink van a szimbolumhoz elsd ri érték ragasztisdval n-dimenzios
szimbolumot létre hozni, hiszen r1 névelésével az

érték monoton csokken, negativ pedig nem lehet. Azaz megadhatjuk dimenzid
szerinti novekedéssel a lehetséges kombinatorikus tipusok elddllitdsdt.

7.38. 4bra. A lemma abrai

Bizonyitas: Legyen ¢ a P poliéder éléhez tartozo kozépponti szog (a 7.38.
abran két ivvel jelolt szog), r illetve 7 a P illetve @ koré irt gomb sugara [
illetve " a P illetve a () éleinek hossza. Ekkor lathatoan:

TJ

) , P
sinp = — és sin— = — |
r 2 2r

oin =) = (5)

Ha z a kétdimenzios lapok koré irt kor sugara, akkor

ahonnan

. ™ , . ™
[ =2sin —x és ' = 2sin —ux,
™ 1
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teljesiil, ezért

l sin 227”1 1
I sini—’; N QCOS%'
Innen
I'sin ’ sin £ cos £\ p(Q)
P g _— = 72 2 == P 1 - P
1P = | grager | =@ Tz | = ogweP) (1 p(P)

egyenl@ség adodik, aminek egyszeriisitett és atrendezett alakja az allitasban
kimondott egyenl@ség. O

Kész vagyunk tehat a lehetséges szimbolumok elGallitasara. Mivel a kezd6
d = 2 dimenzio6s eset megfelel§ eredményeit ismerjiik a kdvetkezs tablazathoz
juthatunk el:

d=2 d=3 d=4 d>5
a(P) p(P) |o(P)| p(P) |o(P) p(P) |o(P) p(P)
{33, 3} =
{333} 2=
{33} 3= {43,--- 3} +»
{3} 1= {433} 1#
{5,3,3}| =20 »
{43} := [{343} 1=
{5,3}225 »
{4} 2= {34} = [{334} = [{3,--- 34} =
{5} V5 = 1{3,5} 25 =||{3,3,5} 220 »
{n > 6}[sin’ T »

7.5.2. Szimplex, kocka, keresztpolitop

A tablazatbol nyomonkdvethets, hogy mely szabalyos testnek lehet barmely
dimenzios realizalasa és melyik tekinthetd (ha létezik) az adott dimenzi6 sajat
szingularitasdnak. Végiil is csak harom univerzalis szabalyos testet talalunk, a
tetraéder, oktaéder és kocka megfelelGit. Ebben az alfejezetben ezek 1étezését
igazoljuk. Az n-dimenzi6s kocka definidlasa az indukcios definici6 alapjan
igen egyszert.

n-dimenziés S szabalyos szimplex

Az S n-dimenzios szabélyos szimplexet definialjuk, mint az (n+1)-dimenzios
tér egy derékszogil koordinatarendszere e; ¢ = 1,--- ,n—+ 1 bazis egység hely-
vektorai konvex burkat. A szabalyossag konnyen ellenérizhetd, hiszen minden
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7.39. abra. Szimplexek

z4sz16 kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben van a definiald helyvektorok
dukalja, amely tehat a szimplex szimmetridja is egyben. A teljes szimmetria
csoport az S, 1-el jelolt permutécié csoport. Elemszama (n+1)!. A szimplex
csucsalakzata szimplex, ezért a szimboluma o(S) = {3,3,--- ,3}.

n-dimenzios C' kocka

7.40. dbra. Kockak

Az 1-dimenzi6s kocka a szakasz a 2-dimenzids a négyzet, a 3-dimenzios
a kocka. Ezek léteznek, ahogy ezt korabban lattuk. Az indukciés feltevés
szerint az (n — 1)-dimenzios kocka létezik egy tetszéleges (n — 1)-dimenzios
hipersikban. Toljuk el a hipersikra mer&leges irdnyban az élhosszaval, majd
tekintsiik a kiindulasi kocka és az eltolt konvex burkat. A kapott konvex po-
liéder szabalyos, mert a henger konstrukcié miatt a két definidlo hiperlapjan
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kiviili valamennyi hiperlapja szintén ezekkel egybevago kocka és a csticsalak-
zatok a szimplex definicidja alapjan (n — 1)-dimenzios egybeviagd szabélyos
szimplexek. A szimbolum tehat o(C) = {4,3, -+ ,3}. A szimmetria csoportot
a kozéphipersikokra mint koordinatahipersikokra vonatkozo tiikrozések és a
koordinatapermutéaciok generaljak. A csoportot B,-el jeloljiik, elemszama:
2"n!.

n-dimenziés K keresztpoliéder

7.41. dbra. Keresztpoliéderek

Az n-dimenzids koordinata-egységvektorok 2n végpontjanak a konvex
burka. Definici6 szerint valamennyi hiperlapja (n — 1)-dimenzids szabélyos
szimplex. (Természetesen egybevagoak.) Csucsalakzatai indukcio szerint (n—
—1)-dimenzios szabalyos egybevago keresztpoliéderek, azaz maga is szabalyos
poliéder. A haromdimenzios példanya az oktaéder, ennek cstucsalakzata négy-
zet, ezért a szimbdluma o(C) = {3,3,--- 4}. Szimmetria csoportja ugyanaz
mint a neki megfelel kockaé B,,. A kocka és a keresztpoliéder dudlis testek,
azaz minden kombinatorikai adatvektoruk, a szimbolumuk, a lapvektoraik
egymas forditott sorrendben valo leirasaval kaphatok. Geometriailag a kocka
hiperlap-kozéppontjainak konvex burka keresztpoliéder és forditva is ez tel-
jesiil. A definicionknak megfelel6 kockabol a kétszer alkalmazott ,yegyiik a
lapkozéppontok konvex burkat” eléiras egy % aranyu kozéppontosan hasonld
kockat allit eld.
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7.5.3. Négydimenzios szabalyos poliéderek

Mint minden ketté-hatvany dimenzi6ji térnek, a 4-dimenzidsnak is rend-
kiviili tulajdonsagai vannak. Ennek egyik kiemelked6 példaja a szimmetria
gazdagsag, ami hat szabalyos testet is eredményez. Ebben a fejezetben iga-
zoljuk, hogy a lehetséges kombinatorikus tipusok realizalhatoak is.

Mivel 4-dimenzioban is van szimplex (pentachoron), kocka (octachoron),
keresztpoliéder (hexadecachoron), mar csak a tovabbi lehetGségek létezését
kell kimutatnunk. A hiperlapszama ezen poliédereknek is kiilonbozs, ezért a
szokasnak megfelelGen ezen szam adja nalunk is az elnevezésiiket. (A standard
esetek egy elnevezése, ezen elv alapjan: 5-cella, 8-cella illetve 16-cella.) Az 1j
lehetGségek pedig rendre: 24-cella, 120-cella illetve 600-cella.

A dualis szabalyos testek egyesitésének gondolata harom dimenzidban is
fontos testekhez vezet. Probaljunk meg 6tvozni két szabalyos testet, melyek
egymas duélisai, azaz azonos a szimmetriacsoportjuk. 3-dimenzids kézonséges
teriinkben erre két lehetGség adodik; kocka-oktaéder, dodekaéder-ikozaéder.
Az elhelyezésiik olyan kell, hogy legyen, hogy a szimmetriacsoportjuk ugyan-
azon egybevagosagokat tartalmazzik, ez hatarozza meg a duélis poziciot, az-
az az oktaéder legyen kozéppontosan hasonld a kocka lapkozéppontjai altal
meghatarozott oktaéderrel, az ikozaéder a dodekaéder lapkozéppontjai 4l-
tal meghatarozott ikozaéderrel. Célunk megvalasztani a hasonlosag aranyat
olyannak, hogy a két test csticsainak uni6ja mint csicshalmaz altal, egyenld
hosszu élekkel rendelkezé testet szarmaztathassunk. A dualis pozicid szerint
az elsG test minden lapjat ilyen alapt szabélyos gulaval szeretnénk helyette-
siteni. Erre akkor van lehetGségiink, ha a lap kozéppontja kisebb tévolsagra
van a csucsaitol, mint a lap élhossza. Mivel szabalyos test lapja legfeljebb
0tszog, ez a feltétel teljesiil. Ezen a modon haromszoglapokkal hatarolt poli-
édereket kapunk, ahol a lapok hajlasszogei determinaltak, ezért el6fordulhat,
hogy a haromszoglapok ,0sszeallnak” egy nagyobb oldalszdmu sokszoglappa.

Tekintsiik el6szor a kocka-oktaéder parost. Ha kocka lapokhoz adjunga-
lunk ujabb cstucsokat, ezeket a lapkozéppontok felett fél lapatlonyi tavolsagra
kell elhelyezni ahhoz, hogy az 1j haromszogek szabalyossagat garantalhassuk.
A szabalyos gulak alaplapon fekvs lapszoge ekkor

tan~! \/5 > %

azaz konkav testet kapunk. A cstcsai két osztélyba sorolhatoak; a volt koc-
ka csicsokban 6 él fut Ossze, ezek definicionk szerinti csiicsalakzata egy 8
haromszoglap altal hatarolt konvex poliéder (két szabélyos haromszog lap 1

illetve a = \/2% = 4/ %‘/ﬁ élhosszakkal, hdrom-harom egyenlészara
haromszog a fenti élhosszak két tipusanak megfelelGen); az oktaéder csu-
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csokban 4-él fut Ossze a cstucsalakzat négyzet. Ez tehat igen messze van a
szabalyostol.

7.42. dbra. Kockara irt szabalyos gulak

Megvalaszthatjuk a hasonlosag aranyat tgyis, hogy az eredeti kocka élek
ne legyenek élei az 1j poliédernek. Ekkor az élegyenlGség feltételét lecserél-
ve arra a feltételre, hogy a kocka élek mentén egysiki szomszédos lapokat
kapjunk, a kocka lapok fel?}ti pontokat fél-él magassagban kell elhelyezni.

3

A kapott test minden éle 5> hossziisagi lesz, lapjai azonban nem lesznek

szabalyosak, hiszen rombuszok (1 illetve v/2 hosszi atlokkal). Kétféle csticsa
van, az egyik tipus szabalyos haromszog, a masik négyzet cstucsalakzattal
rendelkezik. 12-lapi test a dodekaéderhez hasonlo felépitéssel a neve romb-
dodekaéder.

Végiil tekinthetjiik az oktaédert elsd testnek és ekkor egy nevezetes test-
hez a Kepler altal ,stella octanguld”™nak hivott csillagtesthez jutunk. Ezt két
kozos kozépponttal rendelkezé szabalyos tetraéder unidjaként is szarmaztat-
hattuk volna.

A dodekaéder-ikozaéder par is érdekes testeket szolgéaltat. Ha a dodeka-
éder lapjaira szabdalyos 6toldala gilakat emeliink, a kapott test dodekaéder-
élnél létrejove lapszoge:

1

ST Reo 1
a+28 > 139°+2cos ! 236 — 139° 4 2cos™ ! —— e = 138°+74° > T,
b @ tan 36°v/3
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7.43. abra. Rombdodekaéder

7.45. dbra. Egyenl6oldali, dodekaéder szimmetridja testek

(http://en.wikipedia.org/wiki/Small_stellated_dodecahedron)
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konkév, igy a test egyenld-élii konkav test, persze nem szabélyos, de kozeli
rokonsagban van a Kepler-Poinset féle kis csillagositott dodekaéderrel. Ezen
utobbit tgy kapjuk testiinkbdl, hogy szabalyos 6toldali gila helyett olyan
szabalyos 6tszog alapi egyenlGszara gulakat épitiink, melyek oldallapjai a
dodekaéder lapsikjaiba esnek. ( 59°-o0s lapszogekrdl van sz6 37°-osak helyett.)
Ilyenkor a giila lapok Osszedllnak pentagrammakka, melyek szabélyos csillag
Otszogek.

7.46. abra. EgyenlGoldali, ikozaéder szimmetriaji testek
(http://en.wikipedia.org/wiki/Great_stellated_dodecahedron)

Az ikozaéderre épitett egyenlGoldalu ikozaéder szimmetridjia test hason-
l6an az el6z6 esethez szintén Kepler-Poinset-féle testbe deformélhato, ha a
szabalyos tetraédereket megint tgy nyujtjuk, hogy a lapok sikjai szabélyos
pentagrammakké alljanak 6ssze. Ekkor kapjuk a nagy csillagositott dodeka-
édert. 7.46 Abrankon ezt a poliéderpart latjuk.

A 24-cella (icositetrachoron)

A 4-dimenzids térben a fentiekben vizsgalt konstrukcié djabb szabélyos tes-
tet eredményez. Mivel minden dimenzi6éban rendelkezésiinkre all a kocka-
keresztpoliéder dualis szabélyos testpar, ezért megprobéalkozhatunk ezen tes-
tekbdl egy toliik kiilonbo6z6 szabalyos testet 1étrehozni. Induljunk ki a koc-
kabol és a hiperlapkozéppontok felett vegyiik fel egy keresztpoliéder csu-
csait, agy, hogy az 1j pontoknak a kockacsiicsoktol mért tavolsdga a kocka
élhosszaval legyen egyenls. Ez megtehetd, hiszen a 3-dimenzios egységkocka
fél-testatloja @ < 1 hosszusagu, igy keresett pontok hiperlap-kézépponttol
mért tavolsagait %—nek valasztva éppen ilyen pontokhoz jutunk. A kapott
négydimenzios guldk oldallapjai, négyzet folé emelt szabalyos négyoldali
3-dimenzios guldk, melyek hipersikjai a 4-dimenziés gila alaplapjaval be-
zart szoge 7. TetszGleges 2-dimenzios négyzetlaphoz, pontosan 2 darab 3-
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7.47. abra. A 24-cella 3-dimenzios Schlegel diagramja
(http://en.wikipedia.org/wiki/24—cell)

dimenzids kocka lap illeszkedik, kiindulasi kockankban, ezért az 1j testben
két ilyen szabalyos négyoldali 3-dimenzios gila illeszkedik egymashoz, ezen
kozos négyzetalap mentén. Azonban a 7 hajlasszdgekre tekintettel, ezen 3-
dimenzios gilak, kozos 3-dimenzios hipersikba esnek, azaz egy szabalyos ok-
taédert alkotnak. Igy a 3-dimenziés rombdodekaéder esetével allunk szemben,
a 4-dimenzios gulak hiperlapjai kettesével 3-dimenzios szabalyos oktaédereket
alkotnak. Ezen oktaéderek mindegyike a kocka egy négyzetlapjat tartalmaz-
za, ezért 24 ilyen lapot talalunk (a kocka 8 3-dimenzios lapja mindegyikén
van 6 négyzetlap, melyek mindegyike pontosan 2 darab 3-dimenzios lap lap-
ja). A 24 oktaéder mindegyike tartalmaz 8 szabalyos haromszoglapot, melyek
mindegyike éppen 2 oktaéder kozos lapja, azaz testiinknek van 96 darab sza-
balyos haromszoglapja. A csiicsok szama a kocka csticsai és lapjai szaménak
Osszege, ezért szintén 24. Végiil az élek szaméat megkapjuk, ha a kocka éleinek
szamahoz, (ami éppen 32) hozzdadjuk az altalunk létrehozott 8 1j csticshol
indul6 8-8 = 64 1j élet, igy ez is 96. A test nyilvanvaléan konvex, igy a szaba-
lyossdganak igazoldsahoz elegendd cstucsalakzatait megvizsgalni. A 8 4j cstcs
csucsalakzata 3-dimenzios kocka, tekintsiink tehat egy eredeti kocka csiicsot.
Ebb6l —mint a tobbibdl is— éppen 8 él indul ki, 4 darab a cstcsot tartalmazo
4 kocka hiperlaphoz adjungalt j cstcsba, 4 pedig a cstcsot tartalmazo 4
kockaélhez tartoz6 szomszédos kockacsticsba. A nyolc pont konvex burkaként
kapott testet konnyen megvizsgalhatjuk, ha a csticsokat alkalmas koordinata-
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rendszerben felirjuk. Kiindulasi kockank csticspontjai legyenek a %(:tl, +1, +
+1,+1)T koordinatakkal megadott pontok az 1ij pontok ekkor +e; helyvek-
torti pontok. Az $(1,1,1,1)7 cstics szomszédai ekkor az (1,0,0,0)”, (0,1,0,0)7,
(0,0,1,0)%, (0,0,0,1)" 4j csticsok mellett a 5(—1,1,1,1), $(1,—1,1,1), 2(1,1, —
-1,1), %(1,1,1, —1) eredeti kocka csticsok. Most mar konnyen ellenérizhetjiik,
hogy ezen pontok szintén egy 3-dimenzios egységkocka csiicspontjai, mely-
nek kozéppontja az i(l,l,l,l) pont, lapjait pedig két-két 10j illetve régi cstcs
alkot, mint egy négyzet atloinak két-két végpontja. (Példaul az (1,0,0,0)7,
%(1,1,—1,1), (0,1,0,0)T, %(1,1,1,—1) pontnégyes egy négyzetlap négy csu-
csa.) Latjuk tehat, hogy a szimboluma {3,4,3}. Dirichlet-Voronoi cellaként is
fellép, a 4-dimenzios lapcentralt kockaracs Dirichlet-Voronoi cellaja, és mint
ilyen érdekes extremaélis tulajdonsidgokkal rendelkezik.

A 120-cella (hecatonicosachoron)

7.48. abra. A 120-cella 3-dimenzids Schlegel diagramja
(http://en.wikipedia.org/wiki/120—cell)

Ahogy a dodekaédert fel lehet épiteni szabalyos 6tszdgekbdl hasznélva
az Otszog szimmetridit, ugy a 120-cellat is fel lehet épiteni dodekaéderek-
bél, hasznélva a dodekaéder szimmetriait. Mivel a haromdimenzios tér egy
szabélyos tetraéder kozéppontjabol kiinduld félegyenesek altal négy egybe-
vagod végtelen haromoldali gulara bonthato, ahol a gila élek hajlasszogei
2cos! ? ~ 109,4° > 108° ezért egy o6todik, a tetraéder 3-dimenzids terére
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meréGleges egyenes iranyaban a tetraéder kézéppontja felett van olyan pont,
melybdl a tetraéder valamennyi éle 108° alatt latszik. A szabélyos tetraéder
cstcsait az (1,0,0,0)7, (0,1,0,0)7, (0,0,1,0)%, (0,0,0,1), koordinatakkal ellatva
az emlitett P pont koordinatai (¢,¢,¢,t) alakban kereshetdk, és igy a

20t — 1) +20* 4> =2t

108° = _
o8 (1—t)2+32 42— 2t+1

osszefiiggés alapjan 0 = 4(1 — cos 108°)t% — 2(1 — cos 108°)t — cos 108° Hssze-
fiiggés adodik t-re. Innen

2(1 — cos108°) + /4(1 — cos 108°)% + 16(1 — cos 108°) cos 108°
8(1 — cos 108°) B

t =

(1 — cos 108°) + /1 + 2 cos 108° — 3 cos? 108°
B 4(1 — cos 108°)

Mivel cos 108° = — cos 72° = 1’4\/5, ezért (1 — cos 108°) = \[+3 és

3—5
o

t=

A P pontbol a tetraéder csicsokba mutato félegyenesek iranyvektorai az

1++5 3—\f 3— 5 \/5
47 4

4 7 4

RN RN g B 1+f

4 7 4 7

3-VE 145 3— V5o JE)

3-VE 3-vB 3-vVBE1+VB)
4 4 4 8

vektorok. FEzekbdl kiszamolhatjuk a 3-dimenzidés hipersikok normaéalvektorait,
melyek rendre

(JE, 11, 1>T, (1, V5,1, 1,)T
<1,1, V5, 1)T, (1,1,1, \/S)T
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A normaélvektorok hajlasszoge ekkor a

S

1+
4

cos v =

Osszefiiggés alapjan 36°.

Barmely harom félegyenes, ami az emlitett pontbol indul és tetraéder
cstcson halad at egy dodekaéder szogletet hataroz meg sajat 3-dimenzios
terében, ahonnan lathatjuk, hogy a 4-dimenzi6s térben Gsszeilleszthetd 4 pé-
ronként 36°-o0s szoget bezaré dodekaéder gy, hogy egy kozos cstucsuk van,
barmely kettd kozos lappal rendelkezik és a kozos csiicsbol kiindulé élek pon-
tosan 3 dodekaéderhez tartoznak. Azaz a 4-dimenziés tér egy 3-dimenzios
poliedrikus feliilet darabjat alkotjak. A szomszédos hiperlapok sikjainak haj-
lasszogét a kovetkezGképpen szamolhatjuk ki. A dodekaéderek kozéppontja-
bol a hipersikjukra allitott merGlegesek a rendszer tengelyén metszik egy-
méast, mely a kozos cstcsot a tetraéder kozéppontjaval Osszekots egyenes.
Ett6l a ponttol a dodekaéder cstucsok, élfelezé pontok, lapok kdzéppontjai,
testkdzéppontok rendre egyenld tavolsdgra vannak. Rogzitsiik kiindulési po-
liédernek az egyik dodekaédert és vegyiik a 4-dimenzids tér egy olyan egy-
bevagosigat, mely a dodekaéder hipersikjara meréleges irdnyban identitas a
dodekaéder hipersikjaban viszont a dodekaéder egy szimmetridja. Ezen egy-
bevagosag a mar meglévé 3 mésik poliédert a kiindulasi dodekaéder tjabb
szomszédjaiba viszi oly moédon, hogy tetszéleges 4 kozos csticesal rendelkezé
poliéder az eredetivel egybevagd dodekaéder négyesnek felel meg. A dodeka-
éder teljes szimmetriacsoportjanak alkalmazéisa utan egy olyan 4-dimenzios
yzhamutalcat” kapunk, mely kézponti poliédere a kiindulési dodekaéder, és azt
koriilveszi 12 tjabb dodekaéder, melyek hipersikjai a kiindulési dodekaéder
hipersikjaval a 4 dodekaéder konstrukcionknak megfelel6 hipersik hajlésszo-
geket zarjak be. Folytassuk konstrukcionkat a 12 szomszéd szomszédainak a
megkeresésével. Mindegyik szomszédnak van 12 szomszédja melyek koziil 6-t
mar felvettiink. A maradék hatbol 6t harom dodekaédernél is fellép szom-
szédként, egy viszont — amelyik az érintkezési 6tszog atellenes Gtszogében
érint — csak a vélasztott szomszéd szomszédja. Ezért a mésodik szomszédok
szama % + 12 = 32. Hamutalcank most 45 dodekaéderbdl all melyek koziil
13-nak az Osszes szomszédja megvan, 20 darabnak 3 szomszédja 12-darabnak
6 szomszédja hianyzik. Ahogy azt megmutattuk, 2-dimenzi6s lap mentén valo
csatlakozas sordn a két egymést kovets dodekaéder sikja 36°-os szdget zar be
egymassal. A kiindulasi dodekaéder egy atellenes lapparjahoz csatlakozo poli-
édereknek tekintsiik azon szomszédait, mely az érintkezési lappal atellenes lap
mentén felléps méasodik szomszédja az eredetinek. Ezen 6t poliéder egy olyan
lancot alkot a feliiletiinkon, melyben az egymast kovetd dodekaéderek hiper-
sikjai rendre 36°-ot zarnak be, és a dodekaéderek centrumai illeszkednek egy
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2-dimenzios affin altérre, mely meréleges a parhuzamos csatlakozési alterekre
és atmegy a hamutalca kézéppontjan. Ezen kozéppont koriil a 2-dimenzios
altéren beliili 4 darab 36°-os elforgatéas az egyik szélsé (eredetileg méasodik
szomszéd) dodekaéder kozéppontjat atviszi a mésik szélsé dodekaéder (ez
szintén eredetileg masodik szomszéd) kozéppontjaba, igy a lanc folytatasa
soran kapott hatodik dodekaéder (ami harmadik szomszéd lesz) kozéppontja
éppen 180°-os elforgatottja az eredetinek. Ez azt jelenti, hogy ilyen lanc men-
tén elhelyezked6 harmadik szomszéd elGall, mint a lanc els6 dodekaéderének
a hamutalca kozéppontjara valo tiikorképe. A hamutéalcat a kozéppontjara
tiikkrozve az eredetihez csatlakozo tjabb 45 db dodekaéderbdl allo Gsszefiiggsd
komplexust kapunk ezt 12 6tszog lap kapcsolja az eredetihez, mely a két ha-
mutalca egy-egy dodekaéderének kozos lapja. Egy ilyen 6sszekapcsold 6tszog
élei mellé egy-egy dodekaédert ragasztva, egyszerre megkonstrualhatjuk a két
féelen elhelyezked két-két dodekaéder teljes szomszédsagat. Ezen harmadik
szomszédok mindegyike két ilyen 6tszog egy-egy élét kapcsolja 0ssze, ezért a
szamuk 30.

A kapott zart poliedrikus feliilet, szabalyossaga a konstrukciébol azonnal
kovetkezik, mivel 120 cellaja van 120-cellanak hivjuk. A szimboéluma: {5,3,3}.
Az analitikusan bizonyités torténhet a 600 cstics koordinatainak konkrét meg-
adaséaval.

A 600-cella (hexacosichoron)

Az utolso 4-dimenzids szabélyos test a 120-cella duélisa. Ennek szarmazta-
tasa torténhet a 120-cella kozéppontjainak konvex burkaként. Minden csu-
csaban 20 szabalyos tetraéder taldlkozik, melyek mindegyikét 4 cstcsnal szé-
moljuk igy % = 600 tetraéder alkotja a test hatarit, a cstcsalakzatai
kétszeres nytjtassal kaphatoak a 120-cella egy cellaja lapkozéppontjai altal
meghatarozott ikozaéderbdl, tehat egybevago ikozaéderek. Egy tovabbi szin-
tetikus elallitasa lehetséges a kovetkezs igen plauzibilis moédon: Tekintsiik
egy 24-cella csiucshalmazat (az egységkocka (2 élhosszi) és egy kétszeres mé-
reti (4 atlohosszu) keresztpoliéder csticshalmazéanak uniojat) és helyezziink
el az aranymetszés aranyanak @—nek megfelel6 magassagban a koordina-
ta hipersikokkal parhuzamos sikokat (8 darabot minden pozitiv és negativ
tengelyfélegyeneshez). Ezen hipersikokban tekintsiink a koordinata hipersi-
kokkal parhuzamos lapt egység élhosszii kockdkban a felszinén elhelyezett
szakaszrendszer altal indukalt ikozaédereket. A lehetGségek koziil valasszunk
egy rogzitettel koherens masik hetet, azaz koordinata permutacioval a cstcs-
halmazok legyenek egymasnak megfeleltethetGek. A kapott pontrendszer 24+
+8-12 = 120 pontbol all. A szabalyos 600-cella nem mas mint ezen pontrend-
szer konvex burka. A szimboluma {3,3,5} és a fent leirt csticspontrendszer
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7.49. abra. A 600-cella 3-dimenzids Schlegel diagramja
(http://en.wikipedia.org/wiki/600—cell)

szintén konnyen megadhatd koordinatékkal.
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7.50. abra. Leonhard Euler

7.6. Euler

Leonhard Euler egy német hercegnének szamos filozofiai tartalmu levelet irt,
melyek Gsszegytijtve angol forditasban és kiadasban 1837-ben jelentek meg.
Ezek koziil idézziik az egyik levelet.

[.. EULER: CXV. LEVEL

A7 EMBERI ISMERETEK IGAZI ALAPJAI. AZ [GAZSAG FORRASA ES A
BELOLE SZARMAZO INFORMACIOK OSZTALYAI

Batorkodom kifejteni On el6tt a véleményemet az emberi tudas legfontosabb
fejezetére vonatkozéan, és azzal hizelgek magamnak, hogy el fogom oszlatni
azon kétségeket, amelyek természetes médon meriilnek fel a szellem szabadsaga
fogalmanak kérdésében.

Engem ér a megtiszteltetés hogy felhivjam az On figyelmét minden ismeretiink
igazi alapjara, az igazsag bizonyossaganak jelentésére és a bizonyossagra abban,
amit tudunk. Nagyon messze allunk attél, hogy mindig bizonyosak legyiink azon
véleményeink igazsagaban, amik hamissagat késsbb felfedezziik; néha talsago-
san elkapraztat minket a latszat, néha talsdgosan elhanyagoljuk azt. Eképpen
folytonosan az a veszély fenyeget benniinket, hogy becsapjuk magunkat, egy
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gondolkod6 ember kdteles minden erejét hasznalni a hiba elkeriiléséhez, bar nem
lehet mindig olyan boldog mintha sikert érne el. Amit most itt févonalakban atte-
kintiink, az azon bizonyitasok megbizhat6saga, amelyeket magunk meggy&zésére
talalunk barminek valamilyen igazsagardl; feltétleniil szitkséges olyan allapotot el-
érniink, hogy meg tudjuk itélni, hogy ezek elegend6ek-e a meggydzésiinkre, avagy
sem. Ebben az értelemben el8szor is megjegyzem, hogy minden a mi hataskoriink-
be es6 igazsag besorolhaté harom osztalyba, amelyek lényegiikben kiilonboznek
egymastol.

Az els tartalmazza az érzékelés igazsagait; a masodik, a megértését, és a harma-
dik, a hitét. Mindegyik osztaly a benne talalhaté igazsagoknak sajatos bizonyi-
tasait igényli, és ebbe a harom osztalyba minden emberi ismeret bennfoglaltatik.
Az els6 osztaly bizonyitasai az érzékelésre vezethet&k vissza és ezért eképpen
fejezhetsk ki:

Ez igaz, mert ldattam, vagy megqydézddtem rola az érzékelésem bizonyossd-
ga dltal.
lly médon tudom, hogy a magnes vonzza a vasat, mert lattam, és ez kétségbe-
vonhatatlan bizonyitékot szolgaltatott nekem erre a tényre. Ennek az osztalynak
az igazsagait érzékelhetének nevezziik, mert az érzékeken alapul, vagy a tapasz-
talaton.

A masodik osztaly bizonyitasai a szellem képességein alapulnak:

Ez igaz, mert igazolni tudom az okfejtés elveivel, vagy helyes szillogizmus-
sal.

Ehhez az osztalyhoz alapvets logika sziikséges, amely leirja a konzekvens
okfejtés szabalyait. Eképpen tudjuk, hogy egy haromszog sz6gdsszege két derék-
szoggel egyenls. Ebben az esetben én nem mondom, hogy ezt lattam, vagy az
érzékeim meggy6ztek errdl; de egy okfejtés alapjan ennek az igazsagarol meg va-
gyok gy6z&dve. Az igazsagok ezen osztalyat intellektuslis igazsagnak nevezziik;
és ide kell sorolnunk a geometria igazsagait, és mas tudomanyokéit, amennyiben
ezek bizonyitassal alatamasztottak. Erzékelheti, hogy ezek az igazsagok teljesen
kiilonboznek az elsé csoport igazsagaitél, amelyek tdmogatasara nincs mas bizo-
nyitdsunk mint az érzékeink, vagy a tapasztalat, amelyek biztositjak, hogy ez a
tény, mégha nem is tudjuk az okat. A magnes példajaban, nem tudjuk hogy a
vasra gyakorolt vonzas sziikségszer(i hatasa-e a vas és a magnes természetének;
de legkevésbé sem kételkediink a tény igazsagaban. Az els§ osztaly igazsagai
eképpen ugyanolyan bizonyosak mint a masodik osztalyé, habar a bizonyitasok
alapvetden kiilonbdznek.

Tovabblépve a harmadik osztaly igazsagaira, a hitvallas igazsagaira, amelyeket
azért hisziink mert hitelre mélté személy mondja 6ket; vagy, amikor azt mondjuk:

Ez igaz, mert szamos hiteles ember biztositott minket rola.

Ez az osztaly tartalmazza az Gsszes térténelmi igazsagot. Kétségtelen, hogy azt
gondolja, hogy volt korabban Makedénianak egy Nagy Sandornak nevezett kira-
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lya, aki meghdditotta Perzsiat, habar sohasem latta &t, és nem tudja geometriai
médon bizonyitani, hogy egy ilyen személy valaha is élt. De mi elhisszitk azon
szerz6k tekintélye alapjan, akik megirtak a torténetét, és mi nem kételkediink a
torténetiik hiiségében. Miért ne lenne lehetséges, hogy ezek a szerz&k Gsszebe-
szélve becsaptak minket? Minden okunk meg van elvetni egy ilyen gyanisitast;
és ezért meg vagyunk gy6z6dve ezen tények igazsagardl, legalabb olyan nagy
résziikben, mint az elsé vagy a masodik osztaly igazsagai esetében.

Ezen harom osztaly igazsagai szélsGségesen kiilonbdznek; de ha szilardak,
mindegyik fajta esetén, egyenl6 mértékben meggy8z&ek. Nem tud abban kétel-
kedni, hogy oroszok és osztrakok is vannak Berlinben, habar sohasem latta 6ket:
ezt, tehat a harmadik osztaly igazsaganak tartja, és ezt elhiszi masok beszamo-
l6ja alapjan; ugyanakkor nekem ez az els6 osztalyba tartozik, mert lattam Oket,
és beszélgettem veliik; és sokan masok is biztosak voltak jelenlétiikben az érzé-
keik atjan. Onnek, azonban, ugyanolyan teljes bizonyossaga lehet a tényrsl mint
nekiink.

1761 Marcius 31
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7.51. abra. Raffaello Santi: Az athéni iskola

7.7. Euklidész: Elemek XII. és XIII. konyvei

Mi az analizis és mi a szintézis ¢ Analizis az, ha az dllitdst bizonyitottnak
véve abbol kovetkeztetink, mig valamely elfogadott igazsdghoz jutunk.
Szintézis az, ha ebbdl az elfogadott igazsdighdl kdvetkeztetink, mig az
dallitas teljességéhez vagy megragaddsdhoz jutunk.

Euklidész: Elemek

Konyviinkben Fuklidész 6rok miivének az Elemeknek az els6 konyvét idéz-
tiik elGszor, befejezs idézetiink, ugyanezen mi két zard konyve a XII. illetve
a XIII. konyv. Ezen konyvek teriilettel, térfogattal, poliéderekkel kapcsolatos
allitasokat tartalmaz, melyek bizonyitasahoz Lemmékat is hasznal a szerzé.
Most csak a tételeket idézziik kimondasok sorrendjében.

FUKLIDESZ: ELEMEK
XII.KONYV

TETELEK:

1. A korokbe irt hasonlé sokszégek Ggy aranylanak egyméashoz, mint az at-
mérék négyzetei.
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. A korok (teriiletei) agy aranylanak egymashoz, mint atmérsik négyzetei.

Minden haromszdg alapa gala szétesik két egyenls, egymashoz és a teljes
galdhoz hasonlé haromszdg alapa ghlara és két egyenlé hasabra. A két
hasab 6sszege nagyobb a teljes gila felénél.

. Ha van két azonos magassagi haromszdg alapa gula, és mindegyiket fol-

bontjuk két, egymassal egyenld és a teljes gulahoz hasonlé galara és két
egyenl8 hasabra [és a keletkezett gulakat ugyanigy és igy tovabb], akkor
az egyik galaban levs valahany hasab 6sszege a masik galaban levs ugyan-
annyi hasab 6sszegéhez hasonlé.

Az azonos magassagi haromszog alapia galak agy aranylanak egymashoz,
mint az alapjuk.

Az azonos magassagl sokszog alapa galak agy aranylanak egymashoz, mint
az alapjuk.

. Minden haromszdg alapi hasab szétesik harom, egymassal egyenlé harom-

szOg alapa galara.

. Hasonlé haromszdg alapa galak a megfelels éleikhez viszonyitva haromszo-

ros aranyban allnak.

Az egyenl6 haromszog alapa galaknak forditva aranyos az alapjuk a magas-
saggal; s amely haromszdg alapa galaknak forditva aranyosak az alapjaik
a magassaggal, azok egyenlsk.

Minden kap harmadrésze az egyenlé magassagi és ugyanazon alapon fekvé
hengernek.

Az azonos magassagl kapok és hengerek gy aranylanak egyméashoz mint
az alapjuk.

Hasonl6 kapok és hengerek egymassal az alapjaik atmérsihez viszonyitva
haromszoros aranyban allnak.

Ha egy hengert a szemkozti lapokkal parhuzamos sikkal metsziink, akkor
a nyert hengerek gy aranylanak egyméashoz, mint a tengelyeik.

Az egyenld alapokon fekvd kipok és hengerek tgy aranylanak egymashoz,
mint a magassagaik.

Az egyenls kiipoknak és hengereknek forditva aranyos az alapjuk a ma-
gassaggal; s amely kapoknak és hengereknek forditva aranyos az alapja a
magassaggal, azok egyenlGek.
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16. Irjunk két koncentrikus kér nagyobbikaba egy olyan paros oldalszami,
egyenl§ oldalt sokszoget, mely diszjunkt a kisebb kortél!

17. Irjunk két koncentrikus gdmb nagyobbikaba olyan poliédert, mely diszjunkt
a kisebb gémb feliiletétél.

18. A gémbdk az atmérsikhez viszonyitva haromszoros aranyban allnak egy-
massal.

A kovetkez6 tételekben szereplé "folytonos arany"-ban valo osztas az
aranymetszés aranyaban valo osztést jelenti, azaz "a kisebb tugy aranylik
a nagyobbhoz mint a nagyobb az egészhez". Az "apotomé" a nagyobb darab
és a "minor" a kisebb elnevezése.

FEUKLIDESZ: ELEMEK

XIII.KONYV

TETELEK:

1. Ha egy szakaszt folytonos aranyban osztunk, akkor a nagyobb darab és
a teljes szakasz fele Gsszegének a négyzetértéke otszorose a fél szakasz
négyzetének.

2. Ha egy szakasz négyzetértéke Otszordse valamely darabjaénak, akkor a
mondott darab kétszeresét folytonos aranyban osztva a nagyobb darab épp
az eredeti szakasz masik része.

3. Ha egy szakaszt folytonos aranyban osztunk, akkor a kisebb darab és a
nagyobb darab fele 6sszegének a négyzetértéke 6tszorose a nagyobb szakasz
fele négyzetének.

4. Ha egy szakaszt folytonos aranyban osztunk, akkor a teljes szakasz és a
kisebb darab négyzetdsszege haromszorosa a nagyobb darab négyzetének.

5. Ha egy szakaszt folytonos aranyban osztunk és hozzaadunk egy, a na-
gyobb darabbal egyenl6 szakaszt, akkor a teljes szakasz folytonos aranyban
osztatik, mégpedig az eredeti szakasz a nagyobb darabja.

6. Ha egy racionalis szakaszt folytonos aranyban osztunk, akkor mind a két
darab irracionalis, agynevezett apotomé.

7. Ha egy egyenl oldala 6tszog harom akar egymas melletti, akar nem egy-
mas melletti szge egyenls, akkor az 6tszog egyenld szogi.
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Ha egy egyenls oldalt és egyenls szogii 6tszog két szomszédos szdggel
szemkozti atléit meghazzuk, akkor azok folytonos aranyban osztjak egy-
mast, és a nagyobb darabjaik egyenl6k az 6tszog oldalaval.

Ha az ugyanabba a korbe irt hatszog és tizszog oldalat ésszeadjuk, akkor a
teljes szakasz folytonos aranyban osztott, és a nagyobb darabja a hatszog
oldala.

Ha egy korbe egyenls oldalt 6tszdget irunk, akkor az 6tszég oldala négy-
zetértékben egyenl6 az ugyanabba a korbe irt hatszog és tizszog oldalanak
Osszegével.

Ha egy racionalis atmérgjii korbe egyenlé oldald 6tszoget irunk, akkor az
Otszog oldala irracionélis, Ggynevezett minor.

Ha egy korbe egyenls oldalt haromszdget irunk, akkor a haromszdg oldala
négyzetértékben haromszorosa a kor sugaranak.

Szerkessziink (szabalyos haromoldala) galat, vegyiik koriil adott gémbbel,
és mutassuk meg, hogy a gomb atmérgje négyzetértékben masfélszerese a
gala élének.

Szerkessziink kockat, vegyiik koriil a gombbel, amellyel a galat is, és mu-
tassuk meg, hogy a gémb atméréje négyzetértékben haromszorosa a kocka
élének.

Szerkessziink (szabalyos) oktaédert, vegyiik koriil a gombbel, amellyel az
el6z6 testeket is, és mutassuk meg, hogy a gomb atmérGje négyzetértékben
kétszerese az oktaéder élének.

Szerkessziink (szabalyos) ikozaédert, vegyiik koriil a gémbbel, amellyel a
font emlitett testeket is, és mutassuk meg, hogy az ikozaéder éle irracio-
nalis, tgynevezett minor.

Szerkessziink (szabalyos) dodekaédert, vegyiik koriil a gdmbbel, amellyel
a font emlitett testeket is, és mutassuk meg, hogy a dodekaéder éle irraci-
onalis, agynevezett apotomé.

Allitsuk el6 az &t test élét, és hasonlitsuk 6ssze egymassal.

Azt Allitom, hogy az emlitett 0t testen kiviil nem szerkeszthetd
méas egyenld oldalia, egyenlé szogii és egymassal egyenld lapok altal
kozrefogott test.
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Két haromszogbdl vagy egyaltalan lapboél nem szerkeszthet6 ugyan-
is térszog. Harom haromszogbdl a gila, négybdl az oktaéder, 6t-
b6l pedig az ikozaéder térszoge szerkeszthets. Hat, egy ponthoz
(mint k6z6s csicshoz) szerkesztett egyenls oldala és egyenld szogi
haromszogbdl nem lesz térszog, hiszen mivel az egyenls oldala ha-
romszog egy szoge kétharmad derékszog, a hat négy derékszoggel
egyenlé, ami nem lehetséges, mert valamennyi térszéget 6sszegben
négy derékszognél kisebb szogek fognak koézre. Ugyanigy hatnél
tobb (ilyen) siksz6gbdl sem szerkeszthetd térszog. Harom négy-
zet a kocka térszogét fogja kozre. Négybdl nem lehet, mert ismét
négy derékszog az Osszeg. Az egyenlS oldala és egyenld szogii Ot-
szogekbdl: harombodl a dodekaéder térszoge szerkeszthets, négybdl
viszont nem lehet, hiszen mivel az egyenls oldala 6tszog egy szoge
egy egész egyotod derékszig, a négy nagyobb négy derékszognél,
ami nem lehetséges. Ugyanezen ellentmondas miatt méas sokszogek
sem fognak kozre térszoget. Eppen ezt kellett megmutatni.



én vagyok az elsé mostohad;
3ordaim kozt probaid éles kését
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Uj szépséget teremni sebez engem.
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A fuggelék

A téridd

A geometria alapvetd targya a minket koriilvevd tér, egyik legfontosabb fo-
galma a pontparok tavolsaga, legfontosabb kérdései kézé tartoznak bizonyos
pontparok tavolsaganak konkrét meghatirozasa. Nem tudjuk magunkat ki-
vonni ugyanakkor az id6 hatésa al6l, barmit, amit vizsgalunk kénytelenek
vagyunk egy adott id6tartam alatt tenni. Lorentz, Einstein, Minkowski mun-
késsaga fényt deritett az igazi kapcsolatra tavolsag és id§ kozott, ezek nem
onallo kiilon fogalmak csak ,arnyékai” vetiiletei egy alkalmas, matematika-
ilag jol definialt struktirara vonatkoz6 fogalomnak, a vildg-pontparok ta-
volsadganak. Az id§ és tavolsag mérése kozos altalanos elvnek felel meg, egy
bedgyazo struktirara a vilagra vonatkozoan. Jelen fejezetben, egy olyan dlta-
lanos felépitést adunk, mely elvezet az ismert ,konstans gorbiileti” terek egy
altalanositasahoz is, példaul, a hiperbolikus geometria egy altalanositasahoz.

A.1. A skalarisszorzat altalanositasai

Az euklidészi terek jellemzé fogalma a skalaris szorzat. A skalaris szorzat
helyett gyengébb szorzat fogalmat hasznalva euklidészi tereknél altalanosabb
terekhez jutunk. G. Lumer% vezeti be a fél-skalarszorzat fogalméat az elmult
évszazad kozepén.

A.1.1. Fél-skalarisszorzat

A.1.1. Definicié. Egy V komplex vektortéren értelmezett [z,y] : V XV —
C komplex fiigguényt fél-skalarisszorzatnak (roviden s.i.p.) nevezink, ha ren-
delkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal :

sl. : [z +y,2] =[z,2] +[y,2],

! Lumer, G.: Semi-inner product spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 100 (1961), 29-43.
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s2. : [Ax,y] = Mz,y| minden )€ C,
s3. :[x,z] >0 ha x#0,

sd. [z, y]|? < [z, 2]y, y],

Ha sV wvektortéren értelmezett egy s.i.p. akkor a (V,[-,]) pdrt fél-skaldris-
szorzatos térnek nevezzik.

Ha tekintjiik az ||x|| = /[, ] definicioval adott fiiggvényt, akkor a vek-
tortér ezzel normalt térré valik. Forditva, minden normalt tér tekinthets fél-
skalarisszorzatos térnek. Tekintsiink ugyanis egy adott y vektort majd ehhez
keressiink egy f, linearis funkcionalt, mely az y egydimenzios alterén értel-
mezett és f,(y) = ||y||? teljesiil ra. Ilyen nyilvan van és a norméja || f, || = ||y||-
A Banach-Hahn tétel szerint ezen linearis funkcional kiterjeszthetd a vektor-
térre a norma megtartasaval, tehat feltehets, hogy lineéris funkcionélunk a
teljes V-n értelmezett. Minden konkrét y vektorhoz van egy ilyen egyértel-
mtien valasztott f, linedris funkciondl, tehat definidlhatunk egy szorzast a
kovetkez6 szaballyal:

[, y] = fy ().
Ez automatikusan lineéris az els§ valtozoban teljesiti s3 axiomat és az
fy()
[z, y] = =Tzl < A lllll = (Il

]l

Osszefiiggés miatt teljesiil ra s4 is.
J. R. Giles [ veszi észre, hogy mindig lehet a s.i.p.-t valasztani ugy, hogy
teljesiiljon a méasodik argumentum homogenitasa is azaz fennalljon:

s5. : [z, \y] = Mz,y] A€ C

tulajdonsag is. Valoban a fenti f, funkcionalt az ||y|| = 1 feltételnek megfelels
y vektorokra az f,(y) = 1 értékkel megadva, majd az f,, = Af, szabalynak
megfelel§ kiterjesztéssel az y — f, leképezés konjugéltan linedrissd vélik
mutatvan, hogy [-, -] komplex értelemben homogén a masodik valtozojaban.
Szintén Giles vezeti be a folytonos s.i.p fogalmat a kovetkezé modon:

s6. : Tetszbleges x,y € 9, egységvektor esetén valos A\ — 0 mellett teljesiiljon
R{ly, z + Ay]} = R{[y, ]}

2Giles, J. R.: Classes of semi-inner-product spaces. Trans. Amer. Math.Soc. 129/3
(1967), 436-446.
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A teret egyenletesen folytonosnak nevezziik, ha ezen hataratmenet az egy-
séggdbmbon egyenletesen fennall.

Egy normalt tér esetén tobbféle differencialhatosagi tulajdonsiggal is ren-
delkeziink. Felmeriil a kérdés ezeknek mi a kapcsolata a most bevezetett fo-
galmakkal.

A.1.2. Definicié. Egy normdlt tér Gateaux-értelemben differencialhato, ha
tetszdleges x,y eqyséquektor pdarra minden valds A esetén, a

e Al e
A—0 A

hatarérték létezik. A normdlt tér egyenletesen Fréchet értelemben differenci-
alhatd ha az eqységgomb pontpdrjaira a fenti hatdrdatmenet egyenletesen dll
fenn.

A.1.1. Tétel. Eqgy s.i.p. tér akkor és csak akkor folytonos (egyenletesen foly-
tonos) ha a megfeleld normdalt tér Gateaux (egyenletesen Fréchet) differenci-
dalhato.

Ezen tétel bizonyitasa (egyszertibb korillmények kozott) a definiciok alap-
jan hasonloképpen elvégezhetd mint egy altalunk a kovetkezGkben igazolt
tétel ezért a bizonyitasat elhagyjuk.

A fenti gondolatmenetet folytassuk a s.i.p. tér differencialhatosagara vo-
natkozo definicioval:

A.1.3. Definici6. A differencidlhato s.i.p. tér eqy olyan folytonos s.i.p. tér,
amelyben a kovetkezd feltétel is teljestil :
s6’: Tetszdleges hdarom x,y, z vektor és valos A esetén, létezzen a

A—0 A

hatdrérték. Azt mondjuk, hogy a tér folytonosan differencidlhato, ha a fenti
hatdrdtmenet mint y fiigguénye folytonos.

Jegyezziik meg, hogy az S{[z,y|} = R{[—ix,y]} egyenlGség a fenti felté-
tellel egyiitt garantalja a:

A—0 A

hatarérték létezését és folytonossagat. A kovetkez tétel dsszekapcesolja a s.i.p
és a norma differencidlhatosagara vonatkozo feltételeket.
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A.1.2. Tétel. Eqy s.i.p. tér akkor és csak akkor (folytonosan) differenci-
dlhatd ha a norma figgvény kétszer (folytonosan) differencidlhats Gateauz
értelemben.

Az x irdnyban vett y pontbeli Gateaux deriviltja a normanak legyen:

P [ e ]
I 1z(y) := lim 5 :
Hasonloképpen legyen
vy e+ Az) — - [2(y)
Iz (y) := lim S ,

a norma masodik derivaltja az y pontban az x majd z irAnyokra vonatkozoan.
Ekkor teljesiil a kovetkez6 McShane-t6l Bszarmazo lemma.

A.1.1. Lemma. Ha FE eqy s.i.p. tér x,y € E, akkor

Iyl 115%™ < R w1} < Nyl %)
dll fenn, ahol (|| - ||.(v))~ and (|| - ||,(y))" jeléli a bal- illetve jobb-oldali

szerinti derivdltakat. Specidlisan, ha a norma differencidlhato, akkor

[z, y] = [yl 1)) + 1 17 ()}

A lemma segitségével igazolhatjuk tételiinket.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a norma kétszer differencialhato. Ekkor a
lemma szerint

Rl y + A2} = R{[z 9]} Jly + Azl - Gy + A2) = [lyll Al - 112(0)

A A
_ lyllly + Azl e (y + A=) = Nl - 1z () o
Ayl B
o My A2l 1 + 22) = [yl e ()
- Alyll ’
ahol ugy valasztottuk az ””;”(++AZ) kifejezés elGjelét, hogy az pozitiv legyen.

Mivel a norma derivéltja folytonos, a feltételekbdl kovetkezik, hogy || - ||%.(y)/A
is pozitiv. Ezen feltételt tekintve, kapjuk, hogy

Rle,y + Az} — ®[z 9}
) =z
3 McShane, E. J.: Linear functionals on certain Banach spaces. Proc. Amer. Math.
Soc., Vol. 1 (1950), 402—-408.
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(v +22) — (- ll2(¥) | Rz y]

|-
> lyll*
Allyll Iyl

- 115 (y + Az).

Ugyanakkor

[y + Azl - 1 (y + Az)) = Nyl - 12(y)
T <

oy X2 0PA 1 +22) = [Ty y + A 115 ()
- Ally + Azl

Ny 4+ X220 - 115y + A2) = (|| - 1L (y))
— z z + ARz, y + Az ———.
Mly + Az 2 ]MW+Aﬂ

Hasonloképpen ha || - ||2.(y) /A negativ, akkor az egyenl6tlenségek irdnya meg-
fordul, és azt kapjuk, hogy a

A0 A

(- 1)

hatarérték létezik, és egyenls az

Rz, y|R[z, y]

I ) + =

értékkel. Jegyezziik meg, hogy az || - [|.(y)/\ = 0 esetben létezik egy kor-
nyezet, amelyben a || - ||,.(y + Az)/\ fiiggvény elGjele konstans. Ezért ezt az
esetet nem kell kiiloén vizsgalni.

A masik irany bizonyitasahoz, tekintsiik a kovetkezs tortet

w-M@+A@—OWM@D
A

Feltéve, hogy a s.i.p. differencialhato, definicié szerint folytonos is. Azaz a

norma differencidlhatd az elsG tétel szerint. Hasznélva a lemmat és feltéve,

hogy M > 0, azt kapjuk, hogy
Hmﬂ'%@+kd—%WH%w):%hw+A4MH—%th%+MH:

X Ay Azl

Iy

_ R,y + A2llyll* = Rz, yllly + A=Ayl _

Mlylllly + Azl -
Rlz,y + Azllyll” — Rz, yllly + Az, 9]l _
Mylllly + Azl
= R®{[my + A2 = R{[zy]} ] R[z, y|R[z, y]

A ly+ 2zl Tylllly + A=l
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Ugyanakkor azonban hasznalva a s.i.p. folytonossagit és a Rlesl > 0 feltételt,

p)
a kovetkez§ egyenlGtlenség is addodik:

R{lr,y + Azl = R{[z, 9]}  Rlz,y + Az]R[z, y + A7
A ly + Az||?

Ha megforditjuk a feltétel elGjelét, akkor az egyenlGtlenségek iranya is meg-
fordul. A hataratmenet mutatja, hogy az els¢ differenciél fiiggvény differen-
cialhato és a derivaltak kozott a kovetkezd kapcesolat all fenn:

Rz, yR[z, y]

Iy lICIE- 1172 (v) = [, 12(y) = 1P

O
B. Nathl] észreveszi, hogy a s.i.p fogalméat altalanosabban is meg lehet
adni, ha a Cauchy-Schwartz egyenlGtlenséget a Holder egyenl6tlenséggel he-
lyettesitjiik. Igazolja, hogy a |z| = |z, x]% 1 < p < oo definici6 szintén
normét eredményez és minden normélt tér ellathato egy ilyen altalanosabb
s.i.p. szorzattal.(A p = 2 esetén a tétele visszaadja Lumer megfelels tételét.)
Azonban a fenti altalanositas nem lehet 1ényegi, inkabb csak formalis, hiszen
a két s.i.p. tér kozotti kapcesolat egyszerti. Minden p esetén a Giles-Lumer-féle
[z, y] szorzat definial egy p-hez tartozo Nath-féle s.i.p-t a kovetkezs egyenls-
ség alapjan:

[z,y] = [y, y] 7 [z, y].
A Giles-féle homogenitas pontosan akkor teljesiil, ha a Nath-féle s.i.p. kielégit
egy (p — 1)-homogenitasi tulajdonsigot, azaz minden komplex A-ra fennall
az:

p—2
|

sb”?. :
[z, A\y] = A|AP~?[z, y)]

egyenlGség. Ezért az eredeti definici6 pontosan ugyanolyan altalanos mint a
Nath-féle.

A normaélt tereket geometriai szemiivegen keresztiil is vizsgalhatjuk, hi-
szen az n-dimenzios Euklideszi R™ tér egy origéra szimmetrikus centralszim-
metrikus konvex teste definial egy normat, aminek az egységgémbje maga a

4Nath, B.: On a generalization of semi-inner product spaces. Math. J. Okayama
Univ. 15/1 (1971), 1-6.
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test. Egy ilyen teret a geometriaban feltalaloja utan Minkowski térnek ne-
veziink. Fontos alaperedmények ezen végesdimenzids valos normalt terekrdl,
kiilonféle 6sszefoglald cikkekben taldlhatok, melyek koziil egyet kiilonosen is
ajanlunk, ezt Horst Martini és tarsai irtak.

Ez a tér — definicioja szerint — egy bedgyazo n-dimenzios valos Euklidészi
térrel rendelkezik, azon mérjiik méasképp a pontok tavolsagat. Ez is tekint-
hets a Lumer-Giles elmélet szerinti s.i.p. térnek, ha a komplex fogalmakat a
megfelel6 valos fogalmakra cseréljiik.

A.1.2. Indefinit-skalarisszorzat

Minkowski egy masik talan még fontosabb térfogalmat is létrehoz ezt az elmé-
leti fizikdban szoktak Minkowski-térnek nevezni. Lorentz és Einstein nyoman
észreveszi, hogy a vilag jelenségeinek vizsgilatara alkalmas, az id6t negyedik
dimenzioként tartalmazo bedgyazd négydimenzios euklidészi tér pontjainak
a tavolsagait, alkalmas modon mérve az idé illetve térszerii koordinaték azo-
nos moédon kezelhetSk. Ezzel elinditja a pszeudo-euklidészi terek vizsgélatat,
mely nem mas mint egy valds vagy komplex véges-dimenzios vektortér ellat-
va egy olyan szorzassal, mely nem pozitiv definit. Az ilyen szorzast indefinit-
skaldrisszorzdsnak nevezziik.
Pontosabban

A.1.4. Definicib. Egy V komplez vektortér indefinit-skalarisszorzata (i.i.p.)
eqy olyan komplex [x,y] : V x V. — C fiiggvény, amely a kovetkezd tulaj-
donsdagokat teljesiti:

i1. : [x+y,z] = [SL’,Z] + [y,Z],

i2. : [Az,y] = Az, y] minden X € C,

i3. : [z,y| = [y, 2] minden z,y €V,
i4. :[x,y] =0 minden y €V then z =0.

Eqgy V' vektortér eqy i.i.p.-vel eqy ugynevezett i.i.p. tér.

5 Martini, H., Swanepoel, K., Weiss, G.: The geometry of Minkowski spaces - a
survey. Part I. Expositiones Mathematicae 19 (2001), 97-142.

6 Martini, H., Swanepoel, K.: The Geometry of Minkowski Spaces - a survey. Part
II. Expositiones Mathematicae 22(2) (2004), 93-144.

7 Gohberg, 1., Lancester, P., Rodman, L.: Indefinite Linear Algebra and Applica-
tions. Birkh&duser, Basel-Boston-Berlin 2005.
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Be lehet vezetni a pozitiv (nem-negativ) illetve negativ (nem-pozitiv) al-
terek fogalmat, melyekben a nem nulla vektorok pozitiv (nem-negativ) vagy
negativ (nem-pozitiv) skalarnégyzettel rendelkeznek. Specialis jelenség, hogy
i.i.p. térben taldlhatunk olyan altereket, melyben minden vektor skalarnégy-
zete nulla. A V i.i.p. tér N altere neutralis ha [v,v] = 0 minden v € N esetén.
Az

1 . . . . . .
[z,y] = Z{[x+y,x+y]+l[$+zy,x+zy]—[ﬂf—y,x—y]—l[x—zy,x—ly]},

osszefliggés alapjan az N altér akkor és csak neutralis ha [u,v] = 0 teljesiil
minden u,v € N vektorparra. Egy ilyen altér nem-negative és nem-pozitiv
egyszerre és sziikségszertien degenerdlt altér. Igazolhato a kovetkezs allitas:

A.1.3. Tétel. Egy nem-negativ (illetve nem-pozitiv) altér direkt dsszege egy
pozitiv (illetve negativ) és eqy neutrdlis altérnek.

Jegyezziik meg tovabba, hogy ez a felbontas nem egyértelmi, de a szerepld

komponensek dimenzidi igen.

A.1.3. Fél-indefinit skalarisszorzatos tér

Az egyszeriibb kommunikicié miatt nevezziik el a s.i.p. illetve i.i.p. tér defi-
nialé axiomait a kovetkezSképpen:

sl. az elsd argumentum additivitdsi tulajdonsdga,
s2. az elsd argumentum homogenitasi tulajdonsdga ,
s3. a pozitiv definitség tulajdonsaga,

s4. a Cauchy-Schwartz egyenldtlenség,

sb. a mdsodik argumentum homogenitdisa

i3. az antiszimmetria tulajdonsdga ,

i4. a nem-elfajulds tulajdonsdga .

Ekkor i1=s1, i2=s2. Konnyen lathatjuk, hogy s1, s2, s3, s5 egyiittes
fennallasa maga utan vonja a szorzat nem-elfajuld voltat, és minden nem-
negativ (illetve nem-pozitiv) N altéren teljesiil a Cauchy-Schwartz egyenlt-
lenség. Probaljuk meg 6tvozni a két axidoma-rendszert valamilyen értelmes
modon.
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A.1.5. Definici6. Egy komplex V' vektortér fél-indefinit skaldrisszorzatinak
(s.i.i.p-nek) nevezink egy [x,y] : V x V. — C komplez figgvényt, ha rendel-
kezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1. [x 4y, 2] =[x, 2] + [y, 2] (additivitds az elsd viltozéban),

2. [\x,y] = ANz, y| minden A € C (homogenitds az elsé argumentumban),

3. [z, \y] = Mz, y] minden \ € C (homogenitds a mdsodik argumentumban,),
4. [z,x] € R minden x € V (valds értékiség tulajdonsdga),

5. ha vagy [x,y] = 0 teljesil, minden y € V wvagy [y, x] = 0 teljesil, minden
y €V, akkor x =0 (nem-elfajulds tulajdonsdiga),

6. |[z,9]]* < [z, 2]y, y] nem-negativ, és nem pozitiv alterekhez tartozd x, y
vektorpdarra, (a Cauchy-Schwartz eqyenlétlenséy teljestiljon nem-pozitiv
és nem-negativ altereken).

Eqgy V' wvektorteret, melyen értelmezett eqy s.i.i.p. fél-indefinit skaldrisszorza-
tos térnek (s.i.i.p. térnek) neveziink.

A kovetkezSkben illusztraljuk, hogy a s.i.i.p. tér fogalma nem csak trivialis
példakat tartalmaz.
1.Példa: Egy s.i.i.p. tér pontosan akkor homogén s.i.p. ha pozitiv definit az
s.i.i.p. Egy s.i.i.p. tér pontosan akkor i.i.p. tér, ha az s.i.i.p. antiszimmetrikus
is. Valoban [z, z] = [z, x| egyenlGségbdl kovetkezik a nem-elfajulas tulajdon-
saga. A masodik argumentumban val6 linearitas is teljesiil, hiszen:

[, My + pz] = [Ny + pz, 2] = My, 2] + 7ilz, 2] = Az, y] + 7ilz, 2].

Az is vilagos, hogy minden — akar geometriai, akar fizikai — Minkowski
tér reprezentalhato s.i.i.p. térként.
2. Példa: Legyen V = ({ej, ez, €3}) egy harom-dimenzios vektortér és C' a
kovetkezG szabalyos oktaéder felszine:

C = U{conv {g;e;]i = 1,2,3}, ahol minden i-re g; € {£1}}.

Vil4gos, hogy egy valos v € C helyvektorhoz 1étezik legalabb egy és kiva-
laszhatunk pontosan egy v* linearis funkcionalt, a kovetkez§ tulajdonsaggal,
legyen v*(v) = (—1)*, ahol k a kombinatorikus dimenzi6ja annak a C-beli F,
lapnak, amelyiknek v a relativ belsejébe esik. ( Nyilvanvalo, hogy k + 1 a v
elgallitasaban szereplé nem nulla koordinatéak szama.) Legyen Av € V, ahol
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v € C, és minden valos \-hoz valasszunk egy (Av)* = Av* linearis funkcionalt.
Az igy adott V-bdl a dudlis térbe V*-ba mend leképezés general egy

[, v] = v™(u)

szorzatot, amely teljesiti az 1-4 tulajdonsagokat. Az 5 tulajdonsag azért tel-
jesiil, mert nincs olyan v vektor, amire v*(v) = 0 volna. Végiil minden két-
dimenzios altér tartalmaz olyan v illetve w vektorokat, amelyekre by v*(v) >
> 0 illetve w*(w) < 0 teljesiil, ezért nincs nem-negativ, vagy nem-pozitiv
altér mutatva, hogy az utolso 6 feltételnek is teljesiilnie kell.

3.Példa: Tetszbleges V komplex normélt térhez definidlni tudunk szdmos
s.i.i.p.-t melyek koziil egy a normahoz tartozé valamelyik s.i.p.. Legyen C' a
V' tér egységszféraja. A Banach-Hahn tétel szerint van legalabb egy és ezért
mi kivalaszthatunk pontosan egy folytonos linearis funkcionalt, melyre |[0*
x| = 1 teljesiil és v*(v) = 1 is fennall. Tekintsiink egy £([v]) el6jel fiiggvényt,
+1 értékekkel a C' komplex projektivizaltjan C/ ~-en, ahol C'/ ~ jelenti a
C-nek az alabbi ekvivalencia relacio

"r~y<s =AMy ha\#0”

szerinti faktorizaltjat. Ha e([v]) = 1 legyen v* = v*, ha viszont ¢([v]) = —
—1 definidljuk v*-t az v* = —v* egyenlGséggel. Végiil terjessziik ki homogén
mo6don V-re a dualitas leképezést az (\v)* = \v* szabéllyal. A dualitas leké-
pezés kép linedris funkcionaljai teljesitik a v*(v) := e([v])||v]|* és ||v]| = ||v*]]
feltételeket. Az

[u, v] = v"(u)

definicioval kapott szorzés kielégiti az 1-5 feltételeket. Ha U nem-negativ
altér, akkor pozitiv is és tetszéleges u,v € U esetén, az

[v*(u)

[l

[u, o] = ™ (u)] =

[l < 0" | lfull = lfolllfull

egyenlGtlenség bizonyitja 6-t.

A.2. Altalanositott tér-idé modell

Célunk a Lorentz, Einstein, Minkowski altal kidolgozott tér-idé modell altalé-
nosabb szituacidoban vald végig gondolésa. Kiindulési 6tletiink, hogy az el6z6
fejezetben kidolgozott altalanos szorzatfogalom a s.i.i.p. is felhasznalhaté egy
tér-idé modell felépitéséhez. ElGszor megteremtjiik az elvi alapokat.
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A.2.1. A modell definidlasa

ElsG 1épésben a két (geometria és fizikai) Minkowski tér kombinalasat végez-
ve, megadjuk az altaldnositott Minkowski tér fogalmét B. Masodik lépésben
ezt specializélva jutunk el az altalanositott tér-idé modell fogalméahoz.

A tovabblépéshez sziikségiink lesz egy fontos segédtételre.

A.2.1. Lemma. Legyenek (S, |-, |s) illetve (T, |-, |r) két s.i.p. tér. Ekkor
az S+ T direktisszeq vektortéren az

[$1 4 t1, 82 + ta] ™ = [s1, 82] — [t1,L2]

szabdllyal értelmezett [-,-]7 : (S+T) x (S+T) — C fiigguény szintén egy
S.1.D..

Bizonyitas: A [-, ] fiiggvény nem-negativ. Az els§ argumentumban valo
linearitas a kovetkezéképpen igazolhato:

[)\/(S, +t,) + )\”(8” +t”),8 +t]_ _ [XSI + X’S”,S]S o [Xt, + )\”t”,t]T _
_ )\/[SI,S]S + )\”[8”,8]5 o )\/[t,,t]T o )\”[t”,t]T _

= N[+t s+t + N'[s" +t" s+1]".

A masodik argumentum homogenitéasa is teljesiil, hiszen
[+t As+1)] =[s,As]ls — [t', M]r = A[s' +1,s+1].

Végiil hatra van a Cauchy-Schwartz egyenlGtlenség igazolésa.

‘[81 -+ tl, So + t2]7|2 = [81 -+ tl, So + t2]7[81 + tl, So + tQ]i =

= ([s1,82]ls — [t1, ta)7)([51, S2]s — [t1, ta]7) =

= [s1, s0)s[s1, sals[t1, ta]r[tr, ta]r+[s1, s]s (= [t1, talr)+(=[t1, b)) 51, 52)s <
< [s1, s1]s[82, s2]s + [t1, ] [ta, ta]r + 2R{[s1, sols(—[t1, to]r)} <
< [s1, 1] 552, 52] 5 + [t1, ta] 7 [ta, ta]r + 2|[s1, s2] 5| [t1, La] | <
< [s1, s1]s[s2, 2]s + [t1, ta)7[ta, tolr + 24/ [51, s1]s[se, so]s[tr, ti]7ta, tal 7,

és 1gy a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlGtlenség miatt fennall

(51, 51]5[S2, S2]s + [t1, t1]r[t2, to]T + 2\/[81, s1]s[s2, s2lslt1, ti]r[te, tolr <,

8 A.G.Horvath: Semi-indefinite inner product and generalized Minkowski spaces.
Journal of Geometry and Physics 60 (2010) 1190-1208.
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< [s1, 51]s(82, S2)s+ [t1, trl7[t2, to]r+[s1, s1]s(—[t2, ta]r+ (—[t1, t1]T)[S2, S2]s =
= ([Sl, Sl]S — [tl, tl]T)([SQ, 82]5 — [tQ, t2]T) = [81 +t1, S1 +t1]7[82 +t2, S9o +t2]7.

O

Elképzelhets, hogy egy V s.i.i.p. tér egy pozitiv és egy negativ alterének

direkt 0sszegeként all el6. Ekkor két tovabbi strukturaval ruhazhatjuk fel, az

egyik egy s.i.p. tér struktira a méasikat pedig Minkowski strukturanak fogjuk
nevezni. Pontosabban:

A.2.1. Definicié. Legyen (V,[-,-]) egy s.i.i.p. tér. Tegyiik fel, hogy S, T <V
pozitiv illetve negative alterek, melyek eqymds direkt kiegészitd alterei V -re
nézve, S pozitiv, T negativ. Definidljunk egqy szorzdst V-n az

[U,U]+ = [81 + tl, So + t2]+ = [81, 82] -+ [tl,tg]

egyenldséggel, ahol s; € S és t; € T. Ekkor azt mondjuk, hogy a (V,[-,-]"
+) pdr &ltalanositott Minkowski tér a [-,-]* Minkowski szorzassal. Szintén
haszndljuk V -re a valos dltalanositott Minkowski tér elnevezést, ha V wvalds
vektortér és a s.i.1.p. eqy valos-értékid fiigguény.

A kovetkezGkben a definicibhoz kapcsolodd észrevételeket tesziink.

A.2.1. Megjegyzés. A Minkowski szorzat fogalma nyilvdn teljesiti a s.i.i.p.
1-5 tulajdonsdgait. Azonban 6 tipikusan nem teljesil. Az aldbbi példdban ezt
jol lathatjuk.

Tekintsiink eqy S 2-dimenzids | sikot a bedgyazo E® euklidészi térben.
Vilasszunk eqy {ey, s, e3} ortonormdlt bazisdt E*-nek gy, hogy e1,es € S
teljesiiljon. Eloszor reprezentdljuk a sik [°° normdjdt eqy s.i.p.-vel. Legyen

(161 + X9e9, Y101 + Yoea]s =

) 1 . 1
= z1y; lim 7 T TaYo lim —.

HeE)T T )T

Lemmank szerint

(161 + 2209 + T3€3, Y161 + Yoo + Y3es]” = (w161 + Ta€2, Y11 + Yoe2]s + T3Y3

eqy s.i.p. a teljes E3 téren, ami a

\/[:plel + Toeg + x3€3, 161 + Toes + !E3€3]7 = \/maX{|$1|a |352|}2 + x?,,

normdt reprezentdlja. A 3. Példank mddszere szerint, tekinthetink egy €(v)
eldjel fiigguényt, mely 1-el eqyenld ha v a vizsgdlt sik eqységszférdjinak a
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A.1. dbra. Az A.2.1. Megjegyzés példaja

pontja azaz SNC-hez tartozik, és —1-el eqyenld ha v = e3. Az eldjel fiigguény
tovdbbi értékeit, vdlasszuk meg, a max{|z,|, |va|}? — 23 kifejezés eldjelének a
v = (1,29, 23)T vektorhoz vald rendelésével. Ez az eldijel fiigguény meghatdroz
egy [-,+] s.i.i.p. szorzatot és a két vdlasztott S illetve T altérre vonatkozdan
eqy [+, |7 Minkowski szorzatot, melyre vonatkozd hosszakat a kovetkezdképpen
fejezhetjiik ki:

f(U) = \/[1’161 “+ xo9e9 + T3€3,T1€1 + T9eo + SL’3€3]+ =

= fmax{fas, 22} - a3,

Tekintsiik most az r3 = axy sikot valamely 0 < o < 1 esetén. Ez pozitiv
altér az s.i.1.p €s a Minkowski szorzat tekintetében is, és habdr a s.i.i.p. szor-
zat tekintetében teljesiil rajta a Cauchy-Schwartz egyenldtlenség a Minkowsk:
szorzat tekintetében nem, mivel f(v) olyan homogén fiigguvény aminek az eqy-
ség gombje a vizsgdlt sikon konkdv ezért mem lehet szubadditiv. Azonban a
Cauchy-Schwartz eqyenlétlenségbdl a szubadditivitds kévetkezik, igy nem tel-
jestilhet a Cauchy-Schwartz eqyenldtlenség sem a vizsgdlt sikon.

A.2.2. Megjegyzés. Az A.2.1 Lemma szerint a \/[v,v]~ egy norma figg-
vény a V wvektortéren, amit az dltaldnositott Minkowski tér bedgyazo nor-
mdalt tere normdjanak neveziink. A helyzet teljes analdgidat mutat a pszeudo-
Euklidészi tér és az 6t bedgyazé Euklidészi tér kapesolatdval. Az A.2. dbra ezt
a kapcsolatot mutatja az eqységgombokon keresztiil.
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[s,s]+[tf]=-1
[s,s]+[tt]=1

[s,s]-[¢,¢]=1

\,f/)

A.2. dbra. Egységgombok két-dimenzioban.

A tovabbiakban véges dimenzios, valos altalanositott Minkowski tereket
fogunk vizsgalni. Alapvet§ kiilonvalasztani azon vektorokat, melyek skalar-
négyzete pozitiv igy térszertien viselkednek, azoktol, melyek skaldrnégyzete
negativ, tehat idGszertien.

A.2.2. Definicié. Legyen V' egy dltaldinositott Minkowski tér az S, T kiin-
duldsi pozitiv illetve negativ alterer dltal meghatdrozva. Nevezziik eqy vektordt
térszeriinek, fényszeriinek, vagy idGszertinek, aszerint, hogy a skaldrnégyzete
pozitiv, zérus vagy negativ. Legyen & D S, L and T D T a térszerd, fény-
szert illetve iddszerd vektorok halmaza. Ha a tér véges dimenzids, valos és
dimT =1, akkor a teret altalanositott tér-idé modellnek nevezziik.

Altalanositott téridé modellben 7~ két darabjinak az unidja, azaz
T=TtuT",
ahol
T+ ={s+te€T|aholt = \e, valamilyen A > 0} és
T~ ={s+te€T|aholt = Ae, valamilyen A < 0}.

A kovetkez6 tétel alapjan beszélhetiink fénykuaprol, melynek belsejében
taldlhatoak az idGszerti vektorok, kiilsejében pedig a térszertiek. Mint ezen
konyv késsbbi oldalain (Minkowski eladasaban) olvashatjuk, a fizikdban szo-
késos indefinit szorzas a mienk —1-szerese, ezért az idGszert vektorok halmaza
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tartalmazza a vildg pontjainak vilag-vonalait, melyek hatarhelyzetben a fény-
kuap alkot6éi mentén éppen fénysebességgel haladnak, minden létezs sebesség
vektor ennél kisebb abszolutértékkel rendelkezik.

A.2.1. Tétel. Legyen most V' eqy dltalanositott tér-idd modell. T eqy nyilt
kettds kip, melynek a hatdra éppen L. A pozitiv része T+ (ugyanigy mint a
negativ része T ) konver.

Bizonyitas: A kupszertiség tulajdonsaga azonnal kovetkezik a
v, MlF = Ao, o] = [AP[v, o] *

egyenlGségbdl. Tekintsiik a tér (n — 1)-dimenzios valamely U = S + ¢, alaka
affin alterét, ahol ¢ € T tetszdleges, de nem nulla. Ekkor a 7 (U egy elemére,
kapjuk, hogy

0> [s+t,s+t]t =][s s8]+ [t 1],

azaz [s, s] < —[t,t]. Mivel ¢ fix, ebbdl rogton kovetkezik, hogy a vizsgalt met-
szet vektorainak S-beli komponensei az S (n — 1)-dimenzi6s valos vektortér
azon konvex testét alkotjak, amely a s.i.i.p. altal S-en is indukil norma egy-
séggombjének szdmszorosa. Azaz T tényleg egy kettGs kup, amelynek pozitiv
illetve negativ darabjai konvexek. A hatar pontjaira az egyenlGtlenség egyen-
16séggé valik, azaz éppen a fényszert vektorokat kapjuk igy meg. Mivel a tér
tobbi vektora térszeri, utolso allitasunk is adodik. O

A.2.2. Differencidlgeometria altalanositott téridé modell-
ben

A tovabbiakban altalanositott tér-idé modellben végziink differencidlgeomet-
riai vizsgalatokat. Els6 1épésként definialjuk a hiperfeliilet fogalmat és a hozza
kapcsolhato gorbiileti fogalmakat.

Legyen f : S — R egy valos értékii az S altéren értelmezett fliiggvény. Ha
e az S egy egységvektora, akkor definidljuk az e irdnyban tekintett irdnymenti
derivaltat a szokasos modon a:

!
=1
fols) = Jim X
hatarérték létezésével. Tekintsiik a téridé modell egy {ei,...,e,} bazisat,

ahol az els6 n — 1 vektor S bazisat adja e, pedig T-hez tartozik —1 skalér-
négyzettel.

A.2.3. Definicié. Az
F:={(s+ f(s)e,) €V ,se S}
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helyvektorok végpontjainak halmazdt hiperfeliiletnek nevezzik. Az F hiper-
feliilet érintGvektorai a p pontban az irdnymenti derivdltak dltal a szokdsos
modon meghatdrozott V -beli vektorok. Azaz u egy érintGvektora az F' hiper-
feliiletnek annak v = (s + f(s)ey,) pontjiban, ha

u=ale+ fi(s)e,) ahol a valds és e € S egységuektor.

Az érintd vektorok s-kezddponti példanyai alkotjik az F' s-beli érintdterét. Ha
az érintétér n — 1-dimenzios affin altér, akkor érint6 hipersiknak nevezziik.

A kovetkez6 specidlis fiiggvény vizsgéalata szoros kapcsolatban van az al-
talanositott téridé modell egységgombjeinek vizsgalataval. A fiiggvény éalta-
lanositott Minkowski tér esetében értelmes a derivaltjait a komplex esetben
hatarozzuk meg.

A.2.2. Lemma. V most eqy dltaldnositott Minkowski teret jelent, ahol az
S-tér szorzata van [-,-]|s-el jelolve. Teqyiik fel a szorzat folytonossdgdt is.
(Azaz a megfeleld s.i.p. térben teljesiljon s6.) Ekkor a megfeleld iranymenti

derivdltjai a
h:sr— 1+ [s,s]

Rle, s]

V1+[s,s]

fiiggvénynek a
b.(s) =
képlettel irhatok le.

Bizonyitas: A definicié szerint

hs+Ae) —h(s) 1+ [s+Ae,s+ A —/1+]s, s
A N A
VI [s+Ae s+ Ay T+ s, s] — (14 s, s])
A/ 1+ s, 9] .
Mivel s 4+ Xe, s € S, és S porzitiv altér, ezért

0§(\/[S+)\€,S+)\e]—\/[5’5])2:

= [s 4 Xe, s+ Ae] — 24/[s + Ae, s + Ae]\/[s, 5] + [s, 5],
és igy

[s 4+ Xe, s + e] + [s, 8] > 24/[s + e, s + Ae]\/[s, 5] > 2|[s + Ae, s]],
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alapjan kovetkezik, hogy
[s + Ae, s + Ne] + [s, 8] > 2]|[s, s+ A

Ezen egyenlGtlenségeket hasznalva, kapjuk, hogy

h(s+ Ne) — b(s) - \/1+2|[5+)\e,s]\ +|[s + Xe,s]]2 = (1 +[s, 8])

A N A/ 1+ s, 5]
_ Ltls+Ae,s]l —1— s, 5] - R{ls,s] + Ale,sl} —[s,s] _ Rie, 5]
A/ 1+ s, 9] N A/ 1+ s, 9] 1+ [s,8]

De tgyszintén teljesiil, hogy

(s + Ac) — b(s) _
A

(1+[s+Ae,s+ Ae]) — /14 [s,s]/(1+ [s + Ae, s + Ae]) _
M1+ [s+ Ae, s + Ae] N
- (I+[s+ Ae,s+ Ae]) — 1 —|[s, s+ Ae|
- M1+ [s+ Xe, s + Ae]
:3‘%{[3+)\e,3+)\e]}—|[3,3+)\e]| _
M/1+ [s+ Ae, s + Ae]
_ R{[s, s + Ae] + Ale, s + e} — |[s, s + Ae]| -
M/1+[s+ Ae, s + Ae -
- |[s, s+ Ae]| + R{A[e, s + Ae]} — |[s, s + A
N M1+ [s+ Ae, s + Ae]
_ R{le, s + Ae]}
V14 s+ Xe, s+ Ae]

A folytonossagrol szolo s6 tulajdonsag alapjan a vizsgalt hatarérték létezik
és a derivalt értéke

Rle, s]

V14 s, 8]
ahogy allitottuk. O
Fontos kovetkezmények adddnak a fenti szamitasbol.



444 A FUGGELEK. A TERIDO

A.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az S tér [-,-] s.i.p.-je differencidlhato. (Azaz
teljesiil s6° is.) Fkkor tetszdleges x,z S-beli vektorpdrra:

[, I.(x) = 2R[2, 2] — [z, 2],
“ Rz, x| — [z, 2]

]

-1z, () =

Ha a s.i.p.-rdl a folytonos differencidlhatdsagot is feltesszik (azaz a megfeleld
norma egqy C? fiigguény), akkor még eqy dsszefiiggést ismeriink

[z, ]2 (y) = [z, 2],
ami alapjan adodik, hogy

Rz, y]?

117 2 () = Il -
’ Iyl

Bizonyitas: Mivel

1 1 1
X ([x + Az, 2+ Az] — [z, 2]) = 3 ([x, 2 + Nz] — [z, 2]) + X[)\z,x + Az],

ezért ha A tart nulldhoz a jobb oldal a [z, -] (x) + [z, x] kifejezéshez tart. A
baloldal egyenl§ a

<\/1—|—[:c—|—)\z,x—|—)\z] - \/1—1—[:6,1:]) (\/1+[x+>\z,x+)\z]—|—\/1—|—[:c,x]>
3 )

kifejezéssel, ezért az el6zo allitas szerint tart a

1+ [z, 2]
kifejezéshez. Ebbdl adodik az elsé egyenlGség
[‘Ta ']/ (l‘) = 2%[2’, ZL‘] - [Z,l‘]

Hasznalva a masodik derivaltrol szolo tételiinket, kapjuk, hogy

lall(l - 112 () = [z 1o (x) — W

ami éppen a masodik allitas.



A.2. ALTALANOSITOTT TER-IDO MODELL 445

Feltéve a norma C? voltat a szorzat masodik argumentuménak elss de-
rivaltja argumentumainak folytonos fiiggvénye. Ezért azon A(y) : S — R
fiiggvény, melyet az

.1
Aly) = [, Jo(y) = lim = ([, y + Ae] = [2,y])
—0 \
formula definial, szintén folytonos y = 0-ban. Ugyanakkor nem-nulla ¢ € R
esetén hasznalva a t\ = X jelolést kapjuk, hogy

Alty) = lim ([, ty + Xa] — [r,9]) = im = ([o,y + Xa] — [r,5]) = A(y).

Ebbél azonnal adodik, hogy

[ZL‘, ];(y) = A(y) - A(O) = [l‘, :L‘]

teljesiil y-tol fiiggetleniil. Az utolso allitas, megint a bevezet&ben levezetett
azon formulank kévetkezménye, mely Gsszekapcsolja a norma és a s.i.p. deri-
valtak értékeit. O
Legyen S folytonosan differencialhato s.i.p. tér, V' egy altalanositott tér-
id6 modell, F' egy hiperfeliilet. Azt mondjuk, hogy F' térszerid hiperfelilet ha
a Minkowski szorzat az érinté hipersikjain pozitiv. A kovetkezékben a felii-
letek differencidlgeometriajanak alap fogalmait definidljuk altaldnositott tér-
id6 modellben. Tobbek kozott elGkeriil a konvexitas kérdése, az alapformak,
és gorbiiletek definidlasdnak kérdései, az ivhossz és a geodetikus fogalma. A
megfelel6 fogalmak pszeudo—EuklidésziH illetve semi-Riemann[J terekben mar
definiadltak, a mintat az ezen teriileteken taladlhato definiciok szolgaltatjak.

A.2.4. Definicid. Eqgy hiperfeliilet konvex ha minden érintéhipersikjanak az
eqyik oldaldn fekszik. Szigorian konvex ha konver és minden érintéhipersikon
pontosan eqy pontja van a hiperfeliiletnek.

Egy Euklidészi térben az elsd alapforma egy pozitiv definit kvadratikus
alak, melyet az érintétér skalarisszorzata indukal.

Az altalanositott téridé modellben az els alapformat az érintétér vektora-
inak, Minkowski szorzatra vonatkozo skaldrnégyzet fiiggvényével szeretnénk
definialni.

9 M. W. Dawis, G. Moussong: Notes on Nonpositively Curved Polyhedra, Bolyai
Society Mathematical Studies, 8, Budapest, 1999.
10 B, A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov: Modern Geometry- Methods and

Applications, Part I. The geometry of Surfaces, Transformation Groups, and Fields.
Second Edition, Springer-Verlag, 1992.
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Tekintsiink egy f : S — V leképezést és bontsuk fel térszeri illetve
idGszeri komponensek Osszegére a természetes modon. Ekkor

f:f5+fTa

fs: S — Silletve fr: S — T. A bedgyaz6 normalt térre vonatkozoan a
totalis (Frechet) derivaltja:

Dfs
Df =
7= o]
amibdl kovetkezik, hogy

Df(s) = Dfs(s)+ Dfr(s).

Legyen most fi,fo : S — V két C? leképezés és ¢ : R — S egy
tetsz6leges C? gorbe. Tomorits szandékkal vezessiik be a kovetkezd jelolést
a Minkowski szorzat masodik argumentuménak derivilasahoz:

[(F100) (), I b pao oy (Fole(®))) =
= ([(f)s(c(®), Toi(ays0e (f2)s(c(t) — (f1)r(c()((f2)r oc)(t)).

Ekkor teljesiil a kdvetkezd:

A.2.3. Lemma. Ha fi,fs : S — V két C? leképezés és ¢ : R — S
tetszdleges C? gorbe, akkor

((froe)t), (fo)(t)]T) =
= [D(froc)(t), (f20 )T + [(f1 0 (1)), T p(ppoer (f2 0 ) (D).

Bizonyitéas: Definicio szerint
([froe, fao0)]) =
= lim = ([fl( (t+ ), fale(t + AT = [fale(t), falc(t)]")
~ lim < 3 ((F)s(elt +A)), (fo)s(elt + )] = [(fu)s(e(t), (f2)s(ct))]) +

A—0 A\

+ lim + ([(fl) (et +A), (fa)r(e(t + X)) = [(F)r(e(D), (f2)z(c(t))]) -

[gazoljuk, hogy az els6 osszeadandora fennall:

lim ([(fl) (e(t + X)) = (f)s(e(t), (f2)s(c(t + A)]+

A—=0 )\
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+H(fD)s(e®)), (f2)s(e(t + )] = [(F1)s(c(t), (f2)s(c(t)]) =
= [D((f1)s 0 e, (f2)s(c(@)] + [(f)s(e(t)), Ty (f2)s(c(1))).

Ehhez tekintsiink egy {e1,---,e,_1} S-beli koordinatarendszert és a megfe-
lel§ koordinatakkal valo reprezentaciojat (f2)s o c-nek.

n—1
fz §0C= Z fz SOC
i=1

Hasznélva Taylor tételét a koordinata fliggvényekre, addédik, hogy vannak
valos t; € (t,t + \) paraméterek ugy, hogy

n—1

((f2)soc)(t+A) = ((f2)s o c)(t) + AD((f2)s 0 ¢)(t) + %Az Y ((f2)s o) (ti)es.

i=1

Eképpen kapjuk, hogy

[(f1)s(e(), (f2)s(e(t + A)] = [(f)s(et)), (f2)s(e(t))] =
= [(f1)s(c(t), (f2)s(e(t) + D((f2)s 0 ) () A+

452 S ((fo)s 0 ft)ed — [(R)s(e(0), (f)s(ele))] =
= (()s(e(E) (F)s(el®) + D)5 © NN = [(s(e(t)) (a)s(c®)]) +

n—1

+(f1)s(e(®)), (f2)s(c(t)) + D((f2)s 0 ) ()A+ 5 >\ Z (f2)s o c)j (ti)ei]—
—[(f)s(e®)), (f2)s(c(t)) + D((f2)s © ) (H)A]

A szorzat masodik argumentuméaban, elegendGen kicsi A-kra teljesiil a Lipsch-
witz feltétel, valamely K konstanssal, igy kapjuk, hogy az utolsé két tag
kiilonbségének abszolit értéke kisebb vagy egyenld mint

n—1

K [ (F)s(elt) 532 3 ((fo)s 0 ()|

i=1

Alkalmazva a hataratmenetet A — 0 mellett a kivant egyenlGséghez jutunk.
A masodik tagban szerepld (f1)r illetve (f2)r fiiggvények valos-valos fiigg-
vények, igy

lim + ([(fl) (e(t +A), (f2)r(e(t + X)) = [(f)r(e(D), (f2)z(c(t))]) =

A—0 A\
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= —((fir e o) (®)(f)r(c(t)) = (f)r(c())((f2)r o) (1).
Eképpen

([(froo)(t
= [D((f1)s 0 c)(t), (f2)s © )N + [()s(c(t)), Tn((pa)s0)y (f2)s 0 €)(£))) =
)

N—
N—
—
o
O
(@)
SN—
o
~
N—
Pt
+
N—
3
|

—((f1)r o) ()(f2)r(c(t)) = (f)r(c(®)((f2)r 0 c)(t) =
= [D(froc)(t), fale®)]"+
+ ([(F)s(e), To((p)seern (f2)s(et)) = (f)r(e(t)(f2)r 0 €)' (1)) |

adodik és az allitast igy igazoltuk. O
Ezen el6készité lemma utan, legyen most F' egy hiperfeliilet, amit az

f:5—V
fiiggvény definial. Ekkor
f(s) = s +5(s)en
jeloléssel adhatjuk meg F' pontjait. Ha ¢ : R — S egy S-beli gorbe, akkor ez

egy F-hez tartozo feliileti gorbét is indukal. Tegyiik fel, hogy ¢ egy C%-gorbe.
Most mar mondhatjuk:

A.2.5. Definicié. Az F' hiperfelilet (f(c(t)) pontjaban vett elsé alapforma
az (f(c(t)) ponton keresztillhaladd vdltozd felileti ¢ gorbékre vonatkozd

Ity = [D(f 2 0)(t), D(f o c)(t)]"
kifejezés.

Ahogy a definiciobol vilagos a valtozoja egy érinté vektor, amely a valtozo
c feliileti gorbe érintGje az (f(c(t)) pontban. Vilagos, hogy az els6 alapforma
a két valtozojaban homogén, de (altalaban) nincs bilineéris reprezentacioja.
Valoban, az f definicioja alapjan, egy {e; : ¢ = 1---n — 1} S-beli bazisra
vonatkoztatva:

Iy = [€(8) + (Fo o) (D)en, é(t) + (Fo ) (ten] " =
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mutatja, hogy az elsé alapforma pontosan akkor tekinthets kvadratikus alak-
nak, ha a

[e(t), e(t)] — et)"e(t) = [e(t), e(t)] - > &)

mennyiség eltiinik. Ha a Minkowski szorzat skalarisszorzat a kozonséges ér-
telemben, akkor {ej,...,e, 1} tekinthetG S ortonormalt bazisinak és az
emlitett kiilonbség elttinik, tovabba c;(t) = (e;, c(t)) = (c(t),e;) és ¢(t) =

n—1 .
= G(t)e. Igy
=1

L = )" (10 [iL e )] ) et

ami visszaadja az elsé alapforma klasszikus lokalis elgallitasat. Ha ¢;(t) = 0
teljesiil 7 > 3 esetén, akkor

det I =1— (f, (c(t)))* — (., (c(t))*.

A maésodik alapforma is értelmezhetd, annak ellenére, hogy az érinté-
hipersikon vett szorzatunk nem szimmetrikus és nem bilinearis. Ha v egy
érintGvektor és n a hiperfeliilet normalvektora az f(c(t)) pontban, akkor

0=[v,n]" = [D(foc)®),(foc)t)]"
Hasznalva lemmankat és az el6tte szerepld jeldlést kapjuk, hogy
0= ([D(foc)(t),(noc)(t)]") =
= [D*(f o ¢), n(c(t)]" + [D(f 0 ) (&), " pinoey o (n(c(1)))-

Vezessiik be az egységnorméalvektorok n® mezgjét a

0( () { n(c(t)) ha n fényszerd vektor
neld)) = n(c(t)) sbként
Vln(e(),n(e@)] | egyébkeént.

definicioval. Most mar mondhatjuk, hogy

A.2.6. Definicid. A méasodik alapforma az f(c(t)) pontban az aldbbi ekvi-
valens formuldkkal definidlhato :

I1:= [D*(foc)(t), (n° o) ()] (reayy = —[D(f @ €) (1), 1  puoueyiny (0 0)(2):
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Feltéve, hogy n(s) = s + n(s)e, kapjuk, hogy

I1 = [D*(foc)(t), (n° o) ()] (foyry =

)
[DUDewi®), (o )] = (e 2,0l | €®)) (n(e(t))
VI, ] — ((e(®))’]
)

oy ! e, len(e(t) o
o\ [w[c(t),c@)]—<n<c<t>)>2\] "

1,j=1

Ezen formula alapjan a masodik alapformahoz rendelhetiink egy determi-
nanst, a fenti kvadratikus alak determinansat::

n—1

det II — det [ fleli,ej |C(t)n(c(t)) ]

Ve, e(t)] — (n(c(t)))?]

Az érinté hipersik egy két-dimenzios sikjat tekintve, ehhez tartozik az
S térben a Df lineéris leképezésre vonatkozo két-dimenzios Gskép. Ez a sik
egy normalt sik, amiben vehetiink egy {e;, eo} Auerbach bazist[1] Most meg-
forditjuk a szekcionélis gorbiilet illetve f6gorbiiletek szokasos definialési sor-
rendjét.

ij=1

A.2.7. Definicié. Az {u = Df(ey) illetve v = Df(eq)} érintdvektorok két-
dimenzids sikjdban vett, a D(f o c) vdltozdra vonatkozd szélséértékeit a

Iyo.
p(D(f 0 ¢)) = 70
focl(t)

1 Tekinthetjiik az egységvektor parok &ltal kifeszitett maximalis teriiletti paralelog-
ramma élvektorainak a bézis elemeit. Pontos definiciot taldlhatunk a kovetkezs
cikkben: Martini, H., Swanepoel, K., Weiss, G.: The geometry of Minkowski spa-
ces - a survey. Part I. Expositiones Mathematicae 19 (2001), 97-142.
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fiigguénynek, szekciondlis f6gorbiileteknek nevezzik. Jeldlje ezen értékeket
p(t, V) max illetve p(t, v)min. A vizsgdlt c(t) pontban fellépd szekcionalis (Gauss)
gorbiilet k(u,v) legyen a kévetkezd szorzat:

R, 0) = [n°(e(t)), n0(e(t)]* (1t 0)max (1t V)i

A szimmetrikus, bilinearis esetben, mindkét alapforma kvadratikus és a
szekciondlis f6gorbiiletek mergleges irdnyokban lépnek fel. Nem mésok mint
a sajatértekei a Il soe(), Lroo(r) kvadratikus alak parnak. Azaz p(u, v)max illetve

p(ua v)min a
0 = det (TTfoe) — Mlfoe(s)) = det (Loerr)) det ((Toe)) ™ Tjoerry — ALd)

egyenlgség megoldasai, mutatvan, hogy

i, v) = [n(c(t)), " (c(t)] (U, V)maxp (11, V) min =

+ det IIfoc(t) -

= [(c(0), O (e()]* et (T4 T pecgy ) = [2(e(0)), n(e(t)]

det Ifoc(t) a
— [°(c(t)), n°(c(t))] " (P ettt s letr = (R letn)”) ((e0))?
B | (L= (7, () — (o (clD))?) [[et), (O] — (nle(8))]

De az n fliggvényt valaszthatjuk az

n(c(t)) = fe, (c(t))er + e, (c(t) ez + en

alakban a n(c(t)) = 1 feltétel mellett és az érinté hipersik egy olyan sikjaban,
amelyben csak térszert vektorok talalhatok, és id&szertd

[n(c(t)), n(c(t))]" = \/1 — (Fe, (e(9))? = (e, (c(t)))?
hossznégyzetii normal vektora van, kapjuk az ismert 4 formulét:

2
_flell,el ‘C(t)fg2,62 |C(t) + (flell,62 |C(t))
5 -
(1 = (F, (c(0)))? = (72, (c(1)))?)
A Riemann hiperfeliiletek Ricci gorbiilete a feliilet egy p = (f o ¢)(¢)

pontjaban a v = D(f o ¢) rogzitett irAnyra vonatkozéan nem mas mint a
szekciondlis gorbiiletek 6sszege mindazon kétdimenzi6s sikokra vonatkozoan,

K(u,v) =

12.95. oldal B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov: Modern Geometry- Met-
hods and Applications, Part I. The geometry of Surfaces, Transformation Groups,
and Fields. Second Edition, Springer-Verlag, 1992.
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melyek kifeszité vektorainak egyike v, méasika pedig az érintGhipersikban v
ortokomplementumaként el6allo altér valamelyik rogzitett ortonormalt bé-
zisdnak valamelyik u; vektora. Ez az érték fiiggetlen a bazis valasztasatol.
Ha egyenletes eloszlas mellett véletleniil valasztjuk az ortonormalt béazist a
kapott x(u;,v) valosziniiségi valtozok értékei varhato értékei megegyeznek,
ezek Osszege megint egy valoszintiségi valtozo, amely varhato értéke megfelel
a p pontban és v irdnyban felléps Ricci gorbiiletnek. Ezért ezen érték nem
méas mint az n — 2-szerese a v-n keresztiilhalad6 sikokban felléps szekcioné-
lis gorbiiletek kozos varhato értékének. Fzen okfejtés motivalja a kovetkezd
definiciot :

A.2.8. Definici6. Az f(c(t)) pontban a v érintdvektor iranydban fellépd
Ric(v) Ricci gorbiilet nem mds mint:
RiC(’U)f(c(t)) = (TL - 2) : E(/{f(c(t))(u, ’U)),

ahol K(s)) (u, v) jelli az érintd hipersik v vektora és valamely véletlenszerien
vdlasztott az [u,v|t = 0 feltételnek eleget tevd mdsik érintévektor dltal kife-
szitett sikon fellépd szekciondlis gorbiilet vdarhato értékét. Hasonloan vezetjik
be az f(c(t)) pontbeli skalar gorbiiletet is a

n—1
Lyey) = ( 5 ) - E(K gy (u,v))

definicioval.

Emlékeztetiink ré, hogy a skalar gorbiilet nem més, mint az érinté hiper-
sik egy ortonormalt bazisanak v; elemeire vonatkoztatott Ricci gorbiiletek
Osszege, igy varhato értéke a fentihez hasonloan a kpi ) (u, v) valoszintségi

valtoz6 varhatoértékének az (";1)—szerese.

A.3. Négy fontos hiperfeliilet

A.3.1. A H képzetes egységgomb

Altalanositott téridé modelliinkben az iddszert vektorok egységgdmbijét de-
finialjuk elGszold.

A.3.1. Definici6. A
H:={v e V|v,v]" = -1},
halmazt képzetes eqységgombnek nevezziik.

13 A fejezet eredmeényei a kovetkezs cikkben talalhatok: A.G.Horvath, Premanifolds,
Note di Matematica 31/2 (2011) 17-51.
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A beagyazo (V, [+, -]7) normalt térben H-nak egy kétkopenyti hiperboloid
felel meg egy-egy kopeny talalhato az idGszert vektorok 7T kettGs korkupja-
nak egy-egy kipjaban. Mindkét kopeny pontjai elallithatok hiperfeliiletként,
a meghatarozo fliggvények egymas negativjai. [gazoljuk, hogy az érintGterek
érintGhipersikok, vilagos, hogy elegendd csak az egyik kopeny pontjaira kon-
centralni. Legyen v € H tetszdleges. Jelolje T), a v + v+ halmazt, ahol v+ a v
ortogonalis komplementere a bedgyazo s.i.i.p. térre vonatkozolag. Ez altér.

A.3.1. Tétel. A v = s+t € H pontnak megfeleld T, altér a (V,[-,-]T)
dltaldnositott téridd modell eqy pozitiv, (n-1)-dimenzids affine altere.

Bizonyitas: A H definici6ja szerint a ¢t komponense v-nek nem nulla. Ahogy
azt korabban igazoltuk [, ha [v,v] # 0, akkor v egy (n — 1)-dimenzi6s altér
V-ben. Legyen w € T, — v tetsz6leges. Igazolnunk kell, hogy ha [v,v] = —1
és w meréleges v-re, akkor [w,w] > 0. Legyen w = §' +t' és tegyiik fel, hogy
[t',t'] = 0. Ekkor T definicioja szerint, ¢’ = 0 és igy [w,w] = [s,s] > 0 is tel-
jesiil. Feltehetjiik, tehat, hogy [/, ¢'] # 0, és igy t' = At. Ugyanakkor tudjuk,

hogy
0= [w,v]" =[s,s]+ [t 1]

A Cauchy-Schwartz egyenlGtlenséget hasznalva a térszerii komponensben,
adodik, hogy

[S’S][Slasl] > I[SI’SHQ = | - [t/’t”Z = |>‘|2| - [t’t]lg = I)‘|2[t’t]2'

Mivel B
[s, s][t', ¢'] = MA[s, s][t,t] = [AP*[s, s][t, 2],

kapjuk a kovetkezG egyenl&tlenséget
[, s]fw, w]™ = [s,s]([s", T+ [, ]) = [AP([t. ¢ + [s, ][t 1))
A H definicioja szerint
—1 = [v,v]" = [s, 8] + [t, ]
is igaz, és
[s. slfw, w]™ = AP + (=1 = [t 1))t 1) = = [AP[t, 8] > 0.
Kovetkezésképpen, ha s nem zérus, akkor [w,w] > 0, ahogy allitottuk.

14 Megjegyzés Theorem 7 utan az A.G.Horvath: Semi-indefinite inner product and
generalized Minkowski spaces. Journal of Geometry and Physics 60 (2010) 1190-
1208 munkaban.
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Ha [s,s] = 0 akkor [t,t] = —1, és a
0=1[s"+t,t]=[st]+[t',t] = [, 1]

egyenlGséghdl kovetkezik, hogy ¢/ = 0 és w € S. Ezzel az allitast igazoltuk.

O

Az eddigiek soran nem kellett hasznalnunk differencidlgeometriai fogalma-

kat, ezért a H illetve H*-hoz tartozo h(s) = /1 + [s, s] fliggvény feliraséra
sem volt sziikségiink. Legyen most

h:sr— /14 [s,s]

a HT-t mint hiperfeliiletet definialo fiiggvény. Ekkor persze —h(s) = —
—+/1+ [s, s] adja meg a masik H~ kopeny analitikus leirasat. Teljesiil ekkor
a kovetkezg allitas:

A.3.1. Lemma. Legyen H™' az dltaldnositott tér-iddé modell imagindrius eqy-
séggombjének felsd kopenye. Ekkor H'-nak a

v="n(s) =s+h(s)e, =s+ 1+ [s,s]le,

pontjdban fellépd érintévektorai alkotjdk a v v ortogondlis direkt kiegészito-
jJét.

Bizonyitas: Az érintGvektorok altalanos alakja
u=ale+h.(s)en),
ahol korabbi lemmaéank szerint

_ Re, s _ e, s] .
V1+s,s] 1+ s8]

le, ]
a(eeren) , S+t

e, 5]
1+ [s, s

be(s)

Ezért
Jr

= ale, s| + «

en, V' 1+ [s, s]en] = a([e, s] — [e, s]) = 0.

gy az érint6 vektorok merdlegesek a v vektorra. Forditva, ha egy

u=s+t =5+,
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vektorra
0=[u,v]=[s,s]+[t1]

[s',s] = —=[Xen, t] = A/ 1+ [s, 5],

mivel —[t,t] = 1+ [s, s] teljesiil HT definicioja folytan. Vezessiik be az

teljesiil, akkor

/

s
[s", ']
jelolést, ekkor kapjuk, hogy
! A
le, s] = i 8| = 1+ [s,s],
[SI, 8/] [8/, S']
amibdl \ e.s]
e,s
be(s)

VI, 8] B 1+ [s,s] B

adodik. Eképpen

u=/[s,5] ( il + A
’ \/[S/, S'] \/[S/, S

Azaz az ortogonalis komplementum egy vektora érintGvektor is, ahogy alli-
tottuk. O

A tovabbiakban megvizsgaljuk H'-t differencidlgeometriai szempontok
szerint. Mint lattuk minden pontjaban van érint6é hipersik és a Minkowski
szorzatra az érintGvektorok halmaza egy pozitiv altér. El6szor a konvexitést
vizsgaljuk.

]en> = a(e+ bu(s)en).

A.3.2. Tétel. H' konvex hiperfeliilet. Akkor és csak akkor szigorian konver,
ha S az.

Bizonyitas: Legyen w = s+t a H" egy pontja és tekintsiik a

[w—v,v]" =[s'—s,8]+ [ —t,t] = [s/,5] = [5,5] = (N = M)A =[5, 8] = NA+1

szorzatot, ahol ¢ = Ne,, t = e, és ', s € S. (XN és \ pozitivak.) Mivel
VIFIs,sT=X & /1455 = A

eképpen

[w—v,0]" =[s,5] — /1+[s,8]/1+[s,8] +1<



456 A FUGGELEK. A TERIDO

<\/[¢,5][s,8] = /1 +[s,8]/1+][s,] +1<0,
tekintettel a

[s',8'][s, 8] +2¢/[5, §'][s, 8] + 1 < [¢, §'][s, 8] + ([s, 8] + [s,s]) + 1

relaciora. (Itt hasznaltuk a pozitiv szamokra vonatkozo szamtani és mértani
kozép kozott fennéllo egyenlGtlenséget. )

Jegyezziik meg, hogy egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha az s’ és
s norméaja megegyezik azaz N = X is fennall. Igy adodik, hogy

[5/’ S] - [S’ S] =0,
avagy
[s',s] = /[, §'][s, s].

A szigoru konvexitas ismert karakterizacioja s.i.p. térben az, hogy ezen utobbi

Osszefiiggés teljesiilése csak linearisan Osszefiiggl vektorokra lehetséges,

azaz a szigoru konvexitas és, hogy T, és H" kozos pontja csak v, egyszerre

teljesiilnek. O
Szamoljuk ki az alapformékat.

I=[c(t) + (hoc) (H)en, c(t) + (hoc) (Hea] =

= [¢(t), ()] = [(ho o) (1)),
ahol ¢(t) jelenti a ¢ gérbe S-beli érintGvektorat a c(t) pontban. A korabbiak
alapjan

2

(16(0), eO)] + [e(0), Ty (c(1))) é(0). c(0)]
AT+ [e(0), () T [of), e(B)]

Jegyezziik meg, hogy ebbdl a formulabol és a Cauchy-Schwartz egyenl6t-
lenségbdl 4 bizonyitast kaphatunk a megszoritott Minkowski szorzat poziti-
vitasara.

H™* méasodik alapforméja:

I := [é(t)+(hoc)" (t)en, c(t)+(boc) (E)en] " roeya) = [E(t), c(t)]—(boc)” (£)b(c(t)),

mivel

1=[¢,¢] —

= [¢,¢] —

noc=hoc=c(t)+ (hoc)(t)en.

15 14sd.: Berkson, E.: Some types of Banach spaces, Hermitian operators and Bade
functionals. Trans. Amer. Math. Soc. 116 (1965), 376-385.
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El6szor hatarozzuk meg a
(hoo)(t):R— R
fiiggvény derivaltjat a ¢ pontban. Hasznélva korabbi formulainkat

(hoo)(t) = ((h o)) <t>:< 1[é+<t[)é<ct(>t)i<t>]> :

), ) ik e: )
@] (L ), e@)

adodik és ezért

(ho o) (®)h(et)) = [e(t), e()) = 5 Eo[tc)itc)(tz]@)] B
([0, O] + [e(t), Joqny (e(1))) = 1 [i(fc)étc)(,tzgt)l

vagy hasznalva az

IylIll- 117 - () = [, -2 (y) =

egyenlGséget a vele ekvivalens

Rz, y|R[z, y]
Iyl

I

, ¢(t), e(t)]?
= —{le@IIl - e e e®) = ||c(t)[||2((i +(||)c](t)||2)

kissé bonyolultabb alakii képlettel adhaté meg. Tegyiik fel a norma C?-
fiiggvény tulajdonsigat is. Ekkor hasznalhatjuk korabbi eredményeinket megint
és kapjuk, hogy

COR0)
T e®]

Mivel az els6é alap forma pozitiv H™-n a méasodik negativ definit és a
szekcionalis f6gorbiiletek értékei

IT = —[e(t), e(t)] +

p(uu U)max = /7(% U)min = —1

Azaz minden szekciondlis gorbiilet —1, a Ricci és skalar-gorbiiletek pedig min-
den pontban és minden irdnyban —(n — 2) illetve —(";1). Ezzel a kovetkezs
tételt bizonyitottuk:
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A.3.3. Tétel. Ha S folytonosan differencidlhato s.i.p. tér akkor az dltaldno-
sitott tér-idd modell képzetes eqységgombje konstans negativ gorbiletid hiper-
feliilet.

Eszrevehetjiik, hogy valamennyi definicionk és allitasunk — olyan Min-
kowski szorzat esetén, mely indefinit-skalarisszorzat is egyben — a semi-Riemann
terekben szokasos definiciokba és ismert allitasokba transzformélc’)dik, ezért,
H* a hiperbolikus tér természetes altalanositasanak tekinthets. H-t ezért
konstans negativ gorbiilett eld-sokasdgnak nevezziik H*t-ra pedig talalo az
eld-hiperbolikus tér elnevezés.

A.3.2. A de Sitter gomb

Ebben az alfejezetben azon pontok G halmazat vizsgaljuk, melyeken az alta-

lanositott téridé modell Minkowski szorzata 1 skalarnégyzetet ad. Az érintd-

hipersikokon a szorzat nem lesz pozitiv definit. Mint latni fogjuk ezek pszeudo-
euklidészi terek a skalaris szorzatos esetben, és igy beagyazo pszeudo-euklidészi
tér esetén ezen GG halmazt de Sitter gomb-nek nevezik. A teljes G halmaz nem

hiperfeliilet ezért megint megszoritjuk magunkat az id6-tengely szerinti po-

zitiv rész vizsgalatara. Vezessiik be a

Gt ={s+teG:t=M\e, where A > 0}

jelolést. A G illetve G lokalis geometriai megegyzenek és G méar egy hi-
perfeliilet, amit a

9(s) = s +g(s)en

leképezés definial, az [s, s| > 1-re értelmezett

g(s) =+/—1+[s,s] for

fiiggvény segitségével. Kiszamoljuk a

g:s— /—1+[s, 5]
fliggvény iranymenti derivaltjait az adott

u=ale+g.(s)en)

16 M. W. Dawis, G. Moussong: Notes on Nonpositively Curved Polyhedra, Bolyai
Society Mathematical Studies, 8, Budapest, 1999.
G. O’Neill: Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity, Academic
Press, New-York, 1983.
S. Verpoort: The Geometry of the Second Fundamental Form : Curvature Properties
and Variational Aspects, Katholike Universiteit Leuven, Dissertation 2008.
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vektorra vonatkozoan. Mivel a g és az § : s — /1 + [s, s] fiiggvények kozott
fennall a

F(s) + g°(s) = 2[s, 5]
kapcsolat, a g derivaltjat az e € S egységvektor irdnyaban kiszdmolhatjuk a

2§(s)fe(s) + 2a(s)g.(s) = 4llslll] - lc(s) = 4[e, s]

egyenlGségbdl. Eképpen

g.(s) = =

ahonnan

T

Ebbél kozvetleniil 1atszik, hogy

[u,u]" >0 ha —1+]s,s] >
[u,u]"=0 ha —1+[s,s]=[e,s]?
[u,u]" <0 ha —1+/(s,s] <

Azaz egy s vektora azon (n — 2)-altérnek, mely S-re nézve s ortogonalis
komplementeréhez tartozik; az érintG-hipersiknak térszerii vektorat adja és
az s-hez tartozo6 érintévektor pedig idGszerii vektor lesz.

Megszeretnénk hatarozni az érinté-hipersik fényszert vektorait. Ehhez
tekintsiik az e € S egységvektort a kovetkezs alakban:

+./—1
e= +[8’8]s+s’, ahol s’ € s,
[s, 5]

Egy ilyen egységvektor az S-beli egységgomb és az

1 + _1+[878]

’ [5, 5]

(n — 2)-dimenzios affin altér metszetében fekszik. Mivel st az s S-beli orto-
gonélis komplementerének eleme, és fennéll

(i _H[S’S])Z[s o=ty

[s, s] (s, s]

ezért a fenti metszet két (n — 3)-dimenzios gomb unioja.
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Eképpen a fényszert vektorok iranyai az érinté hipersik egy kipjat alkot-
jak; az
U=« <<j: —1+ [s,s]s + [s, 3]5') + [s, s]en)

pontok kupjat.

Emlékezziink vissza arra, hogy az érinté hipersikot a beagyazd vektortér
egy alterével azonositottuk, amelyen érvényes egy megszoritott belsé Min-
kowski struktira, melynek definidlé pozitiv és negativ alterei:

S =5t NS =stilletve T = « (x/—l + [s, s]s + [s, s]en> :
Jegyezziik meg elGszor, hogy

A.3.4. Tétel. G és az érintd-hipersikjai metszédnek, kivetkezéképpen nincs
G-nek olyan pontja, melyben (lokdlisan) konver lenne.

Bizonyitas: A G tetszéleges pontjahoz taldlunk azt tartalmazo két hal-
mazt, melyek a pontbeli érintG-hipersikra nézve kiillonb6z6 féltérbe esnek. Az
egyik az e, és egy s+t € G alaku vektor altal kifeszitett két dimenzios sik;
a masik egy tetszéleges gorbéje azon (n — 2)-dimenzios hiperfeliiletnek, mely
a G-nek és az S + (s + t) affin altérnek a metszeteként adodik. Valoban, az
s+t pontbeli normal vektora az érinté hipersiknak maga s + ¢, mert fennall

le, 5]
V—1+]s, ]

esetén

Jr
e+ €n, S+ —1+[s,s]en] = 0.

1

V/ [s:9]

[(as +v/ -1+ [as,aS]en) — <s +/ -1+ [s,s]en> 5+ /—1+ [s,s]en]+ —

Eképpen o >

= (a —1)[s,8] + (v/=1 4 [s,8] = V=14 [as, as])\/—1 +[s,5] =
= —1+afs,s] — /(=1 +[as,as]) (=1 + [s,s]) =
= als, s]—1—+/1 — (1 + a2)[s, s] + a2[s, 5]2 > 2(als, s] —1) > 2(||s||—1) > 0.

Ugyanakkor ha s’ +t € G tetszdleges, akkor ||s'|| = ||s|| igy

[ —s+(t—1t),s+t]" =[5, 8] —[s,8] <[, 5]\/]5,8] — [5,8] =0,

ahol egyenlség csak az s’ = +s esetben all fenn. O
Szamoljuk ki az alapformakat. Hasznalva a g fiiggvényt, az elsG alap forma

I=[e(t) + (goc) (ten, c(t) + (goc) (tea] " = [e(t), e(t)] — [(g 0 o)’ (D))"
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Korabbi allitasaink eredményei alapjan
(16(0). (0] + [e(t). T (el0))) ), (b))
=1+ [, 0] S+ [elD), )]

Azonban szintén tudjuk, hogy noc = goc = c(t) + (goc)(t)e, igy kapjuk,
hogy:

[=[¢ ¢ —

= [é,¢] —

IT = [E(t) + (g 0 )" (t)en, c(t) + (g ° ) (t)en] " (gocrt) =
= [¢(t), c(t)] — (g0 ¢)"(t)a(c(t)).
Mivel a derivaltja a
(goc)'(t)=D(goc)(t):R— R
valos fiiggvénynek a ¢ pontban:

. T ), )

(go0)"(t) = V@] (L [elt), c0))
ezért
(5.0 ¢ (Da(clt)) = [(t), ()] - _1[C+<tfé<ct(>t,)l<t>1 B
= (00, l0)] + o). o e0) - A
Osszefoglalva:

[¢(t), ()]
—1 4 [e(t), e(t)]

Hasznalva megint a norma C? tulajdonsagat és az A.2.2. Tételt most méar

[6(t), c(®)]?
— 1+ [e(t), e(t)]

osszefiiggés adodik, ugyanigy mint a HT esetén. A szekciondlis f6gorbiile-
tek értéke —1. Ugyanakkor a normalvektorok skalarnégyzete minden G*-beli
pontndl pozitiv, ezért a szekciondlis gorbiiletek 1-el egyenlGk. A Ricci gorbii-
let minden pontban és iranyban (n —2), és a skalar gorbiilet minden pontban
egyenld (";1)—vel, ezért a kovetkezG tételt kapjuk:

IT = —[é(t), Jo (c(t)) +

I = —[e(t), e(t)] +

=1,

A.3.5. Tétel. Ha S folytonosan differencidlhato s.i.p tér, a G de Sitter gomb
pozitiv konstans gorbiilettel rendelkezik.

Ezen tétel alapjan G-t pozitiv konstans gorbiilet elG-sokasagnak tekint-
hetjiik és talalo ra az eld-gomb elnevezés. .
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A.3.3. A fénykup

Az L fénykup belss geometridja szintén meghatarozhato. Jelolje LT a kettSs
kiup pozitiv részét, melyet az

l(s) =s+/[s,slen

fiiggvény ir le. Ha S egyenletesen folytonos s.i.p. tér, akkor az s pontbeli
érint6 vektorok

w=alet |- [(s)en) = a ( led )

alakiak. Eképpen minden érint6 vektor merdleges [(s)-re; tovabbé a lehetsé-
ges e = s°, a = ||s|| vAlasztas miatt [(s) is érints vektor. Azonban egy fénysze-
rii vektor ortogonalis komplementere egy s.i.i.p térben egy (n — 1)-dimenzios
degeneralt altér, ami a vektort tartalmazza. Y] Igy az érintG-hipersikok min-
den L*-beli pontban egy (n — 1)-dimenziés V-beli degenerdlt altér. Vegyiik
észre, hogy az ez altal létrejovs egyik féltér tartalmazza L1-t a méasik L™ -t.
Valoban ha v = s+t és w = ¢’ + t' akkor

[w— v, 0]t =[¢,s] + [t 1] = [, s] = N,
ahol t' = Ne,, t = Ae,, s',s € S a pozitiv X’ és A konstansokkal. Mivel
V0, s =N és /[s,s] =\

18y
[w—v,v]T =1[¢,s] —/[¢,5]]s,8] <0

a Cauchy-Schwartz egyenl6tlenség miatt all fenn. Jegyezziik meg, hogy egyen-
16ség akkor és csak akkor teljesiil, ha s’ = as. Azaz egyetlen félegyenese van
L*-nak, ami a T, érint6 hipersikjahoz tartozik. Ezért a fénykup konvex, ko-
vetkezésképpen a méasodik alapforméja szemidefinit kvadratikus alak. Mivel
a tobbi vektor az érinté-hipersikban térszert, ezért két tipusu két-dimenzids
érint6 sikot taldlunk benne; az egyik térszerii vektorokat tartalmaz csak, a
masik tartalmaz egy kétszeresen szamithaté fényszerii egyenest is. Az elsé
esetben, a megfelel§ szekcionalis fGgorbiiletek jol definidltak, értékiik nega-
tiv. Meghatarozasukhoz szamitsuk ki az alapformékat.

7 A. G. Horvath: Semi-indefinite inner product and generalized Minkowski spaces.
Journal of Geometry and Physics 60 (2010) 1190-1208. Th. 7
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Megint feltessziik, hogy S folytonosan differencialhato, igy az els6 alap
forma

I_P1_(Mmdm+k@d@wwﬂz_yq_pwme

Ale(t), c(t)] [e(t), c(8)) 7

a méasodik pedig

N (A 002 2) PSSO 1 )2 ) G
II= [ (t)7 ]c(t)( (t)) + [c(t),c(t)] [ (t)’ (t)] + [c(t),c(t)] L

A szekcionalis fégorbiiletek tehat —1-el egyenlék mint az egység gombok ese-
tén. Azonban minden pontnél a szekcionalis gorbiilet zéro, mert a normél
vektor szintén zér6 hosszisagi. A fenti szamolas a mésodik esetben is alkal-
mazhat6. Megegyezve abban, hogy csak nem fényszeri irdnyban szamoljuk
az alap formékat, akkor a szekcionélis f6gorbiiletek értéke —1 és a szekcionalis
gorbiilet nulla. Azaz a Ricci és skalar gorbiiletek szintén nullak. Kaptuk:

A.3.6. Tétel. Ha S folytonosan differencidlhaté s.i.p tér az LT fénykip
gorbiilete nulla .

Eképpen L egy olyan el6-sokasidg, melynek szekcionélis, Ricci és skalar
gorbiiletei egyarant nullak, joggal nevezhetjiik eld-euklidészi térnek.

A.3.4. A beagyaz6 (V,[-,-|7) tér egységgombje

Legyen K azon pontok halmaza, melyek a beagyazo s.i.p. tér egységgdombjét
alkotjak. K megint nem hiperfeliilet, ezért bevezetjiik ennek az id6 tengely
szerinti pozitiv darabjat K+t-t:

Kt ={s+te K :t=\e, where A > 0}.
A K definialo fiiggvénye
k(s) = s+ &(s)epn,

ahol
t(s) = /1 — [s, s] olyan s-ekre, melyekre [s, s] < 1.

[s,8] <1 esetén, a
t:s— /1 —s, 5]

fiiggvény iranymenti derivaltjai adjak az érintGvektorokat most is. Ezek dlta-
lanos alakja:
u=afe+(s)en).
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Mivel a

h:sr— /14 ][s,s],

h?(s) + €(s) = 2

egyenlGség, a keresett derivalt az e € S egységvektor irdnyaban:

fiiggvénnyel teljesiil az

b — Lo
‘ /1 —s,8]
Ez azt jelenti, hogy
+ Oz2 o [6’ 3]2 _ a21 B [575] B [675]2
wal = (1= 7555) T[]

Mostmér kozvetleniil 1atjuk, hogy

[u,u]t >0 hal-—]Is,s] >
[u,u]" =0 hal-—][s,s]=]e,s]?
[u,u]" <0 hal-—Is, s] <][es]?

Azaz az s-re merGleges (n — 2)-dimenzios altér s’ vektora térszertd érinté
vektort definial és az as vektorhoz tartozok idészerii vektorokat adnak.
Mint a képzetes egységgdomb esetében megint igazolhatjuk, hogy:

A.3.7. Tétel. K* konvex. Tovdbbd ha S szigorian konvex akkor K™ szintén
szigoriuan konvew.

Bizonyitas: Legyen w = s’ +t' a Kt egy pontja és tekintsiik a
[w—v,n, |t =[s —s,8+[t' —t,t"] =[s,5"] = [5,8"] = (N =X\

szorzatot, ahol t” = N'e,, t' = Ne,, t = Xe, és s”,s',s € S valamely pozitiv
NN és A valos szamokkal. Mivel

V1I=1[s,8]=XNés /1—[s,8] =\

ugyanakkor

n, =s—/1—[s,sle,

[w—v,n,]" =[5, s] + /1 —[¢,5]\/1—[s,8] —1<

<\I[s,9][s,s] + /1 —[¢,5]/1—[s,8] =1 <0,

ezért
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mivel
2/18,8'][s, s] < [, 8] + [s, s].

Jegyezziik meg, hogy egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha s’ és s norméja
egyenls. Azaz fennall a kovetkezs egyenlGség

[s',s] — [s,s] =0,
vagy ekvivalens megfelelGje:
[s',s] = /][5, ¢'][s, s].

Az is adodik tehat, hogy v pontosan akkor az egyetlen kozos pontja a K és
a T, halmazoknak, ha S szigoriian konvex. U
A k fliggvény segitségével kiszamolhatjuk az elsé alap formét:

I=[é(t), é(t)] — [(eo ) (1))*.

Korabbi osszefiiggéseinket megint alkalmazva adodik:

(16(0). (0] + e(t). T (el0)))
TGN R

és feltéve a 2[c(t), c(t)] # 1 egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

[=[¢d —

IT=

N
ét) + (o o)'(t)en, \/T(i) 1_ Jr(EQ(ECZY):(Z)H] (boc) (1) =

1
VT T 2e(®), )]

Tovabb szamolva

([6(t), c(t)] + (E o o) (1)E(c(t))) -

(Eo)"(t)e(c(t)) = —[e(t), c(t)) + 1_—

ezért
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Ha S-r6l feltessziik a folytonos differencialhatosagot is akkor adodik, hogy

1

11 =
V1= 1+ 2[e(t), c(t)]

T T T2, )]

Igy a k(c(t)) pontban vett szekcionalis f6gorbiiletek

1
=1+ 2[e(0), ()]

pmax(ua U) - pmin(u7 'U) -

ezért a

1
—142[c(t), c(t)]

k(u, v) = [n°(c(t)), " (c(t)]" (1, V)maxp (t; V)min =
szekciondlis gorbiileteket kapjuk. A k(c(t)) pontban minden iranyban a Ricci
gorbiiletre

n—2
=1+ 2[c(t), e(t)]

RiC(U)k(c(t)) = (n - 2) . E(/{k(c(t))(u, ’U)) =

adodik és a skalar gorbiilet k(c(t))-ben

n—1

Phie(ey) = ( 5 ) Bl (v v) = 7 g[g(t))ﬂ(t)]'

Végiil jegyezziik meg, hogy a K azon pontjaiban, melyekre az 2[c(t), c(t)] =
= 1 egyenlGség teljesiil, a gorbiiletek a fénykup esetének mintajara szamol-
hatok és nullanak tekinthet&k.

A.4. El6-sokasagok az altalanositott téridé mo-
dellben

Mintahogy a fentiekben kimutattuk az el6z6 fejezet elG-sokasdgainak T;,-vel
jelolt érintGterei, olyan fél-metrikus tereknek tekinthetdék, ahol a fél-metrika
a Minkowski szorzasbol szérmazik. Emlékeztetiink arra, hogy a Minkows-
ki szorzat nem teljesiti a Cauchy-Schwartz egyenlGtlenséget, ezért az altala
indukalt tavolsag fliggvény nem teljesiti a haromszog egyenlGtlenséget, az-
az nem metrika hanem csak fél-metrika. Azonban egy fél-metrika léte az
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érintG-hipersikokon elegendé a sokasig szamara, hogy azon egy valodi tavol-
sag fogalmat indukaljon. ' Ehhez persze sziikséges, hogy a vizsgalt sokasag
elegendden sima legyen. Erdekes Osszevetni néhany — a differencidlgeomet-
ridban sokat hasznalt — beagyazott sokasdgokkal kapcsolatos fogalmat. A
centralis fogalom a feliilet mint Riemann sokasig fogalma. Ennek az érintd-
hipersikjain klasszikus skalaris szorzat altal indukalt metrikat feltételeziink,
ami a feliilet belsG geometridjara nézve egy 14j tavolsag fogalmat a Riemann
metrika fogalmét adja. Kicsit &ltaldnosabb de sokkal messzebbre nem veze-
t6 fogalom a Finsler sokasig fogalma, amikor a megfelel§ simasagi feltételek
megtartasa mellett az érintG-hipersikokat norméval 1atjuk el, ez szirmaztat-
ja mind az érintG-hipersik, mind a feliilet metrikdjat, ezen utobbit Finsler
metrikdnak nevezziik. Végiil ha megoérizziik az érint6-hipersikokon a szor-
zat fliggvény bilinearitasat és komplex vagy valos szimmetridjat, és elvetjiik
a pozitiv definitség tulajdonsiagat, akkor az u.n. szemi-Riemann sokaséghoz
jutunk, melynek érintGterein egy pseudo-euklidészi metrika uralkodik, és ez
definial a sokasagon egy 1j metrikat a szemi-Riemann metrikat. A belsé met-
rikdk azonos modszerrel vannak definidlva, ezen modszer az ivhosszat szamito
integral érvényességén és annak alaptulajdonsigain alapul. Az altalanositott
térid6 modell keretein beliil is lehetGségiink van egy ilyen metrika felépitésére,
mely specializalodhat az emlitett harom fontos metrikava.

A.4.1. Ivhossz, gorbiilet, Meusnier-tétel

A fejezetben végig feltessziik, hogy a s.i.p. S-en folytonosan differencidlhato.

A.4.1. Definici6. Legyen F egy dltaldnositott tér-idd modell hiperfeliilete.
Tekintsiik az eqyformdn irdnyitott darabonként folytonosan differencidlhato
azon

(foo)(t) (a<t<b)

F-beli gorbék Ty, halmazdt, melyek p-bol indulnak és q-ba érkeznek. Ekkor
ezen pontok elG-tavolsaga legyen

b
p(p, q) = inf /,/|I(foc)($)|d:c for foceT,,

Konnyen lathato, hogy az el6-tavolsag kielégiti a hdromszogegyenlGtlen-
séget ; azaz F-en metrika. Egy olyan hiperfeliileten, ahol minden érintévektor

18 1. Taméassy: Finsler spaces corresponding to distance spaces. Proc. of the Conf.,
Contemporary Geometry and Related Topics, Belgrade, Serbia and Montenegro,
June 26-July 2, (2005), 485-495.
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térszert az abszolut érték jel sziikségtelen, ezen hiperfeliileteket térszertinek
nevezziik. Ilyen példaul a képzetes egységgomb. Vezessiik be azon f o ¢ gor-
bék 1, (7) whossz fiigguényét , melyeken a fényszert pontok zart, nullmértékii
halmazt adnak az

ulr) = [ I 2 €)@ DI 0 )@ peaplds = [ /Il

formulaval. Csak azokat a pontokat lassuk el paraméterrel, amelyekben az
érintGvektor nem fényszeri. Ekkor kapunk egy jol-definialt Gj paraméterezést,
mely mellett egyarant érvényes a:

(La(7))" = \/ L stetm];

formula, illetve a 7(1,) : [0,€) — [a,l;'(¢)) inverz fiiggvényre vonatkozo

1

(rl)) = (LHN) = sy

Osszefiiggés is.

A.4.1. Tétel. Tekintsiik eqy hiperfeliilet valamelyik ivhosszal rendelkezd gor-
béjét, ez persze megfelel eqy V -beli vektormezdnek. Ha az ivhossz szerint pa-
raméterezzik, akkor az elsd derivdlt vektormezd vektorainak abszolutértéke 1,
tovabbd a mdsodik derivdltak vektormezeje Minkowski szorzatra vonatkozoan
merdleges az elsd derivdltak vektormezejére.

Bizonyitas: Definici6 szerint az érintGvektorok nem fényszeriiek. Ezért a
vizsgalt differenciahanyados

D((foc)o(r(l) = D(f o) o (r(l)) - (r(L)) =
1

=D(foc)o (T(la))—|1f( —_—

amibdl kovetkezik, hogy

[D((foc) o (rla))). D((foc) o (rll)]F =

If c\T la) ) 1
_ # = sign(Lye(r@a))))-
fle(r(la))) |

A tovabbi derivaldshoz sziikséges lesz kiszamitani a

D(D((foc)e(r(la)))
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kifejezést. Az A.2.3 Lemma alapjan kapjuk, hogy

D ( |If(c(T(za)))|>  sign(Ty(e(raa))) { [D*(foc)o(7(l.)), D(foc)o (T(la))]+

2v/ L f(etra)| VL ey

+[D(foc)o(r(la)), ']/D((Dfoc)or(la))<D<f oc)o (T(la)))} )

és a folytonos differncidlhatdsiagot is felhasznalva az A.2.2 Tétel szerint ebbgl
[D(f o) o (T(la)); Ip((psecsoray (P(f 0 ¢) o (1(la))) =

[D*(f o) o (7(la)), D(f o c) o (7(la))]
Lstetran)|
adodik. A keresett differencialhanyados tehat:

D[ D(foe)o(r(ly)) ! _ DAfoc)o(rl) -
Vet L tetr )|

D 0o (). D o) (] 1y oo
(L (e(rta)? ‘

—sign(L(c(r(t))))

Mostmér lathatjuk, hogy

1
Lr(e(r(a))

[D (D(f oc)o(7(la)) ) D(foc)o (T(la))] =0

teljesiil, ahogy azt allitottuk. O

A belsé metrika meghatarozza az el6-sokasig geodetikusait a szokasos
modon. Bevezethetjiik a sebesség illetve gyorsulds vektormezdket mint az
elsd illetve masodik derivalt vektormezdket. A geodetikusok most az Euler-
Lagrange differencidlegyenlet megoldasaiként definidlhatok, a gorbe gorbiilet
fiiggvénye pedig az ivhossz szerinti masodik derivalt abszolutértékével, pon-
tosabban:

A.4.2. Definicibé. Azt mondjuk, hogy az f o c, C? osztdlybeli girbe (amely
érintd vektorai majdnem mindenitt nem-fényszeriek) egy geodetikusa az F
hiperfeliiletnek, ha a gyorsuldsi vektorok vektormezeje merdleges az F'-beli
érintdhipersikra a gorbe minden pontjiban. Azaz létezik eqy a(7(l,)) : R —
R-val jelolt fiigguény gy, hogy

D(D((foc)o(r(l)))) = a(r(la))(n’ o c)(r(l))-
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dall fenn az értelmezési tartomdny pontjaiban. Az f o ¢ gorbe gorbiilet fiigg-
vénye q

Yree(T(la)) = VD (D ((f o ¢) o (7(la)))), D (D ((f 0 ¢) o (r(la)))]*] =
= |e(7(la))]

nem-negativ fligguény.

Ha a gorbiilet fiiggvény nem-nulla, akkor definialni tudjuk az (moc)(7(l,))
vektort a kovetkezs egyenlGséggel :

v DD o0 (1)
e Arile) Vool 7(0a)
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
[(m o c)(7(la)), (moe)(7(la))]" =
_ DD ((foc)o (7)), D(D((foc)o(r(l))))]"
Vfee(T(la))

Hasznalva a

D(D((foe)o (r(l) = D (D(foc) o m»%) -
Felr (o))
_D*(foc)o(r(la))
L ertia)y)]
[D*(f oc)o(7(la), D(f oc)o (1(l))]
Lretra))?

egyenlGséget és a D(f o c) illetve n® o ¢ vektorok merélegességét, adodik a
Meusnier tétel megfelelGje:

_Sign(lf(c(r(la)))) D(f © C) © (T<la>>7

+ D2(foc)O(T(la)),(nooc)(T(la) )
L (etr(ta)))]

Vroe(T(la))[(moc) (7(la)), (n°0c)(7(la)]

Ez azt jelenti, hogy

e 1)) [(m 0 )(r(1)), (n° 0 0)(r (1) = 2D
Lt tetr o]

Az egyenlGséget szorzat alakban felirva, kapjuk, hogy

Vsoe(T(La))[(m 0 €)(7(la)), (n° 0 ) (T(La)] " [T (etrtar| = Wrtetr(ta)))s
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mely alak a fényszerii vektorok esetén is érvényes marad, ha a gyorsulasi
vektorok hosszat ilyen esetben nulldnak valasztjuk. Geodetikus gorbére az

M n’oc)(r n’oe)(r +
Gy [0 e ), 0 )]

egyenlGség azt mutatja, hogy az m o c illetve n® o ¢ vektorok ugyanolyan
tipustiak:

[(moc)(7(la)), (moe)(7(la))] " =

m o c = sign(a(r(ly)))(n" o c).

fgy a Meusnier tétel a kovetkezs alakra egyszertsithets:

a(7(la))[(n" 0 ¢)(7(la)), (n° 0 ) (T(l)] Ms(e(ran | = Wpterra))-

Evvel ekvivalens a kovetkezs forma:

a(r(1a)) = [(n* 0 ¢) (L)), (n° o ) w»ﬁ% )

= [(n” 0 ¢)(7 (1)), (n" 0 &) (7 (la)] Tsign(Ly(eruayy ) (D (f 0 €)).
Ha az érintévektorok térszeriiek, a normélvektorok pedig idGszertiek, ak-
kor egy kétdimenzios altéren az

a(7(la)) = =p(D(f o ¢))

fiiggvény szélsGértékei a szekcionalis f6gorbiiletek minusz egyszeresei. Az alap-
formak homogenitasa miatt ezen fliggvények vizsgéilatat elvégezhetjiik egy
olyan részhalmazan a siknak, melyen az Osszes sziikséges érték fellép. Hasz-
nalhatjuk példaul az egységkorvonalat ilyen halmaznak. Ez kompakt ezért
ezen a fiiggvény felveszi a szélsGértékeit legalabb két egységvektorhoz tarto-
76 pontban. Ha a hiperfeliilet konvex is akkor a szélsGértékek elGjele egyenld,
ezért a szekciondlis fGgorbiiletek elGjele megegyezik, ahonnan latjuk, hogy a
szekciondlis gorbiilet negativ. (Vessiik dssze az el6z6 fejezetben szerepld konk-
rét értékekkel, a képzetes egységgomb illetve a bedgyazo tér egységgombjének
esetével!)

Ha a vizsgalt két-dimenzios érintGsik tartalmaz két fényszert, és emellett
persze idGszert vektorokat is, akkor a fenti fliggvény vizsgalatat szoritsuk
meg a két egységkor (az imaginarius és a de Sitter féle) és a két fényszert
egyenes pontjaira. Hagyjuk el a fényszert vektorokhoz tartozoé pontokat és
hatarozzuk meg a szélsGértékeket a két egységkorre kiilon-kiilon. Példaul, ha
az elGjele az a(7(la)) és Lpe(r,)) filggvényeknek egyenld, és a normal vektor
térszert, akkor a szekcionalis f6gorbiileteknek ugyanaz az elGjele, azaz pozitiv
értéket adnak. Ekkor a szekciondlis gorbiilet pozitiv. (Vessiik 6ssze a de Sitter
gomb esetével!)
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A.4.2. H" izometriai

Egy altaldnositott téridé modellben a hiperfeliileteket geometriai szempont-
b6l haromféleképpen tekinthetjiik, ugyantigy, mint az indefinit skalarszorza-
tos esetben. Tekinthetjiik mint egy s.i.p. térbe szépen beagyazott struktirat,
mint differencidlgeometriai értelemben vett elG-sokasidgot, ahol a halmazhoz
automatikusan hozzagondoljuk az érintéterek nyalabjat, vagy mint egy met-
rikus teret, ahol persze a metrika konkrét megadésa alapul némi klasszikus
differencidlgeometrian. Mindharom esetben beszélhetiink izometriarol, attol
fiiggGen, hogy a felépités mely pontjan garantaljuk a végss tavolsag fiiggvény
invarianciajat. AlapvetGen a tavolsag a Minkowski szorzattol fiigg, tehat biz-
tosan invarians lesz egy olyan leképezés mellett, mely a Minkowski szorzatot
6rzi. Ez motivalja az els6 definiciot:

A.4.3. Definicié. A H hiperfeliilet egy linearis izometridja egy olyan
F:V — V linedris leképezés f: H — H

megszoritisa H-ra, amely meqdrzi a Minkowski szorzatot és H-t sajdat magdra
képezi.

Jegyezziik meg, hogy egy ilyen izometria az S altér és annak F'(S) képe
kozott is izometriat 1étesit azaz ezen képaltér is egy s.i.p. tér a ra megszori-
tott Minkowski szorzatra vonatkozoan. Vilagos, hogy a szorzat invarianciaja
erGsebbnek ting megszoritas mint a vektorok és képeik norméjanak egyen-
16sége. Ezen az tton azonban nem tudjuk lazitani a definiciot, mert Koehler
igazolta@, hogy sima Banach tér egy leképezése pontosan akkor izometria,
ha a s.i.p szorzatot Orzi.

Koehler azt is igazolja, hogy ha Riesz-Fischer reprezentécios tétel teljesiil
egy normélt térben, akkor minden korlatos linearis A operatorhoz megadhato
egy AT-al jelolt altalanositott adjungalt leképezés, melye az

[A(2),y] = [z, AT(y)] V zyeV

egyenlGség definidl. Ez szokasos Hilbert terekben a szokasos adjungdlt ope-
ratort jelenti. Normalt térben az adjungalt leképezés nem marad lineéris
de tovabbra is fennmarad par érdekes tulajdonsaga. A Koehler altal igazolt
tételek sima egyenletesen konvex Banach terekre érvényesek. Az egyenletes
konvexitasbol kovetkezik a szigori konvexitas. Azonban minden szigortian

19 Koehler D. O.: A note on some operator theory in certain semi-inner-product
spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 30(2) (1971) 363-366.
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konvex véges-dimenzios Banach tér egyenletesen konvex [ ezért a tovabbi-
akhoz nekiink elegend§ azt feltenniink, hogy S szigortian konvex sima Banach
tér a rajta értelmezett s.i.p-re nézve.

Igazoljuk a H képzetes egységgomb linearis izometridirol a kovetkezs té-
telt:

A.4.2. Tétel. Legyen V' dltalanositott téridd modell, mely S altere szigori-
an konvex, sima normdlt tér az s.i.i.p dltal indukdlt s.i.p.-re nézve. Ekkor
{V,[-,]]7} szintén sima és szigorian konvex. Legyen FT az F dltaldnosi-
tott adjungdltja a {V,[-,-]"} s.i.p. térre nézve és definidljuk a J : V — V
involiciot a J|S = id|S, J|T = —id|r egyenldségekkel. Ekkor az Fl|y =
= f: H — H leképezés a H"-nak pontosan akkor linedris izometridja, ha
wnvertdlhato és kielégiti az:

F1=JF"],
eqyenldséget, és e,-t a H' eqy pontjdba képezi.
Bizonyitas: Az els6 allitas bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy az
l=[s+t,s+t] =[s8 —[t, 1] = [s,s] + ||

egyenlGség alapjan a két egységgomb egyszerre sima. A szigora konvexitashoz
tekintsiik a
s+ ,8 + 17 = [ls+ |7 |s' + ¢

egyenléséget. Mivel dimT = 1, feltehetjiik, hogy ¢’ = At valamilyen valos
A-ra. Azaz kapjuk a

[s,5][s, 8] = [s,8')% + [t, t]([s', 8] — 2A[s, 8] + A?[s, 8])

egyenlGséget. A Cauchy-Schwartz egyenlGtlenség szerint

[s, 8] — 2\[s, 8'] + A?[s, 5] > <\/[)\3, As] — /¢, s’])2 >0,
és ezért
0<[s,8 <[s,s|[s,s] = [s,8]* + [t,t])([s/, 5] — 2A[s, 8'] + N?[s, 5]) < [s, 8],

amibdl
[t,t]([s, 8] — 2[5, 5] + A?[s,s]) =0

20 Wilansky, A.: Functional Analysis. Blaisdell, New York 1964.
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kovetkezik. Ha [t,t] = 0, akkor ¢t = ¢/ = 0, és az S szigorti konvexitasabol,
adodik, hogy valamely valos p > 0-val s’ = us. Erre a p-re s’ +t' = u(s +t)
is teljesiil. Ezért feltehetd, hogy [t,t] # 0, és igaz

[s,5][s',s'] = [s,s']* ugyanigy mint ([s', '] — 2)[s, 8] + A*[s, s]) = 0.

Azonban S szigorian konvex tér. Ezért, nem nulla s-re van olyan valés > 0,
amire s’ = pus. Azaz megint kovetkezik

0= (n—A)s,s],

ahonnan p = \ és ' +t' = u(s+t). Hasznélva a szigoru konvexitas sziikséges
és elégséges feltételét adodik, hogy a bedgyazo tér is szigortian konvex.
Legyen F' H' egy linearis izometridja. Vilagos, hogy a J operator a Min-
kowski szorzatot a bedgyazo tér s.i.p.-jébe transzformalja. Pontosabban, tel-
jesiil, hogy
(v, w]" = [v, Jw]~.

Az altalanositott adjungalt 1étezik, tehat irhatjuk, hogy
(v, Jw|” = [v,w]" = [Fv, Fw]" = [Fv, JFw]” = [v, F* JFw]~

teljesiil, minden v, w vektor parra. A bedgyaz6 tér nem-degenerélt ; ezért vagy
aJ=FTJF, vagy a vele ekvivalens F~! = JFTJ egyenl6séghez jutunk. Az
I definicidja szerint az utols6 F-re vonatkozo feltétel is teljesiil.

Forditva, ha F' egy olyan linearis leképezés, ami kielégiti a tétel feltételeit,
akkor 6rzi a Minkowski szorzatot. Valoban,

[Fv, Fw]™ = [Fv, JFw]™ = [v, FTJFw]” = [v, Jw]™ = [v,w]".

A H hiperboloidot homeomorf médon képezi magara, azaz a kopenyek ko-
penybe mennek. Az utolso feltételiink garantélja, hogy F(H) = H* és ezért
F a H" egy linearis izometridjat indukélja. U

A.4.1. Megjegyzés. Ahogy az el6zd tétel formuldja mutatja HT minden
linedris 1zometridjanak dltaldnositott adjungdltja linedris leképezés. Szintén
fontos észrevétel, hogy a fenti tétel specidlis esetként kiadja a hiperbolikus tér
1zometridirol szolo analog tételt, elegendd s.i.i.p helyett i.i.p-t tekintens.

A maésodik lehetGség az izometria fogalmanak bevezetésére az érinté hi-
persikok fogalmahoz kapcsolhatd. Miel6tt kimondjuk a definiciot értelmezziik
a a hiperfeliilet egy f diffeomorfizmuséara vonatkozo f*(I) visszahuzds (pull-
back) leképezést, mely az érintd terek metrikajat felelteti meg egyméasnak az
f leképezés segitségével.
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A.4.4. Definicié. Legyen f: H — H diffeomorfizmus, ekkor az elsé alap-
forma f szerinti visszahuzottjat (pullback-jét) f*(I)-t értelmezze a minden
v € H uy,us € T'(v) hdrmasra teljesild

S @o(ur, uz) := L) (D f(ur), D f(u2))
egyenldseég.

A visszahuzas 1ényege, hogy az f szerinti képpont érintGterének metrikajat
a kiindulasi pont érintGterének egy f-t6l fiiggs metrikajaba viszi. A masodik
izometria fogalom ezen metrikdk invariencidjat célozza.

A.4.5. Definicid. Az dltalanositott téridd modell hiperfeliiletének valamely
diffeomorfizmusdt sokasag (Minkowski-Finsler) izometrianak nevezzik, ha az
dltala definidlt visszahuzott leképezésre az érintd-hipersikok metrikdja invari-
dns, azaz f*(1),(u1,us) = L, (uy, us) teljesil minden v € H és uy,us € T'(v)
esetén.

Beléatjuk, hogy linearis izometria egyben sokasag izometria is. A tovabbi-
akban mindig feltessziik, hogy a bedgyazo tér és szorzat megfelel simaséggal
rendelkezik, azaz S folytonosan differencialhato s.i.p. tér. Tekintsiik az elsd
alapforma visszahtzottjat a vizsgalt F' lineéris izometria f megszoritasara
vonatkozoan.

F*Mo(ur, uz) = Tpw) (D f (wa), Df (uz)) = [Df (ur), Df (u2)]" ) =

= [DF(u1), DF(ug)] po) = [F(u1), F(us)] )

a visszahiuzéas definicidja és F' linearitasa miatt. Azonban F' 6rzi a Minkowski
szorzatot, ezért

[F(u1), F(u2)]* py = [ur, us]ty = (I)y(ur, us),

ahogy azt allitottuk.

Végiil a harmadik lehet&ség izometria definidlasara kozvetleniil az el6-
sokasag szintjén nyilik. Ekkor olyan homeomorfizmust keresiink, mely koz-
vetleniil a sokasig pontjainak tavolsagat tartja invaridnsan.

A.4.6. Definicié. Az f : H — H legyen H homeomorfizmusa a metrikd-
ja dltal indukdlt topologidra nézve. Ha [ drzi a H pontpdrjainak az A.4.1.
Definicio szerinti eld-tdvolsdgdt, akkor f-t H topologikus izometridjanak ne-
vezziik.
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Vilagos, hogy minden sokasig izometria egyuttal topologikus izometria
is, hiszen ha az integrandusok megegyeznek akkor az integralok is. Riemann
illetve Finsler terek esetén a forditott allitdsok is teljesiilnek, tehat ezen két
izometria fogalom kozott nincs kﬁlénbsé. Az is igazolhat6, hogy pseudo-
euklidészi térben modellezett hiperbolikus térre mindharom definici6 ekvi-
valens. Ehhez azt kell csak belatni, hogy minden topologikus izometria egy-
uttal linearis izometria is. A bizonyitas alapgondolata a kovetkezd: a line-
aris izometridk csoportjanak tranzitiv hatasat felhasznédlva explicit mdédon
meghatarozzuk a bels6 metrikat a skalarszorzat segitségével. Ezen konkrét
formula segitségével igazolhatjuk, hogy adott topologikus izometridnak egy
a bedgyazo vektortér alkalmas bézisan vett hatasat linearisan kiterjesztve az
egész térre olyan leképezéshez jutunk, mely a teljes H halmazon megegyezik
a kiindulasi topologikus izometriaval. A mi esetiinkben a gond az, hogy nem
val6szint, hogy a linearis izometridk csoportja tranzitivan hatna a képzetes
egységgdmbon, ezért nincs altalanos modszeriink a pontok tavolsaganak exp-
licit felirasara. Tovabbi nehézséget jelent a linearis kiterjesztés utan annak
igazolasa, hogy a kapott leképezés megszoritasa az egységgombre az eredeti-
leg adott izomorfizmus.

Vizsgélatainkat most azzal zarjuk, hogy megadjuk az explicit tavolsag
formulat amellett a feltétel mellett, hogy a linearis izometridk csoportja tran-
zitivan hat a képzetes egységgdmbon, azaz H' geometridja a linedris izo-
metridakra nézve homogén geometria.

A.4.3. Tétel. Legyen V dltaldnositott téridd modell. Tegyiik fel, hogy S szi-
gotiian konvexr és sima, tovdbbd, hogy a H* linedris izometridi tranzitivan
hatnak H*-n. Jeloljik az eld-tavolsdgot d(-,-)-vel. Ekkor igaz a kovetkezd:

[a,b]t = —ch(d(a,b)) minden a,b € HT esetén.

Bizonyitas: A tavolsagot 6rz6 leképezés geodetikust geodetikusba visz. Mi-
vel a teriink homogén feltehetjiik, hogy a = e,. Legyen b # a és tekintsiik
az (a,b) pontokat tartalmazo a, b vektorok altal kifeszitett két-dimenzios si-
kot. A s.i.i.p. megszoritasa erre a sikra egy i.i.p.; eképpen visszakaptuk a
2-dimenzios pszeudo-euklidészi térbe beagyazott egydimenziés hiperbolikus
geometria esetét, ezért egy utat a-bol b-be paraméterezhetiink a kdvetkezd
modon:
c(t) = sh(r)e + ch(t)e, ha t € [0,1],

21 Myers, S. B., Steenrod, N.: The group of isometries of a Riemannian manifold.
Ann. of Math. 40 (1939), 400-416.
Deng, S., Hou, Z.: The group of isometries of a Finsler space. Pacific J. of Math.
207/1 (2002), 149-155.
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ahol ¢(0) = a és ¢(1) = b. Egy ivnek a hossza 0-t6l z-ig

/x \/ch?(1) — sh2(t)dr = z,

mutatvan, hogy egyenl@séggel elégiti ki a haromszogegyenlGtlenséget. Kovet-
kezésképpen geodetikus és igy megadja a és c(z) tavolsagat. Ugyanakkor az
is vilagos, hogy

[a,b]" = [en, sh(1)e + ch(1)e,])™ = [en, ch(1)e,] = —ch(1) =

= —ch(d(a, c(1)) = —ch(d(a,b)),

ami allitasunkat igazolja. O
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A.3. dbra. Hermann Minkowski

A.5. Minkowski

1908 szeptember 21.-én Minkowski Cologne-i Naturforscher Versammlung c.
konferencian tartott el6adasat a geometria ,nagy pillanatai” kézé kell sorol-
nunk. Az el6adas 1920-ban megjelent angolul, Megh Nad Saha forditasaban.
Tisztelegve Minkowski elGtt ezen elGadast teljes terjedelmében idézziik.

H.MINKOWSKI: TER ES IDO
MEDH NAD SAHA ANGOL FORDITASA ALAPJAN

Uraim!

Azon id6 és tér fogalom, amelyet ma ki szeretnék fejteni Onok el6tt, kisérleti
fizikai alapokbdl fejlsdott ki. Ebben rejlik az ereje. A tendencia radikalis. Eképpen
a régi fogalma a térnek 6nmagaban, és az idének dnmagaban puszta arnyékka
fog redukalodni, és csak valamiféle egysége a kettének 6rzi meg fiiggetlenségét.

I

Meg szeretném mutatni, hogy juthatunk a tér és id6 megvaltoztatott fogal-
mahoz, a mechanikabdl kiindulva, ahogy az manapsag elfogadott, tisztan mate-
matika megfontolasokkal. A Newton-i mechanika egyenletei kétszeres invarianciat
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mutatnak, (i) valtozatlan alakaak, ha tér-koordinatak vonatkoztatasi rendszerét
tetsz6legesen megvaltoztatjuk, (ii) amikor egyenesvonali egyenletes mozgast al-
kalmazunk ra, az id6 null-pontjanak helye nem jatszik szerepet. Megszoktuk,
hogy a geometria axiémaira mint egyszer és mindenkorra kijelolt allandékra te-
kintsiink, amig ritkan tekintiink a mechanikaval kapcsolatos axiomakra ugyanilyen
meggy&z&déssel, ezért ezen két invarianst ritkan tekintjiik egyszerre. Mindketts
a mechanika differencialegyenleteinek bizonyos transzforméacié csoportjait jelen-
ti. Az elsé csoport |étezésére Ggy tekintiink mint a tér alapvets jellemvonasara.
Inkabb elhagyjuk a masodik csoportot, és konnyii szivvel arra a kdvetkeztetésre
jutunk, hogy a fizikai megfontolasok alapjan soha sem tudjuk eldénteni, hogy a
megmaradé térben lehet-e végiil is egyenletes mozgas. Ez a két csoport fiigget-
leniil létezik egymas mellet. A teljesen heterogén jellegiik elrettent attél, hogy
megkiséreljiik komponalni &ket. Mégis a teljes komponalt csoport ad lehet8séget
nekiink a tovabbgondolkodasra.

Szeretnénk a teljes kapcsolatot grafikus Gton szemléltetni. Legyen (z,y, z) a tér
derékszogii koordinatarendszere és t jelentse az id6t. A felfogasunk lényege a tér
és id6 Osszekapcsolasa. Senki sem figyelt meg egy helyet hacsak nem egy bizo-
nyos idépontban, és nem figyelte meg az idét, hacsak nem egy bizonyos helyen.
Mégis tudomasul veszem azt a dogmat, hogy az id& és tér fliggetlen létezsk. Egy
tér-pont és egy id6-pont egyiittesét, azaz egy x,¥, z,t négyest vildg-pont-nak
fogok nevezni. Ezen négyesek sokasaga alkotja a wildgot. Négy vilag-tengelyt
tudok rajzolni a krétaval. Minden tengely gyorsan vibralé molekulakat tartalmaz,
és emellett, részét képezi valamennyi foldi utazasnak, médot adva elmélkedésre.
A legnagyobb absztrakcié, amit a négy tengely igényel, a matematikusok kérében
semmi zavart sem okoz. Nem engedhetjilk meg semmilyen tatongé rés |étezését,
fel fogjuk tenni, hogy minden helyen és minden idében létezik valami. Nem kii-
|6nitjiik el az anyagot az elektromossagtol, ezeket egyszeriien szubsztancidkként
tekintjik. A figyelmiinket egy x, vy, z,t vildg-pontra iranyitjuk és feltessziik, hogy
olyan poziciéban vagyunk, amibél ezt a pontot fel tudjuk ismerni minden késébbi
idépontban. Legyen dt a térkoordinatak dx, dy, dz megvaltozasidhoz tartozé id6
elem. Ekkor kapunk (mint egy képet, hogy Ggy mondjam, az élet-palyajat a pont-
nak), — egy gorbét a vilagban — a vildg-vonalat, azon pontok halmazat, melyek
a t paraméter értékeinek midén azt —oo-t8l oo valtoztatjuk, félreérthetetleniil
megfelelnek. Ugy tiinik, hogy a teljes vilag ilyen vilagvonalakra bomlik, és én
éppen eltérhetek az allaspontomtdl, ha azt mondom, hogy véleményem szerint
a fizikai torvények legteljesebb kifejtése ezen vonalak kdlcsénds kapcsolata atjan
lehetséges.

A tér és id6 ezen fogalma szerint a ¢ = 0 hoz tartozé (x,y, z) sokasag és a
t > 0, t < 0 oldalai szétvalnak. Ha az egyszeriiség kedvéért fixnek tartjuk a tér
és id6 kezd&pontjat, a mechanika elsd nevezett t = 0-hoz tartozé transzforméacié
csoportja megkaphat6 mint az z, y, 2-tengelyek lehetséges elforgatasai az origé
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koriil, amelyek megfelelnek a

 + y2 + 2°
kifejezés homogén linearis transzformacidinak. A masodik csoport azt jelenti,
hogy a mechanikai torvények kifejezéseinek megvaltoztatasa nélkiil helyettesithe-
tink x — at, y— [t, z—~t, t valtozdkat az x, y, z valtozdk helyett, ahol (a, 3, )
tetsz8leges konstansok. Figyelemmel erre a t > 0 féltér barmely lehetséges ira-
nyaban felvehetjilk az id6-tengelyt. Mit lehet a térbeli ortogonalitas igényével
kezdeni, az id6-tengely valasztas felss féltérben valé teljes szabadsaga esetén?
Ennek a kapcsolatnak a felépitéséhez, valasszuk a ¢ paramétert pozitivnak és
tekintsiik a

2t2

S R |

alakzatot.

N Wy

A 4. 4bra.

A kétkopeny( hiperboloid analégiaja képpen ez a t = 0 altérrel elvalasztott két
részbsl all. Tekintsiik a fels6 darabot, ami a ¢ > 0 tartomanyba esik és alkal-
mazzunk ra egy transzformaciét, mely az x,y, z,t valtozékat az aj /', v, 2/, '
valtozékba viszi Gigy, hogy a fenti kifejezés valtozatlan maradjon. Nyilvan a tér
origbt fixen tarté forgatasai ezen transzformacidk csoportjahoz tartozik. Ezen
transzformaciok teljes leirasahoz egy szemléletes képet tarsithatunk, azon speci-
alis transzformaciokbél, amelyeket tgy kapunk ha az (y, z) sikot valtozatlannak
tekintjitk. Rajzoljuk le az = és ¢ tengelyek sikjaval valé metszetét a felsé darabnak,
azaz, az ¢*t* — 2% = 1 hiperbolat az aszimptotaival ( A.4 abra).

Rajzoljuk meg az O A’ sugarat, az A’ B’ érintét A’-ben, és egészitsiik ki a harom
pontot egy OA'B'C" parallelogrammava; messe tovabba D’-ben az x-tengelyt
a B'C’. Ha az 0j tengelyeink Oz, OA’ és az egységet OC' = 1 OA" = %
osszefliggésnek megfelelen valasztjuk, akkor ugyanez a hiperbola kifejezhetd
At?—a"? = 1t > 0 formaban is és a kapott transzformacié az altalunk vizsgaltak
egyike. Tetsz6leges térbeli ponthoz és idébeli zérus-ponthoz csatolva egy ilyen
karakterisztikus transzformaciét egy c-tél fliggd transzformacié csoportot kapunk,
amelyet G.-vel fogunk jeldlni.
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Tartsunk most c-vel végtelenhez. Ekkor 1/c¢ a nullahoz tart és az abra alapjan
észrevehetjiik, hogy a hiperbola az z-tengelyre simul, az aszimptotak szdge pe-
dig egyenesszoggé valik, és minden egyes transzformacié a hataratmenet soran
valtozik, hogy a t-tengelynek minden lehetséges felfelé mutaté irdnya lehet és
2’ egyre inkabb megkdzeliti z-t. Visszaemlékezve erre vildgos, hogy a Newtoni
mechanikahoz tartozé teljes csoport éppen GG, a ¢ = oo valasztas mellett all els.
Ebben a helyzetben, és mivel G. matematikai szempontbdl intelligensebb mint
G+, egy matematikusnak, a képzelet szabadsagaval, az a gondolata tamadhat,
hogy a természeti jelenségek invarianciaval rendelkeznek nem csak a G, cso-
portra de a GG. csoportra vonatkozéan is, ahol ¢ véges, mégha rendkiviil nagy is a
szokasos mérd egységhez viszonyitva. Egy ilyen prekoncepci6 rendkiviili gyézelem
az elméleti matematika szamara.

Ugyanakkor meg fogom jegyezni, hogy mely ¢ érték esetén tudjuk meggy8z&nek
tartani az invariancia igazsagat. ¢ helyébe a szabad tér ¢ fénysebességét fogjuk
helyettesiteni. Annak érdekében, hogy elkeriilhessiik a tér és vakum fogalmakrél
valé beszédet, vehetjiik ezt a mennyiséget mint az elektromossag elektrosztatikus
és elektro-magneses egységeinek aranyat.

A kovetkez6 médon tudjuk a természeti torvények G, transzformacié-csoportra
vonatkozé invarianciajanak jellegét definialni.

A természeti jelenségek Gsszességébdl, magasabb approximaciéval kovetkeztetni
tudunk egy (z, vy, z,t) koordinatarendszerre, amire vonatkozdan, a jelenséget de-
finialt torvények reprezentaljak. Ez a koordinatarendszer nem egyértelmiien meg-
hatarozott a jelenség altal. A G transzformacié-csoportra vonatkozéan, minden
lehetséges médon megvaltoztatjuk a koordinatarendszert, de a természeti torvé-
nyek mégse fognak véltozni.

Példaul, az elsbbi abrahoz kapcsolédva, ¢'-t idének hivhatjuk, de akkor a sziik-
ségképpen hozzakapcsolédé tér az (x'yz) sokasag kell, hogy legyen. A fizikai
torvények az o', y, z,t' paraméterekkel vannak kifejezve — és a kifejezés ugyanaz
mint az x,y, z,t paraméterek esetén. Tekintettel erre, a vildgban nem csak egy
tertink lesz, hanem sok, — anal6g médon azzal, ahogy a harom-dimenziés térben
végtelen sok sikot talalunk. A harom-dimenzi6és geometria a négy-dimenziés fizi-
kanak egy fejezete lesz. Most mar észrevehetjiik, hogy miért mondtam az elején
hogy ez az id6 és tér puszta arnyékka valik és egy vilagunk lesz, ami dnmagaban
teljes.

II

Felmeriil most a kérdés, — milyen kdvetkezményekhez vezet minket a térrgl és
idérsl alkotott szemlélet valtozasa, nincsenek-e ezek ellentmondéasban a megfi-
gyelt jelenségekkel, végiil jelent-e elényt a természeti jelenségek leirasaban?
Miel6tt a részletezésbe kezdenénk, egy igen fontos megjegyzést kell tenniink.

Tegyiik fel, hogy valamilyen médon individualizaltuk a teret és az id6t; ekkor egy
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t tengellyel parhuzamos vilag-egyenes egy stacionarius pontnak felel meg; egy
vilag-egyenes, ami ferde a t-hez képest egy egyenletesen mozgd pontnak; és egy
vilag-gorbe felel meg egy tetszélegesen mozgd pontnak. Képzeljiink el egy vilag-
egyenest, amely valamely x, y, z, t vildig-ponton halad keresztiil; ha azt talaljuk,
hogy parhuzamos az O A’ hiperbola sugar vektorral, akkor be tudjuk vezetni az
O A’ vektort egy (j id6-tengelynek, és az 0] id6 és tér fogalomra nézve az anyag
a tekintett pontban nyugalomban van. Felallitjuk a kovetkez6 axiomat:
Alkalmasan vdlasztott idd és tér koordindtdk mellett eqy adott (de tetszdlege-
sen vdlasztott) vildg-pontban létezd anyagot nyugalomba levének tekinthetink.
Ezen axiéma azt jelenti, hogy egy vilag-pontban a

Adt? — da® — dy? — dz?

kifejezés mindig pozitiv vagy ekvivalens médon, minden V' sebességnek c-nél
kisebbnek kell lennie. ¢ eképpen a fels6 hatara lesz az anyag sebességének és
eképpen adédik egy mély jelentésége a ¢ mennyiségnek. Els6 benyomasra, ez az
axioma kielégithetetlennek tiinik. Nem szabad elfelejteni, hogy csak egy médosi-
tott mechanikat fogunk tekinteni, amiben a négyzetgyoke a fenti differencialnak
a tér és id6 egy kombinacidja, igy azok az esetek, amiknél c-nél nagyobb a se-
besség nem jatszanak szerepet, ugyantigy mint valamilyen képzetes koordinata a
geometridban.

Az inditéka és az igazi mozgaté ereje annak, hogy a G.. transzformacié csoportot
feltételezziik, az a tény, hogy vakuumban a fény terjedésére vonatkozé differen-
cial egyenlet rendelkezik a G. transzformacié csoporttal. 4 A masik oldalrdl,
a merev testek elmélete barmilyen értelemben csak a G, csoporttal rendelke-
zik mechanikai rendszerben. Ha most van egy fénytanunk egy G. csoporttal
és vannak ugyanakkor merev testeink is, kdnnyen lathaté, hogy a t iranyt agy
kell definialni a két hiperboloid tartomanyhoz, hogy kdzés legyen a G illetve
G. csoportokhoz, ami egy tovabbi kdvetkezményhez vezet, nevezetesen alkalmas
merev laboratériumi eszkdzok hasznalataval, valtozast tudunk érzékelni a termé-
szeti jelenségekben, amikor a fold mozgasa haladasi iranyahoz képest kiilénbozé
iranyitasokat tekintiink. De minden erre iranyitott eréfeszités, még a Michelson-
féle interferencia-kisérlet is negativ eredménnyel zarult. Annak érdekében, hogy
magyarazatot talaljon erre az eredményre H. A. Lorentz felallitott egy hipotézist,
mely gyakorlati Gsszegzése a (G, csoport fénytanra vonatkozé invarianciadjanak.

Lorentz felteszi, hogy minden anyag hosszaban 1 : /1 — Z—; aranyban rovidiil a
haladasi iranyaban.

Ez a hipotézis elég fantasztikusnak tiinik. Az Gsszehiz6das nem az éter ellen-
allasanak kovetkezményeképpen képzelends el, hanem mint az ég egy ajandéka,

22 Ennek a ténynek a lényegi alkalmazasa az W. Voigt. Gottinger Nachr. 1887, p.41
helyen megtaldlhato.
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mint egyfajta allapot, amely a mozgas allapotanak kisérgje.

Az abramon meg fogom mutatni, hogy Lorentz hipotézise ekvivalens a tér és
id6 @) koncepcidjaval. Ezt most érthetdbben is kifejtjiik. Tegyiik fel, az egy-
szerliség kedvéért, hogy (v, z) nincs és figyelmiinket egy két-dimenziés vilagra
forditjuk, amiben a t-tengellyel parhuzamos jobb-fels6 sav egy nyugalmi alla-
potot reprezental és egy masik a ¢-tengellyel ferdeszoget bezaré masik sav egy
egyenletesen haladé testet, aminek konstans a térbeli kiterjedése (lasd A.4. ab-
ra). Ha OA’ a masodik savval parhuzamos, tekinthetjiik -t a ¢ tengelynek és
x'-t az x-tengelynek, ekkor a masodik test lesz nyugalomban és az elsé halad
egyenletesen. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az els6 nyugalomban levé test [
hosszasagl, azaz a PP metszete az els6 savnak az x-tengely felett [ - OC', ahol
OC az z-tengely iranyaban vett egység — és a masodik test, amikor nyugalom-
ban van ugyanilyen [ hossz(, jelentvén, hogy a Q'Q)" metszete a masodik savnak
az x’ tengely irdnyaban [ - OC hosszii. Ezekben a testekben, elképzelhetiink két
Lorentz-elektront, melyek koziil az egyik nyugalomban van a masik egyenletesen
halad. Ha az eredeti koordinatarendszerre gondolunk, a méasodik elektron kiterje-
dése a sav Q) metszetével adott, mely az z-tengely iranyaban van mérve. Mivel

QQ =1-0C"ezért QQQ =1-OD’. Ha Cé—f = v, kdnnyii szamitassal adédik, hogy

2 PP 1
OD' = 0Cy[1— = ési -
= és igy 00 =

c2

alatamasztva a Lorentz-i hipotézist az elektronok mozgassal kapcsolatos dssze-
hazédasarél. Ugyanakkor, ha a masodik elektront tekintjilk nyugalmi helyzetii-
nek, és az (2/,t') rendszerben tekintve az OC’-vel parhuzamos P’P’ metszetet
hossznak, azt talaljuk, hogy az els6 elektron ugyanavval az arannyal rovidiilt a
masodikhoz képest, azaz

PP OD OD QQ

oQ ~0C' _ 0C PP

Lorentz a ¢ kombinaciéjat (¢-nek és z-nek) az egyenletesen mozgé elektron fo-
kélis idejének (Ortszeit) nevezte, és a fizikai konstrukci6jat ennek az elvnek a
kontrakcié-hipotézis jobb megértéséhez hasznalta. Azonban vilagos, hogy egy
elektron ideje ugyanolyan j6 méas elektron szamaéra is, azaz ¢, t' id6ket ekvivalens-
nek kell tekinteniink, ahogy azt Einstein allitotta. [ Megmutatta, hogy az idé
fogalma teljesen és egyértelmiien létrehozott a természeti jelenségek altal. De a
tér fogalmahoz, sem Einstein sem Lorentz nem jutott el, valésziniileg azért, mert
a fent-emlitett specialis transzformacidk mellett, amelyekre az (z, t) illetve (2/,t')

23 A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 1905, p. 891; Jahrb. d. Radioaktivitiit u. Elektronik
4, 1907, p. 411.
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sikok megegyeznek, eléfordulhat, hogy az x-tengely valamiképpen konzervalédik
a kiindulasi poziciéjaban.

Fel tudjuk épiteni a tér fogalmat hasonlé médon, még ha ez méginkabb fantasz-
tikusnak is ténik.

Ezekre a fogalmakra tekintettel, a ,Relativitas-Posztulatuma”, mely megalkoté6-
dott a G csoportbeli invariancia igényének alapjan, kevéssé tiinik hatékonynak a
G.. csoport illetve tovabbi folyamatok vizsgalata szempontjabél. Mivel a posztu-
latum értelmében a négy-dimenziés vilag adott id6ben és térben a jelenségei altal,
de a vetités térben és id6ben bizonyos szabadsaggal kezelhets, jobban szeretném
ezen allitast az ,Abszolat vilag Posztulatumanak” [Vilag-Posztulatum] tekinteni.

III

A vilag-posztulatum segitségével a vilag-pontok z, v, z, t meghatarozé mennyi-
ségeinek egy 0] felépitése lehetséges. Ezaltal azon formakat, amelyekbél a fizikai
torvények kovetkeznek, érthet8bbé tessziik, ahogy azt mindjart latni fogjuk. Min-
denekel6tt, a gyorsulas fogalma valik élesebbé és vilagosabba.

Megint geometriai médszert hasznalunk a kifejtéshez. Hivjunk egy O pontot a
. T ér-id6-zérus-pontjanak”. A

AP -ty -2 =0

kap két O csacsa részbél all az egyikre t < 0 a masikra ¢ > 0 teljesiil. Az elss,
amelyet elére-kipnak neveziink tartalmazza azokat a pontokat, amelyekbél O-
ba fényt lehet kiildeni, a masodik, amelyet hatra-kipnak neveziink tartalmazza
azokat a pontokat, amelyekbe fény érkezhet O-bél. Azon tartomany melyet az

el6re-kap hatarol az O el6re-része, és a hatra-kap tartomanya az O hatra-része
(lasd A.5. abra).

A.5. abra.

Az O hatra kapja tartalmazza az altalunk mar vizsgalt

F=ct? -2 —y*—22=1, t>0
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hiperboloid tartomanyt. A két kap tartomany kozotti rész kitdlthets a
)P B S Qe

hiperboloidokkal, ahol k? minden lehetséges pozitiv értéket felvesz. Az abran
fekvé O centrumi hiperbolak fontosak szamunkra. A vilagossag kedvéért az agait
ezen hiperboladknak , O-centruma belsé hiperbolaknak fogjuk nevezni. Egy ilyen
hiperbola ag, amikor vilag-vonalnak gondoljuk, egy olyan mozgast reprezental,
amely sebessége a t = —oo illetve ¢t = oo id6pillanatokban megkdzeliti a fény
sebességét.
Ha a szokasos vektorok analégidjaként iranyitott szakaszt rendeliink az x,y, z,t
mennyiségekhez, akkor meg tudunk kiilonbdztetni idészerii vektort, amely O-bél
az ' = 1, t > 0 pontjaiba mutat, és térszer(i vektort, amely O-bdl a —F =
= 1 pontjaiba mutat. Az idé-tengely barmely id&szer(i vektorral parhuzamos
lehet. Barmely vilag-pont az elére illetve hatra kiapokban jelenthet egy O-val
szinkronizalt referencia rendszert, amely O-nal korabbi vagy késébbi. Az el6re
részek vilagpontja korabban volt, a hatra részé késébb volt mint O. A ¢ = o0
hataratmenet megfelel annak, hogy az el6re illetve hatra kipok kozotti ék formaji
tartomanyt a ¢ = 0 sokasagra lapitjuk. Az abrankon ezt a keresztmetszetet
szandékosan mas szélességgel rajzoltuk.
Bontsunk fel egy O-bél (x, y, z, t)-be men& vektort komponenseire. Ha két vektor
egyikének az irdnya megegyezik az OR sugar vector iranyaval, ahol R az +F =
= 1 egy pontja és a masik iranya pedig ezen feliilet valamely RS érintévektora-
val parhuzamos, akkor a vektorokat mer&legesnek nevezziik. Megfelel6képpen az
(x,y,2,t), (z1,y1, 21, t1) vektorok mer6legességének a feltétele komponensekben
az

Aty — xxy — yy1 — 221 =0

egyenlet.

A vektorok kiilonb6z8 iranyokban valé méréséhez, az egységet rogzitsitk a ko-
vetkez8 médon; — térszerii vektor egységnyi ha a —F = 1 feliiletre mutat, és
id8szerii vektor ha az O-bdl az F' = 1, t > 0 feliilet pontjaba mutat, akkor legyen
1/c hossza.

Forditsuk figyelmiinket egy anyagi pont vilag-vonalara ami az (x,y, z,t) pon-
ton halad keresztiil; ekkor kdvetve a vilagvonal haladasat, feleltessiik meg a
(dz,dy, dz, dt) id6szerii vektornak a

1
dr = =\/2dt? — dx? — dy? — dz?
c

mennyiséget. Egy fix Py ponttdl egy valtozé P pontig véve a T = [ dr integralt,
nevezziitk ezt a P ponton athaladé anyagi pont vildg-vonalahoz tartozé ,valédi-
idejének”. Az OP vektor (z,vy, z,t) komponenseit tekinthetjiik, mint a valédi 7
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id6 fiiggvényeit; ekkor a 7-ra vonatkozé elss (i, 7, 2, t) illetve masodik (i, ij, 2, 1)
differencial-hanyadosokat hivjuk a P anyagi pont sebesség illetve gyorsulés
vektoranak. Azonnal adédik, hogy

02t2_:t.2_g)2_2',2:c2}

it — i —yij — 23 =0

azaz a sebességvektor P-nél id6szerii egységnyi hosszlisagt vektor a gyorsulas-
vektor P-nél pedig egy a sebességvektorra meréleges vektor, igy minden esetben
térszerii vektor.

Ahogy az kénnyen lathatd, van egy hiperbola, mely harmadrendben érintkezik a
vilag-vonallal P-ben és aszimptotai alkotéi egy elére-kapnak és egy hatra-kapnak.
Ezt a hiperbolat a P-beli ,gorbiileti hiperbolanak” nevezziik (lasd A.6. abra).

A.6. abra.

Ha M a kozéppontja, akkor agy tekinthetiink ra, mint egy M centrumi kdzbeess
hiperbolara. Legyen p az M P vektor hossza, ekkor a gyorsulas vektor P-nél egy
MP iranya ¢ /p hossza vektor.

Ha &, 4, 2,1 eltiinnek, akkor a P-beli gorbiileti hiperbola egyenes, ami a vilagvo-
nalat P-ben érinti és p = oco.

IV

Annak igazolasahoz, hogy a fizikai térvényekre vonatkozé G. csoport feltétel
nem vezet semmilyen ellentmondasra, sziikségszerii megérteni a teljes fizikat ezen
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csoportfeltételek alapjan. A revizié szerencsésen megtdrtént a , Termodinamika
és Sugarzas” Z) Elektromagneses jelenségek” [ és végiil ,, Mechanika a tdmeg
fogalmanak a fenntartasaval” c. miivekben.

Ezen ut6bbi fejezetében a fizikanak a kovetkezd kérdést lehet targyalni: legyen egy
er§ az az (z,y, z,t) vilagpontban a a tér tengelyek irdnyaban vett XY, Z kom-
ponensekkel adva, az (&, 7, £, 1) sebesség vektor mellett. Hogy tekintsiik az erst,
ha a referencia rendszert minden lehetséges médon megvaltoztatjuk? Ismert,
hogy vannak jél-ellensrzott tételek elektromagneses terekben fellépd pondero-
motive erékrél, ahol a GG, csoport kétségteleniil megengedhets. Ezek a tételek
a kovetkez6 egyszerii szabalynak tesznek eleget; ha referencia rendszert bar-
hogy megvaltoztatjuk, akkor a tekintett eréket agy kell az aj tér-koordinatakban
eréként felirni, hogy a megfelel6 vektor, aminek koordinatai

tX, 1Y, tZ 1T,
ahol ' _ _
g <£X+2Y+i2)

c \ 't t t
valtozatlan marad (az arany a vilag-pontban miikédik). Ez a vektor mindig mer6-
leges a P-beli sebesség-vektorra. Egy ilyen P-ben reprezentalt er6-vektort, P-beli
mozgé eré-vektornak neveziink.
A P ponton keresztiilhaladé vilag-vonal egy anyagi pont altal van leirva, ami-
nek a mechanikai témege m. Nevezzitk a P-beli sebesség-vektor m-szeresét
impulzusvektornak és a P-beli gyorsulasvektor m-szeresét a P-beli mozgas eré-
vektoranak. Tekintettel ezen definicidkra, a kdvetkez8 torvény irja le, hogy egy
mozgd erB-vektor hatasara miként mozog a tomegpont.
A mozgds erd-vektora megegyezik a mozgo erd-vektorral.
Ez a kijelentés négy egyenletet jelent a négy komponens iranyaiban, amelyek koziil
a negyedik levezethet§ az els6 harombdl, mivel az emlitett vektorok merélegesek
a sebesség vektorra. A T definiciéjabél lathatjuk, hogy a negyedik nem mas,
mint az ,Energia-térvény”. Ugy definidljuk a témegpont kinetikus-energisjat,
hogy c2-szer tekintjilk az impulzusvektor komponenseit a t-tengely iranyaban.

Ekkor ennek a kifejezése

o dt mc?
me*— =

dr 02
2

24 M. Planck, Zur Dynamik bewegter Systeme, Berliner Ber. 1907, p. 542 (also Ann.
d. Phys. 26, 1908, p. 1).

25 H. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge in
bewegten Korpern, Gottinger Nachr. 1908, p. 53.

26 H. Minkowski, l.c. p. 107. — see also M. Planck, Verh. d. Physik. Ges. 4, p. 136, 1906
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azaz, ha kifejezziik az mc? additiv konstansot, visszakapjuk a Newtoni mecha-

nika 2mo? kifejezését egy 1/c? rendii szorzétél eltekintve. Eképpen latjuk, hogy
az energia a referencia rendszertdl fligg. Azonban a t-tengely minden id8szer(
vektor iranyaban elképzelhetd, eképpen az energia torvény egybesiiriti, barmely
referencia rendszer esetén, a mozgas egyenletrendszerek teljességét. Ez a tény
kiiléndsen jelent8s a ¢ = oo hataresetben, amikor a Newtoni mechanika axioma-
tikus felépitését adja, ahogy erre T.R.Schiitz [] ravilagitott.

A kezdetekben a tér és id6 egységeit Gigy valasztottuk meg, hogy a fény sebessége
valjon egységnyivé. Ha a ¢ helyébe \/—1t = s valtozét helyettesitjiik, akkor a
differencial kifejezés

dr? = —(do* + dy* + dz* + ds?)

x,vy, z, s-ben szimmetrikus alakot 6lti; ez a szimmetria megjelenik minden tor-
vényben, ami nem mond ellent a vildg-posztulatumnak. Ennek a posztulatumnak
a lényegét bedltdztethetjitk a kdvetkezd misztikus, amde matematikailag szigni-
fikans formulaba:

3-10°km = v/—1Sec.

v

A vilag-posztulatum felirasabél fakadé elényt semmi sem illusztralja olyan
feltiin6en, mint azok a kifejezések, amelyek egy a Maxwell-Lorentz elméletnek
megfelel6 mozgasa pontszer( toltések kolcsonhatasainak kifejtésébsl adédnak.
Tekintsiitk a vilagvonalat egy ilyen (e) toltéssel rendelkezd elektronnak, és ve-
zessiik be a 7 kiszamitott ,Valés-idejét” tetszdleges lehetséges kiindulasi pontra
vonatkozélag. Az elektron altal egy P, pontban létrehozott mez6 meghataroza-
sahoz konstrualjuk meg a P;-beli elére-kipot Pj-ben (Isd A.5. abra jobb oldala).
Vilagos, hogy a végtelen vilag-vonalat ez egyediil a P pontban metszi, mivel ezek
az iranyok mind id&szer( vektorok. P-nél rajzoljuk meg a vildgvonal érintgjét, és
P;-b8l az erre bocsatott merdlegest. Legyen r a P;(Q hossza. Az elére-kap defi-
nici6ja szerint, r/c ekkor szamithaté a PQ) mértékeként. A P; vilag-pontban az
e elektron altal gerjesztett mez6 vektor-potencialja a P(Q) vektor iranyaba muta-
t6 e/r hosszasagi vektor z-,y-,z-tengelyek irdnyaban felléps tér-komponenseivel
van reprezentalva; a skalar-potencial ugyanezen vektor t-tengely iranyaban fellé-
p6 komponense. Ez az A. Lienard és E. Weichert [ altal talalt elemi torvény.

27 J. R. Schiitz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie. Gottinger Nachr.
1897, p. 110.

28 A. Liénard, Champ électrique et magnétique produit par une charge concentrie en
un point et animée d’un mouvement quelconque, L'Eclairage électrique 16 (1898),
p. 5, 53, 106; Wiechert, Elektrodynamische Elementargesetze, Arch. néerl. (2), 5
(1900), p. 549.
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Az elektron mezejében a fenti médon felvazoltak alapjan az elektromos és mag-
neses erSkre val6 felbontas relative, és az id§ tengely valasztasatdl fiigg; a két
erd egyiitt tekintve valamiféle analégiat mutat a mechanikai er6-nyomaték parral,
mégha ez az analégia tokéletlen is.

Most leirjuk a ponderomotive erét, mely egy mozgé elektron altal egy masik moz-
g6 elektronra gyakorolt hatas. Tegyiik fel, hogy a masodik elektron-pont vilag-
vonala a P, ponton halad keresztiil. Hatarozzuk meg P-t, )-t és r-et ugyanigy
mint az elébb és szerkessziik meg a P-beli gorbiileti hiperbola M kozéppont-
jat, és azon M N-re mer6leges egyenest, mely P-n keresztiil halad és QP;-el
parhuzamos. A P pontban létrehozhatunk egy referencia rendszert a kdvetkezs
médon: a t-tengely legyen PQ), az x-tengely a QQ Pi-el parhuzamos. Az y-tengely
az M N-iranyaba mutasson, és a z-tengely automatikusan meghatarozédik, mint
az x-,y- t-tengelyekre merdleges egyenes. Legyen #, i, %, t a gyorsulas-vektor
P-ben, @1, 91, %1, t1 a Pi-beli sebesség vektor. Ekkor az e elektron altal a ma-
sodikra vonatkozéan létrehozott Pj-beli eré-vektor, (minden lehetséges mozgas

esetén), reprezentalhat6 a
. T
—eer (tl — —1> R
c

vektorral. Az R,, R,, R., R, komponensek kbz6tt a kévetkezo relacick allanak

fenn: ..
Y

c2r’

1
R R, =

S Ry = R, =0

és a vektor merbleges a P,-beli sebességvektorra, ami miatt ezen utébbi sebes-
ségvektortdl vals fiiggése is felmeriil.

Ha Osszevetjilk ezt a kifejezést az elemi torvénybsl adédé korabbi, a mozgéd
elektronok egymasra valé ponderomotive hatéasarél sz6l6 formulaval , akkor
nem tudunk mast tenni, mint elismerni, hogy az itt fellép& relacidk a lényegiiket
alkot6 elsérendii egyszeriiségiikben négy dimenziéban lépnek fel, nem pedig abban
a harom dimenziéban, ahova vetitett képiik igen komplikalt.

A mechanikaban a vilag-posztulatum alapjan torténd reformacio, eltiinteti a
Newtoni-mechanika és az elektrodinamika k6zott fennallé zavaré diszharméni-
at. Tekintsiik most a Newtoni hatas torvényének helyzetét erre a posztulatumra
tekintettel. Fel fogjuk tenni, hogy két m illetve m; tdmeg-pont a vilag-vonalukkal
van leirva; és a mozgé er6-vektor, amit m generalt hat m-re, ekkor a kifejezés
ugyanaz mint az elektronok esetében, csak a —ee; szorz6é a +mm, szorzéra cse-
rélédik. Azt a specialis esetet tekintjiik, amikor a gyorsulas-vektora m-nek zéré;
ekkor t bevezethetd oly médon, hogy m fixnek tekinthet8, az m; mozgasa csak

29 K. Schwarzschild, Géttinger Nachr. 1903, p. 132. - H. A. Lorentz, Enzykl. d. math.
Wissensch., Art. V, 14, p. 199.



az m mozgé-erd vektorabol szarmazik. Ha most ezt a vektort (1/c* helyett 1-t

irva) médositjuk a
1

_ 2
c2

kifejezéssel, azt kapjuk, hogy a Kepler t'drvény@ csak a t; id6 minden idé&-
pillanataban teljesil az m; tomegre annak w1, y;, z; poziciéjaban, ezért le kell
irnunk m; 7 valédi idejét. Ezen egyszerii megjegyzés alapjan lathatd, hogy a
javasolt hatas torvény a Newtoni mechanikaval egyiitt nem kevésbé alkalmas
az asztronémiai jelenségek leirdsara, mint a Newtoni hatds térvény a Newtoni
mechanikaval kombinalva.

A mozgd testre vonatkozé elektro-magneses alapegyenleteknek a vildg-posztula-
tumra val6 kifejtésével ugyanez a helyzet. Meg fogom mutatni egy késébbi al-
kalommal, hogy ezen egyenletek levezetését, ahogy Lorentz tanitotta, egyaltalan
nem kell feladni.

A tény, hogy a vilag-posztulatum kivétel nélkiil teljesiil, agy hiszem, ez az iga-
zi lényege a vilag elektromagneses képének; az elképzelés elszor Lorentz altal
meriilt fel, a lényegét Einstein ragadta meg, és most fokozatosan és teljesen
megvaldsult. Az id6 el6rehaladtaval, a matematikai kdvetkezmények fokozatosan
levezet6dnek, és hamarosan elegend6 javaslat fog sziiletni a posztulatum kisérle-
ti igazolasahoz; igy még azok is, akiknek nem rokonszenves, vagy fajdalmasnak
talaljak a régi, hagyomanyos koncepcidk elvetését, bele fognak nyugodni a tér
és id6 0j fogalmaba, — azon esély miatt, hogy ez elvezet a tiszta matematika és
mechanika kozoétti harménia megteremtéséhez.

il =

30 H. Minkowski, l.c., p. 110.
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Radnéti Miklos: Nem tudhatom...

Nem tudhatom, hogy mésnak e t4jék mit jelent,
nekem sziil6hazam 1tt e langoktol dlelt

kis orszag, messzeringd gyerekkorom vilaga.
Beldle néttem én, mint fatérzsbdl gyonge aga

s remélem, testem is majd e foldbe siipped el.
Itthon vagyok. S ha néha ldbamhoz térdepel
egy-egy bokor, nevét is, viragat is tudom,
tudom, hogy merre mennek, kik mennek az uton,
s tudom, hogy mit jelenthet egy nyari alkonyon
a hazfalakrol csorgd, voroslo fajdalom.

Ki gépen szall folébe, annak térkép e taj,

s nem tudja, hol lakott itt Vorosmarty Mihaly,
annak mit rejt e térkép? gyérat s vad laktanyat,
de nékem szocskét, okrot, tornyot, szelid tanyat,
az gyarat lat a 1atcsOn és szantofoldeket,

mig én a dolgozot is, ki dolgaért remeg,

erdot, flittyds gylimolcsost, szo116t és sirokat,

a sirok kozt anyodkat, ki halkan sirogat,

s mi fontrdl pusztitandd vasut, vagy gyariizem,
az bakterhaz s a bakter elotte 4all s lizen,

piros zaszl6 kezében, korotte sok gyerek,

s a gyarak udvardban komondor hempereg;

¢s ott a park, a régi szerelmek labnyoma,

a csokok ize szdmban hol méz, hol afonya,

s az iskoldba menvén, a jarda peremén,

hogy ne feleljek aznap, egy kore 1éptem én,

im itt e kO, de fontrol e ko se lathato,

nincs miiszer, mellyel mindez jol megmutathato.

Hisz blinosok vagyunk mi, akar a tobbi nép,

s tudjuk miben vétkeztiink, mikor, hol és mikép,
de ¢éInek dolgozok itt, koltdk is bilintelen,

és csecsszopok, akikben megnd az értelem,

vilagit benniik, 6rzik, s6tét pincékbe bujva,

mig jelt nem ir hazankra 4jbol a béke ujja,

s fojtott szavunkra majdan friss szoval 0k felelnek.

Nagy szarnyadat boritsd rank virraszto éji felleg.
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Utoszo helyett...

Mud van ugyanis, amit nem kaptdal volna ?

Pal apostol: 1. Kor. 4,7

A.7. abra. Pascal dolgozik

Mert mi végre is az ember? Semmi a végtelenséghez, minden a
semmihez viszonyitva, kozép a semmi és a minden kozott.

B.Pascal: Gondolatok
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Deus fecit omnia in pondere, in
nuUmero, et mensura.

Blaise Pascal: De ’Esprit géométrique
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