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El®szó helyett...El®szó helyett álljanak itt Blaise Pas
al örökérvény¶ gondolataia geometriáról, az igazságról, az útról, annak keresésér®l és azemberi szívr®l.
∞ ∞ ∞... Kétfajta gondolkodás létezik tehát: az egyik gyorsan és tel-jes mélységükben felfogja az alaptételekb®l származó következmé-nyeket, ezt nevezhetjük hibátlan gondolkodásnak; a másik egyszer-re sok törvényt képes felfogni, anélkül, hogy összezavarná ®ket,és ez az igazi geometriai gondolkodás. Az egyik az értelem ere-je és tévedhetetlensége, a másik az értelem átfogóképessége. Már-most e kett® nagyon jól meglehet egymás nélkül, az emberi szellemugyanis egyaránt lehet er®s és ugyanakkor korlátolt, vagy átfogó,de ugyanakkor gyenge. ...
∞ ∞ ∞
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A magunk lelte magyarázatok általában jobban meggy®znekbennünket, mint azok, amelyek másoknak jutottak eszükbe.

2. ábra. Leonardo tanulmánya Vitruvius arányairólSohasem magukat a dolgokat keressük, hanem a dolgok keresését.

viii



Nem
sak eszünkkel ismerjük meg az igazságot, hanem szívünk-kel is. Ez utóbbi révén fedezzük fel az alapelveket, s az okoskodás,melynek semmi szerepe sin
s benne, hiába igyekszik 
áfolni ®ket.... Mert az olyan alapelvek ismerete, mint az, hogy van tér id®,mozgás, számok, oly szilárd, amilyen egy sin
sen okoskodásainkkalmegszerezhet® ismereteink között. ...

3. ábra. Es
her vizeséseAmikor valamely m¶vet írunk, legutoljára tudjuk meg, mivel iskezdjük.
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4. ábra. Botti
elli : Szent ÁgostonMi hát az id®? Ha senki sem kérdezi, tudom; ha kérdik t®lem, smeg akarom magyarázni, nem tudom. Merem állítani, hogy egyettudok; azt tudniillik, hogy nem volna múlt id®, ha nem volna mu-landóság; nem volna jöv® id®, ha nem volna jövend® történés;nem volna jelen id®, ha egyáltalán semmi sem volna.Szent Ágoston: Vallomások XI.könyv
x



BevezetésAkár akarjuk, akár nem, a geometria születésünk pillanatától, halálunkig kí-séri életünket, hiszen els®dleges tárgya a minket körülvev® világ. A geometriaitörvényszer¶ségek �gyelembe vétele nélkül, nem alakulhatott volna ki mun-kaeszköz, szálláshely, közlekedési eszköz, emberi 
ivilizá
ió.Minden gyerek megtanulva néhány szabályt, automatikusan, módszerkénthasználja a geometriát, tudja, hogy a nagyobb tárgy nem fér a nála kisebbdobozba; ha ügyesen pakolja el holmiját több fér a �ókba; a háromlábú széknem billeg, mint a négylábú, habár könnyebb felborulni vele ; megtalálja alegrövidebb utat otthona és iskolája között, hogy minél tovább aludni tudjonreggel. Amikor rajzol, a perspektíva szabályait alkalmazza, hogy kétdimenziósképe h¶ebben adja vissza a lerajzolt háromdimenziós tárgyat, el
sodálkozika vonatsinpár összetartásán, rájön, hogy a nagy dolgok is ki
sinek látszanak,ha messze vannak t®lünk. El®bb vagy utóbb felismeri a derékszög és párhu-zamosság szerepét, maga is elkezdi alkalmazni mondjuk szobájának rendbe-rakása közben. Tudja, mi a kör, gömb, négyzet és ko
ka, ezek de�ní
iójáramagától is rátalál. Egyszóval számára a geometria a megismerés módszere.Nem véletlen tehát, hogy a matematika megismerésének módszere éppena geometria vizsgálata nyomán alakult ki a jelenleg elfogadott axiomatikusformára.Az axiomatika kezdetben azon illúzióval ke
segtetett, hogy az emberi kí-ván
siság a logika szabályainak alkalmazásával maradéktalanul és eldönthet®módon kielégíthet®. Ez a tézis a múlt század elején végérvényesen megd®lt.Jelenleg úgy gondoljuk, hogy érdemes axiomatikus alapokon logikailag jólkövethet® rendszereket kialakítani, azokat tanulmányozni, de ha a rendszerkeretein belül felmerül® valamely kérdésre nem tudunk választ adni, azonsin
s mit 
sodálkozni. Ilyen esetben rendszert változtatunk, az adott kérdéstmegválaszolni képes új rendszer keretén belül gondolkozunk tovább.Evvel persze a matematikai megismerés módszere is beáll a sorba, követia legegyszer¶bb mintát, a gyerek feln®tté válásának folyamatát. Kin®ve a kis-ágyat az élettér a szoba lesz, szoba viszont több is van a lakásban, mindegyikmás érdekességet tartogat, majd következik az óvoda sok-sok újabb szobá-xi



val és a közlekedés lehet®ségével, stb.... A válogatást az érzelmek irányítják,azt a szobát inkább választjuk tartózkodási helyünknek, melyben szeretünklenni, mint azt, ahol nem. Ugyanakkor meg sem próbáljuk a létez® összes szo-bát �gyelembe venni döntéseink során, adott helyiségek közül választjuk ki apillanatnyilag legmegfelel®bbet. A geometria a kap
solatteremtés legtermé-szetesebb módszere, kap
solatot hoz létre a matematika különböz® ágai kö-zött a szemléltet® gondolkozás útján; matematika, elméleti �zika és kísérleti�zika hármasában a modellalkotás segítségével ; matematika és mérnöktudo-mányok között a tér szerkezetének leírása és ábrázolása útján, matematikaés m¶vészet között a logikai és esztétikai szépség együttes megjelenésénektárgyaként.Jelen könyv szerz®je nem akar bevezetni a geometriába, hiszen úgy gon-dolja, hogy ezen minden emberi lény a neki fontos mértékben már túlesett,nem akarja megmondani, hogy mi a geometria, mert úgy gondolja igazábólnem lehet, és különösképpen nem akarja megmondani mi fontos és mi hasz-nos a geometriában mert úgy gondolja ezen kérdésekre adható válaszok nemlehetnek örökérvényüek. Szeretné könyvében vezérfonalnak meg®rizni a ben-nünk létez® gyerek rá
sodálkozását mindarra ami szép, arról írni, ami tetszikneki és úgy, ahogy ez geometriai munkássága során kialakult benne.Ha a könyv olvasása során örömet okoz, már elérte 
élját. Haszonnalforgathatja mindaz, aki geometriát középiskolai, egyetemi szinten tanul, vagy
sak érdekl®dik a könyvben feldolgozott területek iránt. Javasolható továbbámindazoknak, akiknek a szellemi élmény is tud örömet okozni.Szeretném megköszönni a támogatás minden formáját, melyet a könyvelkészítése illetve megjelentetése kap
sán kaptam; 
saládomnak a türelmet,tanáraimnak a megalapozott tudás megszerzésének a lehet®ségét, hallgató-imnak a késztetést a könyv megírására és kollégáimnak a segítséget a kivite-lezésben, mely eszmei és anyagi támogatásban egyaránt megnyilvánult.G.Horváth Ákos
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5. ábra. Víz
seppek (fotó: G.Horváth Csenge)
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Babits Mihály: Bolyai

„Semmiből egy új, más világot teremtettem."

Bolyai János levele atyjához.

Isten elménket bezárta a térbe.
Szegény elménk e térben rab maradt:
a kapzsi villámölyv, a gondolat,
gyémántkorlátját még csak el sem érte.

Én, boldogolván azt a madarat
ki kalitjából legalább
a semmiből alkottam új világot,
mint pókhálóból sző kötélt a rab.

Új törvényekkel, túl a szűk egen,
új végtelent nyitottam én eszemnek;
király gyanánt, túl minden képzeten.

kirabolván kincsét a képtelennek
nevetlek, mint Istennel osztozó,
vén Euklides, rab törvényhozó.

kilátott,

xiv



1. fejezetAbszolút geometria
1.1. Az alapok A matematikához nem vezet királyi út.EuklidészAz alapok kérdésében nehéz eredeti módon nyilatkozni. Monográ�ák tu-
atjai tartalmazzák az axiomatikus vizsgálatok történetét, legfontosabb sze-mélyiségeinek munkásságát, azok eredményeit, az eredmények értelmezéseités az értelmezések kritikáit. Számos könyv és tanulmány foglalkozik a �lo-zó�ai és módszertani következményekkel, tehát mindezekr®l mégegyszer írnifelesleges. A szépség, amit egy szisztematikus felépítés rejt, és az öröm, amitannak készítése okoz, továbbá látni, ahogy lépésr®l-lépésre helyükre kerülneka dolgok, nem mindennapi élmény. Ahogy az els® találkozásról mondja AdyEndre "Vajjon milyennek láttál?" 
.versében:Minden vagyok, amit vártálMinden vagyok, amit nem sejtszMinden vagyok, mi lehetnék.Ebben a fejezetben ezt az élményt próbáljuk tolmá
solni. Alapfogalma-kat, alaprelá
iókat de�niálunk, ezekre vonatkozóan alaptételeket, axiómákatrögzítünk bizonyítás nélkül. Újabb de�ní
iók kimondása után ezekre vonat-kozó állításokat fogalmazunk meg, melyeket már bizonyítunk is. Nem tö-rekszünk pre
íz felépítésre, de szeretnénk áttekinteni a geometriai fogalmakmegjelenésének pontos helyét. Axiómarendszerünk, alapvet®en a Hilbert-féleaxiómarendszer, de a könnyebb haladás érdekében a szükségesnél er®sebbaxiómákat is megfogalmazunk. 1



2 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA1.1.1. IlleszkedésA világ megismerésének, a létez®k 
soportosításának kul
skérdése, az ösz-szetartozó dolgok összetartozásának felismerése. A matematikában általábanaz eleme relá
ió bevezetése a szokásos megoldás, ez azonban aszimmetriátsugall, így a geometriai összetartozást a szimmetrikusabbnak t¶n® illeszkedésfogalma alapján építjük fel.Alapfogalmak: Pont, egyenes, sík. Alaprelá
ió: Illeszkedés.Egy pont illeszkedik egy egyenesre vagy egy síkra. Egy egyenes illeszkedikegy síkra, ha pontjai illeszkednek rá.I1. Axióma. Két (különböz®) pont egyértelm¶en meghatároz egy egyenest.I2. Axióma. Három nem egy egyenesre illeszked® pont egyértelm¶en meg-határoz egy síkot.I3. Axióma. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy síkra, akkor az egyenesösszes pontja illeszkedik rá.I4. Axióma. Van négy, nem egy síkra illeszked® pont.I5. Axióma. Ha két síknak van egy közös pontja, akkor van egy további közöspontjuk is.Az els® két axióma jellemzi az egyenes egyenesszer¶ségét illetve a sík sík-szer¶ségét, a harmadik összekap
solja az egyenes és sík fogalmát, a negyedikés ötödik pontosan három dimenzióra rögzíti terünk méretét.Egy egyenesre, illetve egy síkra illeszked® pontok esetében használhatjuka kollineáris, illetve komplanáris pontok kifejezéseket is.1.1.2. RendezésA világegyetem térben és id®ben létezik. Az id®beli létezés alapján termé-szetes képünk van a lineáris rendezés fogalmáról. Beszélhetünk korábban,egyid®ben, vagy kés®bb megtörtént eseményekr®l. Ezeket minden nyelv megtudja különböztetni egymástól. Természetes vágyunk, hogy a sorrendiség fo-galmát a térbeli, egyid®ben létez® objektumok fogalmára is kiterjesszük, ésazok között rendet, sorrendet teremtsünk. A rendezés gondolata elvezet szá-mos komoly probléma felvetéséhez és megoldásához, továbbá új geometriaialapobjektumok bevezetéséhez. Így jelent®sen hozzájárul a tér �zikai megis-meréséhez is.



1.1. AZ ALAPOK 3Az abszolút geometriák rendezése a �között� fogalma alapjánAlaprelá
ió:�közte van�.Jelölése: (ACB), ami tehát azt is jelenti, hogy a három pont kollineárisés a C pont az egyenes két, A és B pontja között van.R1. Axióma. Ha (ACB), akkor (BCA).R2. Axióma. Az egyenes három pontja közül pontosan egy van a másik kett®között.R3. Axióma. Az egyenes A,B pontpárjához található olyan C pont is, amire
(ABC) teljesül.R4. Axióma (Pas
h). Legyen A,B,C három nem egy egyenesre illeszked®pont, e pedig egy egyenes, amelynek valamely D pontjára (ADB) teljesül. Ha
C nem illeszkedik e-re, akkor találunk olyan E pontot e-n, amire (AEC) vagy
(BEC) egyike fennáll.

A

B F C

E

D

1.1. ábra. Miért nin
s három belül metszett oldal?Az els® három axióma az egyenes pontjainak rendezésér®l szól, de nemgarantálja azt, hogy végtelen sok pontja van az egyenesnek. (Vessük össze azötpontú rendezett egyenes modelljével.) Viszont értelmezhet® az A,B vég-pontok által meghatározott nyílt szakasz, mint az egyenes azon C pontja-inak halmaza, melyekre (ACB) áll fenn. Nem tudjuk azonban, hogy van-epontja minden szakasznak. A Pas
h-axióma alapján azonban értelmezhet®



4 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAa félegyenes, félsík és töröttvonal fogalma, beszélhetünk szögvonalakról, ésegyszer¶ zárt töröttvonalról. Értelmezhet® továbbá a konvexitás is. Mindezektulajdonságairól azonban lényegében semmit sem tudunk. Az axióma 
soport�er®s� axiómája a már említett Pas
h-axióma, amely már a sík pontjait segítrendezni. A következ® egyszer¶ állítások minden további vizsgálat alapjátképezik.1.1.1. Lemma. A Pas
h-axióma kimondásában szerepl® (AEC) és (BFC)relá
iók közül pontosan az egyik teljesül. Tehát, ha (ADB) fennáll, akkor
(AEC) és (BFC) nem teljesülhet egyszerre.Bizonyítás: Tegyük fel, hogy mindkét relá
ió igaz. Tegyük fel továbbá,hogy (DEF ) teljesül. Tekintsük a B,D, F nem kollineáris ponthármast ésaz AC egyenest. Mivel feltételeink szerint (BDA) és (DEF ) fennállnak, az
AC illetve BF egyenesekre nézve a Pas
h-axióma (BCF ) teljesülését követelimeg. Ez pedig ellentmond (BFC)-nek.

E

A F B

D

C

1.2. ábra. Minden szakasznak van pontja!1.1.1. Tétel. A szakasznak van pontja.Bizonyítás: Tekintsük az AB pontpár által meghatározott szakaszt. Il-leszkedési axiómáink szerint van olyan C pont, mely nem illeszkedik az ABegyenesre. Az AC egyenesen fel tudunk venni egy D-vel jelölt pontot, melyre
(ACD) teljesül. D nem lehet B így a BD egyenesen is találunk egy E pon-tot, melyre (DBE) teljesül. Az EC egyenesre és az A,D,B nem kollineárisponthármasra alkalmazva Pas
h axiómáját, olyan F pont létezése adódik,melyre (AFB) teljesül.1.1.1. Következmény. A szakasznak és így az egyenesnek is végtelen sokpontja van. Valóban, egymásba skatulyázott szakaszokkal újabb és újabb pontokszerkeszthet®k, melyek az el®z® nyílt szakaszoknak pontjai.



1.1. AZ ALAPOK 5További alapvet® fogalom a félsík fogalma. Ennek bevezetésére is lehe-t®ségünk nyílik. Egy sík egy adott egyenesére nem illeszked® két pontját azegyenesre nézve ekvivalensnek nevezzük, ha az általuk meghatározott zártszakasz nem tartalmaz az egyenesre illeszked® pontot. De�ní
ió szerint min-den pont ekvivalens magával.1.1.2. Lemma. Két pont egy adott e egyenesre vonatkozó ekvivalen
iája ek-vivalen
ia relá
ió, melynek két osztálya van.

AA B C B

C

E

F

D D

E

F

ee

1.3. ábra. Az egyenesre vonatkozó ekvivalen
ia tranzitívBizonyítás: Mivel a re�exivitás és a szimmetria nyilvánvaló, 
sak a relá
iótranzitivitását kell belátnunk. Legyen el®ször A,B,C nem kollineáris pont-hármas. Ha A ekvivalens B-vel, és B ekvivalens C-vel, akkor A ekvivalens
C-vel is, hiszen ellenkez® esetben e-nek lenne olyanD pontja, amelyre (ADC)állna fenn, és ez ellentmondana Pas
h axiómájának. Ha pedig a három pontegy egyenesre illeszkedik, tekintsünk el®ször egy E pontot, amely e-nek egy
D-t®l különböz® pontja, és vegyünk fel egy F pontot, melyre (AEF ) teljesül.Az A, F, C nem kollineáris ponthármasra és e-re alkalmazva a Pas
h-axiómát,a D ∈ e, (ADC), (AEF ) feltételekb®l adódik, hogy C és F ekvivalensek. Hamost B és F ekvivalensek lennének, akkor a nem kollineáris eset miatt, A és
F is ekvivalens pontpár lenne, ez F választása miatt nem lehetséges, így Bés F nem ekvivalensek. Ekkor viszont megint a Pas
h-axióma, valamint Cés F ekvivalen
iája miatt, B és C nem ekvivalensek. Ezzel ellentmondásrajutottunk.Legalább két osztály létezik, mert egy e-re nem illeszked® pontot össze-kötve egy e-re illeszked® ponttal, az R3. axióma alapján találunk a ponttalnem ekvivalens pontot. Másrészt, ha lenne három osztály, ezekb®l választva



6 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAegy-egy A,B,C pontot, nem kollineáris pontokhoz kéne jutnunk az 1. illesz-kedési axióma szerint (az egyenesen lev® pontok de�ní
iónk szerint vizsgála-tunkból ki vannak zárva). Ekkor viszont e és A,B,C egy a Pas
h-axiómánakellentmondó kon�gurá
ióhoz vezetne, ami szintén lehetetlen. Evvel utolsó ál-lításunkat is beláttuk.A fent kapott ekvivalen
ia osztályokat az egyenes által meghatározottnyílt félsíkoknak nevezzük. Ha a meghatározó egyenest is a félsíkhoz vesszük,zárt félsíkról beszélünk. Félegyenes (nyílt vagy zárt) egy egyenes egy ®t nemtartalmazó félsíkhoz tartozó része.Bevezethet® a szögtartomány, szögvonal, töröttvonal, sokszög, sokszög-tartomány fogalma, mert igazolható a síkbeli egyszer¶ zárt töröttvonalrakimondott Jordan-tétel. Eszerint a sík egy egyszer¶ zárt töröttvonala a síkotkét tartományra bontja, és ezek egyike nem tartalmaz félegyenest. Ez utóbbia darabot, a töröttvonal mint sokszögvonal által meghatározott sokszögtar-tománynak nevezzük.Jegyezzük meg továbbá, hogy az 1.1.2. Lemma bizonyításával analóg bi-zonyítás azt is mutatja, hogy adott szakasz pontjai által mint végpontok általde�niált szakasz pontjai az eredeti szakasznak is pontjai.Az elliptikus sík rendezése az �elválaszt� fogalma alapjánAmint azt a kés®bbiekben látni fogjuk, az abszolút síkon vannak nem metsz®egyenesek. Ha olyan geometriát szeretnénk felépíteni, melyben minden egye-nespár metsz®, a rendezés fogalmát kell újragondolni. Szemléletesen világos,hogy az euklideszi síkból kiindulva de�niálható egy ®t tartalmazó �b®vebbsík� � a valós projektív sík � melyben már bármely két egyenes metszi egy-mást. Olyan rendezési módszert kell bevezetni, melyb®l alkalmas spe
ializá-lással az abszolút geometriák �közte van� fogalma a megkövetelt tulajdonsá-gaival együtt adódik. Alaprelá
ió:�elválasztás�.Az elválasztás jelölése: (ACBD), ami azt jelenti, hogy a négypont kolli-neáris és az A,B pontokat a C,D pontok elválasztják.ER1. Axióma. Ha (ACBD), akkor (BCAD) és (CBDA).ER2. Axióma. Az egyenes négy pontjából pontosan egyféleképpen alkothatókét pontpár úgy, hogy azok elválasszák egymást.



1.1. AZ ALAPOK 7ER3. Axióma. Az egyenes tetsz®leges A,B,D ponthármasához találhatóolyan C pont az egyenesen, amelyre (ABCD) teljesül.ER4. Axióma (Pas
h). Legyen A,B,C három nem egy egyenesre illeszked®pont, e és f pedig két egyenes, melyeknek D ∈ e illetve D′ ∈ f pontjaira
(ADBD′) teljesül. Ha C nem illeszkedik e-re és f -re sem, akkor találunkolyan E pontot e-n és E ′ pontot f -en, amelyekre (AECE ′), (BECE ′) egyikefennáll.Vegyük észre, hogy ha ideális egyenesként rögzítünk egy egyenest a fentiaxiómákat kielégít® elliptikus síkon, és olyan pontnégyesekre alkalmazzuk azelválasztás fogalmát és axiómáit, melyeknek egyik eleme ezen egyenesre esik,éppen visszakaphatjuk a �közte van� fogalmát és tulajdonságait.Valóban, legyen az ideális egyenes f . Ha valamely e egyenes f -hez illesz-ked® pontja D, akkor további A,B,C pontjaira pontosan akkor teljesüljön
(ABC), ha eredetileg (ABCD) állt fenn. Mivel az els® elválasztásra vonat-kozó axióma alapján feltehet®, hogy D az utolsó pontja a felsorolásnak egyrögzített pontnégyes esetén, a �között� szimmetriája triviális. A második axi-óma szerint D az A,B,C pontok közül pontosan eggyel alkotja a maradékkett®t elválasztó pontpárt, így a �között� második rendezési axiómája szinténteljesül. Ha az egyenes két pontja A,B az f -en lev® pontja pedig D, a har-madik axióma éppen a �között� harmadik axiómáját adja. Végül a negyedikaxióma a Pas
h axiómát adja, ha f -et ideális egyenesnek választjuk.1.1.3. EgybevágóságA világegyetem tetsz®leges két létez® objektuma nem tekinthet® azonosnak.Ez a �kett®� szó alapvet® jelentése. Egy véges axiómarendszer által leírt struk-túra ezt sohasem teljesíti. A geometrián belül az egybevágóság fogalma hiva-tott eldönteni, hogy két objektum azonosnak tekinthet®-e vagy sem. Érdekesfelismerni, hogy milyen keveset kell elhinnünk ahhoz, hogy lényegében tet-sz®leges objektum párról eldönthessük az azonosság kérdését. A szimmetriakedvéért a szakaszok és a szögtartományok fogalmát párhuzamosan axioma-tizáljuk. Ez nyilvánvalóan szükségtelen b®vítéshez vezet, ahogy ezt a nagyel®dök munkáiból láthatjuk.Alaprelá
ió:�szakaszok és szögek egybevágósága�.Ha AB és CD két szakasz, az egybevágóságukat AB ∼= CD jelöli.



8 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAE1. Axióma (Felmérési axióma). Bármely egyenes bármely pontjából a pontáltal meghatározott mindkét félegyenesére felmérhet® egy-egy, az adott sza-kasszal egybevágó szakasz.E2. Axióma. Az egybevágóság ekvivalen
ia relá
ió.E3. Axióma (Felbontási axióma). Két egybevágó szakasz felbontható páron-ként egybevágó részekre. Azaz ha AB ∼= A′B′ és C az AB szakasz egy pont-ja, akkor egyértelm¶en található az A′B′ szakasznak olyan C ′ pontja, melyre
AC ∼= A′C ′ és CB ∼= C ′B′ egyaránt fennáll.E4. Axióma. Bármely szögtartományhoz megadható egy vele egybevágó szög-tartomány, melynek egyik szára egy el®re adott félegyenes, másik szára pedigbenne van a félegyenes tartóegyenese által meghatározott egyik el®re adottfélsíkban.E5. Axióma. Ha két háromszög két oldala és a közrezárt szögük páronkéntegybevágó, akkor a harmadik oldalpárjuk is egybevágó.A Hilbert-féle axiómarendszerben az általunk használt felbontási axiómahelyett az egybevágó szakaszok egyesítésér®l szóló axióma szerepel. Eszerintegybevágó szakaszokhoz az egyenesükön 
satlakoztatott egybevágó szakaszokuniója szintén egybevágó szakaszokat ad. A felbontási axiómának az egye-sítési axióma következménye, hiszen ha vizsgált pontjainkra (ABC) illetve
(A′B′C ′) áll fenn, és AB ∼= A′B′ mellett feltesszük, hogy D a második egye-nesnek egy olyan pontja, melyre (A′B′D) és AC ∼= A′D egyaránt teljesülnek,akkor a felbontási axióma miatt BC ∼= B′D is fennáll. Ez a felmérési axió-ma miatt azt jelenti, hogy D = C ′, vagyis teljesül az egyesítésre vonatkozóaxióma is.Az egybevágósági axiómák lehet®séget biztosítanak az összehasonlításrais. Bevezethetjük az egyenes szakaszain értelmezett nem negatív, valós érté-k¶ additív függvényt, a szakasz hosszát, továbbá a �kisebb-nagyobb� relá
iótis. Ez alapozza meg a mérést. Bevezethet® a derékszög fogalma a síkot négyegybevágó részre osztó egyenespár által meghatározott szögtartományok mér-tékeként. Értelmezhet® a mer®leges vetítés, és így a koordináta fogalma is.Rendelkezésünkre áll tehát a derékszög¶ vagy Des
artes-féle koordinátarend-szeren alapuló analitikus geometria közel teljes eszköztára.Bevezethet® az egybevágósági leképezés fogalma is. Azonban még sok ter-mészetesnek gondolt állítást találhatunk, amelyek az eddigi axiómák alapjánnem bizonyíthatók. Ezek belátásához olyan további axiómákra van szükség,amelyek megalapozzák a valós számhalmaz és az eddigi axiómák alapjánmegismert egyenes pontjai között fennálló köl
sönösen egyértelm¶ kap
so-lat igazolhatóságát. Ahogy a ra
ionális számokból kiindulva további axió-ma nélkül nem juthatunk el a valós számok halmazához, úgy az els® három



1.1. AZ ALAPOK 9axióma
soportnak eleget tev® egyenes sem rendelkezik a megkívánt szint¶�folytonossággal�. Így szükség van egy negyedik axióma
soport felállításárais.1.1.4. FolytonosságA geometriai vizsgálatokban különböz® pontokon lehet az egyenes folytonos-ságának axiomatizálására irányuló lépéseket megtenni. A jelenlegi felépítésszerinti els® lehet®ség a szakasz fogalmának bevezetése után kívánkozik aDedekind nevéhez f¶z®d® általánosan elfogadott axióma révén.Axióma (Dedekind). Tegyük fel, hogy az egyenes pontjaiból álló valamelynem üres, diszjunkt A,B halmazpárra teljesül, hogy az egyikhez tartozó pont-párt sohasem választ el a másikhoz tartozó pont. Ekkor található az egyenesenolyan pont, amely elválaszt valamennyi olyan pontpárt, melynek egyik eleme
A másik eleme pedig B pontja.A Dedekind-axióma tovább élesíthet® olyan halmazpárra, amely a fentifeltételekkel az egyenes pontjainak két diszjunkt A,B halmazra való felbon-tásához vezet. Ilyenkor pontosan egy elválasztó pont van.Valóban, ha két elválasztó pont lenne, például C ′ és C ′′, akkor ellentmon-dáshoz vezetne az a feltevés is, hogy ugyanahhoz a halmazhoz (pl. A-hoz)tartoznak, és az is, hogy különböz®khöz. Az el®bbi esetben ugyanis a C ′C ′′szakasz pontjai is A-hoz tartoznának, ezért vagy egyikük sem elválasztó pont,vagy pedig nem teljesül a kiindulási feltétel B-re. A második esetben a C ′C ′′szakasz egy D pontja C ′-vel vagy C ′′-vel azonos halmazhoz tartozik, viszontígy az említett pont nem lehet elválasztó pont.Hagyomány szerint a kiindulási halmazokat Dedekind-szeleteknek nevez-zük. Ezzel az elnevezéssel az axiómát úgy is fogalmazhatjuk, hogy ha azegyenes Dedekind-szeleteinek uniója, akkor egyértelm¶en meghatározott azegyenes egy pontja, amely a szeleteket elválasztja. A Dedekind-axióma és azilleszkedési valamint rendezési axiómák együttesen lehet®vé teszik a Cantor-axióma bizonyítását. Ezen axióma a jól ismert Cantor-féle közöspont tételmetrikától mentes (�gyenge�) alakja:Axióma (Cantor). Tegyük fel, hogy AiBi (i = 1,2, . . . ) zárt szakaszoknak egymegszámlálhatóan végtelen sorozata, melyre AiBi ⊃ Ai+1Bi+1 teljesül, azazfennállnak az (AiAi+1Bi), (Ai+1Bi+1Bi) rendezések. Ekkor ⋂AiBi 6= ∅.Valóban, azon P pontok halmaza, melyekre (PAiBi) áll fenn valamely iindexre legyen A, B pedig jelölje azon R pontok halmazát, melyekre valamely
i indexszel (AiBiR) teljesül. Világos, hogy A és B kielégítik a Dedekind



10 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAaxióma feltételeit, ezért van olyan C pont, melyre minden P ∈ A és R ∈ Besetén (PCR) teljesül. Ez a C pont hozzátartozik mindegyik AiBi kiindulásizárt szakaszhoz.Ezen a ponton igazolható, hogy az egyenes pontjainak halmaza nem meg-számlálható, mert a Cantor axióma nem teljesülhet megszámlálhatóan ren-dezett ponthalmazra. Valóban, tegyük fel, hogy az egyenes pontjait egy (Pi)sorozatba rendeztük. Legyen Q1 = P1, R1 = P2 és ezt követ®en legyen Q2 =
= Pi, ha Pi az els® pont a sorozatban, amire (Q1PiR1) fennáll. Mivel mindenszakasznak van pontja ilyen indexet találunk. Hasonló módon de�niáljuk R2-t a (Q2PkR1) feltétel alapján. Világos, hogy a zárt szakaszokra Q1R1 ⊃ Q2R2fennáll. Az eljárást folytatva egy olyan zárt tartalmazkodó szakaszsorozathozjutunk, melynek metszete nem tartalmazhat a (Pi) sorozatba tartozó pon-tot. (Ami nem szakaszvégpont az valamelyik szakasznak küls® pontja.)Ezellentmond Cantor axiómájának.Ha egyenesünk pontjait valós számoknak szeretnénk megfeleltetni, föl kellhasználnunk az egyenes szakaszairól szóló egybevágósági axiómákat, amelye-ket összefoglalóan lineáris axiómáknak is szoktunk nevezni. Ahhoz, hogy azegyenes pontjait rendezéstartó megfeleltetéssel leképezhessük a valós számokhalmazába elegend® a Dedekind-axiómánál valamivel gyengébb Ar
himédesziaxióma is.Axióma (Ar
himédeszi). Legyen AB illetve CD az e egyenes két szakasza.Ekkor van olyan n természetes szám, és léteznek olyan Ci i = 1, . . . , n pontokaz e egyenesen, hogy minden i-re CiCi+1

∼= CD, továbbá C1Cn ⊃ AB.Ar
himédeszi, de nem Dedekind-féle egyenes modellje lehet a valós szám-egyenes ra
ionális pontjaiból álló ponthalmaz. Ezen egyenes egy szakasza amegfelel® közönséges szakaszhoz tartozó ra
ionális pontok halmaza lesz. Emodellben az egyenesen értelmezett axiómák � beleértve az Ar
himédesziaxiómát is � teljesülnek, de egy irra
ionális pontra �húzódó� szakaszsoro-zat metszete nem pontja az így értelmezett egyenesnek. Így nem teljesül aCantor-axióma és vele együtt a Dedekind-axióma sem.Fordítva, könnyen igazolható, hogy a Dedekind-axiómából a vizsgált fel-tételek mellett következik az Ar
himédeszi axióma. Jelentsen ugyanis a to-vábbiakban C1Cn egy a CD szakasz (n− 1)-szer való sorozatos felméréséveladódó szakaszt. (Az egyszer¶ség kedvéért a sorozatos felmérést a vízszintes-nek tekintett egyenes �bal oldala� fel®l képzeljük a � jobb oldal� irányában.Mivel ez a kifejezésmód könnyen pontosítható a továbbiakban használjukezen de�niálatlan elnevezéseket is.) Legyen G a vizsgált félegyenes azon Cpontjainak halmaza, melyhez találunk olyan n-et, hogy C ∈ C1Cn teljesül.Jelölje H a fenti módon nem lefedhet® pontok halmazát. Ha az Ar
himédeszi



1.2. ABSZOLÚT TÉTELEK 11axióma nem teljesülne, a két halmaz Dedekind szeleteket ad, mert diszjunk-tak, és fennáll rájuk a �szelet� tulajdonság is. Így a Dedekind axióma szerintvan olyan E pont, mely a két szelet valamennyi pontpárját elválasztja. Ha
E ∈ G akkor E-t®l jobbra is találunk lefedhet® pontot, és E nem elválasz-tó pont, ha pedig E ∈ H akkor E-t®l balra találunk további nem lefedhet®pontot, és E ezért nem lehet elválasztó pont. Mivel az egyenes összes pontja
G-hez vagy H-hoz tartozik ellentmondásra jutottunk.Az általános Ar
himédeszi egyenest (ami nem teljesíti Dedekind axió-máját) rendezéstartó módon 
sak a valós számegyenes egy mindenütt s¶r¶részhalmazának tudjuk megfeleltetni. Ahhoz, hogy az egyenest köl
sönösenegyértelm¶en képezhessük a valós számegyenesre a Dedekind-axióma teljesü-lését is meg kell követelnünk.Felmerül a kérdés, hogy van-e olyan rendezett, az egybevágóságok lineá-ris axiómáit is teljesít® egyenes modell, amely Ar
himédész axiómáját semteljesíti. A kérdésre Veronese példája ad egy szép pozitív választ (lásd a 4.fejezetben).1.2. Abszolút tételekMinden pontból minden ponthoz húzható egyenes.Euklidész I. I.posztulátumEbben a fejezetben azon fontos állításokat mondjuk ki, melyek a párhu-zamosság fogalmát készítik el®. Egyel®re tehát nem használjuk a párhuza-mossági axióma egyik változatát sem. Így az abszolút geometria állításaihozjutunk.1.2.1. Lemma. Ha egy szög különböz® szárain választott két pontot egy sza-kasszal összekötjük, akkor a szög 
sú
sából kiinduló, a szögtartományban ha-ladó tetsz®leges félegyenes metszi a szakaszt.Bizonyítás: Tekintsük az AOB szög szárait összeköt® AB szakaszt. Jelöl-jön C egy olyan pontot, amelyre (AOC) teljesül. Az ABC△-re és a félegye-nesre alkalmazva a Pas
h-axiómát, az állítás azonnal adódik.1.2.2. Lemma (a küls® szögr®l). A háromszög küls® szöge nagyobb a nemmellette fekv® bels® szögeknél.Bizonyítás: Indirekt tegyük föl, hogy valamely ABC△-ben az A∡ kisebbvagy egyenl® a B 
sú
snál lév® küls® szögénél. Ekkor a küls® szöget az A∡

AB szárára a szögtartomány belsejében fölmérve, a felmért küls® szög másik
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B

AOC1.4. ábra. A szögtartománybeli félegyenesek metszik a szárakat összeköt®szakaszt

A B

C
M

M
,1.5. ábra. A küls® szög lemmája



1.2. ABSZOLÚT TÉTELEK 13szára az A∡ belsejében halad. Az el®z® lemma szerint ez egy M pontbanmetszi a háromszög BC oldalát. Hosszabbítsuk meg a BC oldal egyenesétaz AB egyenes által meghatározott C-t nem tartalmazó félsíkban, és mérjükfel rá az AM szakasz hosszát B-b®l. Ha M ′ jelöli a kapott pontot, akkoraz E5. axióma miatt az ABM△ ∼= BAM ′
△, és így az MBA∡ egybevágó az

M ′AB∡-gel, vagyis az M,A,M ′ pontok kollineárisak. Ez viszont lehetetlen,tehát lemmánk állítása igaz.1.2.1. Megjegyzés. A fenti bizonyításból az is kiderül, hogy ha egy egyenestkét másik egyenes ugyanakkora szög alatt metsz, akkor a két egyenesnek nin
sközös pontja, nem metszik egymást. Tehát az abszolút geometriában mindigléteznek nem metsz® egyenesek.1.2.3. Lemma (Két háromszög egybevágósága). Két háromszög egybevágó,ha egy oldal valamint az oldalon lév® egyik szög és az oldallal szemközti szöga két háromszögben egybevágó.
A

,
B

,

C
,

C*

1.6. ábra. Egy oldal és két szög egyenl®sége.Bizonyítás: Tekintsük az ABC△-et és az A′B′C ′
△-et, amelyekben AB ∼=

A′B′, ABC∡
∼= A′B′C ′

∡
és BCA∡

∼= B′C ′A′
∡
. Mérjünk fel a B′C ′ oldalra

B′-b®l C ′ irányában egy BC-vel egybevágó szakaszt, el®állítva a C⋆ pontot.Ekkor A′B′C⋆
△ ∼= ABC△, így a B′C ′ egyenest az A′C⋆ és A′C ′ egyenesekazonos szög alatt metszik. Ez azonban 
sak úgy lehetséges, ha C ′ = C⋆,vagyis ABC△ ∼= A′B′C ′

△.A továbbiakban két pont távolsága alatt az ®ket összeköt® szakasz hosszátértjük. Szakasz felez®pontja a szakasz egy olyan pontja, mely a végpontok-tól egyenl® távolságra van. A sík két egyenese mer®leges egymásra, ha négyegybevágó tartományra bontják a síkot.1.2.1. Tétel (A szakaszfelez® mer®legesr®l). Tetsz®leges szakaszhoz egyértel-m¶en létezik a felez®pontján áthaladó, rá mer®leges egyenes, a szakaszfelez®mer®leges, amelynek bármely pontja egyenl® távolságra van a szakasz végpont-jaitól.



14 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA

D’

BA
M

E

D

C C
,

1.7. ábra. Szakaszfelez® mer®leges.Bizonyítás: A bizonyítás els® lépéseként az AB fölé szerkesszünk egy olyanháromszöget, melynek az alapon fekv® szögei egyenl®k. Vegyünk el®ször egytetsz®leges C pontot, ami nem illeszkedik az AB egyenesre, és tekintsükaz ABC△-et. Ha ebben az AB-n lév® szögek egyenl®k, készen vagyunk. Hapedig nem, akkor például CAB∡ > CBA∡. Mérjük át CBA∡-et AB-t®l anagyobbik CAB∡ tartományba. Els® lemmánk szerint a szögtartománybanhaladó szár egyenese metszi BC-t egy D pontban, és ekkor ABD△ már ren-delkezik a kívánt tulajdonsággal. Vegyük föl az ABD△-gel egybevágó ABD′
△háromszöget is az AB egyenes által meghatározott másik félsíkban. Els® lem-mánkat ismét alkalmazva kapjuk, hogy DD′ metszi AB-t egy M pontban.Mivel AMD△ ∼= AMD′

△, ezért DMA∡ = D′MA∡ = DMB∡ = D′MB∡,és így az el®z® lemma szerint AMD△ ∼= BMD△. Ez azt jelenti, hogy DD′áthalad AB felez®pontján és mer®leges is rá. A DD′ egyenes egy tetsz®leges
M-t®l különböz® E pontja esetén AME△ ∼= BME△, és így E-nek az A és
B pontoktól mért távolsága egyenl®. Végül jegyezzük meg, hogy a felmérésiaxióma miatt egy szakasznak 
sak egy felez®pontja lehet, így a szakaszfelez®mer®leges egyértelm¶.1.2.2. Megjegyzés. Tételünk következménye, hogy az egyenl®szárú három-szög alapon fekv® szögei egyenl®k, továbbá, hogy ha egy háromszög egyik ol-dalon fekv® szögei megegyeznek, akkor a szögekkel szemben fekv® oldalak isegyenl®k.1.2.4. Lemma. A háromszög két szögének összege kisebb az egyenesszögnél.Bizonyítás: ValamelyABC△-ben azA-nál ésB-nél lev® bels® szögek össze-ge kisebb, mint a B-nél lev® bels® és küls® szögek összege, ami éppen azegyenesszög.
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BA

,a
b

b

C

A

1.8. ábra. Nagyobb oldallal szemben nagyobb szög van.1.2.1. Következmény. Egy egyenl®szárú háromszög szárszöge az egyenes-szög felénél kisebb, azaz mindig hegyesszög.A továbbiakban gyakran utalunk szakasz hosszára. A szakaszokat anélkülis össze lehet hasonlítani, hogy mér®számot rendelnénk a hosszukhoz, ígya , , < ′′ relá
iót minden további magyarázat nélkül használjuk. Ha ezzelekvivalens módon a hosszaiknak megfelel® valós számokat hasonlítjuk, akkora szokásos szakasz jelet abszolútérték jel használatával egészítjük ki, és ígyhasználjuk a fenti relá
ió jeleket.1.2.5. Lemma. A háromszögben nagyobb oldallal szemben nagyobb szög ésnagyobb szöggel szemben nagyobb oldal található.Bizonyítás: Ha az ABC△-ben AC < BC, a két oldal közös C 
sú
sából a
BC-re felmérjük AC-t, el®állítva az A′ pontot. Így az AA′C△ egyenl®szárú.Az ábrának megfelel® tartalmazási viszonyokat �gyelembe véve

CBA∡ < CA′A∡ = AAC∡ < BAC∡.A tétel második állítása pedig egyszer¶ logikai következménye a most bizo-nyítottnak.
AB

C

D

c

b

b

a1.9. ábra. Háromszögegyenl®tlenség.1.2.2. Tétel (Háromszögegyenl®tlenség). A háromszög két oldalának összegenagyobb a harmadik oldalnál.



16 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIABizonyítás: Mérjük fel a b = AC távolságot a BC oldal meghosszabbí-tására az 1.9. ábrának megfelel®en. Ekkor az egyenl®szárú háromszögre vo-natkozó korábbi észrevételünk alapján az ABD△-ben BDA∡ < DAB∡, ígyel®z® lemmánk szerint valóban fennáll : a+ b > c.1.2.2. Következmény. Tételünk alapján induk
ióval könnyen igazolható atöröttvonal egyenl®tlenség, miszerint ha A1, A2, . . . , An egy töröttvonal szög-pontjai, akkor fennáll a n−1∑
i=1

AiAi+1 ≥ A1An egyenl®tlenség.1.2.6. Lemma (Kar lemma). Ha két háromszög két-két megfelel® oldala egy-bevágó, a köztük lev® szög pedig az els® háromszögben kisebb, mint a máso-dikban, akkor a harmadik oldal az els® háromszögben szintén kisebb, mint amásodikban.
A

B

C

C

,

A

B

C

C
,

D
D

1.10. ábra. Kar lemma n = 3.Bizonyítás: Legyen ABC△ és A′B′C ′
△ a feltételeknek megfelel® két három-szög. Nyilván feltehet®, hogy A = A′, B = B′ és ABC∡ < A′B′C ′

∡
továbbá,hogy C és C ′ az AB egyenes azonos oldalán helyezkednek el. Ekkor D-veljelölve a BC egyenes és AC ′ szakasz (els® lemmánk szerint létez®) metszés-pontját, a B,D,C pontok elhelyezkedésére két eset lehetséges: (BDC) és

(BCD).Az els® esetben a BC = BC ′ egyenl®ség miatt
AC ′C∡ < BC ′C∡ = C ′CB∡ < C ′CA∡egyenl®tlenségek teljesülnek, és így AC < A′C ′ is fennáll (lásd az 1.10. ábrabaloldala).A második esetben a CBC ′

△ egyenl®szárú volta miatt BCC ′
∡
< π

2
, azaz

C ′CD∡ >
π
2
. Így a CC ′D△-ben C ′CD∡ a legnagyobb szög. Ezért DC ′ > DC,



1.2. ABSZOLÚT TÉTELEK 17és így AC ′ = AD+DC ′ > AD+DC > AC is fennáll (lásd az 1.10.ábra jobboldala).1.2.3. Tétel (Legendre els® tétele). Bármely háromszög szögeinek összegenem nagyobb az egyenesszögnél.
A nAA

2 n-1

n-1

B=A
1A=A

0

C=C0 C1
C

1.11. ábra. Legendre els® szögtétele.Bizonyítás: Indirekt tegyük fel, hogy van olyan ABC△, amelyben a szögekösszege egyenesszögnél nagyobb. Az −→AB félegyenesen vegyük föl ezen három-szög n darab egybevágó példányát úgy, hogy az AB-nek megfelel® oldalak
sú
spontjai a félegyenes A = A0, B = A1, A2, . . . , An ekvidisztáns (egyenl®köz¶) pontsorozatot alkossanak, míg a C0 = C,C1, . . . Cn−1 harmadik 
sú
s-pontok ugyanazon félsíkhoz tartozzanak. A feltételünk miatt AiCiAi+1∡ >
> CiAi+1Ci+1∡ egyenl®tlenség teljesül minden i = 0,1, . . . , n − 1-re. Ezérta kar lemma alapján A0A1 = AiAi+1 > CiCi+1 = C0C1. Ugyanakkor a tö-röttvonal egyenl®tlenség miatt A0C0 + C0C1 + · · · + Cn−1An−1 > n · A0A1adódik. Ebb®l átrendezéssel n · (A0A1−C0C1

)
< A0C0+Cn−1An−1 összefüg-géshez jutunk, ami n megválasztásának tetsz®leges volta miatt ellentmondaz Ar
himédeszi axiómának.

A B D

C

1.12. ábra. Küls® szög tétel.1.2.1. De�ní
ió. Egy háromszög szögeinek összegét egyenes szögre kiegészít®szöget a háromszög defektusának nevezzük és δ-val jelöljük.



18 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA1.2.4. Tétel (küls®szög tétel). A háromszög egyik (bels®) szögéhez tartozóküls® szöge nem kisebb a másik két (bels®) szögének összegénél.Bizonyítás: A Legendre els® szögtétele miatt
DBC∡ = π − ABC∡ ≥ CAB∡ + ACB∡teljesül az állításnak megfelel®en.1.2.3. Megjegyzés. Tetsz®leges (zárt, önmagát nem metsz®) sokszög átlók-kal háromszögekre bontható. A felbontásban szerepl® háromszögek defektusa-inak összegével de�niálhatjuk a sokszög defektusát, ami láthatóan a sokszögbels® szögei összegének (n − 2)π-t®l való eltérése. (Így nem függ a felbontás-tól !)1.2.5. Tétel (Legendre második tétele). Ha van olyan háromszög, amelydefektusa nulla, akkor valamennyi háromszög defektusa nulla.

A
,

B
,

C
,A B

C

1.13. ábra. A második szögtétel.Bizonyítás: Tegyük fel, hogy az ABC△ defektusa nulla. Mivel a defektusnem negatív, additív függvény, így a háromszög legnagyobb szögéhez behú-zott magasságvonal két nulla defektusú derékszög¶ háromszögre bontja az
ABC△-et. Az egyiket egy vele egybevágó példánnyal egyesítve, egy nulla de-fektusú négyszöghöz jutunk, melynek két egymás melletti szöge derékszög.Van tehát téglalap a síkon. Ebb®l a téglalapból kiindulva, ilyenek oldal mentiegyesítésével tetsz®leges korlátos tartományhoz � így egy tetsz®leges A′B′C ′

△-höz is � találunk egy ®t lefed® téglalapot az Ar
himédeszi axióma alapján.Az A′B′C ′
△-et az 1.13.ábra szerint lefed® téglalapot bontsuk fel az ott láthatómódon, legfeljebb öt diszjunkt háromszög uniójára. Ezek mindegyikében nul-la a defektus az additivitás és nem negativitás miatt, így A′B′C ′

△ defektusais nulla.
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....

P

T D D
31 2

2 2 2

D

PD1=D1 D , PD =D D31.14. ábra. Miért tart nullához a PDiT∡ ?1.2.6. Tétel. A háromszögek defektusa pontosan akkor nulla, ha síkjábanbármely a egyeneshez egy rá nem illeszked® P ponton át egyetlen nem metsz®egyenes húzható.Bizonyítás: Tegyük fel el®ször, hogy a háromszögek defektusa nulla. Je-lölje T a P -b®l a-ra bo
sátott mer®leges talppontját. Ekkor P -ben a TP -reállított PK mer®leges nem metszi a-t. Indirekt tegyük fel, hogy a KPT∡szögtartományban van további P -b®l induló a-t nem metsz® f félegyenes is.Ekkor f PK-val egy pozitív ǫ szöget zár be. Tekintsünk, most egy olyan P -b®l induló félegyenest, mely D-ben metszi a-t, és amelyre PDT∡ < ǫ. (Ilyenszög található, mert a küls® szögek tétele miatt, ha az a-ra illeszked® D pontvégtelenhez tart, akkor a PDiT∡ nullához tart (lásd az 1.14. ábrát). Ez vi-szont lehetetlen, mert a PDT△ szögösszege π, és így KPD∡ = PDT∡ < ǫ,ami azt jelenti, hogy az a-t nem metsz® f félegyenes a TPD∡ szögtartományfélegyenese ellentmondva az 1.2.1.Lemmának.
A T B Da

f

KP

1.15. ábra. Ha a defektus nulla teljesül a párhuzamossági axiómaFordítva tegyük fel, hogy a P -n keresztül 
sak egy egyenes húzható amelynem metszi a-t. Válasszuk továbbá az ABC△-et úgy, hogy AB oldalánakegyenese a legyen, és C 
sú
sa egybeessen P -vel. Ekkor a BPK∡ = PBA∡



20 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAfeltételnek eleget tev® P -b®l kiinduló −−→PK félegyenes az a-t nem metsz® egye-nes egyik félegyenese. Hasonló módon az 1.16.ábra szerinti −→PL félegyenestartóegyenese sem metszi a-t, ha teljesül az APL∡ = PAB∡ feltétel. Ekkorviszont a két félegyenes ugyanahhoz az egyeneshez tartozik, és így az ABC△defektusa nulla.
A B

a

KL C=P

1.16. ábra. A defektus nulla, ha teljesül a párhuzamossági axióma.A továbbiakban megvizsgáljuk az abszolút geometriához illeszthet® pár-huzamossági axiómákat.1.3. Euklidész párhuzamossági axiómájaHa két egyenest úgy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon keletkez®bels® szögek (összegben) két derékszögnél kisebbek, akkor a két egyenesvégtelenül meghosszabbítva találkozzék azon az oldalon, amerreaz (összegben) két derékszögnél kisebb szögek vannak.Euklidész I. V. PosztulátumEuklidész ötödik posztulátumával ekvivalens a Proklostól származó alábbimegfogalmazás:Axióma (Euklidész párhuzamossági axiómája). Adott egyeneshez adott, azegyenesre nem illeszked® ponton keresztül egyetlen nem metsz® egyenes húz-ható.Néhány további, általunk eddig nem vizsgált, az ötödik posztulátummalekvivalens állítás:
• Adott egyenest®l a sík ugyanazon felén egyenl® távolságra lév® pontokmértani helye egyenes. (Clavio, 1574)
• Van legalábbis két hasonló, de nem egybevágó háromszög. (Wallis,1663)
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• Bármely háromszögnél van nagyobb terület¶ háromszög. (Gauss, 1799)
• Három pont körön vagy egyenesen van. (Bolyai Farkas)1.3.1. De�ní
ió. Az egybees® egyenesek párhuzamosak (azaz egy egyenespárhuzamos önmagával). Két különböz® egyenest pedig akkor mondunk pár-huzamosnak, ha van közös síkjuk, de nin
s közös pontjuk.1.3.1. Tétel. A párhuzamosság ekvivalen
ia relá
ió.

a
b

c

C

1.17. ábra. Az euklideszi párhuzamosság tranzitív.Bizonyítás: A re�exivitás és szimmetria a párhuzamosság fenti de�ní
iójaszerint teljesül. Elegend® tehát a tranzitivitást igazolni. Ha a‖b és b‖c, akkor
a és c valamely közös pontja b-hez nem tartozhat, így b-vel egy síkot határozmeg, mely a, b, c közös síkja. A párhuzamossági axióma szerint ekkor a = cazaz a‖c. Ezek szerint ha a 6= c akkor a-nak és c-nek nin
s közös pontja. Haaz a, b és b, c egyenespárok γ és α síkjainak van b-re nem illeszked® közöspontja is, akkor a két sík egybeesik, és ez az a, c egyenespár síkja is, tehát
a‖c is teljesül. Ha pedig γ és α különböz® síkok, akkor tekintsük a c egyenestetsz®leges C pontját (ez biztosan nem illeszkedik γ-ra). Az a egyenes és Cpont síkját jelöljük β-val. Ekkor a = β ∩ γ, és legyen a′ = α ∩ β. Ha a′ = c,akkor a-nak és c-nek van közös síkja, és így a‖c teljesül. Ha pedig a′ 6= c, akkor
a′ metszi b-t (α-ban). Ez a metszéspont akkor γ-ra is illeszkedik, amib®l γ = βkövetkezik, tehát ellentmondásra jutunk. Így a és c közös síkú nem metsz®egyenesek, tehát párhuzamosak. Ezzel a tranzitivitást bizonyítottuk.Az axióma ellen®rzése � az egyenes végtelensége miatt � tapasztalati, ész-lelési körünkön kívülre esik, ezért kimondásának pillanatától kezdve vizsgálattárgyát képezte. Legendre eredményei, mint láttuk, visszavezették a kérdést aháromszög szögösszegének vizsgálatára, ami ellen®rizhet®bb tulajdonságnakt¶nt. Azonban mérésekkel � azok mindig is fellép® hibája miatt � továbbra



22 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAsem lehet minden kétséget kizáróan eldönteni, hogy tapasztalati úton elér-het® világunkra az euklideszi vagy a hiperbolikus geometria párhuzamosságiaxiómája teljesül-e. Tehát, ha mindkét axióma alapján felépíthet® egy-egygeometria, akkor azok egyforma eséllyel írhatják le világunkat.1.4. Párhuzamosság a hiperbolikus síkonSemmib®l egy új, más világot teremtettem.Bolyai János levele atyjáhozA továbbiakban feltesszük, hogy a síkon a hiperbolikus geometria alábbipárhuzamossági axiómája érvényes.Axióma (Hiperbolikus párhuzamossági axióma). Adott egyeneshez adott, azegyenesre nem illeszked® ponton keresztül több, az adott egyenest nem metsz®egyenes húzható.1.4.1. Tétel. A hiperbolikus síkon egy adott a egyeneshez egy adott, rajtakívül fekv® A pontból pontosan két olyan félegyenes húzható, hogy az általukmeghatározott kisebbik nyílt szögtartománynak valamennyi A kezd®pontú fél-egyenese metszi a-t, és a két határoló félegyenesnek nin
s közös pontja a-val.Ezeket elpattanó félegyeneseknek egyeneseiket pedig elpattanó egyenesekneknevezzük.Bizonyítás: Az A pontból az a egyenesre bo
sátott mer®leges talppont-ja legyen T . Tekintsük az A ponton áthaladó TA-ra mer®leges e egyenest,amit az A pont két félegyenesre, −−→AK-ra és −→AL-re bont fel. A TAK szög-tartományban haladó félegyenesek az 1.2.1. Lemma szerint metszik AK-t. Ametszéspontok, aszerint, hogy metsz® vagy nem metsz® félegyenes adja ®ket,két Dedekind szeletet alkotnak, így van egy egyértelm¶en meghatározott el-választó pont. (A TK egyenes többi pontját természetes módon soroljuk a kétosztály egyikébe, ha (PTK) áll fenn, akkor P -t a metsz®k osztályába sorol-juk, ha Q-ra (TKQ) teljesül, akkor a nem metsz®k halmazához vesszük.) Azehhez tartozó félegyenes az elpattanó egyenes, mely nyilván a nem metsz®kosztályának eleme. A tételben szerepl® másik félegyenes TA-ra szimmetriku-san adódik.A továbbiakban a félegyenesek párhuzamosságának de�niálását t¶zzük ki
élul. Ehhez az �elpattanás� alaposabb vizsgálata szükséges.1.4.1. De�ní
ió. Egy adott félegyenes tartó egyeneséhez egy adott, az egye-nesen kívül fekv® pontból két elpattanó félegyenes húzható. Ezek közül azt
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1.18. ábra. Elpattanó félegyenesek.tekintjük az adott félegyeneshez a pontból húzott elpattanó félegyenesnek,amelyik a pontot és az adott félegyenes kezd®pontját összeköt® egyenesnek afélegyenessel közös oldalán van.1.4.1. Lemma. Az elpattanó vagy az adott félegyenes kezd®pontját tartóegyenesén áthelyezve úgy, hogy annak végtelen távoli pontját nem változtatjukmeg, az elpattanás tulajdonsága megmarad.Ha egy félegyenes elpattanó egy adott félegyeneshez, akkor elpattanó azadott félegyenesre illeszked®, vagy az azt tartalmazó bármely másik félegye-neshez is. Továbbá a félegyenesre illeszked® vagy a félegyenest tartalmazó bár-mely félegyenes is elpattanó az adott félegyeneshez.
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1.19. ábra. Kezd®pont áthelyezés.Bizonyítás: A lemma bizonyítása négy eset vizsgálatát igényli, ami a Pas
h- axióma segítségével az ábrák alapján könnyen elvégezhet®.1.4.2. Tétel. A félegyenesek halmazán az elpattanás szimmetrikus és tran-zitív tulajdonság.
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1.20. ábra. Szimmetria.Bizonyítás: El®ször igazoljuk a szimmetriát. Legyen a két félegyenes −−→AKés −→BL, ahol L illetve K a félegyenesek egy-egy �távoli� pontjai. Tegyük fel,hogy −−→AK‖−→BL, azaz a B-b®l −−→AK-hoz indított elpattanó a −→BL félegyenes.Húzzuk meg az ABL∡ szögfelez® egyenesét. Ez metszi −−→AK-t M-ben. Az
MAB∡ szögfelez®je metszi BM-et O-ban. Világos, hogy O egyenl® távolság-ra van az −−→AK illetve −→BL félegyenesekt®l. A mer®leges szakaszok talppont-jai legyenek rendre TA és TB. Az el®z® lemma szerint −−→AK‖−→BL ekvivalensa −−→TAK‖−−→TBL relá
ióval, amely viszont szimmetrikus, mert a −−→TAK, −−→TBL fél-egyenes pár szimmetrikus a TAOTB∡ szögfelez®jére. Ezért az utóbbi relá
ióekvivalens a −−→TBL‖−−→TAK relá
ióval, és ismét a lemmánkra hivatkozva kapjuk,hogy −→BL‖−−→AK.
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,1.21. ábra. Tranzitivitás.A tranzitivitás igazából térbeli állítás. Modellt®l függetlenül bizonyítaninem könny¶. Az elpattanás valamely modellben való geometriai jellemzéseután az állítás triviálisan adódik. Jelen esetben modellt®l független bizonyí-tást adunk, de �
sak� síkban.Három esetet különböztethetünk meg a félegyenesek egymáshoz viszonyí-tott elhelyezkedése alapján. Az els® két egyenest −−→AK-val illetve −→BL-lel jelöl-



1.4. PÁRHUZAMOSSÁG A HIPERBOLIKUS SÍKON 25ve, a harmadik, −−→CM az −−→AK‖−→BL, −→BL‖−−→CM feltételek mellett, a kezd®pontáthelyezésr®l szóló lemma alapján, az 1.21. ábrán látható három helyzetbenképzelhet® el.Valóban, −−→AK és −→BL párhuzamosságából következik, hogy az AB egye-nes által meghatározott félsíkok közül az egyik tartalmazza mindkét félegye-nest. Mivel −→BL‖−−→CM is fennáll, ezért −−→CM szintén belemetsz ezen félsíkba.Ha egyenesének van pontja AB-n akkor feltehet®, hogy a három kezd®pontközös egyenesre illeszkedik. Ha ez nem teljesül, akkor tekintsük B és C pon-tok összeköt® egyenesét is. Mivel −→BL és −−→CM közös félsíkban vannak, ezértmindhárom félegyenes azon ABC∡ konvex szögtartományba esik, mely −→BL-ettartalmazza. Ennek szárain, vegyünk rendre egy (BAA′), (BCC ′) relá
iók-nak eleget tev® A′, C ′ pontpárt. Világos, hogy az A′C ′ szakaszt mindháromfélegyenes metszi.A második két eset ekvivalens egymással, ezért 
sak az els® két esettelfoglalkozunk. A BL egyenes elválasztja a másik két félegyenest ezért −−→CM nemmetszi −−→AK-t hiszen különben a Pas
h-axióma miatt −−→AK-val együtt −→BL-et ismetszené. Ugyanakkor a C-b®l az ACM∡ tartományban indított félegyenes azelpattanás tulajdonsága miatt metszi −→BL-et egy B′ pontban. A kezd®pontáthelyezésér®l szóló lemma miatt ugyanez az egyenes metszi −−→AK-t is ígymetsz®. Azaz −−→CM elpattanó −−→AK-hoz, ahogy állítottuk.A második eset hasonlóképpen elintézhet®, ha használjuk a szimmetriatulajdonságot is, és az A-ból induló félegyeneseket vizsgáljuk.1.4.2. De�ní
ió. Két félegyenes párhuzamos, ha az egyik tartalmazza a má-sikat, vagy ha elpattanóak. Két egyenes párhuzamos, ha mindkett® tartalmazegy-egy olyan félegyenest, amelyek párhuzamosak. A párhuzamos félegyenesekosztályaihoz új objektumokat rendelünk, az osztályhoz tartozó félegyenesek kö-zös végét. Két egysíkú egyenest ultraparallelnek (vagy kitér®nek) mondunk,ha nem metsz®k és nem is párhuzamosak.A következ® tétel azt jelzi, hogy a hiperbolikus sík struktúrája jobbanhasonlít az euklideszi tér szerkezetéhez, mint az euklideszi síkéhoz. Az ultra-parallel egyenesek például rendelkeznek az euklideszi tér kitér® egyeneseinekalábbi fontos tulajdonságaival.1.4.3. Tétel (Bolyai János). Két ultraparallel egyenesnek létezik közös me-r®legese.Bizonyítás: Bolyai János bizonyítása felhasználja, hogy az egyeneshez egyküls® pontból indított metsz® félegyeneseknek az egyenessel bezárt szöge foly-tonosan változik a pontból az egyenesre bo
sátott mer®legeshez viszonyított
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TA M K1.22. ábra. Ultraparallel egyenesek közös mer®legese.szög függvényében. Ez nem kézenfekv® állítás, de a bizonyítását az olvasórabízhatjuk.Legyen most −−→AK illetve −→BL vizsgált egyeneseink két olyan félegyenese,amelyekre a BAK∡ derékszög, és a két félegyenes a BA egyenes által meg-határozott ugyanazon félsíkhoz tartozik. Ekkor vagy AB a két egyenes közösmer®legese, vagy feltehetjük, hogy ABL∡ hegyesszög. Legyen −−→BM az ABL∡szögtartományábanB-b®l indított metsz® félegyenes, aholM az−−→AK-val alko-tott metszéspontot jelöli. Megjegyzésünk szerint míg M az A pontból eljut
K-ba az MBL∡ szög monoton 
sökken® folytonos változás mellett rendrefelveszi az [ABL∡, ǫ] intervallumba es® valós számértékeket. Itt ǫ > 0, mertebben a szögtartományban van a B-b®l húzott párhuzamos, amely elválasztjaaz LBA∡ két szárát. Hasonló módon a BMA∡ monoton 
sökken® folytonosfüggvény, amely a [π

2
,0) intervallum értékeit veszi fel. (Korábban már lát-tuk, hogy van nullához tartó részsorozata ezen függvénynek.) Mindez 
sakúgy lehetséges, ha van egy olyan M , amire BMA∡ = MBL∡. Jelölje F a

BM szakasz felez®pontját, és legyen n az F pontból −−→AK-ra bo
sátott me-r®leges egyenes, T pedig n és −−→AK közös pontja. Az n = TF egyenes metszia −−→BK félegyenest egy S pontban, mert az F pontra vonatkozó középpontostükrözés az n egyenest �xen hagyja, a −→BL félegyenest pedig az −−→MA félegye-nesbe képezi. AzMTF△ ekkor egybevágó a BSF△-gel, így n a keresett közösmer®leges.1.4.2. Lemma. Egy egyenest az ábra szerint azonos szög alatt metsz® egysíkúegyenespár ultraparallel helyzet¶.Bizonyítás: Korábban láttuk az 1.2.1. Megjegyzésben, hogy egy ilyen egye-nespár nem lehet metsz®. Ha párhuzamosak lennének, akkor pl. az −−→AK és a−→
BL félegyenesek elpattanóak volnának, és az AB szakasz felez®pontjára vo-
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A1.23. ábra. Azonos szög alatt hajló egyenespár ultraparallel.natkozó szimmetria miatt a komplementer félegyenespár is elpattanó lenne.Ez azonban ellentmondana a hiperbolikus párhuzamossági axiómának.1.4.1. Következmény. Ha egy egyenespárnak van közös mer®legese, akkorultraparallel.Most pedig megszerkesztjük a közös mer®legest. Ehhez szükségünk leszegy spe
iális négyszög, a Sa

heri-négyszög tulajdonságaira.Az A′ABB′ négyszög Sa

heri-féle, ha AB alapján lév® szögei derékszö-gek, továbbá az AA′ és BB′ szárai egyenl®k. Ekkor a négyszög szimmetrikusaz AB és A′B′ alapok F és G felez®pontjait összeköt® egyenesre. A négyszöga nevét G.G. Sa

heri olasz geométerr®l kapta, akinek a párhuzamossággalkap
solatos vizsgálataiban fontos szerepet játszott ez a négyszög típus.1.4.3. Lemma (A Sa

heri-négyszög tulajdonságai). A Sa

heri-féle négy-szög derékszögt®l különböz® két szöge egyenl® (így ezek hegyesszögek). Az ala-pok felez®pontjait összeköt® egyenes mindkét alapra mer®leges. A hegyesszögekközös szárát adó alap hosszabb a derékszögek közös szárát adó alapnál.Bizonyítás: Az ábra jelöléseit használva, a BAA′

△, és ABB′
△ egybevágó-sága miatt BA′A∡ = AB′B∡, és AB′ ∼= BA′. Ezért az A′BB′

△ is egybevágó
B′AA′

△-gel, és így els® állításunknak megfelel®en AB′A′
∡
= BA′B′

∡
.Az alaplapokon F és G felez®pontok, így az A′AF△, egybevágó a B′BF△-gel, továbbá oldalaik páronkénti egyenl®sége miatt az A′FG△ és a B′FG△is egybevágó. Így az FG egyenes mer®leges az A′B′ alapra. Mivel az AA′G△és a BB′G△ is egybevágó, ezért |AG| = |BG|. Ebb®l az AGF△, és BGF△háromszögek egybevágósága is adódik, így FG egyenes mer®leges AB-re is.Az utolsó állítás bizonyításához tekintsük az AA′B△, B′BA′

△ háromszö-geket. Mivel B′BA′
∡
+ A′BA∡ = π

2
ugyanakkor A′BA∡ + BA′A∡ <

π
2
, ezért

BA′A∡ < A′BB′
∡
. Így a kar lemma alapján utolsó állításunk is teljesül.
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1.24. ábra. A Sa

heri-négyszög tulajdonságai.A Sa

heri-négyszög szimmetria tengelyének nevezzük az alapok közös(FG) mer®legesét. Ez a Sa

heri-négyszöget két egybevágó ún. Lambert-félenégyszögre bontja.1.4.4. Tétel (Hilbert). Ultraparallel egyeneseknek szerkeszthet® a közös me-r®legese.
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1.25. ábra. Közös mer®leges szerkesztése.Bizonyítás: Legyen a két egyenesünk a és b. Tetsz®legesen jelöljük ki a egy
A pontját, majd állítsunk ebb®l a pontból b-re mer®leges egyenest. A talp-pontot jelöljük B-vel. Ha AB egyenes a-ra is mer®leges készen vagyunk. Hanem feltehet®, hogy az 1.25. ábrának megfelel®en jobbra zár be a-val tompaszöget. Legyen most a jobboldali félegyenes tetsz®leges pontja A′ és az ebb®l
b-re bo
sátott mer®leges talppontja B′. Mérjük fel B′-b®l a B′A′ egyenes-re a BA szakasz hosszát, a kapott végpontot jelöljük A′′-vel. Vegyük észre



1.4. PÁRHUZAMOSSÁG A HIPERBOLIKUS SÍKON 29el®ször, hogy (B′A′′A′) a kapott pontjaink rendezése, mert ABB′A′′ Sa

heri-négyszöget határoz meg, így BAA′′
∡
< π

2
< BAA′

∡
. Jelölje K és L rendre az

a és b egyenesek bal oldali félegyenesének végét, és mérjük át a KAB∡-et A′′ben az A′′B egyenesre az ábra szerint. A kapott új félegyenes legyen −−−→A′′M .Igazoljuk, hogy ez a félegyenes metszi az −−→A′K félegyenest. −→BL és −−→AK nemmetsz®k, ezért B-b®l indítható egy −−→AK-val párhuzamos félegyenes −−→BK, melyaz LBA∡ szögtartományban halad. Mérjük át az LBK∡-et B′-b®l is b-re, azábra szerint kijelölve az LB′K ′
∡
szöget. Ekkor −−→BK és −−−→B′K ′ félegyenesek ult-raparallelek (kitér®k), így −−−→B′K ′ metszi −−→A′K-t egy P pontban. Valóban ha

B-t összekötjük A′-vel akkor ezen szakaszt −−−→B′K ′ metszi ezért metszi AB il-letve AA′ egyikét. Az els® esetben metszenie kell −−→AK-t így állításunk ekkoris teljesül. Alkalmazzuk most a Pas
h-axiómát a PB′A′
△-re, és kapjuk, hogy−−−→

A′′M metszi −−→A′K-t egy C pontban. (−−−→B′K ′-t nem metszheti −−−→A′′M , mert az
MA′′B′K ′ tartomány egybevágó a KABK tartománnyal, és így K ′ = Mis teljesül.) Bo
sássunk most C-b®l mer®legest b-re, ennek talppontja legyen
D. Végül a CA′′B′D négyszöget helyezzük át az ábrának megfelel® EABFpozí
ióba. Világos, hogy ECDF Sa

heri-féle négyszög, hiszen az áthelye-zés a CD szakaszt a vele egyenl® hosszú EF szakaszba viszi, mely szinténmer®leges b-re. Ennek szimmetria tengelye a kívánt egyenes.1.4.5. Tétel. Adott egy egyenes és egy félegyenes. Ekkor szerkeszthet® olyanegyenes, mely mer®leges az adott egyenesre, és párhuzamos az adott félegye-nessel.
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1.26. ábra. Adott félegyenessel párhuzamos, egy másik egyenesre mer®legesfélegyenes szerkesztése.Bizonyítás: A félegyenest tükrözzük az egyenesre, majd keressük meg aztaz egyenest, mely egyik irányban a félegyenessel, másik irányban a tükörkép



30 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAfélegyenessel párhuzamos. A kapott egyenes eleget tesz a feltételnek. El®szörmegmutatjuk, hogy két (általában nem egy egyenesre illeszked®) félegyenes-hez van olyan egyenes, mely mindkett®jükkel párhuzamos. A Cayley-Kleinmodellben (lásd 4.3. fejezet) ábrázolva félegyeneseinket ilyen egyeneshez 
sakúgy jutunk, ha a végtelen távoli pontok összeköt® egyeneseként reprezentá-lódó hiperbolikus egyenest tekintjük. Azonban közös kezd®pont esetén egyilyen közös párhuzamos a szimmetria miatt mer®leges a szögtartomány szög-felez® egyenesére. Különböz® kezd®pont esetén ezekb®l a másik félegyenesselpárhuzamost húzva, majd a keletkez® szögek szögfelez® egyeneseit megraj-zolva két olyan egyenest kapunk, melyekre a keresett egyenesnek egyarántmer®legesnek kell lennie. És mivel a közös párhuzamos egyértelm¶en léte-zik, ezen szögfelez® egyenesek ultraparallelek és közös mer®legesük a közöspárhuzamos. Közös kezd®pont esetén a félegyenesek egy-egy pontjára mintkezd®pontra áttérve a feladatot a különböz® kezd®pontok esetére vezettükvissza.1.4.1. Megjegyzés. A bizonyításból kiderült, hogy az említett szögfelez®kultraparallel helyzet¶ek. Ehhez azonban felhasználtuk, a közös párhuzamos lé-tezését és egyértelm¶ségét, melyet modellt®l függetlenül igazolni nem is olyanegyszer¶ feladat.1.4.3. De�ní
ió. Rendre metsz® vagy párhuzamos vagy kitér® sugársornaknevezzük azon egyenesek halmazát, amelyek mind áthaladnak egy adott pon-ton, vagy párhuzamosak egy adott félegyenessel, vagy mer®legesek egy adottegyenesre. A sík egy pontjának egy adott sugársor elemeire vonatkozó tükör-képeinek halmazát a sugársor 
iklusának nevezzük. A metsz® sugársor 
iklusaa kör, a párhuzamos sugársoré a para
iklus és a kitér®é a hiper
iklus.El®re bo
sátunk három észrevételt, amelyek a 
iklusok jellemzésében fon-tos szerepet játszanak.1.4.4. Lemma. A 
iklusok egy-egy mértani hely feladat megoldásai, ponto-sabban:
• A kör az adott ponttól állandó távolságra található pontok mértani he-lye.
• Két párhuzamos egyenes egy-egy pontját korrespondeálónak mondjuk,ha szakaszuk egyenl® szöget zár be az egyenesekkel. A para
iklus egyadott ponthoz adott párhuzamos sugársorra vonatkozóan korrespondeálópontok mértani helye.
• A hiper
iklus adott egyenest®l (annak egyik félsíkjában) egyenl® távol-ságra lev® pontok mértani helye.
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1.27. ábra. A para
iklus mint korrespondeáló pontok halmaza.Bizonyítás: Az els® illetve harmadik állítások bizonyítása de�ní
ió alapjánegyszer¶, ezért 
sak a második állítást fogjuk igazolni. Tegyük fel, hogy A és
B két tükörkép pontja P -nek. Igazoljuk, hogy az AB szakasz F felez®pontjánáthaladó szakaszfelez® mer®leges a kiindulási párhuzamos sugársor eleme. Hametszené a ta vagy tb tüköregyenesek valamelyikét, akkor ezen ponttól P , A és
B egyenl® távolságra esne, azaz a két tüköregyenes is metszené egymást, amilehetetlen. Tegyük most fel indirekt, hogy vizsgált egyenesünk ultraparallel a
PB szakasz tb tüköregyeneséhez képest. Ekkor létezik n közös mer®legesük.Erre a közös mer®legesre A-ból és B-b®l is mer®legest bo
sátva két egybevágóLambert-négyszöget kapunk, AA′F ′F -et illetve BB′F ′F -et. Azaz A-nak és
B-nek a távolsága ett®l az egyenest®l megegyezik. Hasonlóan látható, hogyugyanekkora a P pont távolsága is ett®l az egyenest®l, így ez közös mer®legeseaz eredeti két tüköregyenesnek. Azonban ez lehetetlen, így AB szakaszfelez®mer®legese is hozzátartozik a sugársorhoz. Azaz az A-ból és B-b®l indítottsugársor elemekkel együtt az −−→FF ′ félegyenes is eleme a sugársornak. Így akorrespondeálás egyszer¶en látható.1.4.6. Tétel. Egyenest®l különböz® 
iklusnak nin
s három kollineáris pontja.Bizonyítás: Tegyük fel, hogy a P pont valamelyik sugársor két elemérevonatkozó tükörképe P ′ és P ′′. A PP ′ illetve PP ′′ szakaszok felez®pontjailegyenek M ′ és M ′′. Ha a három pont egy egyenesre illeszkedik, akkor az1.2.1 következmény miatt a sugársor ezen két egyenese kitér®. Azaz a hárompont egyenese közös mer®legese a sugársor elemeinek. Így a kiindulási ponttükörképeivel együtt a sugársort meghatározó alapegyeneshez tartozik, tehátnem egy valódi 
iklus pontjai.



32 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA1.5. Mer®legesség az abszolút terekbenHa valamely egyenesre egyenest állítunk úgy, hogy egyenl® mellékszögekkeletkeznek, akkor a két egyenl® szög derékszög, és az állóegyenest mer®legesnek mondjuk arra, amelyen áll.Euklidesz I. 10. De�ní
ióA mer®legesség (ellentétben a párhuzamossággal) abszolút fogalom ígyvizsgálata alapvet® informá
iókat ad az abszolút tér szerkezetér®l.1.5.1. De�ní
ió. Egy adott síkot metsz® egyenes mer®leges a síkra, ha me-r®leges annak valamennyi, a metszésponton áthaladó egyenesére.1.5.1. Tétel. Egy adott egyenes pontosan akkor mer®leges egy adott síkra,ha metszi azt, és mer®leges kett®, a metszésponton áthaladó síkbeli egyenesre.
D
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1.28. ábra. Sík egyenes mer®legessége.Bizonyítás: Legyen az n egyenes mer®leges az a, b metsz® egyenespárraúgy, hogy n is áthalad az a és b egyenesek D metszéspontján. Tekintsünk egy
(a, b) síkra illeszked® D-n áthaladó tetsz®leges c egyenest. A továbbiakbanaz (a, n) illetve (b, n) síkok által meghatározott azon térnegyedet vizsgáljukaz 1.28. ábra szerint, amelyben c a C pontban metszi az a, b egyenespár egy
AB összeköt® szakaszát. Legyen P ′ az n egyenes azon pontja, melyre |PD| =
= |DP ′|. Világos, hogy a PDA△, és a P ′DA△ háromszögek egybevágóságafolytán, |PA| = |P ′A|, és hasonlóképpen |PB| = |P ′B|. Ezért a PAB△,és a P ′AB△ háromszögek is egybevágóak. Így PAC∡ = P ′AC∡, amib®l a
PAC△ ∼= P ′AC△ egybevágóság is következik. Ekkor |PC| = |P ′C| azazegybevágóak a PDC△ és a P ′DC△ háromszögek is. Így PDC∡ = P ′DC∡ =
= π

2
. Mivel c az (a, b) sík tetsz®leges egyenese volt, n mer®leges az [a, b]síkra.



1.5. MER�LEGESSÉG AZ ABSZOLÚT TEREKBEN 331.5.1. Megjegyzés. A tétel bizonyításából kiderül, hogy a mer®leges sík pont-jai és 
sak azok vannak a P ,P ′ pontpártól egyenl® távolságra, azaz a síkbeliesethez hasonlóan igazolható, hogy a szakasznak egyértelm¶en létezik szakasz-felez® mer®leges síkja, mely a végpontjaitól egyenl® távolságra lév® pontokmértani helye.1.5.2. Megjegyzés. A tételnek egy fontos következménye, hogy egy adottegyenes adott pontján áthaladó, az adott egyenesre mer®leges egyenesek mér-tani helye az adott egyenesre mer®leges, az adott ponton áthaladó sík. Te-kintsük ugyanis a mértani hely két egyenesét. Ezek meghatároznak egy síkot,mely az 1.5.1 Tétel szerint mer®leges az adott egyenesre. Tegyük fel, hogy amértani helyhez tartozó valamely egyenes, nem illeszkedik erre a síkra. Ekkoraz egyenes és az adott egyenes által meghatározott sík metszi a mer®leges sí-kot egy újabb egyenesben, mely szintén mer®leges az adott egyenesre. Ez nemlehetséges, mert adott síkban, adott egyenes adott pontján áthaladó mer®le-ges egyenes 
sak egy van. Ugyanakkor a sík bármely pontján áthalad egy, afeltételeket kielégít® egyenes, a pontot a döfésponttal összeköt® egyenes.1.5.2. Tétel. Adott pontból egyértelm¶en állítható mer®leges egyenes egyadott síkra.
a

A

T

S

D

A
,1.29. ábra. Síkra mer®leges egyenes szerkesztése.Bizonyítás: Jelölje A az adott pontot, és legyen α az adott sík, a pedig asíkra illeszked® tetsz®leges egyenes. Tegyük fel el®ször, hogy A nem illeszkedika síkra. Bo
sássunk mer®legest az A pontból az a egyenesre a síkjukban, en-nek talppontja legyen T . A T pontban állítsunk mer®legest a-ra az α síkban,és végül ezen egyenesre bo
sássunk mer®legest az A pontból. A mer®legestalppontját jelölje D. Ha D azonos T -vel, akkor D-n keresztülhalad az α síkkét mer®leges egyenese, ezért az el®z® tétel alapján a keresett egyenes AD.



34 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAHa D különbözik T -t®l, tekintsük az a egyenes tetsz®leges T -t®l különböz®
S pontját. Igazoljuk, hogy a DS egyenes is mer®leges AD-re, így a keresettmer®leges egyenes ebben az esetben is AD. Mérjük föl AD-re az |AD| távol-ságot a D pontból A-val ellentétes irányban, így az A′ pontot kapjuk. Vegyükészre, hogy az a egyenes mer®leges az [A, T,D] síkra így annak valamennyi
T -n áthaladó egyenesére, tehát A′T -re is. Ezért az ADT△ és az A′DT△ egy-bevágósága miatt |AT | = |A′T |, és így az ATS△ is egybevágó az A′TS△-gel.Ez viszont azt jelenti, hogy |AS| = |A′S|, amib®l végül az AA′, és a DSegyenesek mer®legessége adódik.Legyen most A olyan pont, amely illeszkedik α-ra. Ekkor két tetsz®le-ges A ponton áthaladó egyenesre állítsunk mer®leges síkot az A ponton át.Ezek metszésvonala lesz a keresett, α-ra mer®leges egyenes. Egy A-n áthala-dó egyenesre mer®leges sík felvétele pedig úgy oldható meg, hogy az egyenesttartalmazó két síkban az egyenesre egy-egy mer®legest állítunk az A pontban.Ezek határozzák meg az adott egyenesre mer®leges síkot.Az egyértelm¶ség abból következik, hogy a síkban az egyenesre állítottmer®leges egyértelm¶. Ez utóbbi állítás pedig Legendre els® szögtételénekkövetkezménye.Alapvet® jelent®ség¶ a három mer®leges tétele, mely szintén abszolút ál-lítás.1.5.3. Tétel. Legyen az α sík egy egyenese a, továbbá legyen A egy α-ranem illeszked® pont. Ha A-ból mer®legest állítunk α-ra és a-ra is, akkor amer®legesek D és T talppontjait összeköt® egyenes szintén mer®leges a-ra.

A

D

R

T

S
a1.30. ábra. A három mer®leges tétele.Bizonyítás: Ha az a egyenes S és R pontjai egyenl® távolságra vannak

T -t®l, akkor TAS△ ∼= TAR△, és ezért a síkra vonatkozó mer®legesség miatt



1.5. MER�LEGESSÉG AZ ABSZOLÚT TEREKBEN 35
ADS△ ∼= ADR△ (két oldal és a nagyobbikkal szemben lev® szögek egybevá-gósága folytán), amib®l |DS| = |DR| adódik. Azaz az SDR△ egyenl®szárú,és így állításunk adódik.1.5.2. De�ní
ió. A tér egy pontjának egy adott síkra (mint képsíkra) vonat-kozó mer®leges vetülete a pontból a síkra állított mer®leges egyenes és a síkközös pontja. Egy ponthalmaz mer®leges vetülete, pontjai mer®leges vetületei-nek halmaza. Magát a leképezést a tér adott síkra való mer®leges vetítéséneknevezzük.1.5.4. Tétel. A mer®leges vetítés illeszkedés tartó és egyenestartó leképezés,mely az euklideszi esetben egyenesek mentén az arányokat is meg®rzi.
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C1.31. ábra. Egyenestartás.Bizonyítás: Az illeszkedés relá
ió tartása a mer®leges egyenes egyértelm¶-ségéb®l következik. Valóban tekintsük most egy vetítend® egyenes két pontját
A-t és B-t, melyek A′ illetve B′ képei különböz®ek. Feltéve, hogy AA′, BB′egyenesek nem egysíkúak tekintsük az A′B′ összeköt® egyenest és a rá me-r®leges A′-n áthaladó, a képsíkra illeszked® e egyenest. Tükrözzük az A′B′szakasz F felez®pontjára az AA′, A′B′, e egyeneseket, így rendre a B′C,
A′B′, f egyenesekhez jutunk. Itt a kiindulási mer®legességek miatt továbbrais teljesül, hogy B′C mer®leges A′B′ és f egyenesekre, ezért a síkra is. Mi-vel a síkra állított mer®leges egyenes egyértelm¶, a B′C és a B′B egyenesekegybeesnek, tehát az A,A′, B, B′ pontnégyes egysíkú. Ha most A, B, C egyegyenes három pontja, akkor az A,A′, B, B′ ; A,A′, C, C ′ pontnégyesek egysí-kúak. Továbbá, mivel A,B,C kollineáris ponthármas, a két sík megegyezik,és így A′, B′, C ′ is kollineárisak.Az euklideszi esetben az egyenesek mentén fennálló aránytartás, a párhu-zamos szel®k tételéb®l következik.1.5.3. De�ní
ió. A tér két metsz® síkja mer®leges egymásra, ha az egyikbenvan a másikra mer®leges egyenes.
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1.32. ábra. Síkok mer®legessége.Jegyezzük meg, hogy ha az α1 sík t1 egyenese mer®leges az α2 síkra,akkor mer®leges a két sík m metszésvonalára is, valamint az s2 síknak arraa t2 egyenesére is, amely t1-gyel közös pontjában mer®legesen metszi m-et.Így az α2 síknak is van olyan t2 egyenese, amely az α1 síkra mer®leges. Akövetkez® egyszer¶ állítást igen gyakran használjuk.1.5.5. Tétel. Adott α síkhoz és adott t egyeneshez mindig található olyansík, mely α-re mer®leges, t-t pedig tartalmazza.Bizonyítás: Ha t mer®leges vetülete α-n a t′ egyenes, akkor a [t, t′] síképpen megfelel a feltételnek. Ebben az esetben ez az egyetlen megoldás amer®leges vetület egyértelm¶sége és a síkra vonatkozó illeszkedési axiómamiatt. Ha pedig t mer®leges vetülete α-n egyetlen pont, akkor a t egyenesttartalmazó bármelyik sík megfelel®.Mint láttuk a tételben szerepl® sík egyértelm¶, ha t nem mer®leges α-re.Ekkor a [t, t′] síkot t (α-ra vonatkozó) vetít®síkjának is nevezzük. Mer®le-ges vetítéssel kap
solatban a képsíkra mer®leges síkot, illetve egyenest vetít®egyenesnek ill. vetít®síknak mondjuk.1.6. Egyenesek köl
sönös helyzete a térbenHa két egyenes metszi egymást, akkor egy síkban fekszenek, és minden háromszögegy síkban fekszik. Ha van két párhuzamos egyenes, és mindegyiken tetsz®legesenveszünk egy pontot, akkor a pontokra illeszked® egyenes ugyanabbana síkban fekszik, mint a párhuzamosok.Euklidész XI.2. illetve XI.7. Tételei



1.6. EGYENESEK KÖLCSÖNÖS HELYZETE A TÉRBEN 37Egy tételt abszolút tételnek mondunk, ha bizonyítható mindkét abszolútgeometriában. A bizonyítás ilyenkor lehet különböz® a két geometriában, ki-használva azok spe
iális párhuzamossági axiómáját. Azonban egy abszolúttételnek lehet abszolút bizonyítása is, melynek során egyik párhuzamosságiaxiómát sem használjuk. A kitér® egyenesek normáltranszverzálisának léte-zése és egyértelm¶sége is abszolút tétel, amelyre abszolút bizonyítás adható.1.6.1. Lemma. A háromszög középvonala a hozzátartozó oldal felénél nemhosszabb.
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A B1.33. ábra. Tétel a középvonalrólBizonyítás: Az ABC△ háromszög AB oldalához tartozó F1F2 középvona-lának egyenesére, vetítsük rá mer®legesen az A,B,C 
sú
sokat. Így adódnakaz A′, B′, C ′ pontok. Az AA′F1△, CC ′F1△ illetve a BB′F2△, CC ′F2△ há-romszögpárok egybevágósága alapján 2|F1F2| = |A′B′| teljesül (1.33 ábra).Az AA′, BB′ egyeneseknek közös mer®legese A′B′, míg az AB szakasz egySa

heri-négyszög szemközti alapja, vagyis az 1.4.3 Lemma szerint |AB| ≥
≥ |A′B′| = 2|F1F2|.1.6.1. De�ní
ió. A P pont a térben egyenes vonalú egyenletes mozgástvégez, ha helyzetét egy P (t) : R −→ R3, leképezés írja le, ami rendelkezik akövetkez® tulajdonságokkal :
• a P (t) pontok kollineárisak,
• minden c ∈ R+ pozitív valós szám és tetsz®leges t ∈ R valós szám esetén

|P (0)P (ct)| = c|P (0)P (t)|,vagyis az elmozdulás mértéke egyenesen arányos a paraméter megvál-tozásával azaz az eltelt id®vel.



38 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA1.6.2. Lemma. A P és Q pontok az abszolút térben egy-egy egyenes men-tén egyenes vonalú egyenletes mozgást végeznek. Ekkor a P (t)Q(t) szakaszhossza az eltelt t id®nek folytonos, konvex függvénye. Ha a pontok mozgásá-nak egyenesei kitér®ek (ultraparallelek), akkor a vizsgált függvény szigorúankonvex.
,

P(0)

P(1)

P(2)

Q(0)
Q(1)

Q(2)

P1.34. ábra. A transzverzális függvény konvexitása.Bizonyítás: A folytonosság közvetlen következménye a háromszög egyen-l®tlenségnek és a de�ní
ió második feltételének. Ezért az általános konvexitásifeltétel helyett elegend® a felez®pontokra vonatkozó konvexitási feltételt iga-zolni. Tekintsük ehhez a t = 0,1,2 id®pillanatokat és a megfelel® P (0), P (1),
P (2), illetve Q(0), Q(1), Q(2) kollineáris ponthármasokat. Igazolnunk kell,hogy

2|P (1)Q(1)| ≤ |P (0)Q(0)|+ |P (2)Q(2)|.Legyen a P (0) pont tükörképe Q(1)-re P ′ (lásd 1.34. ábra). Ekkor a meg-felel® háromszögek egybevágósága miatt |P (0)Q(0)| = |P ′Q(2)|, és így aháromszög-egyenl®tlenség szerint
|P (0)Q(0)|+ |P (2)Q(2)| = |P ′Q(2)|+ |P (2)Q(2)| ≥ |P ′P (2)|.Ugyanakkor a P (0)P (2)P ′

△ háromszögre alkalmazva az 1.6.3. Lemmát, kap-juk, hogy |P ′P (2)| ≥ 2|P (1)P (2)|, ami éppen az állítást jelenti. A szigorúkonvexitás a háromszög-egyenl®tlenségnek az adott szituá
ióban nem elfaju-ló voltából következik.A lemmában nem kellett foglalkozni sem a t = 0 id®ponthoz tartozó kez-d®pontok, sem a sebességek megválasztásával, tehát az állítás ezekt®l függet-lenül igaz.A normáltranszverzálisra vonatkozó f®tételünk bizonyítása el®tt jegyez-zük meg, hogy egy a teljes számegyenesen értelmezett és ott pozitív, folytonos



1.6. EGYENESEK KÖLCSÖNÖS HELYZETE A TÉRBEN 39és szigorúan konvex f függvény végtelenben vett határértékei a következ®kszerint alakulhatnak:
• lim

t→−∞
f(t) = c ∈ R és lim

t→∞
f(t) =∞, vagy

• lim
t→−∞

f(t) =∞ és lim
t→∞

f(t) = c ∈ R, vagy
• lim

t→−∞
f(t) = lim

t→∞
f(t) =∞.Így az egyértelm¶ minimumhely az els® két esetben 
sak a kib®vített szám-egyenesen létezik, míg a harmadik esetben a valós számegyenesnek egy kö-zönséges pontja lesz.1.6.1. Tétel. Abszolút tér két nem egysíkú (kitér®) egyenesének egyértel-m¶en létezik közös mer®legese. Ezen a metszéspontokat összeköt® szakasz akét egyenes egy-egy pontját összeköt® szakaszok közül a legrövidebb. A közösmer®legest nevezzük a két egyenes normáltranszverzálisának.Bizonyítás: Tekintsük az a és b nem komplanáris egyeneseket. Tükrözzük

a pontjait rendre a b egyenesre. Világos, hogy ekkor a tükörképek egy a′egyenest alkotnak. Tegyük föl, hogy az A(t) pont egyenes vonalú egyenletesmozgást végez az a egyenesen. Jelölje B(t) az A(t) pont mer®leges vetületét
b-n, A′(t) pedig legyen A(t) b-re vonatkozó tükörképe a′-n. Ekkor a megfe-lel® egybevágó háromszögekb®l azonnal adódik, hogy A′(t) is egyenesvonalúegyenletes mozgást végez. (Ugyanezt nem mondhatjuk el B(t)-r®l !) Alkal-mazzuk most az el®bbi lemmánkat az

f(t) : t 7→ |A(t)A′(t)|függvényre, amely így folytonos, pozitív és szigorúan konvex. Azt kell mégigazolnunk, hogy f(t) határértéke a mindkét végtelenben végtelen. A szim-metria miatt elegend® megmutatni, hogy lim
t→∞

f(t) = ∞. Ehhez vizsgáljukaz A(t)A′(t) szakasz helyett a fele akkora A(t)B(t) szakasz hosszát. Tekint-sük a β = [b, A(0)] síkot. Jelölje a′′ illetve A′′(t) rendre az a egyenes illetve
A(t) pont mer®leges vetületét β-n. Az a, a′′ egyenespár metsz® így könnyenláthatóan

lim
t→∞
|A(t)B(t)| ≥ lim

t→∞
|A(t)A′′(t)| =∞.(Metsz® egyenespárra az állítás leolvasható az 1.35 ábráról.) A tétel ki-mondása el®tt felsorolt lehet®ségek közül tehát a harmadik teljesül, így az

f(t) függvénynek egyértelm¶en létezik egy végesben fekv® t0 minimumhelye.
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1.35. ábra. A metsz® egyenesek exponen
iálisan távolodnak.
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1.36. ábra. A normáltranszverzális a legrövidebb összeköt® szakasz.



1.7. TRIGONOMETRIA 41Ezek szerint az A(t0)B(t0) szakasz az a és b egyenesek legrövidebb b-remer®leges összeköt® szakasza. Indirekt tegyük fel, hogy ez nem mer®leges a-ra. Ekkor a [B(t0), a] síkban a B(t0) pontból a-ra bo
sátott mer®leges egyrövidebb B(t0)A(t1) összeköt® szakaszt eredményezne (1.36 ábra). Ennél vi-szont az A(t1) metszéspontból b-re bo
sátott mer®leges A(t1)B(t1) szakaszrövidebb volna, ami nem lehetséges. Így A(t0)B(t0) mer®leges a-ra is. Mivel
t0 egyértelm¶, a normáltranszverzális is az.1.7. Trigonometria Az ebb®l levezethet® gömbi trigonometria így aXI. Axiómától független megalapozást nyert.Bolyai: Appendix 26.�Bolyai és Loba
sevszkij egyaránt észrevették, hogy a gömbi trigonometriaabszolút, a párhuzamossági axiómától független ága a geometriának. El®szörBolyai nyomán állítjuk:1.7.1. Tétel (Abszolút szinusztétel). Bármely háromszögben illetve gömbhá-romszögben az oldalakkal, mint sugarakkal írt körök kerületei úgy aránylanakegymáshoz mint a szemközti szögek szinuszai.Bizonyítás: Tekintsünk egy ABC△ derékszög¶ háromszöget abszolút te-rünkben, melynek derékszög¶ 
sú
sa C. Tekintsük a háromszög síkjára me-r®leges M vég¶ −−→AM félegyenest, és vegyük ennek egy tetsz®leges O pontját.Az O középpontú B-n áthaladó gömb és az −−→AM félegyenes által meghatá-rozott párhuzamos sugársor B-n keresztülhaladó paraszférája ugyanabban akörben metszi az [A,B,C] síkot. E kör középpontja éppen az A 
sú
s, sugarapedig a háromszög AB átfogója. Kerületét így a síkon, a gömbfelszínen és aparaszférán (lásd a 6. fejezet) is számolhatjuk, a megfelel® sugarak alkalmasfüggvényeként.A továbbiakban bizonyítás nélkül felhasználjuk, hogy a három felület kö-zül valamelyiknek euklideszi a geometriája. Az euklideszi esetben a sík és avele megegyez® paraszféra lesz ilyen, hiperbolikus esetben pedig egyedül aparaszféra.Meghúzva az A, B és C pontokon keresztül az −−→AM félegyenessel párhu-zamos AM , BN és CP egyeneseket (M , N , P az egyenesek alkalmas, távolipontjai), valamint az O ponton áthaladó OB, OC sugarakat is, ezek rendre
E, E ′ pontpárban, B-ben illetve a D, D′ pontpárban metszik a paraszférátilletve a gömbfelületet. Mivel a DP illetve a D′O egyenesek rendre tengelyei



42 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIAa paraszférának illetve a gömbfelületnek, így a rájuk mer®leges C-n áthala-dó sík ®ket egy-egy |CB| sugarú körben metszi, ahogy ezt az AM tengelyesetében is láttuk. Jelöljük a hiperbolikus sík körkerület függvényét f(r)-el,a vizsgált tér egységsugarú gömbfelszínén pedig adja meg a g(r) függvény akör kerületét. Ekkor az ABC△ háromszög A 
sú
snál lév® α szögére nyilván:
sinα : 1 = 2|DB|π : 2|EB|π = f(|BC|) : f(|AB|) = g(|D′B|) : g(|E ′B|),mert BC egyenes mer®leges az [A,M,C] síkra, és így a rajta keresztül haladóvalamennyi síkra szintén ez áll.

O

B
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A

E

D
,

D

E
,

PNM1.37. ábra. Abszolút szinusztétel.Szép következménye a fenti tételnek, hogy a g függvény független attól,hogy az euklideszi vagy a hiperbolikus térben vagyunk.1.7.2. Tétel. A gömbi ABC△ derékszög¶ háromszögben (a szokásos jelölé-sekkel) fennálló
sin a = sinα sin cösszefüggés abszolút érvény¶. Következésképpen g(r) = p sin(r), ahol p jelöliaz egységsugarú gömb f®körének kerületét.Bizonyítás: Jelölje O a gömb középpontját. Tekintsük az OA sugárra me-r®leges, a B 
sú
son áthaladó σ síkot, és jelölje ennek OC-vel alkotott met-széspontját D, az OA-val közös pontját pedig E. Mivel a σ és az [O,B,C]síkok mer®legesek az [O,A,C] síkra, ezért a BD metszésvonaluk is mer®legesrá. Így a BDE△ háromszög D-nél lev® szöge derékszög, azaz

f(|DB|) : f(|BE|) = sinα.Mivel az OEB△ és ODB△ háromszögek derékszög¶ek, ezért
sin(|BA|) = f(|EB|) : f(|OB|), és sin(|BC|) = f(|DB|) : f(|OB|).
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1.38. ábra. Gömbi szinusztétel.A három egyenletb®l
sin a = sin(|BC|) = sinA sin(|BA|) = sinα sin cadódik. Összevetve ezt az el®z® tétel gömbre vonatkozó állításával kapjuk az

g(r) : g
(π
2

)
= sin r : 1egyenl®séget, ami bizonyítja az utolsó állításunkat.
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1.8. EUKLIDÉSZ 451.8. Euklidész

1.39. ábra. EuklidészA matematikához nem vezet királyi út.EuklidészEuklidész tizenhárom könyve közül az els® állításait idézzük fel, hogyláthassuk, annak szigorú és következetes felépítését. Ez a könyv a legsikerül-tebb, talán azért, mert az addig kikristályosodott elmélet h¶ leírását adja.Tökéletesen használható ma is tankönyvnek, különösen tetszet®s az alapál-lítások három 
soportba sorolása. A görög matematika 
soportos vita általvaló m¶velésére utalva de�ní
iókat, posztulátumokat illetve axiómákat fogal-maz meg. A De�ní
ió a vita tárgya, a Posztulátum a vitatkozó felek egyikeáltal önkényesen elfogadott állítás, míg az Axióma minden a vitában részt-vev® által elfogadott alapállítás. Geometriáról lévén szó a szerkesztéseket istételként említi. Euklidész: ElemekI.könyvDefiní
iók :1. Pont az, aminek nin
s része.2. A vonal, szélesség nélküli hosszúság.3. A vonal végei pontok.



46 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA4. Egyenes vonal az, amelyik a rajta lev® pontokhoz viszonyítva egyenl®enfekszik.5. Felület az, aminek 
sak hosszúsága és szélessége van.6. A felület végei vonalak.7. Síkfelület az, amelyik a rajta lev® egyenesekhez viszonyítva egyenl®en fek-szik.8. A síkszög két olyan egysíkbeli vonal egymáshoz való hajlása, amelyek met-szik egymást, és nem fekszenek egy egyenesen.9. Ha a szöget közrefogó vonalak egyenesek, egyenes vonalúnak nevezzük aszöget.10. Ha valamely egyenesre egyenest állítunk úgy, hogy egyenl® mellékszögekkeletkeznek, akkor a két egyenl® szög derékszög, és az álló egyenest mer®-legesnek mondjuk arra, amelyen áll.11. Tompaszög az, amelyik nagyobb a derékszögnél.12. Hegyesszög pedig, amelyik kisebb a derékszögnél.13. Határ az, ami vége valaminek.14. Alakzat az, amit egy vagy több határ vesz körül.15. A kör síkbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz körül úgy, hogy e vonal és egy,az alakzat belsejében fekv® pont közé es® szakaszok egyenl®k egymással.16. Ezt a pontot a kör középpontjának nevezzük.17. A körnek átmér®je bármely, a középponton át haladó egyenes vonal, amelymindkétoldalt a kör kerületén végz®dik. Az ilyen egyenes félbevágja a kört.18. A félkör olyan alakzat, amelyet egy átmér® és az általa kimetszett körívvesz körül.19. Egyenesvonalú alakzatok azok, amelyeket egyenes vonalak vesznek körül,háromoldalúak, amelyeket három, négyoldalúak, amelyeket négy, sokolda-lúak pedig, amelyeket négynél több egyenes vesz körül.20. A háromoldalú alakzatok közül egyenl® oldalú háromszög az, amelynekhárom egyenl® oldala van, egyenl® szárú, amelynek 
sak két egyenl® oldalavan, ferde pedig, amelynek három nem egyenl® oldala van.



1.8. EUKLIDÉSZ 4721. Továbbá a háromoldalú alakzatok közül derékszög¶ háromszög az, amely-nek van derékszöge, tompaszög¶, amelynek van tompaszöge, hegyesszög¶pedig, amelynek három hegyesszöge van.22. A négyoldalú alakzatok közül négyzet az, amelyik egyenl® oldalú és de-rékszög¶, téglalap, amelyik derékszög¶, de nem egyenl® oldalú, rombusz,amelyik egyenl® oldalú, de nem derékszög¶, romboid, amelynek szemköztioldalai és szögei egyenl®k egymással, de sem nem egyenl® oldalú, sem nemderékszög¶. A többi négyoldalú neve legyen trapéz.23. Párhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a síkban vannakés mindkétoldalt végtelenül meghosszabbítva egyiken sem találkoznak.Posztulátumok :1. Követeltessék meg, hogy minden pontból minden ponthoz legyen egyeneshúzható.2. És hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatólag meghosszabbíthatólegyen.3. És hogy minden középponttal és távolsággal legyen kör rajzolható.4. És hogy minden derékszög egymással egyenl® legyen.5. És hogy ha két egyenest úgy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalonkeletkez® bels® szögek összege két derékszögnél kisebb, akkor a két egye-nes végtelenül meghosszabbítva találkozzék azon az oldalon, amerre a kétderékszögnél kisebb szögek vannak.Axiómák :1. Amik ugyanazzal egyenl®k, egymással is egyenl®k.2. Ha egyenl®khöz egyenl®ket adunk hozzá, az összegek egyenl®k.3. Ha egyenl®kb®l egyenl®ket veszünk el, a maradékok egyenl®k.4. Ha nem egyenl®khöz egyenl®ket adunk hozzá, az összegek nem egyenl®k.5. Ugyanannak a kétszeresei egyenl®k egymással.6. Ugyanannak a fele részei egyenl®k egymással.



48 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA7. Az egymásra illeszked®k egyenl®k egymással.8. Az egész nagyobb a résznél.9. Két egyenes vonal nem fog közre területet.Tételek :1. Véges egyenes szakasz fölé egyenl® oldalú háromszög állítható.2. Van adott végpontú adott hosszúságú szakasz.3. Két adott, nem egyenl® szakasz közül a nagyobbikból kivonható egy, akisebbel egyenl® szakasz.4. Ha két háromszögnek két-két oldala és a közrezárt szögük egyenl®, akkoraz alapok is egyenl®k, és a háromszögek is egyenl®k, és a többi szög ispáronként egyenl®, amelyekkel szemben az egyenl® oldalak fekszenek.5. Az egyenl®szárú háromszögeknek az alapon fekv® szögei egyenl®k egy-mással, és ha meghosszabbítjuk az egyenl® oldalakat, akkor az alap alattegyenl® szögek keletkeznek.6. Ha egy háromszög két szöge egyenl® egymással, akkor az egyenl® szögekkelszemben fekv® oldalak is egyenl®k egymással.7. Ugyanarra az egyenesre nem lehet adott két szakasszal páronként egyenl®másik két szakaszt állítani úgy, hogy más ponton találkozzanak, de ugyan-azon az oldalon feküdjenek, és ugyanazok a pontok legyenek a végeik, mintaz el®z® szakaszoknak.8. Ha két háromszögnek két-két oldala páronként egyenl®, és alapjuk egyenl®,akkor a szögeik is egyenl®k, amelyeket az egyenl® oldalak zárnak be.9. Adott egyenes vonalú szög megfelezhet®.10. Adott szakasz megfelezhet®.11. Adott egyeneshez, adott pontjából húzható derékszög¶ egyenes.12. Adott végtelen egyenesre rajta kívüli pontból bo
sátható mer®leges egye-nes.13. Ha úgy keletkeznek szögek, hogy egy egyenest állítunk egy egyenesre, ak-kor vagy két derékszög, vagy összegben két derékszöggel egyenl® szögekkeletkeznek.



1.8. EUKLIDÉSZ 4914. Ha valamely egyenesen lev® pontnál két egyenes fekszik nem ugyanazonaz oldalon, és két derékszöggel egyenl® szögeket alkotnak egymás mellett,akkor ugyanazon az egyenesen van a két egyenes.15. Ha két egyenes metszi egymást a keletkez® 
sú
sszögek egyenl®k.16. Minden háromszögben az egyik oldal meghosszabbításakor keletkez® küls®szög nagyobb mind a két szemközt fekv® bels® szögnél.17. Minden háromszögben két szög összege kisebb két derékszögnél, bárhogyis választjuk ®ket.18. Minden háromszögben a nagyobb oldal nagyobb szöggel szemben fekszik.19. Minden háromszögben a nagyobb szöggel szemben nagyobb oldal fekszik.20. Minden háromszögben két oldal együtt nagyobb a harmadiknál, akárhogyis választjuk ®ket.21. Ha egy háromszög egyik oldalára a végpontjaiban belül két szakaszt ál-lítunk, akkor az álló szakaszok a háromszög másik két oldalánál együttkisebbek, de nagyobb szöget fognak közre.22. Szerkeszthet® háromszög három szakaszból, amelyek három adott sza-kasszal egyenl®k, ha két szakasz együtt nagyobb a harmadiknál, akárhogyis választjuk ®ket.23. Szerkeszthet® adott egyenesre, egy rajta lev® ponthoz, adott egyenes vo-nalú szöggel egyenl® egyenes vonalú szög.24. Ha két háromszögben két-két oldal páronként egyenl®, de az egyenl® oldalakáltal közrefogott szög nagyobb az egyikben, mint a másikban, akkor azegyiknek az alapja szintén nagyobb a másik alapjánál.25. Ha két háromszögben két-két oldal páronként egyenl®, az egyik alapja vi-szont nagyobb a másik alapjánál, akkor az egyenl® oldalak által közrefogottszög is nagyobb abban a háromszögben, amelynek alapja nagyobb mint amásikban.26. Ha két háromszögben két-két szög páronként egyenl®, és egy-egy oldal is,akár az egyenl® szögek melletti oldal, akár az, amelyik az egyenl® szögekegyikével szemben fekszik, akkor a többi oldal is páronként egyenl®, ésugyanígy a fönnmaradó egy-egy szög.



50 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA27. Ha két egyenest egy egyenes úgy metsz, hogy egymás között egyenl® vál-tószögek keletkeznek, akkor a két egyenes párhuzamos egymással.28. Ha két egyenest egy egyenes úgy metsz, hogy ugyanazon az oldalon lev®szemközti bels® szöggel egyenl® küls® szög keletkezik, vagy ugyanazon azoldalon két derékszöggel egyenl® bels® szögek keletkeznek, akkor a kétegyenes párhuzamos.29. Ha párhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, akkor egymással egyenl®váltószögek keletkeznek, és a szemközti bels® szöggel egyenl® küls® szögkeletkezik, és ugyanazon az oldalon együtt két derékszöggel egyenl® bels®szögek keletkeznek.30. Az ugyanazzal az egyenessel párhuzamos egyenesek egymással is párhuza-mosak.31. Adott ponton át adott egyenessel húzható párhuzamos egyenes.32. Minden háromszögben az egyik oldal meghosszabbításakor keletkez® küls®szög egyenl® a két szemközti bels® szög összegével, és a háromszög hárombels® szöge együtt két derékszöggel egyenl®.33. Egyenl® és párhuzamos szakaszokat ugyanazon az oldalon összeköt® sza-kaszok maguk is egyenl®k és párhuzamosak.34. A párhuzamos vonalú idomok szemközti oldalai és szögei egyenl®k egymás-sal, és az átló felezi ®ket.35. Az ugyanazon az alapon és ugyanazon párhuzamosok között fekv® parale-logrammák egyenl®k egymással.36. Az egyenl® alapokon és ugyanazon párhuzamosok között fekv® paralelog-rammák egyenl®k egymással.37. Az ugyanazon az alapon és ugyanazon párhuzamosok között fekv® három-szögek egyenl®k egymással.38. Az egyenl® alapokon és ugyanazon párhuzamosok között fekv® háromszö-gek egyenl®k egymással.39. Az ugyanazon az alapon és ugyanazon az oldalon fekv® egyenl® háromszö-gek ugyanazon párhuzamosok között is fekszenek.40. Az egyenl® alapokon és ugyanazon az oldalon fekv® egyenl® háromszögekugyanazon párhuzamosok között is fekszenek.



1.8. EUKLIDÉSZ 5141. Ha egy paralelogrammának ugyanaz az alapja, mint egy háromszögnek, ésugyanazon párhuzamosok között fekszik, akkor a parallelogramma kétsze-rese a háromszögnek.42. Szerkeszthet® adott háromszöggel egyenl® adott egyenes vonalú szög¶ pa-rallelogramma.43. Minden paralelogrammában az átló körülötti paralelogrammák kiegészít®iegyenl®k egymással.44. Illeszthet® adott szakaszhoz adott háromszöggel egyenl® adott egyenesvo-nalú szöggel rendelkez® parallelogramma.45. Szerkeszthet® adott egyenesvonalú alakzattal egyenl® és adott egyenesvo-nalú szöggel rendelkez® parallelogramma.46. Adott szakaszra mint oldalra emelhet® négyzet.47. A derékszög¶ háromszögben a derékszöggel szemközti oldalra emelt négy-zet egyenl® a derékszöget közrefogó oldalakra emelt négyzetek összegével.48. Ha egy háromszögben az egyik oldalra emelt négyzet egyenl® a háromszögmásik két oldalára emelt négyzetek összegével, akkor derékszög a három-szög másik két oldala által közrefogott szög.
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1.9. BOLYAI 531.9. Bolyai

1.40. ábra. Bolyai JánosBolyai János m¶vét - a kor szokása szerint - folyamatosan leírt, paragrafu-sokra bontott, összefügg® szövegként tette közzé. E fejezetnek a hiperbolikuspárhuzamosságról szóló bekezdését az � m¶ve alapján építettük fel. A f®vonal könnyebb áttekintése miatt megpróbáljuk - a paragrafus bontás elha-gyásával - de�ní
ióit tételeit azok lineáris rendjében tolmá
solni.Bolyai János: AppendixA tér abszolút igaz tudományaA XI. Euklides-féle axióma (a priori soha elnem dönthet®) helyes,vagy téves voltától független tárgyalásban: annak téves voltaesetére, a kör négyszögesítésével.Definí
iók :1. Félegyenesek párhuzamossága az elpattanás fogalma alapján.2. Paraszférának ( F -nek) nevezzük az A pontnak és mindazon B pontok-nak az összességét, amelyeknek bármelyike olyan, hogyha BN párhuzamos
AM-el akkor NBA∡ =MAB∡. Az F -nek bármely az AM egyenest tar-talmazó síkkal való metszetét L para
iklusnak nevezzük.3. Az Euklidész XI. axiómája (V.Posztulátum) igaz voltának feltevésén fel-épül® geometriát nevezzük∑-nak az ellenkez® feltevésen alapulót S-nek.Mindazok a tételek, amelyeknél nem említjük kifejezetten, hogy vajon a∑vagy az S rendszerben érvényesek-e, abszolút igazak, vagyis állítjuk, hogyérvényesek, akár a ∑, akár az S rendszerben tekintjük ®ket.



54 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIATételek :1. A kezd®pont áthelyezhet® azon az egyenesen, mellyel az elpattanó egyenesthúztuk.2. A metsz® szakaszok félegyenessel bezárt szöge nullához tart.3. A kezd®pont áthelyezhet® az elpattanó félegyenesen.4. Adott félegyenessel párhuzamos félegyenesek, nem metsz®k.5. Ha az AB félegyenes az MAB∡ tartományban halad, akkor minden Bpontjához van olyan C pont azAM félegyenesen, amireBCM∡ = NAM∡.6. Ha BN párhuzamos AM , akkor az AM egyenesen van olyan F pont, hogy
MFB∡ = NBF∡.7. Ha BN félegyenes párhuzamos AM-el és G az AM , H pedig a BNegyenes pontja, akkor HN párhuzamos GM-el és GM párhuzamos HN -el.8. Ha BN párhuzamos AM-el, CP párhuzamos AM-el, és C a BN egye-nesen kívül van, akkor BN párhuzamos CP -vel.9. Ha BN párhuzamos CP , NBC∡ = PCB∡ és az NBCP tartománybanlév® AM mer®legesen felezi BC-t, akkor BN párhuzamos AM-el.10. Ha BN párhuzamos AM-el és azMAP és NBD (azonos térfélbe tartozó)félsíkoknak az MABN síkkal bezárt szögeik összege kisebb 2R-nél, akkormetszik egymást.11. Ha BN és CP párhuzamosok AM-el és NBA∡ = BAM∡, valamint
PCA∡ =MAC∡, akkor BN párhuzamos CP -vel és NBC∡ = PCB∡.12. Ha B az AM-hez tartozó L tetsz®leges pontja, és AM párhuzamos BN-el, akkor az A-hoz és B-hez tartozó L-ek megegyeznek.13. HaBN párhuzamos AM-el CP párhuzamosDQ-val, ésBAM∡+ABN∡ =
= 2R, akkor DCP∡ + CDQ∡ = 2R.14. HaBN párhuzamos AM-el CP párhuzamosDQ-val, ésBAM∡+ABN∡ <
< 2R, akkor DCP∡ + CDQ∡ < 2R.15. Ha AM valamely L-nek tengelye, akkor a ∑ rendszerben ez az L az
AM-re mer®leges egyenes.



1.9. BOLYAI 5516. L az S rendszerben is vonal és F felület.17. Az S rendszerben minden olyan sík, mely az F -nek A pontján megykeresztül és az AM tengelyhez ferdén áll, F -et körben metszi.18. Az S rendszerben valamely L-nek BN tengelyére mer®leges, s L síkjábanlév® BT egyenes érint®je L-nek.19. F -ben bármely két L-vonal alkotta szög a szárait tartalmazó F -re mer®-leges síkok lapszögével egyenl®.20. Két ugyanabban az F -ben lév® L vonal, amelyek egy harmadik L vonallal
2R-nél kisebb összeget adó bels® szöget alkotnak, metszik egymást.21. Az F felületen -ha az egyenesek szerepét az L vonalakra ruházzuk át- akkor a XI. axióma, és a ∑ sík egész geometriája és trigonometriájaérvényes. Így annak a körnek a kerülete, amelynek az F felület L vonalamentén mért hossza r 2πr, az F felületen mért területe r2π-vel egyenl®.22. Ha AB az AM tengelyhez tartozó L-vonal és C az AM-en van, ha továbbáa CAB∡ szöget - melynek egyik szára az AM tengely, másik szára azL alakú AB - mindkét irányban a végtelenbe toljuk akkor C-nek útja a
CM tengelyhez tartozó L vonal. Ezt az AB-vel párhuzamos L-vonalnaknevezzük.23. Ha AB és CD párhuzamos L-vonalak, akkor az (AB) illetve (CD) ívekhosszának aránya független a hosszuktól, az AC távolságtól meghatározottérték. Ha az AC távolságot kis x-el jelöljük, a megfelel® párhuzamos ívekhosszának arányát nagy X-el jelöljük.24. Y = X

x
y . Az S rendszerben X = 1 a ∑ rendszerben X > 1, és bármely

AB, ABE ívekhez megadható CDF úgy, hogy CDF párhuzamos ABEés CD ív egyenl® AB ívvel. Azaz két párhuzamos egyenes által határolt tar-tomány egybevágó tetsz®leges az el®bbiekkel párhuzamos egyenesek általhatárolt tartománnyal. Spe
iálisan �a rész lehet egyenl® az egésszel�.25. Bármely egyenesvonalú háromszögben az oldalakkal egyenl® sugarú körökkerületei úgy aránylanak egymáshoz, mint a velük szemközti szögek sinusai.26. Bármely gömbháromszögben az oldalak sinusai úgy aránylanak egymás-hoz, mint a velük szemközti szögek sinusai. Következésképpen a gömbitrigonometria a párhuzamossági axiómától független.



56 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA27. Ha AC és BD mer®leges AB-re, s a CAB∡-et az AB egyenes menténeltoljuk, akkor a C pont útja a CD (hiper
iklus) ív, akkor ennek hosszaaz AB szakasz hosszához úgy aránylik, mint a sinCAD∡ a sinADB∡értékhez.28. Ha AB > CD párhuzamos L-ívek x távolsággal, akkor
X = sinACB∡ : sinCBD∡.29. Ha BAM∡ = R, az AB szakasz hossza y és BN párhuzamos AM-el,akkor az S rendszerben Y = cot 1

2
NBA∡.30. Az y sugarú kör kerülete az S-rendszerben πk (e y

k − e− y

k

), ahol k számhoztartozó K éppen e = 2,7182818...31. Jelölje a, b egy derékszög¶ háromszög két befogóját c pedig az átfogóját.
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.32. Legyen a z hosszú AB, valamely vonal a síkon, melynek CA,CB me-r®leges egyenespárra vonatkozó derékszög¶ koordináták szerinti egyenlete

y = f(x). A CAB tartomány területe u. Ha például, AB AM tengely¶ Lvonal ennek egyenlete:
e

y

k = e
x
k +

√
e

2x
k − 1.33. Legyen az AB p hosszú alapvonalhoz tartozó q távolságra lev® CD hiper-
iklus ív hossza r, ekkor a CABDC tartomány s területe:
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.



1.9. BOLYAI 5734. A p terület¶ síkidom és a rá mer®leges t hosszú szakaszok által meghatá-rozott test térfogata:
v =
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8
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pq.35. Az r sugarú kör területe:

πk2
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e

r
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r
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)
.36. Az r hosszúságú L vonal és a vele párhuzamos x távolságra lev® L vonaláltal közrezárt szektor területe:

u = rk
(
1− e−x

k

)
,így a teljes para
iklus tartomány területe, illetve egy p paraszféra tartománymetszet¶ szektor térfogata:

rk illetve 1

2
pk.37. Az S rendszerben a gömb felszíne és térfogata:

p2

π
illetve 1

2
πk3(X2 −X−2)− 2πk2x,ahol x a sugár és p a gömbi f®kör kerülete.38. Az AB szakasztól q távolságra lev® pontok által meghatározott felületfelszíne és a kapott forgásfelület térfogata:

1

2
πkp(Q2 −Q−2),illetve

1

4
πk2p(Q−Q−1)2.Megállapítások :1. Ha k végtelenhez tart, akkor bármely k-t tartalmazó kifejezés határérté-ke éppen a megfelel® ∑ rendszerbeli mennyiség, ha
sak azonosság nemkeletkezik.



58 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA2. Eldöntetlen marad, hogy vajon a valóságban a ∑ vagy pedig valamelyikS rendszer teljesül-e.3. Mindaz, amit a XI. axióma (V. Posztulátum) helytelenségének feltevéséb®llevezettünk, abszolút igaz, ebben az értelemben tehát semmiféle feltevésrenem támaszkodik. Van eszerint olyan a priori sík trigonometria, amelynél
supán az igaz rendszer ismeretlen és ezért 
sakis a kifejezések abszolútnagysága marad meg nem határozott, azonban egyetlen ismert eset alapjánnyilván az egész rendszert rögzíthetn®nk. A gömbi trigonometriát viszontabszolút érvényben bizonyítottuk. Az F felületen a ∑ rendszer sík geo-metriájának tökéletesen megfelel® geometria érvényes.4. Ha tudnók, hogy∑ érvényes, akkor e tekintetben semmiféle további nyíltkérdés nem maradna. Ha azonban tudnók, hogy nem érvényes, akkor szük-séges volna, hogy rendelkezzünk, valamin® olyan konkrét a értékkel, amely-hez tartozó A ismeretes. Ebben az esetben k természetes hosszegység vol-na. Ha tudnók, hogy k létezik akkor gyakorlatilag tökéletes pontossággalmegszerkeszthet®.5. Nyilvánvaló, hogy a korábban kifejtett értelemben, minden térbeli feladataz analízis újabb, kell® határok között igen elismerésre méltó módszeréveltárgyalható.6. Következik végül, ami a szíves olvasó számára bizonyára nem érdektelen,hogy abban az esetben, ha valóságban nem ∑ hanem S rendszer volnaérvényes, akkor a körrel egyenl® terület¶ egyenesvonalú idom szerkeszthet®.Szerkesztések :1. Adott pontból, adott félegyenessel párhuzamos félegyenes szerkesztése.2. S-ben olyan egyenes szerkesztése, mely adott hegyesszög egyik szárávalpárhuzamos és mer®leges a másik szárára.3. Adott egyenesen áthaladó, adott síkra mer®leges sík és az adott sík met-szésvonalának szerkesztése.4. Párhuzamos félegyeneseken korrespondeáló pontpár szerkesztése.5. Az F felületen a XI. axióma használata nélkül elvégezhet®k mindazok aszerkesztések, amelyek a ∑ rendszerben a síkon elvégezhet®ek.6. Az MN egyenes t távolsághoz tartozó távolságvonalai AG illetve CH .Ekkor az AGC△, AGH△ háromszögek szögösszege és területe egyenl®.



1.9. BOLYAI 597. Egyenl® terület¶, egy egyenl® oldallal rendelkez® háromszögek szögösszegeegyenl®.8. Egyenl® terület¶ háromszögek szögösszege egyenl®.9. Ha az ABC△-ben u, aDFE△-ben v a szögösszeget 2R-re kiegészít® szög,akkor a két háromszög területének aránya u : v.10. A gömbháromszögek felszínének az aránya szögösszegeik 2R-et meghaladórészeinek, ex
esszusainak arányával egyenl®. A z ex
esszusú gömbhárom-szög felszíne:
zp2

4π2
.11. Ha z egészíti ki 2R-re a háromszög szögösszegét, akkor területe:

zk2.A háromszorosan aszimptotikus háromszög területe határátmenettel :
πk2.12. Megadható a paraszférán az aszimptotikus háromszöggel egyenl® terület¶kör, és körz®s-vonalzós eljárással szerkeszthet® ugyanilyen terület¶ négyzet.Azaz vagy érvényes Euklidész XI. axiómája, vagy lehetséges a kör négyszö-gesítése.� Hátra volna végül a tárgy minden vonatkozásban való lezárá-sa érdekében annak bizonyítása, hogy mindennem¶ feltevés nélkülnem lehet eldönteni, vajjon ∑, vagy pedig valamelyik S (és me-lyik) teljesül. Ezt azonban kedvez®bb alkalomra halasztjuk.�
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1.10. LOBACSEVSZKIJ 611.10. Loba
sevszkij

1.41. ábra. Nyikoláj Ivanovi
s Loba
sevszkij��Ki ne értene egyet azzal, hogy semmiféle matematikai tudo-mánynak nem volna szabad olyan homályos fogalmakkal kezd®dnie,mint amilyenekkel mi, Euklidész nyomán, a geometriát kezdjük,és hogy sehol a matematikában nem engedhet® meg a szigorúság-nak az a hiánya, amelyet a párhuzamosok elméletében kénytelenekvoltunk elt¶rni.�� Írja Loba
sevszkij els® kiadott m¶vében. A két feladatközül a másodikat sikeresen megoldotta ugyan de kortársai ugyanúgy nemismerték fel teljesítményének volumenét, ahogy Bolyai Jánosét sem. Többpróbálkozás után sikerült 
sak az általa �Elképzelt geometriának� nevezettstruktúrához azt ért® és elismer® olvasót találnia. 1840-ben németül megje-lenteti �A Geometriai vizsgálatok a párhuzamosok elméletének köréb®l� 
.kiadványát mellyel talál egy ilyen olvasót, Gauss-t. Fejezetünk ezen kiadványtételeit tartalmazza. Loba
sevszkij nem tör®dött az abszolút geometriai té-telek és az axiómák szétválasztásával illetve az egymásra épül® új tételektartalom szerinti tagolásával � így mi is így teszünk.Ny.I. Loba
sevszkij: Geometriaivizsgálatok a párhuzamosok elméleténekköréb®l.Elfogadott tételek :1. Az egyenes vonal minden helyzetben fedi saját magát. Ezen azt értem, hogyha azt a felületet, amely az egyenest tartalmazza, az egyenes két pontjakörül elforgatjuk, az egyenes helyzete nem változik.2. Két egyenes nem metszheti egymást két pontban.



62 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA3. Az egyenes, mindkét irányban kell®en meghosszabbítva, minden határontúlmegy és így bármely zárt síkrészt két részre oszt.4. Ha két egyenes külön-külön mer®leges egy harmadikra, akkor bármennyiremeghosszabbítva sem metszik egymást.5. Ha egy egyenes átmegy egy másik egyenes egyik partjáról a másikra, akkormetszi azt.6. A 
sú
sszögek, vagyis két olyan szög, amelyek bármelyikének szárai a másikszög szárainak meghosszabbításai, egyenl®ek. Ez egyaránt áll egyenesekáltal alkotott síkbeli szögekre, és síkok által meghatározott lapszögekre.7. Két egyenes nem metszheti egymást, ha egy harmadik mindkett®t ugyan-abban a szögben metszi.8. A síkháromszögben egyenl® oldalakkal szemben egyenl® szögek vannak ésfordítva.9. A síkháromszögben nagyobb oldallal szemben nagyobb szög van. A de-rékszög¶ háromszög átfogója nagyobb bármelyik befogónál, a rajta lev®szögek hegyesszögek.10. Két síkháromszög egybevágó, ha egy oldaluk és két szögük, vagy két ol-daluk és az azok által bezárt szögük, vagy két oldaluk és ezek közül anagyobbikkal szemben lev® szögük, vagy három oldaluk páronként egyen-l®.11. Ha egy egyenes mer®leges két másik, vele nem egysíkú egyenesre, akkormer®leges mindazokra az egyenesekre, amelyek e két utóbbi egyenes síkjá-ban vannak és átmennek azok metszéspontján.12. Gömb síkmetszete kör.13. Az olyan egyenes, mely mer®leges két egymásra mer®leges sík metszésvo-nalára és benne van az egyik síkban, mer®leges a másik síkra.14. A gömbháromszögben egyenl® oldalakkal szemben egyenl® szögek vannak,és megfordítva.15. Két gömbháromszög egybevágó, ha két oldaluk és az azok által bezártszögük, vagy egy oldaluk és az azon lev® két szögük páronként egyenl®.



1.10. LOBACSEVSZKIJ 63Magyarázott vagy bizonyított tételek :1. A síkban az egy ponton átmen® egyenesek, egy adott egyeneshez való vi-szonyukat tekintve, két osztályba sorolhatók: a metsz®k és a nem metsz®kosztályába. A két osztály határát alkotó egyenest az adott egyenessel pár-huzamosnak nevezzük. A pontból az egyenesre bo
sátott mer®leges és apárhuzamos által meghatározott szög a párhuzamossági szög. Ezt a pontés egyenes távolságának a függvényeként tekintjük.2. A párhuzamos egyenes minden pontjában kielégíti a párhuzamosság krité-riumát.3. Két egyenes párhuzamossága mindig köl
sönös.4. A háromszög bels® szögeinek összege nem lehet több két derékszögnél.5. Ha van egy olyan síkháromszög, melyben a szögek összege két derékszög,akkor ugyanez áll bármely más háromszögre is.6. Adott ponton át mindig húzható olyan egyenes, mely egy adott egyenesseltetszésszerinti kis adott szöget zár be.7. Ha két olyan egyenes, mely mer®leges ugyanarra a harmadikra, párhuzamosegymással, akkor bármely síkháromszög szögeinek összege π-vel egyenl®.Ezen a feltevésen alapszik a közönséges geometria. Az ellenkez® feltevés ismegengedhet®, mert semmiféle ellentmondásra nem vezet ; ezen alapszikaz az új geometria, amelyet én elképzelt geometriának neveztem el.8. Bármely adott szöghöz található olyan távolság, amelyhez tartozó párhu-zamossági szög az adott szög.9. Minél inkább meghosszabbítjuk a párhuzamosokat párhuzamosságuk irá-nyában, annál jobban közelednek egymáshoz.10. Ha két egyenes párhuzamos egy harmadikkal, akkor egymással is párhuza-mosak.11. Ugyanazon gömb felszínén az átellenes gömbháromszögek területe egyenl®.12. A triéder térszöge egyenl® lapszögeinek fél összegével, levonva ebb®l egyderékszöget.13. Ha három sík párhuzamos egyenesekben metszi egymást, akkor a háromlapszög összege egyenl® két derékszöggel.



64 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA14. A síkháromszög mer®leges oldalfelez®i vagy nem metszik egymást, vagymindhárman egy közös ponton mennek át.15. Ha a háromszög mer®leges oldalfelez®i közül kett® párhuzamos, akkor minda három párhuzamos egymással.16. Határvonalnak (horo
iklusnak) nevezzük az olyan síkgörbét, melyben a hú-rok mer®leges felez®i mind párhuzamosak egymással.17. Ha egy kör sugara minden határon túl n®, a kör határvonalba megy át.18. Az AA′, BB′ párhuzamos félegyenesek közötti AB, A′B′ határvonalívekhossza s illetve s′. Ekkor
s′ = e−xs,ahol x az AA′ = BB′ szakaszhossz, e > 1 állandó független az ívekhosszától és az x távolságuktól. A továbbiakban e legyen a természeteslogaritmus alapszáma.19. A határvonalat egyik tengelye körül megforgatva a határfelületet kapjuk. Ahatárfelület bármely két pontját összeköt® húr egyenl® szög alatt hajlik avégpontjain átmen® tengelyekhez. A határfelület bármely tengelye forgás-tengely és a tengelyen keresztülhaladó sík a felületet határvonalban metszi.20. A határfelületháromszög oldalai és szögei között ugyanazok az összefüggé-sek állnak fenn, mint a közönséges geometriában a síkháromszögek oldalaiés szögei közt.21. A derékszög¶ háromszög oldalai és szögei közti összefüggések, ha átfogója

c befogói a illetve b az ezekkel szemben lev® szögei Π(α) illetve Π(β), aholezek jelentése az α illetve β távolságokhoz tartozó párhuzamossági szög:
sin Π(c) = sinΠ(a) sinΠ(b)

sin Π(β) = cosΠ(α) sinΠ(a).22. A fenti derékszög¶ síkháromszöggel együtt létezik egy gömbháromszögamelynek oldalai Π(c), Π(a) illetve Π(β), szögei pedig rendre Π(b) , 1
2
πilletve Π(1

2
π−α). Ha az oldalait ezen gömbháromszögnek most a, b illetve

c jelöli, a befogókkal szemközti szögeket pedig A illetve B, a megel®z®formulák az ismert :
sin a = sin c sinA,

sin b = sin c sinBformulákba mennek át, így a gömbi trigonometria abszolút.



1.10. LOBACSEVSZKIJ 6523. A párhuzamossági szögre fennáll :
tan

1

2
Π(x) = e−x.24. Általános háromszögre adódik:

sinA tanΠ(a) = sinB tanΠ(b),

cosA cosΠ(b) cos Π(c) +
sinΠ(b) sin Π(c)

sinΠ(a)
= 1,

cotA sinC sinΠ(b) + cosC =
cosΠ(b)

cosΠ(a)
,

cosA + cosB cosC =
sinB sinC

sin Π(a)
.� Ezen egyenletek már maguk is elegend® alapot adnak arra,hogy az elképzelt geometria feltevését lehetségesnek tartsuk. A kö-zönséges geometriából folyó számítások pontosságának ellen®rzésé-re így nin
s más eszközünk, mint a 
sillagászati meg�gyelések. Mintarra egyik munkámban rámutattam, az euklidészi geometria annyi-ra pontos közelítést ad, hogy azokban a háromszögekben, amelyekmér®eszközeink számára hozzáférhet®ek, a szögek összegének kétderékszögt®l való eltérése a másodper
 századrészénél is kisebb.�
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1.11. HILBERT 671.11. Hilbert

1.42. ábra. David Hilbert.
A párhuzamossági axióma hiperbolikus változata megfogalmazható úgy,hogy folytonosságra vonatkozó állítást is tartalmazzon. Hilbert ezt észrevé-ve a hiperbolikus síkgeometria egy folytonossági axiómát nem tartalmazómegalapozását adja. Ezt a remek munkát tekintjük most át.D. Hilbert: A Bolyai-Loba
sevszkij-félegeometria újabb megalapozása.Illeszkedési axiómák:1. Két ponthoz, mindig tartozik egy egyenes, amely a két pont mindegyikéhezilleszkedik.2. Két ponthoz nem tartozik több mint egy egyenes, amely a pontok mind-egyikéhez illeszkedik.3. Minden egyeneshez legalább két pont illeszkedik. Van három olyan pont,amelyek nem illeszkednek egy egyeneshez.Rendezési axiómák:1. Ha egy B pont két másik A és C között van, akkor a három pont egyegyenesnek különböz® pontja és B C és A között is van.



68 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA2. Két ponthoz, A-hoz és C-hez az AC egyenesnek legalább egy olyan Bpontja tartozik, hogy a C A és B között van.3. Egy egyenesnek bármely három pontja közül az egyik, de 
sak az egyik vana másik kett® között. Két pont között fekv® pontok halmaza a szakasz.4. Legyen A,B,C három nem egy egyenesre es® pont és a egy olyan egyenesa síkjukban, amely egyiken sem megy át; ekkor ha az a egyenes az ABszakasz egyik pontján átmegy, feltétlenül átmegy vagy BC vagy az ACszakasz egy pontján.Egybevágósági axiómák:1. Ha A, B egy a egyenesnek két pontja s ha továbbá A′ egy a′ egyenesnekpontja, akkor egy az A′ által az a′ egyenesen létesített, megadott félegyene-sen mindig van egy olyan B′ pont, hogy az AB szakasz az A′B′ szakasszalegybevágó, vagy egyenl®.2. Ha egy A′B′ szakasz és egy A′′B′′ szakasz ugyanazzal az AB szakasszalegybevágó, akkor A′B′ szakasz az A′′B′′ szakasszal is egybevágó.3. Legyen adott az a egyenesen két, közös pont nélküli szakasz, AB és BC,legyen adva továbbá ugyanazon, vagy egy másik a′ egyenesen két, közöspont nélküli szakasz, A′B′ és B′C ′ ; akkor, ha AB ∼= A′B′ és BC ∼= B′C ′,egyben AC ∼= A′C ′. (Szög, szögtartomány de�ní
iója.)4. Legyen adva (h, k)∡, egy a′ egyenes és az a′ egyenes egyik oldala, h′ jelent-se az a′ egyenesnek egyik félegyenesét, amely O′ pontból indul ki ; akkoregy és 
sakis egy olyan k′ félegyenes van, hogy (h, k)∡ szögtartomány egy-bevágó, vagyis egyenl® (h′, k′)∡ szögtartománnyal, és hogy ugyanakkor a
(h′, k′)∡ összes bels® pontjai az a′ megadott oldalán vannak. Minden szögönmagával egybevágó.5. Ha két háromszög két oldala és a közrezárt szöge egybevágó, akkor egymásik megfelel® szögük is egybevágó.Az eddigi axiómákból könnyen adódnak a háromszögek egybevágóságára,valamint az egyenl®szárú háromszögre vonatkozó tételek, egyszersmind be-látható, hogy lehet mer®legest állítani, vagy mer®legest bo
sátani, valamintadott szakaszt, vagy adott szöget felezni. Éppen úgy, ahogy Euklidésznél aza tétel is következik, hogy minden háromszögben két oldal összege nagyobb,mint a harmadik oldal.



1.11. HILBERT 69Az egymást metsz® és nem metsz® egyenesek axiómája:1. Ha b tetsz®leges egyenes és A egy nem rajta lev® pont, akkor mindig vankét A-ból induló félegyenes a1 és a2 amelyek nem egészítik ki egymástegyetlen egyenessé és amelyek nem metszik a b egyenest, viszont minden,az a1, a2 szögtartományban lev®, A-ból induló félegyenes metszi a b egye-nest. Bontsuk fel a b egyenest valamilyen B pontból két félegyenesre, b1-reés b2-re úgy, hogy a1, b1 illetve a2, b2 az AB egyenes azonos oldalán le-gyen, akkor az a1 félegyenest a b1-hez az a2 félegyenest a b2-höz viszonyítvapárhuzamosnak mondjuk. Hasonlóképpen mondjuk, hogy az a1, a2 félegye-nesek a b egyenessel párhuzamosak és mind a két egyenesr®l, melynek a1illetve a2 részei, hogy párhuzamosak b-vel.További tételek és definí
iók:1. Az egyenesek, félegyenesek párhuzamossága szimmetrikus és tranzitív. (Gaussbizonyítása nem használ folytonosságot.) Minden félegyenes meghatározegy véget az egymással párhuzamos félegyenesek ugyanazt a véget hatá-rozzák meg.2. Ha A,B illetve A′,B′ két pontpár α, α′ két vég, úgy ,hogy AB ∼= A′B′,
αAB∡

∼= α′A′B′
∡
valamint αBA∡

∼= α′B′A′
∡
, akkor az ABα illetve A′B′α′alakzatokat egybevágónak mondjuk. Ismert módon de�niáljuk az egyenesrevonatkozó tükrözés fogalmát, a tükörkép egyenes fogalmát.3. Ha két egyenes egy harmadikat ugyanakkora váltószögben metsz, akkor akét egyenes nem párhuzamos egymással.4. Ha adva van bármilyen két egyenes, amelyek egymást nem metszik és nempárhuzamosak egymással, akkor mindig van egy olyan egyenes, amely mind-kett®re mer®leges.5. Ha adva van két tetsz®leges, egymással nem párhuzamos félegyenes, akkormindig van egy olyan egyenes, amely a két félegyenes mindegyikével pár-huzamos, azaz mindig van olyan egyenes, amelyhez két el®írt vég tartozik.6. Legyen adott két egymással párhuzamos egyenes a és b és az általuk ha-tárolt síktartományban egy O pont. Legyen Oa az O pontnak az a-ra és

Ob az O pontnak a b-re vonatkozó tükörképe és M az OaOb szakasznaka középpontja. Akkor az az M-b®l induló egyenes, amely a-val és b-vel ispárhuzamos mer®leges M-ben az OaOb-re.



70 1. FEJEZET. ABSZOLÚT GEOMETRIA7. Ha három egyenes egyik vége közös, akkor a rájuk vonatkozó tükrözésekszorzata, megegyezik egy olyan egyenesre vonatkozó tükrözéssel, melynekszintén ugyanez az egyik vége.8. Felveszünk egy egyenest melynek végeit 0-val és ∞-el jelöljük. Ennek egy
O pontján át rá mer®leges egyenest állítunk ennek végei ±1. Ha α illetve βkét∞-t®l különböz® vég, az összegük α+β az O pont α∞, β∞ egyenesek-re vonatkozó tükörképeinek felez®pontját ∞-vel összeköt® egyenes másikvége. Az összeadásra a végek kommutatív additív 
soportot alkotnak.9. Ha egy vég a 0∞ egyenes +1-el megegyez® oldalán van akkor pozitív-nak nevezzük, ellenkez® esetben negatívnak. Az (1,−1),(α,−α), (β,−β)egyenesek mer®legesek (0,∞) egyenesre rendre O,A,B pontokban metsz-ve azt. Tekintsük azt az egyenest, mely szintén mer®leges (0,∞)-re és aztolyan C pontban metszi, melyre BC ∼= OA és az O-tól A felé haladóirány a B-t®l C felé haladó iránnyal megegyezik. Ennek végei legyenek
±αβ (α, β pozitívok). A végek ezen szorzásra nézve kommutatív multipli-katív 
soportot alkotnak10. Az α, β végpontú egyenes koordinátái legyenek u = αβ, v = α+β

2
. Ha

α, β, γ olyan végek, hogy 4αγ − β2 vég pozitív, akkor azon egyenesekmelyek koordinátái az
αu+ βv + γ = 0egyenletet kielégítik egy ponton mennek át.� Miután megállapítottuk, hogy a pont egyenlete vonalkoordi-nátákban lineáris, könnyen következik az egyenespárra vonatkozóPas
al tétel és a perspektív helyzet¶ háromszögekr®l szóló Desar-gues tétel, valamint a projektív geometria többi tétele. Ezek utána Bolyai-Loba
sevszkij- féle geometria ismert képletei is nehézségnélkül levezethet®k és így ez a geometria 
supán a mi axiómáinkalapján is felépíthet®.�
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Sík Sándor: Belenéztem a napba

Egyszer, egy sugaras, pirosló reggelen,
A virradati Napba két szemmel belenéztem.

És ama reggel óta, örökre megigézten,

Járok fényittasan és a Nap jár velem.

Egy csodavillanás, egy percnyi perc alatt
Azon a reggelen a Nap szívembe égett.

S azóta mást se látok, csak egy nagy fényességet,

Csak lángot és tüzet, csak égő sugarat.

Amerre fordulok, a rét rezgő füvén,

És felhős ormain a ködlő messzeségnek:
Ezer picike Nap, ezüst ezernyi fény

Szikrázó szemei győzelmes tűzzel égnek.

És kívül és belül, örökre, szüntelen

Örvénylik és dalol a tüzes Végtelen.
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2. fejezetElliptikus és projektívsíkgeometriák
2.1. Elliptikus síkMint tudjuk, a geometria feltételezi a tér fogalmának, illetve a szerkesztések els®alapelveinek, mint ismert dolgoknak az ismeretét. De�ní
iókat ad közöttük,melyek elnevezés szint¶ek, az igazi meghatározottságuk az axiómákbanlépnek fel. Következésképpen az ezen feltevések közötti viszonyfelderítetlen marad, sem felfogni sem a priori elfogadninem tudjuk, hogy e kap
solatok vajonszükségesek-e vagy 
sak lehetségesek.B. Riemann: A geometria alapjait adó hipotézisekr®l.Bernhard Riemann veti fel a párhuzamossági axióma tagadásának azt aformáját, amely a nem metsz® egyenesek létezésének lehet®ségét zárja ki. Ki-indulási modelljeként a gömbfelszín geometriájának akkor is jól ismert példá-ja szolgált, amely keretében kétféleképpen építhetünk fel geometriát. Ha megszeretnénk ®rizni az egyenes két pont általi meghatározottságát az átellenespontok nem adhatnak a modellben különböz® pontokat. Ilyenkor tetsz®le-ges két egyenes pontosan egy közös pontot tartalmaz, az illeszkedési axióma
soport önduálissá válik, és valamit feltétlenül el kell hagynunk a maradékaxiómák közül, hiszen a nem metsz® egyenesek létezése az eddigi illeszkedési,rendezési és egybevágósági axiómáink következménye.A második lehet®ség az, hogy az els® illeszkedési axiómát hagyjuk el,azaz két ponton keresztül több különböz® egyenest is húzhatunk. Ilyenkoris módosítanunk kell néhány további axiómát és de�ní
iót de az euklidesziszemlélethez közelebb álló struktúrát kapunk, olyan eredményekkel, melyek73



74 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKa beágyazó euklideszi tér geometriájából könnyen levezethet®k. Elvi szem-pontból ez a lehet®ség a kevésbé érdekes, az így kapható állítások összességétnevezzük gömbi geometriának.A továbbiakban a lényegesen messzebb vezet® els® lehet®ség szisztemati-kus vizsgálatához kezdünk, meg®rizzük tehát illeszkedési axiómáinkat, újrafogalmazzuk a maradék axiómarendszer azon elemeit, melyeknél ez szük-séges, és feltesszük, hogy bármely két egyenes pontosan egy közös ponttalrendelkezik. Ily módon az u.n. elliptikus geometriát építjük fel.Az elliptikus geometria axióma 
soportjai az illeszkedési, rendezési, egy-bevágósági, folytonossági axiómák és a párhuzamossági axióma elliptikus vál-tozatát tartalmazzák.Az illeszkedési és folytonossági axiómák megegyeznek az abszolút geo-metriák megfelel® axiómáival. A rendezési axióma 
soport alaprelá
iója azegyenes négy pontja között értelmezett pontpárok elválasztásának fogalma,ahogy azt az 1.1.2. alfejezetben láttuk. (A megfelel® jelölés : (ACBD) azaz
AB elválasztja CD-t.)Rögtön módosíthatjuk a párhuzamossági axiómát is, legyen az ötödikaxióma 
soport egyetlen axiómája, az euklideszi párhuzamossági axióma Ri-emann féle tagadása:Axióma (Elliptikus párhuzamossági axióma). Tetsz®leges két egysíkú egye-nes egy pontban metszi egymást.A szakasz fogalmát másképp kell megadnunk, egy pont nem bontja felaz elliptikus egyenest, két pont két halmazra bontja az egyenest ezek közöttkülönbséget nem tudunk tenni, azaz szükséges egy harmadik pont a de�ní
i-óhoz.2.1.1. De�ní
ió. Az egyenes A,B,C ponthármasa által meghatározott A, Bvégpontú szakasz azon D pontokból áll, melyekre (ACBD) teljesül.Világos, hogy ha (ACBD),akkor az A,B végpontokkal rendelkez® D-tilletve C-t tartalmazó szakaszok diszjunktak és uniójuk (A illetve B kivéte-lével) kiadja az egyenest. Az egyenes a továbbiakban viszont nem fogja kétfélsíkra bontani a síkot. Legyen adva ugyanis egy egyenes és rajta kívül kétpont. A két pont által meghatározott egyenes két szakaszra bomlik melyekközül az egyik tartalmazza az adott egyenes valamely pontját, a másik vi-szont nem. Így olyan ekvivalen
ia relá
ió a pontpárokon, mint "ekvivalens kétpont ha szakaszuk (egyik szakaszuk stb.) nem metszi az adott egyenest" nemválasztja két osztályba a sík pontjait. Így tehát a félsík de�ní
iójához nemjuthatunk el. Igaz azonban, hogy két metsz® egyenes két tartományra bontjaa síkot, melyeket szögtartománynak nevezhetünk. Valóban, tetsz®leges két



2.2. PROJEKTÍV SÍK 75pont összeköt® egyenese az adott egyenespárt két pontban metszi és az adottpontok illetve ezen utóbbiak által meghatározott pontpárok elhelyezkedésekétféle lehet, elválasztják egymást vagy sem. Ezen tulajdonság alkalmas egykét osztállyal rendelkez® ekvivalen
ia relá
ió de�niálásához, mely osztályaitnevezhetjük a két egyenes által meghatározott szögtartományoknak.Érdekes észrevenni, hogy a nem metsz® egyenesek létezésére vonatkozóbizonyításunk milyen módon sérül. Tegyük fel, hogy nem tettük fel semelyikpárhuzamossági axiómát, de tudunk egybevágóságokra vonatkozó alapállí-tásokról, szögek, szakaszok, háromszögek bizonyos egybevágósági állításaitismerjük. Ekkor a nem metsz® egyenesek létezésér®l szóló bizonyításunk aztmondja, hogy ha a két (egy harmadikat azonos szög alatt metsz®) egyenes-nek van közös pontja akkor a harmadik egyenes által meghatározott mindkétfélsíkban van közös pontja, azaz két különböz® közös pontot találunk. Ha azegyenes nem választja szét két félsíkra a síkot, semmi sem garantálja, hogyaz általunk megtalált két pont különböz®...A teljes elliptikus tér felépítéséhez szükséges még az egybevágósági axió-mák alkalmas átalakítása. Ha a szögtartomány a fenti módon de�niált (az-az egyenesek határolják) akkor szögtartományok metszeteként lehet három-szögtartományt de�niálni és három pont négy háromszögtartományt határozmeg, melyek uniója a teljes sík. A háromszögtartományt határoló szakaszokuniója a háromszögvonal. A szakasz és szögfelmérésre vonatkozó axiómák ese-tében egybevágó szakaszpárok illetve szögpárok felmérésér®l beszélhetünk, afelbontási axiómát pont helyett pontpárra kell megfogalmazni. Mérték beve-zetése esetén az egyenes hossza véges szám lesz, pontpár távolsága pedig akét meghatározott szakasz közül a nem nagyobb hossza.Az elliptikus geometriában a terület (térfogat) függvény szintén értelmez-het® és a háromszög területe a háromszög szögeit®l függ mint a hiperbolikusgeometriában.Az elliptikus sík legfontosabb modellje a háromdimenziós tér egységgömb-jének a felszíne, mikor is az átellenes pontokat azonosítottuk. Az egyenesekfél f®körívek, szakaszok hosszát f®körív darabok hosszával mérjük, így a teljesegyenes hossza lehet például π. A szögek mérése f®körsíkok hajlásszögénekmérésével történhet a háromszög területét a T = (α + β + γ − π) szám azex
essus, a szögösszegnek a π-hez képest viszonyított többlete adhatja.2.2. Projektív síkHosszú id®t töltöttem az elvont tudományok tanulmányozásával; de kedvemetszegte az, hogy milyen kevés emberi kap
solatot szerezhetünk segítségükkel...B. Pas
al : Gondolatok 144.



76 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKAz elliptikus geometria egyik kézenfekv® modellje a projektív geometria.A fejezet 
élja olyan önálló megalapozást adni, amely során feltárul számosjól ismert tétel "igazi" szerepe. A klasszikus projektív geometria kialakulásajóval Riemann el®tt megtörtént, szinte valamennyi nagy matematikus nevé-hez f¶z®dnek projektív geometriához kap
solható eredmények. Számunkranem 
sak mint az elliptikus geometria egyik modellje fontos, hanem minta képi ábrázolás elvi hatástere is. Különösen érdekesek a hozzá kap
solhatóaxiomatikus vizsgálatok, melyek meglep® kap
solatokat tárnak fel, kon�gu-rá
iók, testelmélet és magasabb dimenziós geometriák között.2.2.1. Illeszkedési sík és a Desargues tétel2.2.1. De�ní
ió. Illeszkedési síknak nevezzük a pontok és egyenesek egyhalmazát, mely az alábbi axiómáknak eleget tesz:IS1. Axióma. Tetsz®leges két pont egyértelm¶en meghatároz egy egyenest,melyet a rájuk illeszked® egyenesnek nevezünk.IS2. Axióma. Tetsz®leges két egyenes egyértelm¶en meghatároz egy pontot,melyet a metszéspontjuknak nevezünk.IS3. Axióma. Van négy pont mely közül semelyik három nem illeszkedik egyegyenesre.Az illeszkedési sík Desargues-i sík, ha teljesül benne a Desargues tétel :Axióma (Desargues). Az AA′, BB′, CC ′ egyenesek pontosan akkor illesz-kednek egy pontra, amikor az X = AB∩A′B′, Y = BC∩B′C ′, Z = AC∩A′C ′pontok egy egyenesre illeszkednek.Könnyen látható, hogy a Desargues-i sík axiómarendszere önduális, ezérttetsz®leges tételével együtt annak duálisa is teljesül. Illeszkedési síknak van-nak kollineá
iói, értelmes a 
entrális-axiális kollineá
ió fogalma.2.2.2. De�ní
ió. Az illeszkedési sík kollineá
iója axiális, ha van pontonként�x egyenese, tengelye. Centrális-axiális, ha axiális és van olyan pont a síkon,melyen keresztülhaladó valamennyi egyenes invariáns. Ezt a pontot 
entrum-nak nevezzük.2.2.1. Lemma. Minden axiális kollineá
ió 
entrális-axiális kollineá
ió.Bizonyítás: Legyen kollineá
iónk tengelye t és tekintsünk egy rajta kívüli
P pontot a P ′ képével összeköt® egyenest. Ez az egyenes 
sak akkor nem



2.2. PROJEKTÍV SÍK 77
B

A

C
s

Y
Z

X

B
,

,

,
C

A

S

2.1. ábra. Desarguesi kon�gurá
ió
P=P

,

,

,

,
,

,

,

,

,
S=S

P

P Q

Q

C=C

P

P
Q

Q
R

R

D=D2.2. ábra. Tengelyes kollineá
iónak van 
entrumalétezik ha P = P ′. Ha a t-n kívüli valamennyi P pontra a P = P ′ tulajdonságteljesül a leképezés az identitás, így minden pont 
entrum.Az illeszkedési sík összes pontja nem illeszkedhet két egyenesre, ezért vanolyan Q pont, mely sem t-n sem PP ′-n nin
s rajta. Tekintsük ennek Q′ képét.Ha Q = Q′ valamennyi Q-n keresztülhaladó egyenes t-t Q-tól különböz®�xpontban metszi, így megegyezik saját képével, azaz Q 
entrum.Ha QQ′ egyenes meghatározott, akkor legyen PP ′ és QQ′ metszéspontja
C. Mivel P ′ nem P ezért a PP ′ egyenes invariáns hiszen a t-vel való metszés-pontja �xpont, így a leképezésnél saját magára képz®dik. Ugyanígy a QQ′egyenes is invariáns ezért C = C ′. Azaz C �xpont, ha nin
s t-n akkor 
entrumis. Ha C illeszkedik t-re, akkor QP és Q′P ′ a tengelyen metszik egymást.Tekintsük � ezen metszésponttól különböz® � tetsz®leges R pontját QP -nek.Ennek R′ képe P ′Q′-re illeszkedik. Ha RR′ nem megy keresztül C-n akkor
PP ′-t egy t-re nem illeszked® �xpontban metszi, ami ekkor nyilván 
entrum



78 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKis. Ez nem lehetséges, mert QQ′-nek is át kell haladnia a 
entrumon ezért C
entrum.A következ® tétel el®tt szükségünk lesz a háromdimenziós illeszkedési térfogalmára. Ez lényegében a projektív tér illeszkedési struktúráját adja megabsztrakt szintetikus formában. Szóhasználatunkban a pont, egyenes, sík sza-vak nem jelenthetik ugyanazt az objektumot, továbbá az egyenesek és síkokpontok halmazelméleti uniói, azaz minden egyenesen van két pont és min-den síkon három nem egy egyenesre es®. Az utolsó axióma néhány ellenpéldalehet®ségét kizárva (négy pontú modell, 
eruza elrendezés) garantálja az ál-talánosság azon szintjét, amely már megfelel® er®s tételek kimondását teszilehet®vé.2.2.3. De�ní
ió. Illeszkedési térnek nevezzük a pontok, egyenesek és síkokegy halmazát, mely az alábbi axiómáknak tesz eleget:S1. Axióma. Tetsz®leges két pont egyértelm¶en meghatároz egy egyenest,melyet a rájuk illeszked® egyenesnek nevezünk.S2. Axióma. Tetsz®leges két sík egyértelm¶en meghatároz egy egyenest, me-lyet a metszésvonaluknak nevezünk.S3. Axióma. Tetsz®leges három nem egy egyenesre illeszked® pont egyértel-m¶en meghatároz egy síkot, amelyet a rájuk illeszked® síknak nevezünk.S4. Axióma. Tetsz®leges három nem egy egyenesre illeszked® sík egyértel-m¶en meghatároz egy pontot, amelyet a közös pontjuknak nevezünk.S5. Axióma. Ha egy sík tartalmazza egy egyenes két pontját, akkor tartal-mazza valamennyi pontját.S6. Axióma. Ha egy egyenesen keresztülhaladó két sík egyaránt tartalmazegy pontot, akkor minden ezen az egyenesen áthaladó sík tartalmazza ezt apontot.S7. Axióma. Minden síkon van négy pont, amely közül semelyik három nemilleszkedik egy egyenesre.S8. Axióma. Van öt pont mely közül semelyik négy nem illeszkedik egy síkra.Evvel ekvivalens Kerékjártó Béla: Projektív Geometria 
. tankönyvébenszerepl® következ® axiómarendszer:a. Bármely két ponthoz tartozik egy és 
sak egy egyenes.a'. Bármely két síkhoz tartozik egy és 
sak egy egyenes.



2.2. PROJEKTÍV SÍK 79b. Bármely egyeneshez tartozik legalább három pont.b'. Bármely egyenesen legalább három sík megy át.
. Bármely síkhoz tartozik három, nem egy egyenesen fekv® pont.
'. Bármely ponton átmegy három, nem egy egyenesen átmen® sík.d. Ha egy sík tartalmazza egy egyenes két pontját, akkor tartalmazza vala-mennyi pontját.d'. Ha egy egyenesen keresztülhaladó két sík tartalmaz egy pontot, akkor min-den ezen az egyenesen áthaladó sík tartalmazza ezt a pontot.e. Bármely három, nem egy egyenesen fekv® pont egy és 
sak egy síkhoz tar-tozik.e'. Bármely három síknak, amelynek nin
s közös egyenese, egy és 
sak egypontja van.f. Egy egyenes és egy hozzá nem tartozó pont egy és 
sak egy síkhoz tartozik.f '. Egy egyenesnek és egy ezt nem tartalmazó síknak egy és 
sak egy közöspontja van.g. Két olyan egyenesnek, mely egy síkhoz tartozik, van egy és 
sak egy közöspontja.g'. Két olyan egyenesen, mely egy ponton megy át, átmegy egy és 
sak egysík.h. Van legalább négy pont, mely nem tartozik egy síkhoz.h'. Van legalább négy sík, mely nem megy át egy ponton.Világos, hogy az utóbbi axiómarendszernek a dualitást nyilvánvalóvá te-v® állításai nem függetlenek egymástól. S1 = a, S2 = a′, S3 = e, S4 = e′,
S5 = d, S6 = d′. Igazoljuk, hogy S2 = a′ a többi állítás következménye.Mivel c szerint az els® síkon találhatunk három nem egy egyenesre illeszked®pontot. Ezek meghatároznak három különböz® egyenest (a). Ezek mindegyi-ke a síkhoz tartozik d szerint. Ha egyik sem tartozik a másik síkhoz, akkora három egyenes legalább két pontban metszi a másik síkot, ugyanis véve amásik sík egy tetsz®leges pontját, ez valamelyik egyenessel f szerint megha-tároz egy harmadik síkot, és a három sík e' szerinti közös pontja az egyenesés a második sík közös pontja is egyben. Ekkor a két pont egyenese a két



80 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKsík közös egyenese. További közös egyenes nem lehetséges a kiindulási síkokkülönböz®sége miatt.El®ször S7-t és S8-t igazoljuk ahhoz, hogy lássuk, a második axióma-rendszer következményei az els® axiómarendszer axiómái. S8 igazolásáhozvegyünk fel négy olyan pontot (P,Q,R, S), amelyek nem esnek egy síkba.Ezek meghatároznak négy síkot és hat egyenest, mely utóbbiak a síkok pá-ronkénti metszésvonalai. Mivel minden egyeneshez tartozik legalább hárompont, az els® egyenesen PQ-n felvehetünk a kiindulási pontoktól különböz®ötödik T pontot. A TR egyenesen van egy további X pont. X nem illesz-kedik az eddigi egyenesekre, hiszen azok RT -t vagy nem metszik, vagy Rés Q egyikében metszik. Legyen Y az XS egyenesen egy harmadik pont.A P,Q,R, S, Y pontok közül semelyik négy sem esik egy síkba, és semelyikhárom egy egyenesre. S7 hasonlóképpen látható. Azaz minden, a másodikaxiómarendszert teljesít® modell egyúttal az els® axiómarendszernek is mo-dellje.Fordítva, vegyük el®ször észre, hogy egy, az els® axiómarendszer állításaitteljesít® modell síkjai, egyúttal illeszkedési síkok is. Ehhez azt kell látni, hogytetsz®leges két egysíkú egyenesének van közös pontja. Azonban a két egyenesmindegyikén találunk két pontot, melyekt®l különböz® � a síkjukban nemlév® � ötödik pont létezése S8 miatt evidens. Ezen pont a két egyenesen lev®pontokkal együtt meghatároz két síkot, a három síknak S4 szerint egyértelm¶közös pontja van. A síkok páronkénti metszésvonala S2 szerint szintén létezikés egyértelm¶, melyek közül kett® a két kiindulási egyenes. Azaz ezeknek isvan egyértelm¶ közös pontja, a három sík közös pontja. Ez éppen a g axiómaállítása. g′ axióma világos, mert minden egyenesen van legalább két pont.Most már a b axióma a következ®képpen következik az els® axiómarend-szer állításaiból : a PQ egyenesen kívül van S8 szerint további R pont. R,P,Qmeghatároznak egy síkot, ezen S7 szerint van négy általános helyzet¶ pont,azaz van hat egyenes melyek közül semelyik négy nem megy keresztül egyponton. Ezek minden további egyenest legalább négy pontban metszenek,mert a sík illeszkedési sík.Az S8 axiómából azonnal következik b′, az S7-b®l c és c′.Végül a h és h′ szintén triviális következmény.Láttuk tehát, hogy a két axiómarendszer ekvivalens, mivel a másodikönduális az els® is az, igazoltuk tehát S8 és S7 duálisát:2.2.1. Következmény. Van öt sík, melyek közül semelyik négy nem megyát egy ponton, illetve minden ponton keresztül találhatunk négy olyan síkot,melyek közül semelyik három nem metsz®dik egy egyenesben.Az illeszkedési tér tehát a projektív axiómarendszer illeszkedési axiómáitteljesít® struktúra.



2.2. PROJEKTÍV SÍK 812.2.1. Tétel. A következ® állítások illeszkedési síkon ekvivalensek:1. Teljesül a Desargues tétel.2. Valamennyi 
entrális-axiális kollineá
ió létezik.3. A sík egyenesei elláthatók összeadás és szorzás m¶veletekkel, melyrenézve valamennyi egyenesen a pontok halmaza egy �x K ferde testtelizomorf. Ezen K test felett homogén módon koordinátázhatunk, a koor-dinátázás alaprendszere egy projektív homogén koordinátarendszer.4. A sík megadható mint valamely háromdimenziós K feletti projektív térkétdimenziós altere.5. A sík valamely háromdimenziós illeszkedési tér síkja.Bizonyítás: Az állítások ekvivalen
iáját körbe bizonyítással igazoljuk. Nemadunk minden részletet tartalmazó bizonyítást, a hiányzó részek ellen®rzésétaz olvasóra bízzuk.
1⇔ 2 Ha a kollineá
ió t tengelye, C 
entruma és egy P pont valamint a t®lekülönböz® P ′ képe adott, akkor tetsz®leges további pont képét meghatároz-hatjuk a 2.3. ábrának megfelel® szerkesztéssel. A Q pont kollineá
ió szerintiképe a P , P ′ pontpár alapján Q′. Az R pont R′ képe azonban a P, P ′ és a
Q,Q′ pontpárok alapján egyaránt meghatározható. A kollineá
ió akkor léte-zik, ha a két pontpárból ugyanahhoz az R′ ponthoz jutunk. A 2.3. ábrárólazonnal leolvasható, hogy ez akkor és 
sak akkor áll fenn, ha teljesül a Des-argues tétel.
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Q R
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Q

P

t2.3. ábra. A kollineá
ió létezik ha teljesül Desargues tétele
2⇒ 3 Pontok összeadását a következ®képpen végezzük. Az egyenesen a P ,
Q pontok mellett kijelölünk egy O "zérus" és egy Ix "végtelen távoli" pontot.



82 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKFelveszünk továbbá két az adott egyenessel "párhuzamos" azaz Ix-en keresz-tülhaladó egyenest, melyek közül az egyiket szaggatottal jelöljük és "végtelentávoli" egyenesnek nevezünk. Ha két egyenes az euklidészi szemléletünknekmegfelel®en párhuzamos, akkor az illeszkedési sík szaggatott egyenesén met-szik egymást (lásd 2.4. ábra).
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IxP+QQPO
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P2.4. ábra. Összeadás és szorzásMost már az OPQIx egyenes menti euklideszi OQ eltolásnak megfelel®kollineá
ió mellett kell meghatározni P képét. A leképezés tengelye a végtelentávoli egyenes, a 
entruma Ix az O pont képe Q. Mivel léteznek a 
entrális-axiális kollineá
iók ez a leképezés jól de�niált. (A két egyenes szerepénekfel
serélésével a Q + P pontot feleltetjük meg ugyanannak a pontnak, ezérta m¶velet kommutatív.) 1Hasonlóképpen látható a másik két egyenes �forgathatóságának� lehet®-sége, így az összeadás jól de�niált.A szorzás de�ní
iója a párhuzamos szel®k tétele alapján elvégezhet® sza-kasz szorzást idézi. (Des
artes is észrevette ennek jelent®ségét, ahogy látnilehet az 5. fejezetben.) Szükségünk van egy egységnyi hosszúságú szakaszraazaz egy egység pontra a kiindulási egyenesen. A szorzás gondolata az, hogy1 Jegyezzük meg, hogy a Desargues tétel segítségével ez közvetlenül is látható. Való-ban, a P + Q pontnak függeni kell az O illetve Ix pontoktól de függetlennek kelllennie a végtelen távoli egyenesnek és az OIy , IxR segédegyeneseknek a saját sugár-sorában elfoglalt helyét®l. Elég az egyik megváltoztatása esetén látni, hogy a P +Qpont helyzete sem változik az egyenesén. Lássuk például a végtelen távoli egyenesmegváltoztatásának lehet®ségét. A 2.5. ábránkon két SRIy háromszög keletkezett.A két háromszög az ötszöggel jelölt pontra nézve perspektív, így a megfelel® ol-dalaknak is egy egyenesen kell metsz®dniük. A közös egyenesük a PQ egyenes ésegyikük a P + Q pont. Azaz a Desargues tétel teljesülése esetén a végtelen távoliegyenes szabadon választható sugársorában.
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P+Q2.5. ábra. Összeadás és a Desargues tételábránkon az OEx, EyE szakaszok "egységnyi hosszúak", az OQ, EyR sza-kaszok "egyenl®k" és így az OEx : OQ = EyE : EyR arány megegyezik az
OP : (OP · OQ) = OP : O(P ·Q) aránnyal.A szerkesztés egy olyan 
entrális-axiális kollineá
ió összetartozó pontjaitadja meg, melynek a tengelye a végtelen távoli egyenes, 
entruma az O pontes az Ex pont képe Q. 2Annak részletes vizsgálatát, hogy a két m¶veletre nézve az egyenes pont-jai valamely K ferde testet (u.n. nem kommutatív szorzással rendelkez® tes-tet) alkotnak az olvasóra bízzuk. Érdemes a m¶veletek konkrét geometriaide�ní
iója helyett azok 
entrális-axiális kollineá
ióként való interpretálásáraáttérni így a legtöbb részállítás, mint az asszo
iativitás, vagy az összeadáskommutativitása, azonnal adódik. Szintén egyszer¶en adódik, hogy az egye-neseken el®álló testek izomorfak, tehát 
sak egy testet kell a továbbiakban�gyelemmel követni.Jelölésünk az OIy segédegyenessel és az Ex, Ey pontokkal egy koordiná-tarendszerre utalnak, melyben a két tengely hajlásszögének és rájuk mértegység nagyságának nin
s szerepe. Az ilyen koordinátarendszert a�n koor-dinátarendszernek nevezzük. Ha közönséges egyenesként tudjuk ábrázolni avégtelen távoli egyenest projektív koordinátarendszerhez jutunk. Ha továb-bá a két egyértelm¶en meghatározott projektív koordinátát helyettesíthetjükkoordináta hármasok ekvivalen
ia osztályaival, akkor projektív homogén ko-2Desargues tétel segítségével ez az állítás a következ®képpen igazolható: A szerkesztésjól de�niált ha segédegyeneseink "forgatása" a P · Q pont helyzetét nem befolyá-solja. Változtassuk most az IxE egyenes helyzetét. Ekkor az E, S,R pontok általmeghatározott két háromszög lesz perspektív az Iy pontból nézve azaz a P , P ·Q,

Ix pontok egy egyenesre illeszkednek, ahogy ezt szerettük volna. Hasonlóképpenlátható a többi segédegyenes forgathatósága.
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2.6. ábra. Szorzás és a Desargues tételordinátázásról beszélhetünk.Ha tehát minden egyenesen van egyértelm¶en meghatározott K-val jelölttest, amit az egyenes pontjai alkotnak és az egyenesen elhelyezett három pontegyértelm¶en meghatároz, akkor a koordinátázás kérdése 
sak egy alkalmaskon�gurá
ión múlik, az illeszkedési síkon ez négy általános helyzet¶ pont E1,
E2, E3 illetve E, felvételével megoldható.Legyen a három � nem egy ponton áthaladó � egyenes az indexelt pon-tok három összeköt® egyenese, jelöljük ezeket e1, e2, e3-al úgy, hogy Ei neilleszkedjen ei-re (lásd 2.7. ábra). Az Ex = EE1 ∩ E2E3, Ey = EE2 ∩ E3E1illetve Ez = EE3 ∩E1E2 de�ní
iókkal készen állunk a sík projektív homogénkoordinátázására.Legyen P most tetsz®leges pont. Rendeljük ehhez hozzá a 
sú
sokból aszemközti oldalakra vonatkozó vetületi pontokat Px-t, Py-t illetve Pz-t. Mind-három egyenesünk pontjai a K test valamelyik elemének felelnek meg kivéveegy pontot, amely a "végtelen távoli pont" szerepét játszotta az egyenesen,az evvel való összeadás vagy szorzás szinguláris leképezéshez vezet, ami nemkollineá
ió. Szereposztásunk homogén jellege abban nyilvánul meg, hogy nemkülönböztethet® meg a két másik egyenes szerepe a kollineá
ió hozzárende-lésénél, így természetes ötlet, hogy az e1 egyenesen az els® koordináta legyenzérus a második két koordináta aránya pedig a Px ponthoz tartozó teste-lem. A kapott arányokkal a Px, Py, illetve Pz pontokhoz rendelt ekvivalen
iaosztályok egyértelm¶en meghatározottak lettek, és bármely két ekvivalen
ia
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2.7. ábra. Projektív koordinátázásosztályból a P -hez rendelt ekvivalen
ia osztály is adódik. Azonban a Px, Py és
Pz pontok testelemmel való azonosítása nem független egymástól, hiszen azalappontok rögzítése a többi pont azonosítását egyértelm¶en meghatározza.Ahogy azt láttuk, a pontsorok zérus, egység és végtelen távoli pontja-it megfeleltet® kollineá
iók a többi testelemet is megfeleltetik egymásnak.Ha a végtelen távoli pontot a zérus pontnak feleltetjük meg a testelemheza re
iprokát rendeltük hozzá. A Qy pontnak megfelel® testelem 1

Py
, mert az

E3Ez tengely¶ E1-t E2-be viv® kollineá
ió a Py pontot Qy-be viszi, E1-t és
E2-t fel
seréli, végül E3-t és E-t �xen tartja, ezért a kollineá
ió az els® egye-nes �összeadás-szorzás� kon�gurá
ióját a második egyenes olyan �összeadás-szorzás� kon�gurá
iójába viszi, mely az E3E1 egyenes 0 pontját az E3E2egyenes ∞ pontjába viszi, és fordítva.Hasonlóképpen adódik, hogy Qz jelenti az egyenes 1

Pz
pontját.A Qy pontot szorozzuk meg Qz-vel. Ehhez meg kell határozni az EQy,

E1E2 egyenesek metszéspontját T -t, az E1Qz illetve EyE2 egyenesek metszés-pontját R-t és QyQz ekkor a TR és E3E2 egyenesek metszéspontja. Azonbanaz E3, T, R pontok rendre az S,Qy, E2 pontok E-b®l való vetületei, ezértDesargues tétel szerint az E1 = E3T ∩SQy, P = E3R∩SE2 illetve Qy ·Qz =
= TR ∩ QyE2 pontok kollineárisak. Azaz Px = Qy · Qz ezért tetsz®leges
P pontra a három hozzárendelt testelem szorzata 1, amib®l adódik, hogy akoordinátázásunk nem vezet ellentmondáshoz.
3⇒ 4 3 állítása szerint a sík pontjai köl
sönösen egyértelm¶ megfeleltetésbenállnak egy koordinátázott K-feletti 3-dimenziós V vektortér egydimenziós
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T 2.8. ábra. PxPyPz = 1altereinek a rendszerével. Ezt tekintsük egy 4-dimenziós K-feletti vektortéregydimenziós alterei azon részhalmazának, mely egy adott 3-dimenziós altér-hez illeszked® alterekb®l áll. A beágyazó vektortér 1 dimenziós altérrendszerétmegfeleltethetjük egy illeszkedési térnek a következ® módon:
• Az 1-dimenziós alterek az illeszkedési tér pontjai.
• Egy 2-dimenziós altérhez tartozó 1-dimenziós alterek halmaza az egye-nes. (Azaz pontok alkotják az egyenest.)
• Egy 3-dimenziós altérhez tartozó 1-dimenziós alterek halmaza a sík.
• Egy térelem illeszkedik egy másikra, ha valamennyi pontja hozzátarto-zik.Könnyen ellen®rizhet®, hogy a kapott struktúra illeszkedési tér, pld. F8.Axióma következik abból, hogy egy bázis vektoraiból illetve ezen vektorokösszegvektorából álló meghatározott 5 elem¶ vektorrendszer 4-elem¶ részhal-mazai lineárisan független vektorok.Kiindulási illeszkedési síkunk illeszkedéstartó bijek
ióval felel meg ezenilleszkedési tér valamelyik síkjának. Az O-pont modell projektív megfelel®jétkönnyen megkaphatjuk, ha az euklideszi tér ideális pontokkal való b®víté-sével készítünk projektív teret és ebbe helyezzük el a derékszög¶ koordiná-tarendszerünket. Ha a projektív homogén koordinátákat az euklidészi koor-dinátákkal szeretnénk megadni, akkor az Ei alappontokat egységvektornak



2.2. PROJEKTÍV SÍK 87tekintjük, az osztályokat pedig ezen vektorok lineáris kombiná
ióival repre-zentáljuk (lásd 2.9. ábra). Mint láttuk az euklideszi homogén koordinátákhozjutunk, ha a z = 1 sík pontjait illetve az ezzel párhuzamos irányokat feleltet-jük meg a valós projektív sík pontjainak, a projektív homogén koordinátázásesetén a választott sík (x, y) síkkal való párhuzamosságától eltekinthetünk,egy projektív homogén koordinátarendszerhez kap
solódó O-pont modellb®lúgy kapunk homogén koordinátarendszerhez kap
solódót, ha az (x, y) síkkalvaló metszet egyenest (E2E1 egyenest) végtelen távoli egyenesnek tekintjük.
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2.9. ábra. Projektív homogén koordinátázás O-pont modellje
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2.10. ábra. Desargues tétele
4⇒ 1 A 2.10. ábra jelölései mellett képzeljük el el®ször, hogy az ABC illetve
A′B′C ′ háromszögek a háromdimenziós illeszkedési tér egy-egy síkjának há-romszögei, melyek az S pontból egymásba vetíthet®ek. Mivel az AB, A′B′ ;
BC, B′C ′ ; AC, A′C ′ egyenespárok els® elemei az egyik, másik elemei a másik
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sak a két sík metszésvonalán helyezkedhetnekel. Innen a Desargues tétel a térbeli alakzat síkba vetítésével azonnal adódik.A 2.10. ábrán az is nyomon követhet®, hogy bármely két síkbeli háromszöghözvan megfelel® térbeli alakzat, aminek éppen ® a vetülete.Ezzel a tétel állításait bizonyítottuk.2.2.4. De�ní
ió. Desargues-i síknak nevezzük azokat az illeszkedési síkokat,amelyeken teljesül a Desargues tétel.A továbbiakban Desargues-i síkokkal dolgozunk. A Desargues tétel egy-szer¶sített alakja a kis Desargues tétel :2.2.2. Tétel (kis Desargues). Ha két háromszög pontra nézve perspektív, ésaz AB ∩ A′B′ = X, BC ∩ B′C ′ = Y , AA′ ∩ BB′ ∩ CC ′ = S pontok egyegyenesre illeszkednek, akkor ezen az egyenesen található a CA ∩ C ′A′ = Zpont is.A tétel állítása az 2.11. ábrán nyomon követhet®, bizonyítás helyett ele-gend® a Desargues tételre és az els® illeszkedési axiómára hivatkozni.
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A 2.11. ábra. Kis Desargues tételCélunk a kett®sviszony fogalmának értelmezése, ami kap
sán kimondhat-juk a Pappous-Steiner tételt, miszerint a 
entrális vetítés a kett®sviszonyt®rzi (lásd 2.12. ábra). Azonban a kett®sviszony szokásos de�niálásához szük-ség van a szorzás kommutativitására, ezért további komoly vizsgálatok elénézünk.2.2.2. Projektív sík és a Pappous-Pas
al tételFelépítésünk igen fontos részét képezi a projektivitások alaptétele. Szüksé-günk lesz a következ® de�ní
ióra:
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s

a

ba+b

a+tb

s+a

s+b
2s+a+b

(1+ )t s+a+b2.12. ábra. A Pappous-Steiner tétel2.2.5. De�ní
ió. A K-feletti vektortér A transzformá
iója félig lineáris, haadditív és valamely K-beli φ automor�zmussal eleget tesz az
A(αx) = φ(α)A(x)egyenl®ségnek.2.2.3. Tétel (Projektivitások alaptétele). A Desargues-i sík σ kollineá
ió-i a beágyazó vektortér félig-lineáris transzformá
ióival írhatók le, azaz adottkollineá
ióhoz megadható olyan φ testautomor�zmus és φ-hez tartozó A félig-lineáris transzformá
ió, hogy ha az x pont képe a kollineá
iónál x′ = σx akkorosztályának képe az Ax osztálya.Bizonyítás: A sík pontjait a beágyazó vektortér 1-dimenziós altereivel azo-nosítjuk. Az illeszkedéstartás miatt látjuk, hogy pontok alteréhez tartozópontok képei a megfelel® képpontok altereinek pontjai, továbbá, hogy tet-sz®leges három kollineáris x, y 6= z pont esetén z osztálya az egyértelm¶ γkonstanssal megkapható az x+γy pont osztályaként. (A lineáris kombiná
iótát tudjuk írni ezen alakra, mivel test az együtthatók struktúrája.) Világostovábbá, hogy a vektortér ei bázisvektoraihoz választhatunk olyan fi vekto-rokat, melyek σ(ei) osztályának oly vektorai, hogy teljesítik a
f3 + fi = σ(e3 + ei)egyenl®ségeket is. Tetsz®leges α testelemhez hozzárendelhetünk egy α′ teste-lemet úgy, hogy

σ(e3 + αe1) = f3 + α′f1.Világos, hogy a leképezés jól de�niált és injektív, mely a 0-t és az 1-t �xenhagyja. Hasonlóan de�niálható egy α 7→ α′′ leképezés az e2 bázisvektorhoz.



90 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKA két leképezés azonos, azaz α′ = α′′ minden α esetén. Valóban az αe1 −
− αe2 osztály megegyezik az e1 − e2 osztályával, így σ(αe1 − αe2) egyben
σ(e1 − e2) osztálya is, ezért α′f1 − α′′f2 osztálya. Ugyanakkor nyilván f1 − f2osztálya, ezért α′−1α′′ = 1 igazolja állításunkat. Innen már könnyen látható,hogy tetsz®leges σ(e3 + αe1 + βe2) osztály éppen f3 + α′f1 + β ′f2.A másik oldalról a σ bijek
iójának következménye, hogy a fenti α 7→ α′leképezés sz¶rjektív, így K bijek
iója. Szintén additív és multiplikatív, tehát
K automor�zmusa. Legyen A a fenti automor�zmushoz tartozó félig lineárisleképezés, ez a vektortér 1-dimenziós alterein megegyezik σ-val tehát valóban
σ-t reprezentálja.2.2.1. Megjegyzés. Könnyen látható, hogy a fenti félig-lineáris leképezéslényegében egyértelm¶, azaz, ha két ilyen ugyanazt a kollineá
iót származtat-ja, akkor egymás konjugáltjai (azaz K bels® automor�zmusa származtatja azegyiket a másikból).2.2.2. Megjegyzés. Jegyezzük továbbá meg, hogy a C 
entrumú t tengely¶
entrális-axiális kollineá
iók az

x′ = x− k〈n,x〉calakú lineáris transzformá
iókkal adhatók meg, ahol t pontjai az 〈n,x〉 = 0egyenlet megoldásaihoz tartozó pontok. Így a szorzataikként el®álló transzfor-má
iók úgyszintén lineárisak. A másik oldalról, tetsz®leges lineáris transzfor-má
ióval leírható kollineá
ió el®áll 
entrális-axiális kollineá
iók szorzataként,amit úgy igazolhatunk, hogy az alaptétel bizonyításában szerepl® ei bázisvek-torokat egyesével, alkalmas 
-a kollineá
iókkal transzformáljuk az fi bázisvek-torokba, �gyelve arra, hogy egy új transzformá
ió �x pontjai legyenek a kisebbindex¶ fj képvektorok. Ezért egy kollineá
ióra a lineáris transzformá
ióval va-ló reprezentálhatóság illetve a 
entrális-axiális kollineá
iók szorzataként valóel®állíthatóság ekvivalens tulajdonságok.2.2.3. Megjegyzés. Ha a testnek nin
s az identitástól különböz® automor�z-musa akkor minden félig lineáris transzformá
ió egyúttal lineáris transzfor-má
ió is így minden kollineá
ió lineáris transzformá
ióval reprezentálható.Azonban még ez sem jelenti azt, hogy az általunk vizsgált kollineá
iót a be-ágyazó vektortér dimenziójánál eggyel több általános helyzet¶ pont határozmeg. Tekintsünk ugyanis egy kollineá
iót, amely négy általános helyzet¶ pro-jektív pontot, például e1-t, e2-t, e3-t és e1+e2+e3-t �xen tart. A reprezentálólineáris leképezések most éppen az identitás konstansszorosai, mert teljesülaz
A(x) = A(

3∑

i=1

xiei) =

3∑

i=1

xiaiei = a

3∑

i=1

xiei



2.2. PROJEKTÍV SÍK 91egyenl®ség, ahonnan azonnal kapjuk, hogy aj = ai minden i, j-re. Egy tetsz®-leges x =
∑
xiei + e3 projektív pont képét a beágyazott síkon az

A(x) =
(∑

xiaei + ae3

)vektor egyenesének a síkra es® pontja adja meg, azaz a
∑

a−1xiaei + e3pont. Ez akkor egyenl® 
sak x-el, ha a−1xia = xi teljesül minden xi-re ésminden a-ra, azaz ha K a szorzásra nézve is kommutatív.A következ® tétel rendet tesz a Desargues-i síkok között, lehet®séget biz-tosítva a projektív sík de�niálására. Kimondása el®tt külön beszélnünk kellpontsorok leképezéseir®l. A pontsor elnevezés az egyenes pontjainak összes-ségét jelenti.2.2.6. De�ní
ió. Két pontsor perspektív kap
solatban áll, ha 
entrálisvetítés viszi az egyik pontjait a másik pontjaiba.2.2.4. Tétel. Desargues-i síkon az alábbi állítások ekvivalensek:1. Teljesül benne a Pappous-Pas
al tétel, azaz ha az 135, 246 ponthár-masok egy egyenesre illeszkednek, akkor a ◦ = 12 ∩ 45, 2 = 23 ∩ 56,
⋆ = 34 ∩ 61 pontok szintén kollineárisak.2. Pontsorok perspektivitásainak véges szorzatait, három pont és a képeikegyértelm¶en meghatározzák.3. K kommutatív4. Centrális-axiális kollineá
iók szorzatait négy általános helyzet¶ pont aképeivel egyértelm¶en meghatározza.Bizonyítás:

1⇔ 3 A 2.13. ábrán lev® jelölésekkel, a P ·Q pont az E2E3 illetve 45 egyene-sek metszeteként adódik, a Q·P pont az E2E3 és 12 egyenesek metszéspontja.Az 123456 hatszöget vizsgálva azonnal látszik, hogy a Pappous-Pas
al tételállítása a K test kommutativitásával ekvivalens.
1⇒ 2 El®ször igazolható, hogy tetsz®leges (véges) számú perspektivitás szor-zata reprezentálható két perspektivitás szorzataként. A bizonyítás hossza-dalmas de nem túl nehéz, ezért most 
sak a f® lépéseit írjuk le. 3 Két segéd3A bizonyítás teljes részletességgel megtalálható Kerékjártó Béla: Projektív geomet-ria 
. tankönyvében.



92 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK
E16 ,

E2
E

3

2

1
3
E

5

QP P.Q=Q.P

42.13. ábra. A Pappous-Pas
al tétel és a test kommutativitásaállításon alapul. Igazolható, hogy ha a perspektivitások egyenesei egy pontonmennek keresztül, akkor a leképezés maga is perspektivitás és kimutatható,hogy három közös pont nélküli a1, a2, a3 pontsor esetén az
O1 : a1 7→ a2 és az O1 : a2 7→ a3perspektivitások szorzata tetsz®leges az a1∩a2 ponton áthaladó b2 egyenesselés alkalmasan választott O ∈ O1O2 középponttal helyettesíthet® az O : a1 7→

b, O2 : b 7→ a2 perspektivitások szorzatával.Másodszor a 2.14. ábra fels® rajza azt mutatja, hogy az O1 illetve O2középpontú perspektivitások A 7→ A′′ 7→ A szorzata helyettesíthet® a P ′illetve O2 középpontú A 7→ A0 7→ A szorzatával. Valóban az A0A
′′A△ és a

B0B
′′B△ háromszögek az O1P

′O2 egyenesre nézve perspektívek azaz az AB,
A0B0, A′′B′′ egyenesek egy közös R ponton haladnak keresztül. Mivel a B0C0pontpárra ugyanez teljesül, ezért A0, B0, C0 kollineárisak. Hasonló módon az
O2 középpontú perspektivitás is helyettesíthet® a P középpontúval. Eképpena P,A,B ponthármas illetve képeik P ′, A′, B′ egyértelm¶en meghatározzáka leképezést, hiszen a Pappous-Pas
al tétel miatt az Ã = P ′A ∩ PA′, B̃ =
= P ′B ∩ PB′ pontok egyenesén találhatjuk a tetsz®leges C ponthoz rendelt
C̃ = P ′C ∩ PC ′ pontot, így C ′ egyértelm¶en meghatározott C által.
2⇒ 1 Tegyük fel hogy a Desargues-i síkon teljesül a 2. tulajdonság. Vegyükfel a Pappous-Pas
al tételben szerepl® a illetve a′ egyeneseket és rajtuk a
3-3 pontot. Ezeket most jelöljük rendre A,B,C illetve A′, B′, C ′-vel. Legyen
u az AB′ illetve A′B egyenesek metszéspontját AC ′ illetve A′C egyenesekmetszéspontjával összeköt® egyenes. Ha tekintjük azt a kollineá
iót, mely
A,B,C-t rendre A′, B′, C ′-nek felelteti meg, akkor ez el®áll mint az A′ kö-zéppontú a −→ u perspektivitás szorzata az A középpontú u −→ a′ pers-pektivitással ezért leképezésünk az a, a′ egyenespár M metszéspontját az u
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a′-vel való M ′ pontjába viszi, és az M = N ′ pont pedig az u és a egyenesek
N metszéspontjának a képe. Az u egyenes tehát a kiindulási két összetarto-zó pontpártól függetlenül helyezkedik el azaz tartalmazza a BC ′ illetve CB′egyenesek metszéspontját is. A síkon tehát érvényes a Pappous-Pas
al tétel.
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2.14. ábra. Pappous-Pas
al tétel és a projektivitások
3⇔ 4 A projektivitások alaptétele szerint a kollineá
iókat általában félig-lineáris leképezésekkel, míg a 2.Megjegyzés szerint a 
entrális-axiális kolli-neá
iók szorzatait lineáris leképezésekkel reprezentálhatjuk. A 3. Megjegy-zés mutatja,hogy lineáris leképezéssel reprezentálódó kollineá
iók azonban 4általános pontjuk képe által pontosan akkor határozódnak meg, ha a test



94 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKkommutatív. Ezzel állításunkat igazoltuk.2.2.7. De�ní
ió. A Desargues-i síkot projektív síknak nevezzük, ha igazbenne a Pappous-Pas
al tétel.2.2.3. Kett®sviszonyA projektív síkon a kett®sviszony fogalmát a koordináta pontsor elemeirea következ®képpen értelmezhetjük. Tegyük fel, hogy egyenesünk különbözikaz E1E2 egyenest®l. Ha három pontja P,Q,R és egyikük sem esik az E1E2egyenesre, akkor a nekik megfelel® reprezentáns vektorok választhatók p =
= (xP , yP ,1)

T , q = (xQ, yQ,1)
T illetve r = (xR, yR,1)

T ahol az egy egyenesrevaló illeszkedés azt jelenti, hogy ezek a vektorok lineárisan összefügg®ek. Azazfennáll az
αp+ βq+ γr = 0kap
solat valamely α, β, γ ∈ K hármassal. Nyilván ha a három pont külön-böz® az együtthatók nem a test zérus elemei, így feltehet®, hogy γ = −1.Ekkor α és β egyértelm¶en adódik, összegük 1, és a három pont osztóviszonyalegyen a valós projektív sík megszokott értéke (lásd az analitikus geometriafejezetet) :

(PQR) =
β

α
.Ha S ugyanezen egyenes negyedik pontja, akkor rá hasonlóképpen

(PQS) = (p,q, γp+ δq) =
δ

γadódik és a kett®sviszonyt értelmezhetjük a két osztóviszony hányadosával :
(PQRS) :=

β

α
:
δ

γ
.Ha P az E1E2 egyenes pontja legyen (PQR) := −∞ ha Q, akkor legyen

(PQR) = 0 ha pedig R esik az E1E2 egyenesre legyen (PQR) = −1. R és
S közül legfeljebb az egyik eshet az E1E2 egyenesre, azaz a kett®sviszonyminden esetben egyértelm¶en adódik.Az E1E2 egyenes esetében hasonlóképpen járhatunk el egy másik koordi-nátának rögzítése útján.2.2.4. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy projektív síkon a lineáris leképezésselreprezentálható kollineá
iók éppen a kett®sviszonytartó kollineá
iók. Ehhez



2.2. PROJEKTÍV SÍK 95használva a kollineáris pontnégyes kett®sviszonyának a de�ní
ióját kapjuk,hogy ha A lineáris akkor
(A(x), A(y), A(αx+ βy), A(γx+ δy) =

= (A(x), A(y), αA(x) + βA(y), γA(x) + δA(y) =

=
α

β
:
γ

δ
= (x,y, αx+ βy, γx+ δy),azaz ®rzi a kett®sviszonyt, míg ha A nem lineáris hanem 
sak félig lineáris,akkor a fenti egyenl®ség nem teljesülhet a változók minden értékére, azaz nem®rzi a kett®sviszonyt, amivel állításunkat igazoltuk.2.2.8. De�ní
ió. A projektív sík egy pontsorának egy másikra vonatkozóköl
sönösen egyértelm¶ leképezése projektivitás, ha véges sok perspektivitásszorzata.2.2.5. Tétel (Pappous-Steiner). A projektív sík perspektivitásai kett®svi-szonytartó leképezések.Bizonyítás: Az 2.12. ábrának megfelel® reprezentáns választással a két ket-t®sviszony:

(a,b, a+ b, a+ tb) = 1 : t,illetve
(a+ s,b+ s, (a+ s) + (b+ s), (a+ s) + t(b+ s)) = 1 : t.A tétel következménye, hogy minden pontsor projektivitás kett®sviszony-tartó leképezés. Spe
iálisan ®rzi a harmonikus elválasztást azaz egy−1 kett®s-viszonnyal rendelkez® pontnégyest ugyanilyenbe visz. Ha az egyenes pontjai-ra vonatkozóan feltesszük a Dedekind axióma teljesülését is, akkor az állításmegfordítása is igaz:2.2.6. Tétel (Staudt-Darboux). Ha az egyenesek pontsoraira teljesül a De-dekind axióma, akkor tetsz®leges a harmonikus elválasztásokat ®rz® bijek
ióprojektivitás, azaz véges sok perspektivitás szorzata.Ez indokolja, hogy a valós projektív síkon a pontsor projektivitásokat ket-t®sviszonytartó leképezésként is szokták de�niálni. Ahogy ezen alfejezet meg-jegyzésében láttuk a lineáris transzformá
ióval reprezentálható kollineá
ióképpen a kett®sviszonytartó kollineá
iók és a valós számok teste kommutatív,ezért a valós projektív sík minden kollineá
iója lineáris transzformá
ióvalreprezentálható, ezért kett®sviszonytartó is. A 
entrális-axiális kollineá
iók



96 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKjátsszák a perspektivitások szerepét, minden kollineá
ió véges sok 
entrális-axiális kollineá
ió szorzata is egyben. Ezért a �kett®sviszonytartó leképezés�elnevezés mindkét esetben szinonimája a �projektivitás� elnevezésnek, a gya-korlatban pontsor esetén véges sok (két alkalmas) perspektivitás szorzata-ként, kollineá
iók esetén pedig véges sok (legfeljebb 4) 
entrális-axiális kolli-neá
ió szorzataként való el®állíthatóságot jelent.2.2.9. De�ní
ió. Sugárnégyes kett®sviszonyán az ®t metsz® valamely egye-nesen létrejöv® pontnégyes kett®sviszonyát értjük. A sugársorok kett®sviszonyt®rz® leképezéseit sugársor projektivitásnak nevezzük.A Pappous-Steiner tétel alapján a de�ní
ió jó, nem függ az egyenes vá-lasztásától. A dualitás alapján két sugársor pontosan akkor perspektív, haaz egymásnak megfelel® elemek metszéspontjai egy egyenesre illeszkednek.2.2.4. Kúpszeletek2.2.10. De�ní
ió. A projektív sík két projektív de nem perspektív sugár-sorának képz®dményét (az egymásnak megfelel® elemek metszéspontjai általlétrejöv® halmazt) kúpszeletnek nevezzük.2.2.7. Tétel (Pas
al). Kúpszeletbe írt hatszög szemközti oldalpárjainak met-széspontjai kollineárisak, azaz ha 1,2,3,4,5,6 pontok illeszkednek egy kúpsze-letre, akkor a
◦ = 12 ∩ 45, 2 = 23 ∩ 56, ⋆ = 34 ∩ 61pontok kollineárisak.

1

2
6

5
43

YX2.15. ábra. Pas
al tétel



2.2. PROJEKTÍV SÍK 97Bizonyítás: Legyen X = 23 ∩ 45, Y = 34 ∩ 56 (lásd 2.15. ábra). A kúp-szeletet képzeljük a 2 és 6 tartójú sugársorok képz®dményének. Használva asugárnégyes kett®sviszonyának fogalmát kapjuk, hogy
(⋆, Y,4,3) = (61,65,64,63) = (21,25,24,23) = (◦,5,4, X).Azaz homogén koordinátákkal
⋆ = m, Y = y, 4 = α1m+ β1y, 3 = α2m+ β2yde�ní
iók mellett, feltehet®
◦ = n, 5 = x5, 4 = α1n+ β1x5, X = α2n+ β2x5is. Felhasználva, hogy az

α1m+ β1y = (α1n+ β1x5)egyenl®ség ekvivalens az
α1m− α1n = β1x5 − β1yegyenl®séggel, kapjuk az

3− x = (α2m+ β2y)− (α2n+ β2x5) =

(−α2β1
α1

+ β2

)
(y − x5) =

=

(−β2α1

β1
+ α2

)
(m− n)egyenl®ségeket. A szerepl® együtthatók értelmesek mert α1, β1 nem lehetnulla. Így adódik, hogy a 3X , 5Y , ◦, ⋆ egyenesek egy pontra illeszkednek

2-ra.2.2.11. De�ní
ió. A kúpszelet érint®je egy olyan egyenes, melynek egyet-len pontja illeszkedik a kúpszeletre. Ezt a pontot az érint® érintési pontjánaknevezzük.A projektív síkon érvényes dualitás alapján a kúpszeletet két projektívde nem perspektív pontsor képz®dményének is tekinthetjük. A képz®dménymost a megfelel® pontpárok összeköt® egyenesei burkolóját jelenti, mely mintponthalmaz, az érintési pontok halmaza is egyúttal. A Pas
al tétel duálisa aBrian
hon tétel :
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hon). Ha egy kúpszelet hat érint®je 1,2,3,4,5,6 akkor az
(1 ∩ 2,4 ∩ 5), (2 ∩ 3,5 ∩ 6), (3 ∩ 4,6 ∩ 1)egyenesek egy ponton mennek át, a kúpszelet Brian
hon pontján.Ezen tétel körre megfogalmazott változata a beágyazó euklidészi tér illesz-kedési rendszerét is használva szépen és elegánsan igazolható. A bizonyítástöbb könyvben és jegyzetben is megtalálható (lásd: G.Horváth Ákos � Szir-mai Jen®: Nemeuklideszi geometriák modelljei).2.3. Kúpszeletek az Euklidészi térben...Amikor az embert kezdtem tanulmányozni, rájöttem, hogy ezek az elvonttudományok nem valók az embernek, és, hogy beható tanulmányozásukkalkevesebbet tudtam meg emberi állapotomról, mint azok,akik semmit sem konyítanak hozzájuk....B.Pas
al : Gondolatok 144.A �gyelmes olvasó biztosan eltöprengett azon, vajon mért nevezik a pro-jektív geometria a fentiekben vizsgált görbéjét kúpszeletnek, amikor nin
s isde�niált kúp-fogalom. Felmerülhet az a kérdés is milyen kap
solatban áll egy-mással az egyenespárra és a kúpszeletre vonatkozó Pas
al tétel. Kimondott
élunk az is, hogy a Brian
hon tételnek is önálló elemi geometria bizonyítástadjunk. Ezen kérdések tisztázásához a kúpszeletekr®l szóló vizsgálatainkatrészletezni kell a valós projektív tér spe
ializálásával kapott régi-új Euklidé-szi tér keretein belül.A módszer rendkívül egyszer¶, rögzítünk egy projektív síkot, ezt ezentúlvégtelen távoli síknak nevezzük, mindazon térelemeket, amiknek a metszeteehhez a síkhoz illeszkedik � megkülönböztetett módon� párhuzamosoknaknevezzük. A sík pontjait ideális vagy végtelen távoli pontoknak egyeneseitideális vagy végtelen távoli egyeneseknek nevezzük. A projektív koordináta-rendszer harmadik koordináta síkja lesz ez az ideális sík, a projektív homo-gén koordinátarendszerb®l, Des
artes-féle homogén koordinátázáshoz jutunk,ahonnan a szokásos koordinátákra is visszatérhetünk. A kett®sviszony, ha anégy pont valamelyike ideális pont osztóviszonnyá egyszer¶södik, ha minda négy pont ideális pont egy olyan sugárnégyes kett®sviszonyát de�niálja,amelynek tartója valamely tetsz®leges közönséges pont.A továbbiakban egy közönséges egyenes kett®s körkúpot fogunk tekin-teni. Ezt egy adott körvonalat súroló, egy ponton, a kúp 
sú
sán áthaladóegyenesek halmazaként értelmezzük, ahol a 
sú
s helyzete rögzített, a körközéppontján áthaladó, a kör síkjára mer®leges egyenesen.
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ió. Kúpszeletnek nevezzük a kúp síkmetszeteit.Ezek szerint kúpszelet egy pont (a kúp 
sú
sa), a kétszeres egyenes (a kúpegy alkotója), és két metsz® egyenes is. Ezen túl három különböz® nem elfa-juló görbét találunk, melyeket az ideális pontjaik száma szerint ellipszisnek,parabolának illetve hiperbolának nevezünk. Mivel a körkúpot egy sík nemtudja kett®nél több alkotóban metszeni, több ideális pont mint kett® nemlehetséges. Persze ki kell majd mutatnunk, hogy a kapott alakzatok az el®z®szakasz értelmében is kúpszeletek. Vegyük továbbá észre, hogy a másodren-d¶ görbék közül a fenti felsorolásban 
supán egy nem szerepel, a párhuzamosegyenespár, amely szintén adódik, ha nem rögzítjük a kúp 
sú
sát közönsé-ges pontként, hanem lehet ideális pont is. Ezért nem meglep® tény, hogy akúpszeletek vizsgálata nem más, mint a másodrend¶ görbék szintetikus (nemanalitikus) kezelése.
2.16. ábra. A kúp szeleteiA továbbiakban nem elfajuló kúpszeleteket fogunk vizsgálni. Feltesszüktehát, hogy a metsz® sík nem megy át a kúp 
sú
sán. Vegyük észre, hogymindig beírható egy gömb a sík és a kúpfelület által határolt korlátos, vagynem korlátos tartományba. Ennek a gömbnek a kúpfelülettel közös pontjaiegy kört alkotnak, melynek síkja fontos szereppel bír, a továbbiakban legyenez Π. Kiindulási síkunkat nevezzük α-nak, a két sík metszésvonalát d-nek.Érintse a kúpszelet síkját a gömb F -ben. Messe egy kúpalkotó P -ben α-t és

D-ben Π-t, legyen továbbá M a P -pont Π-re vonatkozó mer®leges vetülete,és N a d egyenesre vonatkozó vetület. Világos, hogy a PN szakasz hossza a
P pont és a d egyenes távolsága. Legyen még a kúp K 
sú
sának mer®legesvetülete a Π síkon T .Mivel PMD△ háromszög hasonló a KTD△ háromszöggel, ezért a DPM∡szög a kúp félnyílásszöge φ. A |PF | távolság megegyezik a |PD| távolsággal,mert a gömbhöz küls® pontból húzott érint®szakaszok hossza egyenl®, ezért

|PD| = cosφ|PF |.



100 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK
K

d

N

M

F

P

TD

2.17. ábra. A vezéregyenesUgyanakkor, ha ψ jelöli a két sík hajlásszögét a PMN háromszögb®l
|PD| = sinψ|PN | = sinψ|Pd|adódik. Összevetve a két egyenl®séget kapjuk, hogy

|PF |
|Pd| =

cos(π − ψ)
cosφami a sík rögzítése után egy állandó.Ezért a kúpszeletek alábbi de�ní
iójához jutunk:2.3.2. De�ní
ió (vezéregyenessel). Ellipszisnek nevezzük a kúpszeletet, ha asík egy adott F pontjától és adott d egyenesét®l mért távolságuk |PF |

|Pd| arányakisebb mint 1, parabolának ha egyenl® 1-el és hiperbolának ha nagyobb mint1.2.3.1. EllipszisHaladjunk tovább a 2.17. ábra spe
ializálásával. Tekintsük azt az esetet, ami-kor a metsz®sík minden alkotót metsz. Ábránkon ekkor berajzolhatunk mégegy kört, ami a kúpba írt, a síkot a másik oldaláról érint® gömb vetülete ésegyben a rajz síkjával való metszete (lásd 2.18. ábra). Minden fontos pontunkés vonalunk még egy példányban el®áll, ezt az 1-es 2-es indexek felvételéveljeleztük. Több mindent is leolvahatunk az ábráról, el®ször is, hogy a P pont-nak az F1, F2 pontoktól való távolsága a gömbhöz húzott érint®szakaszokegyenl®sége folytán megegyezik a D1D2 kúpalkotó szakasz hosszával, ezértfüggetlen a P pont választásától. Legyen ez a távolság 2a-val jelölve. Meg-kapjuk az ellipszis második síkbeli de�ní
ióját:



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 1012.3.3. De�ní
ió. Adott két pont és egy távolság, azon pontok mértani helyea síkon, melynek a két ponttól mért távolságának összege az adott távolsággalegyezik meg, az ellipszis.
K

d1

1

1

1

1

N
E

F

D

T

P

F2

22

2

2E
d

DN 2.18. ábra. Dandelon tételeMaguk az E1, F1, F2 és E2 pontok a rajz síkjában vannak, ezért a körhözküls® pontból húzott érint®szakaszok egyenl®sége miatt az E1F1 és E1F2szakaszok összege szintén 2a. Jelöljük a továbbiakban az F1F2 szakasz hosszát
2c-vel, ekkor az 2a = 2|E1F1|+2c egyenl®ségb®l adódik, hogy |E1F1| = a−c.Hasonlóképpen adódik, hogy E2F2 = a− c szintén teljesül. Akkor viszont az
|E1E2| = 2a is fennáll. Továbbá E1, E2 a kúpszelet pontjai, tehát

|E1F1| : |E1N1| = |E2F1| : |E2N1|,ahol most N1 az E1, E2 pontokhoz tartozó talppont a d1 egyenesen. Felhasz-nálva, hogy |E2F1| = a+ c és |E2N1| = 2a+ E1N1, kapjuk, hogy
(a− c) : |E1N1| = (a+ c) : (2a + |E1N1|),ahonnan

2a2 − c|E1N1| − 2ac = c|E1N1|,így
|E1N1| =

a2 − ac
c

.Mivel |E1N1| = |E2N2| nyilván fennáll, kapjuk, hogy
|N1N2| = 2a+ 2

a2 − ac
c

=
a2

c
,



102 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKés az ellipszist meghatározó arány:
|E1F1|
|E1N1|

=
c

a
.Áttérve, mostmár a görbe síkjában rajzolt ábrára (2.19. ábra), konkrét szer-kesztési eljárások kidolgozásával további informá
iókat gy¶jthetünk az ellip-szisr®l. A most rajzolandó ábrát az ellipszis alapábrájának nevezzük. Vissza-térünk a hagyományos jelölésekhez, az új elnevezéseket a szövegb®l d®lt bet¶-vel kiemeljük. Így az E1, E2 pontokat, amelyek a leghosszabb ellipszis átmér®pontjai A-val és B-vel jelöltük. Ezek távolsága tehát továbbra is 2a. A sza-kasz középpontja legyen O. Az O-ban AB-re állított mer®leges is tartalmazellipszis pontokat, melyek Fi-t®l éppen a távolságra vannak, ezek C, illetve

D. Általános P pontot úgy tudunk szerkeszteni, hogy egy 2a hosszú szakasztfelbontunk két részre és a kapott részszakaszok hosszával mint sugárral kö-röket rajzolunk az Fi fókuszok körül. Ezek metszéspontjai az ellipszis olyanpontjai, melyek az AB, CD egyenesekre nézve szimmetrikusan helyezkednekel. Mivel tetsz®leges ellipszis pont ezen az úton megkapható és ezek szim-metrikus négyesek 
soportjaiba sorolhatók, az ellipszisnek ez a két egyenesszimmetria tengelye. Az AB szakasz a nagyobb, ezt nagytengelynek nevez-zük a CD a kisebb ezt kistengelynek. A kistengely félhossza legyen b. Nyilván
a2 = b2 + c2 teljesül. Az A,B,C,D pontokat 
sú
spontoknak nevezzük az Opont az ellipszis 
entruma, amire nézve középpontosan szimmetrikus. A Ppontot összekötve a fókuszokkal kapjuk a vezérsugarakat, mérjük fel most az
F1-hez tartozó vezérsugarat a másik P -n túli meghosszabbítására, kapjuk az
E pontot. Az F1PE∡ szög szögfelez® egyenese t.Mivel |PE| = |PF1| ezért t az EF1 szakasz szakaszfelez® mer®legese, azaztetsz®leges Q pontja E-t®l és F1-t®l egyenl® távolságra van. Tehát egy ilyenpontra a

|QF1|+ |QF2| = |QE|+ |QF2| ≥ |EF2| = 2a,egyenl®tlenség áll fenn, amelyben 
sak a P pont esetén találunk egyenl®séget.Ha a sík egy Q pontjára a
|QF1|+ |QF2| > 2aegyenl®tlenség teljesül, akkor ezt az ellipszis küls® pontjának nevezzük. A tegyenesen tehát pontosan egy ellipszis pont van a rajta lév® többi pont pedigaz ellipszis küls® pontja. Az ilyen egyenesek az ellipszis érint®i. Az E pontottehát úgy is megkaphattuk volna, hogy az ellipszis t érint®jére tükrözzük az

F1 fókuszt. Egy ilyen tükörkép pontot ellenpontnak nevezünk az ellenpontokhalmaza (az F1 fókusz valamennyi ellipszis érint®re vonatkozó tükörképeinek
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2.19. ábra. Az ellipszis alapábrája



104 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKhalmaza) az ellenalakzat. Mivel az ellenalakzat minden pontja az F2 fókusztól,azonos 2a távolságra van pontjai egy körre esnek, melynek középpontja F2sugara 2a. Azonban ezen kör valamennyi pontjához könnyen visszakereshet®az az érint®, amire való tükörképként el®áll, ezért az ellenalakzat ezen teljeskör. Az elnevezés dolgában az irodalom eltér, szokták ezt a kört vezérkörnekis nevezni, jelenlegi felépítésünkben konzekvensebb az ellenkör elnevezés.Vegyük észre, hogy az F2, B, E pontok kollineáris voltából az is követ-kezik, hogy a P pont középpontú, F1-en keresztülhaladó kör az ellenkörtbelülr®l érinti. Így de�niálhatnánk az ellipszist a következ® módon is :2.3.4. De�ní
ió (de�ní
ió vezérkörrel). Adott egy kör és belsejében egy pont.Azon körök középpontjainak a mértani helyét, melyek a ponton áthaladnak ésa kört belülr®l érintik, ellipszisnek nevezzük.Az alapábra egy további fontos kört is tartalmaz, ez az ellipszis f®köre.Középpontja az O pont és a sugara a, azaz keresztül halad az A, B 
sú
s-pontokon. Mint egy mértanihely feladat megoldását, úgy kaphatjuk meg af®kört, hogy az F1 (F2) fókuszt mer®legesen vetítjük az ellipszis érint®ire éskeressük a vetületi pontok mértani helyét. Az alapábrán T jelöl egy vetületipontot. Valóban, az F2EF1 háromszög oldalainak O illetve T felez®pontjátösszekötve a háromszög középvonalához jutunk, így annak hossza éppen 2ahosszú oldalának a fele, azaz a.Ábránkon a vezéregyenest is könnyen berajzolhatjuk (2.20. ábra). Mivelmer®leges az AB nagytengely egyenesére, és az A ponthoz tartozó, vezér-egyenesre es® talppont egyúttal a nagytengely egyenesével való metszéspontis, ezért elegend® a nagytengelyen olyan pontot M pontot keresni, amire az
|AF1|
|AM |

=
c

a. Mivel a P pont köré rajzolt a
c
|PF1| sugarú kör a keresett egyenest érinti,ezért a P -n áthaladó vízszintes egyenesen a két kon
entrikus kör sugarai akívánt arányban állnak. Ugyanakkor az A pont felezi az ellenkör által az

AM -ból kimetszett S pont és az F1 távolságát, tehát a PA egyenes és a Pközéppontú F1-en áthaladó kör vízszintes PR sugarának R végpontját S-elösszeköt® egyenes a vezéregyenes egy pontjában metszik egymást.Alkalmazhatjuk ezen észrevételt két spe
iális pont esetében, az egyik akistengely C végpontja, a másik az ellipszis azon P pontja, mely éppen az F1fókusz "felett" helyezkedik el, azaz az F1P egyenes párhuzamos a kistengellyel(lásd a 2.20. ábrát). A C esetében a
|CQ′| = a

c
|CF1|



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 105egyenl®ség alapján újra megkaphatjuk az O pont és a d vezéregyenes a2

c
tá-volságát. Hasonlóképpen adódik, hogy |PQ| = |AF1|+ |AM | = b2

c
, ahonnankapjuk, hogy |PF1| = b2

a
. Ezen utóbbi PF1 szakaszt latus re
tum-nak nevez-zük. A latus re
tum egyenese átmegy a C-hez tartozó E ellenponton, mert az

F2 pont szintén rajta van a C középpontú F1-en áthaladó körön, így az F2Eszakasz ezen kör átmér®je, azaz az F1F2 egyenes mer®leges az EF1 egyenesre.Ezt mondhatjuk úgy is, hogy a C középpontú fókuszokon áthaladó kör az F2középpontú vezérkör és az F1-en áthaladó latus re
tum F1P egyenese egyponton megy keresztül.Tudjuk, hogy a PMF1△ háromszög befogóinak aránya c : a. Az F2Pvezérsugár messe a P középpontú F1-n keresztülhaladó kört E ′-ben. Mivel
|F2E ′| = 2a− 2

b2

a
= 2

c2

a
,ezért E ′-b®l a nagytengelyre állított mer®leges H talppontjával létrejöv® de-rékszög¶ háromszög megfelel® befogóinak aránya:

|E ′H| : |HF1| =
(

2 c
2

a

2a− b2

a

)
b2

a
: 2c

(
2a− b2

a

)
− 2 c

2

a

2a− b2

a

=
cb2

a2
:
b2

a
= c : a,ezért az E ′F1 egyenes párhuzamos PM egyenessel. Azonban E ′F1 nyilvánpárhuzamos a P -beli ellipszis érint®vel, tehát a P -beli érint® átmegy a nagy-tengely egyenesének a vezéregyenessel való metszéspontján M-en.2.3.2. HiperbolaMost azon síkmetszetb®l indulunk ki, mely pontosan két kúpalkotóval pár-huzamos és nem megy át az origón. Ilyenkor a kett®s körkúp két különböz®kúpjába lehet érint® gömböket írni.Az ellipszisnél elmondottak változatlanul elmondhatók a hiperbola esetén,de itt a fókuszok 2c távolsága nagyobb a �x kúpalkotó |D1D2| = |E1E2| = 2atávolságánál, és így a P pontok az

∣∣|PF1| − |PF2|
∣∣ = 2aegyenl®séget elégítik ki, a hiperbolát meghatározó arány pedig

|PF1|
|Pd1|

=
c

a
> 1.Áttérve a hiperbola alapábrájára szintén újabb fogalmakat vezethetünkbe, ezek közül az ellenpont, érint®, ellenkör vagy vezérkör illetve f®kör fogal-ma teljes analógiában áll az ellipszisnél mondottaknál. Azonban az ellenkör
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2.20. ábra. Latus re
tum



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 107és f®kör lyukas körök két pont van az ellenkörön és kett® a f®körön, mely nemáll el® az egyik fókusz érint®re való tükrözése illetve vetítése által. A 2.22.ábrán egy ilyen pontpár S és R, az F1-b®l a f®körhöz húzott érint® érintésipontja S és F1 erre vonatkozó tükörképe R. Mivel az ellenkör a f®körb®l az F1középpontból való kétszeres nagyítással adódik, R valóban az ellenkör pontja,ugyanakkor viszont emiatt a nyújtás miatt az OSF1∠-el együtt az F2RF1∠is derékszög, ezért az OS szakaszfelez®mer®leges illetve F2R egyenesek pár-huzamosak egymással, egymást a hiperbola egyik végtelen távoli pontjábanmetszik. Az említett derékszögek egy további következménye, hogy R rajtavan az O középpontú a fókuszokon áthaladó körön is. Az OS egyenest a hi-perbola aszimptotájának nevezzük. Két aszimptota van mert küls® pontbólkét érint® húzható.Világos, hogy nem találunk pontot az A, B pontok szakaszfelez®mer®-leges egyenesén, ezért 
sak egy igazi tengelyünk van a két szimmetria ten-gely ellenére, ezt valós tengelynek míg a másikat képzetesnek nevezzük. Két
sú
spontunk van A és B.
D2

P

d2

F2

d1

D1

F1

E1

E2

2.21. ábra. Dandelon tételeHúzzuk meg az A 
sú
spont-beli érint®t, ez mer®leges a valós tengelyre.Létrejön vele egy derékszög¶ háromszög, amelynek egyik befogója OA sza-kasz és átfogója pedig az aszimptotára esik. Ez a háromszög egybevágó az
OSF1△-el, mert van két egyenl® szögük és |OS| = |OA| = a. Ezért az át-fogója szintén c hosszú, így az OS aszimptota , az A-beli 
sú
sérint® és az
O középpontú fókuszokon áthaladó kör egy ponton megy át. Legyen ez Z.Bo
sássunk most S-b®l mer®legeset a valós tengelyre, a talppont legyen M .Nyilván

|OM | = a
a

c
és |MA| = a(c− a)

c
.
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2.22. ábra. Hiperbola alapábra
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|AF1|
|AM |

=
c

aés így M a vezéregyenes pontja. Mivel a vezéregyenes szimmetrikus a valóstengelyre, ezért az MS egyenessel egyezik meg. Továbbá bevezetve a b =
=
√
c2 − a2 jelölést,

|MF1| = c− a2

c
=
b2

c
,ezért az F1 feletti hiperbola pont valós tengelyt®l való távolsága, azaz a latusre
tum hossza:

b2

a
.Érdemes a jellegzetességeket tartalmazó új ábrát készíteni ugyanúgy, ahogyazt az ellipszis esetében tettük (lásd 2.23. ábra).Ábránkon a P pont az F1 feletti hiperbola pont. A hozzátartozó ellenpont

E illetve a megfelel® érint® a PT egyenes. Az érint® megint felezi a vezérsu-garak (ezúttal) bels® szögét ezért olyan M ′ pontban metszi a valós tengelyt,melyre
|M ′F1| : |M ′F2| =

b2

a
:

(
2a+

b2

a

)teljesül. Ebb®l (
2a+

b2

a

)
|M ′F1| =

(
2c− |M ′F1|

) b2
aösszefüggés adódik, ahonnan

|M ′F1| =
cb2

a(a+ b2

a
)
=
b2

cadódik, ezért M = M ′. Hosszabbítsuk meg az F1E szakaszt E-n túl, amignem metszi a f®kört valamely C pontban. Mivel |PT ||PM | = |PF1|2, ezért
|PT | = b4

a2
1√

b4

a2
+ b4

c2

=

√
b4

a2 + a4

c2

=
b2c

a
√
c2 + a2

.Mivel |PT | : |F1T | = c : a ebb®l
|F1T | =

b2√
c2 + a2
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tum



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 111kifejezés adódik. Mivel |F1T ||F1C| = |F1A||F1B| ezért
|F1C| =

b2

b2√
c2+a2

=
√
c2 + a2.Azaz C a f®kör AB-re mer®leges átmér®jének végpontja, hiszen a COF1△derékszög¶. Azaz a P pont szerkeszthet® a következ® módon:A f®kör C pontját F1-el összekötve kapjuk a második T metszéspontot,amiben ugyanezen szakaszra mer®legeset állítva a TP érint® egyeneshez ju-tunk. A P pont ezen egyenes és az F1-ben a valós tengelyre állított egyenesközös pontja.2.3.3. ParabolaA parabola esetén új térbeli ábrára nin
s szükség, nin
s további Dandelongömb. A lehetséges síkbeli de�ní
iók egy de�ní
ióba esnek össze, mert 
sakegy fókusz van, és a vezérkör (ellenkör) egybeesik a vezéregyenessel. Szinténegy "valódi" tengelyt találunk, de már szimmetria tengely sin
s több. Ezen azegy tengelyen van az egy darab 
sú
spont, amelyet a hagyományoknak meg-felel®en C-vel fogunk jelölni. A latus re
tum szerkesztése szintén nem jelentproblémát, hiszen olyan Q pontot keresünk, mely a d egyenessel párhuza-mos F -n áthaladó egyenesen van és egyenl® távolságra F -t®l és d-t®l, azaz az

M metszéspontból induló d-vel π
4
szöget bezáró egyenesen, mely egyúttal a

Q-beli érint® is.2.3.4. Kúpszelet és egyenes metszéspontjaiAz ábrázoló geometria alapvet® problémája, hogy miként lehet kúpszelet ésegyenes metszéspontjait megszerkeszteni. A különféle de�ní
iók különböz®geometria feladatokhoz vezetnek. A vezérkört használó de�ní
ió közös mód-szert eredményez a három kúpszelet esetében a pont körre vonatkozó hatvá-nyának fogalmát használva. A két 
entrális kúpszelet esetén a feladat meg-fogalmazása is azonos, az adatok felvétele dönti el, hogy ellipszissel vagyhiperbolával való metszetet kereshetünk. Az elemi geometriai feladat, amirevisszavezethet® a metszéspontok szerkesztése:Szerkesztend® olyan kör, aminek középpontja adott egyenesre illeszkedik,egy adott ponton áthalad és egy adott egyenest érint.Ha a pont a kör belsejébe esik a megoldások egy ellipszisnek az adottegyenessel való metszéspontjai, ha a pont a körön kívül volt, akkor egy hi-perbolának az egyenessel való metszéspontjairól van szó. Most a hiperbolaés parabola esetét tárgyaljuk, mert az ellipszisre vonatkozó analóg feladata�nitással is könnyen megoldható.



112 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK

P E

Q

T

MCF

dc2.24. ábra. A parabola alapábrája



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 113Hiperbola, parabola és egyenes metszéspontjának szerkesztéseA körön kívül fekv® pont körre vonatkozó hatványának nevezzük a pont-ból a körhöz húzott szel®k hosszainak szorzatát. Mivel ezen szorzat akkor iskonstans, amikor a pont a körön belül helyezkedik el, illetve zérus, ha a kör-vonalon, a hatvány minden síkbeli pontra értelmes nem negatív szám. Kétkörre vonatkozóan megegyez® hatványú pontok a sík egy egyenesét adják,ezt a két kör hatványvonalának nevezzük. Metsz® körök esetén a hatványvo-nal a két metszéspont összeköt® egyenese, érintkez® köröknél a közös érint®,míg egymást elkerül® körök esetén egy a középpontokat összeköt® egyenesremer®leges egyenes, melyet könnyen megszerkeszthetünk, ha felveszünk kett®új kört, mely mindkét kiindulási kört metszi (lásd 2.25. ábra).
P

2.25. ábra. HatványvonalA szerkesztés azon múlik, hogy az F1 ponton keresztülhaladó azon körök,melyeknek középpontja e-re esik, tartalmazzák az F1 pont e-re vonatkozó tü-körképét is F ′
1-t. Azaz ezek közös hatványvonala az F1F

′
1 egyenes. Az érintésitulajdonság azt jelenti, hogy az adott kör és a keresend® hatványvonala, a kö-zös érint®, így ezen érint®nek az F1F

′
1 egyenessel való K metszéspontja olyanpont, melynek hatványa az adott körre vonatkozólag éppen |KF1||KF ′

1|.Véve tehát egy tetsz®leges kört mely középpontja e-n van, metszi az F2középpontú adott ellenkört és átmegy F1-en, majd ennek és az ellenkörnek ahatványvonalát megszerkesztve a K pontot megkapjuk az F1F
′
1 egyenesen. A

K-n keresztülmen® érint®ket szerkesztve kapjuk az E1, E2 érintési pontokat,melyek a keresett köröknek is pontjai. Így az F2E1, F2E2 egyenesek e-b®lkimetszik a körök keresett P1, P2 középpontjait.A parabola esetén F2 végtelen távoli pont, az ellenkör megegyezik a vezér-egyenessel, így a feladat adott kör szerkesztése, mely adott ponton átmegy,adott egyenest érint, és egy másikon van a középpontja. A feladatot hason-lósággal lehet a legegyszer¶bben megoldani, vegyünk fel egy tetsz®leges kört
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2.26. ábra. Hiperbola és egyenes metszéspontjai
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2.27. ábra. Parabola és egyenes metszéspontjaimely a vezéregyenest érinti és középpontja az adott egyenesen van és al-kalmazzunk rá egy 
entrális nyújtást a két egyenes metszéspontjából, hogykeresztül menjen az adott ponton.Hiperbola esetén másik szép megoldáshoz jutunk, ha inverziót alkalma-zunk. Tekintsünk egy F2 középpontú az adott körre mer®leges kört. Legyenez az inverzió alapköre. Az inverzió az adott kört invariánsan hagyja, azadott egyenest a K középpontú k körbe viszi, a keresett kört pedig a síkvalamely olyan egyenesébe, mely az adott kört érinti és mer®leges k-ra. Azutóbbi feltétel azt jelenti, hogy K-n keresztülhaladó egyenest keresünk, azaza megoldások invertált képei az e1, e2 érint® egyenesek, melyeken az érintésipontok rendre E ′
1, E ′

2. Az érintési pontok inverz képei E1, E2 a keresett körökés az adott kör közös pontjai, azaz az F2E1, F2E2 egyenesek kimetszik e-b®la körök P1, P2 középpontjait. Ha valamelyik kör úgy érint, hogy tartalmazzaaz adott kört, akkor az eredeti feladatnak a hozzá tartozó P pont nem megol-dása, a felvett egyenes 
sak egy pontban metszi a hiperbolát. Ilyen egyeneseklehetnek például az aszimptoták eltoltjai a sík valamely alkalmas pontjába.Úgy t¶nik, mintha a P1, P2 pontok illeszkednének az e2, e1 érint®egyene-sekre is. Ez most 
sak az ábra sajátossága, amit rögtön beláthatunk, hogyhaaz e egyenes egy pontjának választjuk F1-t. Ekkor e = k és e1, e2 e-re mer®-leges irányú érint®k. Azaz minden ilyen esetben az E ′
1, E ′

2 pontok az ellenkörugyanazon pontjai F1 felvételét®l függetlenül. Az e1, e2 egyenesnek az e-velvaló metszéspontjai is mindig ugyanazok a pontok, de P1, P2 helyzete nyil-vánvalóan az F1 helyzetének a függvénye (lásd 2.29. ábra).
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2.28. ábra. Hiperbola és egyenes metszéspontjai inverzióval
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E2.29. ábra. Szerkesztés amikor a metsz® egyenesre illeszkedik a fókusz



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 1172.3.5. A metrikus alapfogalmak projektív jellemzéseA kúpszeletek egyenessel való metszéspontjainak szerkesztése során � ha avégtelen távoli pontokat is �gyelembe vesszük � a metsz® egyenesek két pont-ban metszik a kúpszeletet. A metsz® egyenes pólusának nevezzük a metszés-pontokban húzott érint®k (esetleg ideális) metszéspontját. A fókuszon áthala-dó metsz®k pólusai a megfelel® vezéregyenesre illeszkednek. Ennek belátásáravegyük észre, hogy tetsz®leges három, közös bels® ponton átmen® szel® pó-lusai egy egyenesre illeszkedik. Valóban elegend® az állítást körre igazolni,mert a kúp síkmetszeteinek érint®i a metsz®sík és a pontot kimetsz® alkotómentén érint® érint®sík metszésvonala, ezért a fenti tulajdonság vagy min-den síkmetszetre igaz, vagy egyre sem. Körre viszont a következ® egyszer¶számítással adódik. Tekintsük az 2.30. ábra jelöléseit.
S

P

O

K

F

T
R

2.30. ábra. Polaritás körreAz egyszer¶ség kedvéért legyen FOK∠ = α, |OF | = x a kör sugara r.Ekkor
|OK| = x cosαés ezért,

|KS|2 = r2 − x2 cos2 α.Az OSP△ derékszög¶ háromszögb®l
|KS|2 = |OK||KP | = x cosα|KP |,ahonnan

|KP | = r2 − x2 cos2 α
x cosα

és |OP | = r2

x cosα
.Ha P mer®leges vetülete OF egyenesen T , akkor

|OT | = r2

x
,



118 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKami független α-tól. Azaz a P pontok a T -n áthaladó OF -re mer®leges egye-nesre illeszkednek.

2.31. ábra. Polaritás kúpszeletreVisszatérve eredeti feladatunkhoz, mivel egy a fókuszon keresztülhaladóspe
iális szel® éppen a latus re
tum, amir®l igazoltuk, hogy végpontjaibanaz érint®k a vezéregyenes és a tengely metszéspontján haladnak keresztül,a tengelyre való szimmetriát is használva adódik, hogy a fókuszon áthaladószel®k pólusai a vezéregyenesre illeszkednek.Igazoljuk, hogy tetsz®leges metrikus kúpszelet projektív értelemben iskúpszelet. Ehhez szükségünk lesz a következ® lemmára.2.3.1. Lemma. A kúpszelet két érint®jének metszéspontját összekötve a fó-kusszal a fókuszból a két érintési ponthoz húzott vezérsugarak egyik szögfelez®egyenesét kapjuk.Bizonyítás: Legyen a két érint® PM illetve QM a hozzájuk tartozó el-lenpontok E1, E2. Mivel ME1 = MF1 = MF2 és a 
entrális kúpszeleteknél
2a = F2E1 = F2E2, ezért az F2E1M∠ megegyezik az F2E2M∠-el. De ak-kor a PE1M∠ = PF1M∠ és QE2M∠ = QF1M∠ egyenl®ségekb®l az állításkövetkezik.Parabola esetén azE1ME2△ egyenl®szárú ezért szintén teljesül PE1M∠ =
= QE2M∠ egyenl®ség, ahonnan megint PE1M∠ = PFM∠ és QE2M∠ =
= QFM∠ egyenl®ségek az állítást adják.2.3.1. Tétel. A kúpszelet tetsz®leges két pontja legyen P és Q bennük az érin-t®k tP , tQ. Ekkor a kúpszelet további érint® egyenesei a tP illetve tQ bizonyosprojektív de nem perspektív pontsorainak megfelel® elemeit kötik össze.Bizonyítás: Tekintsük a két érint®t és egy tetsz®leges harmadikat tR-t. Ezmesse tP -t és tQ-t X-ben illetve X ′-ben (lásd 2.33. ábrát). A lemma szerint
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2.32. ábra. A szögfelezésha R a PQM△ pontja, akkor PFX∠ = XFR∠ és RFX ′
∠
= X ′FQ∠ miatt

XFX ′
∠
= 1

2
PFQ∠. Ha S pont ezen a háromszögön kívülre esik az utolsóegyenl®ség akkor is fennáll, pld. az ábrának megfelel® elhelyezkedés során,

t

Y
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tS Y
,

S
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M

X
,

tR

F

Q

tQ2.33. ábra. A kúpszelet mint projektív pontsorok képz®dménye.
SFY∠ = Y FP∠ és SFY ′∠ = Y ′FQ∠ alapján

Y FY ′
∠ =

1

2
(SFQ∠ − SFP∠) =

1

2
PFQ∠megint teljesül. Így az X pontok által létrejöv® pontsorhoz tartozó F tartó-jú sugársor 1

2
PFQ∠ szöggel való elforgatottja olyan sugársort ad, melynekmetszete a tQ egyenesen az X ′ pontok által de�niált pontsor. A két pontsornyilván projektív de nem perspektív kap
solatban áll egymással és a megfe-lel® elemek összeköt® egyenesei adják a kúpszelet érint®it.Azaz minden euklideszi kúpszelet egy projektív képz®dmény is és a du-alitás elve szerint kielégíti a projektív kúpszelet de�ní
ióját is. Mint ahogy



120 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKláttuk a fókusz a pólusa a vezéregyenesnek a vezéregyenes pedig polárisa afókusznak. A kúpszelet pontjainak polárisai az érint®k, a középpont polárisaolyan egyenes, melynek pontjai párhuzamos érint®k metszéspontjai, azaz azideális egyenes.Ezért, valamely ideális ponton áthaladó metsz®ket az ideális pont polári-sa, a pont harmonikus társában metszi, azaz a poláris el®áll mint párhuzamosmetsz®kön létrejöv® metszetszakaszok felez®pontjainak a halmaza. Mindigtartalmazza a kúpszelet 
entrumát így ha van 
entrum, az ezen polárisokközös pontja, ezért a kúpszelet átmér®inek egy új de�ní
iójához jutottunk.Parabola esetén tehát az egyik ideális pont egyben középpont is, melybena parabolát az ideális egyenes érinti. Véve két tetsz®leges parabola pontot,ezek összeköt® egyenesének ideális pontjához tartozó poláris tehát átmér®.A pontokhoz tartozó parabola érint®k ezen a polárison metszik egymást,így a következ® euklidészi állításhoz jutottunk: a parabola két érint®jéneka metszéspontját összekötve az érintési pontok által meghatározott szakaszfelez®pontjával, a tengellyel párhuzamos egyeneshez (átmér®höz) jutunk.Kör esetén a fókusz és középpont fogalma egybeesik, a vezéregyenes azideális egyenes.A kúpszeletre vonatkozó polaritás meghatározza a sík egy érdekes leképe-zését. Ha P a vizsgálatunkban rögzített F fókusztól különböz® pont, akkorlegyen a P képe az FP egyenes azon P ′ pontja, melyben ®t a P pont p polá-risa metszi. Az F pontnak és d vezéregyenes pontjainak nem tulajdonítunkképet, a leképezés a projektív sík maradék pontjain bijek
ió.

3

2
4

1

S
P

,
R

p
N

P

P F

2.34. ábra. InverzióJelöljük az FP egyenes kúpszelettel való metszéspontjait 1-el és 3-al (lásda 2.34. ábrát). Az 1-es és 3-as pontoban meghúzott érint®k az NP pontbanmetszik egymást. Az NP pontot kössük össze a P ponttal. Ha az egyenesmetszi a kúpszeletet akkor P annak bels® pontja, és a p polárison az NP



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 121pont mellett a kapott 2-es 4-es pontokban meghúzott érint®k metszéspontjais rajta van, ez éppen a keresett P ′ pont (lásd a 2.34. ábra). Világos, hogyaz 14 és 23 egyenesek R illetve az 12 és 34 egyenesek S metszéspontja is p-re illeszkedik. (Ha az összeköt® egyenes elkerüli a kúpszeletet, akkor P küls®pont és a bel®le húzott érint®k érintési pontjait köti össze a p poláris, ahonnanszintén a 2.34. ábrához jutunk 
sak P és P ′ fel
serél®dnek. Így tehát mindkétesetben használhatjuk ábránkat.) Vegyük észre, hogy az S, P ′, R,NP pontokaz 1,2,3,4 teljes négyszög 4 két átlós pontja illetve a másik két átlónak a
p-vel való metszéspontja. Ezért a négypont kett®sviszonya (SRNPP

′) = −1.A pontnégyest a 4-es pontból az FP egyenesre vetítve, újabb harmonikuspontnégyest találunk, azaz:
(31PP ′) = −1.Kaptuk tehát, hogy A P,P' pontokat az összeköt® egyenesnek a kúpszelettelvaló metszéspontjai harmonikusan választják el egymástól. Ha a kúpszelet körakkor az F középpont és a PP ′ egyenes átmér®. Ekkor a kapott összefüggés:

−1 = (31PP ′) =
|3P |
|P1|

:
|3P ′|
−|1P ′|

=
r + |OP |
r − |OP |

:
r + |OP ′|
r − |OP ′|

.Ebb®l rögtön adódik, hogy
r2 = |OP ||OP ′|azaz a leképezés a körre vonatkozó inverzió. Ezért nevezzük az eredeti leké-pezést kúpszeletre vonatkozó inverziónak.2.3.6. Az a�nitások használata kúpszeleteknélAz a�nitás kúpszeletet kúpszeletbe visz és nem változtatja a kúpszelet vég-telen távoli pontjainak a számát. Ezért a metrikus típusokat ®rzi. Igen jólhasználható szerkesztési és bizonyítási feladatok megoldására, lássunk errenéhány példát.Az ellipszis mint kör képeAz ellipszis a�nitással mindig körbe vihet®, hiszen tekintve a f®kör egy su-garát, annak végpontját a b : a arányú nagytengelyre mer®leges irányú a�-nitásnak alávetve, az ellipszis egy pontjához jutunk.4 A teljes négyszög négy általános helyzet¶ pont által meghatározott hat egyenesmetszéspontjainak halmaza. A keletkez® két új pont a teljes négyszög két átlóspontja
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2.35. ábra. A�n alapábraValóban,ha a P ′ pont távolsága a szokott jelölések mellett x illetve y akistengelyt®l illetve a nagytengelyt®l, akkor egyrészt x2 + y2 = a2 másrészta P ellipszis pont távolsága a két fókusztól, rendre
√

(x+ c)2 +

(
b

a
y

)2 illetve √(x− c)2 +
(
b

a
y

)2

.Azaz
|PF1|+ |PF2| =

√

(x+ c)2 +

(
b

a
y

)2

+

√

(x− c)2 +
(
b

a
y

)2

= 2ais fennáll, hiszen
√

(x+ c)2 +

(
b

a
y

)2

=

√
x2 + 2xc+ c2 + b2 − b2x2

a2
=

√
2xc+ a2 +

c2x2

a2



√

(x+ c)2 +

(
b

a
y

)2

+

√

(x− c)2 +
(
b
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y

)2



2

=

(
2xc+ a2 +

c2x2

a2

)
+

+

(
−2xc + a2 +
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a2

)
+ 2

√(
2xc + a2 +

c2x2

a2

)(
−2xc + a2 +

c2x2
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)
=

= 2

(
a2 +

c2x2

a2

)
+ 2

√(
a2 − c2x2

a2

)2

= 4a2.



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 123Ezek szerint, ha a kitengely meg a nagytengely fölé egyaránt megrajzoljuk akört, akkor egy közös OP ′ sugár segítségével a megfelel® P ellipszis ponthozúgy juthatunk, hogy a T kiskörrel alkotott metszéspontból a nagytengellyelhúzunk párhuzamos egyenest, majd a P ′ pontból a kistengellyel, és a kétegyenes metszéspontjaként a P ellipszisponthoz jutunk. Ezt a szerkesztéstkétkörös módszernek nevezzük. Ha két mer®leges körsugarat tekintünk áb-ránkon, az ezekhez tartozó OP , OQ félátmér®ket konjugáltaknak nevezzük.Forgassuk el az OQ′Q zászló
skát kilen
ven fokkal az óramutató járásávalmegegyez® irányban. Ekkor a Q′ pont a P ′ pontba fordul, a Q pedig a Q∗

∗ helyzetbe kerül. A kapott PTQ∗P ′ négyszög oldalai párhuzamosak a ten-gellyel, tehát téglalap. A Q∗P átlója messe a tengelyeket R-ben illetve S-ben.Ezért |KT | = |KP | és mivel a TP egyenes párhuzamos az OR egyenessel
|KO| = |KR| következésképpen

|PR| = |OT | = b.Hasonlóképpen
|PS| = |P ′O| = aazaz
|SR| = a + bfüggetlenül a P pontnak az AC ellipszisíven elfoglalt helyét®l. Ez alapján úgyis rajzohatunk ellipszis pontokat, hogy egy a+b hosszú szakasz végpontjait atengelyek egyeneseire illesztjük, majd megjelöljük az a : b arányú osztópon-tot rajta. Ezen elv alapján m¶ködtek a me
hanikus ellipszis rajzoló gépekaz ellipszográfok. A módszer az ábrázoló geometria világában papir
sík mód-szernek van nevezve, de hívhatnánk létrás módszernek is, hiszen egy falhoztámasztott létrán álló ember a létra meg
súszása esetén ellipszis pályán foga talaj síkjához közeledni.A fenti észrevétel alapján, két konjugált ellipszis átmér® ismerete elegend®az ellipszis meghatározó adatainak a megszerkesztéséhez. Tegyük fel ugyanis,hogy a Q,O, P pontok adottak és tudjuk, hogy OQ illetve OP két konjugáltfélátmér®. Ekkor az Q pontnak az QOP∡ tompaszög¶ tartományban való ki-len
ven fokos elforgatásával a Q∗ ponthoz jutunk. a Q∗P egyenesb®l a Q∗Pszakasz K felez®pontja mint középpont körül megrajzolt O-n áthaladó körvo-nal kimetszi az R és S pontokat, melyek meghatározzák a tengely egyenese-ket. Adódnak a fél tengely hosszak is a PS illetve a PR szakaszok hosszaként.A nagyobbik a nagytengely félhossza ezt mérjük a konjugált átmér®k általmeghatározott, hegyesszög¶ tartományban haladó tengelyre, hiszen 
sak ezlehet a nagytengely. Megkaptuk az ellipszis 
sú
spontjait, melyekb®l az ellip-szis fókuszai, vezéregyenesei, vezérkörei megszerkeszthet®k. Ezt a szerkesztéstRytz szerkesztésnek nevezzük.



124 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKSzép egyszer¶ szerkesztést kínál az a�nitás az ellipszis és egyenes met-széspontjainak meghatározására. Az ellipszist és az adott egyenest mer®legestengelyes a�nitással a f®körébe illetve egy újabb egyenesbe transzformáljuk,majd a transzformált alakzatok metszéspontjait az inverz leképezéssel visszatranszformáljuk a kiindulási egyenesre. A szerkesztés könnyen nyomonkövet-het® a 2.36. ábrán.
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2.36. ábra. Ellipszis és egyenes metszéspontjaHiperbola és a�nitásA hiperbolák a�n osztálya nem tartalmaz a körhöz hasonló elfajuló elemet.Mégis van egy kitüntetett hiperbola az egyenl®oldalú hiperbola. Tekintsüka következ® szerkesztési feladatot. Adott a hiperbola aszimptotája és a 2atávolság szerkesztend® a hiperbola. Világos, hogy a feladatnak két megoldásavan, mert nin
s megadva, hogy az aszimptoták szögfelez®i közül melyikre esika valós és melyikre a képzetes tengely.A két megoldást a 2.37. ábrán láthatjuk. Rögtön adódik, hogy abban azesetben, ha az aszimptoták mer®legesek egymásra, a két megoldás egybe-vágó, egymás kilen
ven fokos elforgatottjai. Ezeket a hiperbolákat nevezzükegyenl®oldalú hiperboláknak. Tetsz®leges hiperbola a�nitásal egyenl®oldalúhiperbolába vihet®. Ha a Des
artes koordinátarendszert úgy vesszük fel, hogya tengelyek az aszimptotákkal egyezzenek meg, a jól ismert
y =

1

xfüggvény gráfként való el®állításhoz juthatunk az egység alkalmas választá-sa után. Azonban ebb®l az el®állításból a hiperbola két szép tulajdonságais rögtön adódik. Mivel 1 = xy egy P (x, y) pont két koordinátájára ezértaz OPxPPy téglalap területe egységnyi. Mivel az a�nitás területarány tartó,
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2.37. ábra. Hiperbola pártetsz®leges hiperbola esetén fennáll, hogy tetsz®leges pontján át az aszimp-totákkal húzott párhuzamosok és az aszimptoták által meghatározott parale-logramma területe független a pont választásától.Másik érdekes észrevétel adódik, ha koordinátarendszerünket a tenge-lyekkel megegyez® irányúnak választjuk. Ekkor a pozitív els® koordinátávalrendelkez® ág pontjainak koordinátái (cosh t, sinh t) koordinátákkal adhatókmeg, ahol t valós paraméter. A t1, t2 paraméterekhez tartozó P1, P2 pontokatösszeköt® egyenes paraméteres vektoregyenlete:
−→
OP = (cosh t1, sinh t1) + τ(cosh t1 − cosh t2, sinh t1 − sinh t2),vagy a második pontot használva az egyenletben
−→
OQ = (cosh t2, sinh t2) + ρ(cosh t1 − cosh t2, sinh t1 − sinh t2).Ha P az x = y aszimptotának az összeköt® egyenessel való metszéspontja,akkor az els® egyenletb®l

τ =
cosh t1 − sinh t1

(sinh t1 − sinh t2)− (cosh t1 − cosh t2)és −−→
P1P = τ(cosh t1 − cosh t2, sinh t1 − sinh t2).A második felírásból azon Q pontjára az összeköt® egyenesnek, mely az x =

= −y aszimptotára esik,
ρ =

cosh t2 + sinh t2
−(sinh t1 − sinh t2)− (cosh t1 − cosh t2)



126 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKés −−→
P2Q = ρ(cosh t1 − cosh t2, sinh t1 − sinh t2)adódik. Azonban τ = −ρ mert

(cosh t1 − sinh t1)[−(sinh t1 − sinh t2)− (cosh t1 − cosh t2)] =

= cosh t1 sinh t2 − sinh t1 cosh t2 = sinh(t2 − t1),míg
−(cosh t2 + sinh t2)[(sinh t1 − sinh t2)− (cosh t1 − cosh t2)] =

= −(cosh t2 sinh t1 − sinh t2 cosh t1) = − sinh(t1 − t2) = sinh(t2 − t1).Ezért |P1P | = |P2Q| azaz a hiperbolát azonos ágán két pontban metsz® egye-nesnek a görbe és az aszimptoták közé es® darabjai egyenl® hosszúak. Azállítás nyilván akkor is igaz, ha a két metszéspont különböz® ágra esik, eztis hasonlóképpen ki lehet számítani. Ha a metsz® egyenes érint®vé egysze-r¶södik az állítás a következ® szintén érdekes észrevételt adja: a hiperbo-la érint®jének az érintési pont és az aszimptoták közé es® darabjai egyenl®hosszúak.
P

Py

T

O
Px

T

A

2.38. ábra. Gyorsszerkesztés hiperbolánálEzeket az állításokat fel lehet használni arra, hogy az aszimptoták és egypont ismeretében további hiperbola pontokat szerkesszünk, hiszen a pontonáthaladó sugarak metsz® egyeneseket határoznak meg, amelyeken a másikmetszéspont az említett észrevétel alapján rögtön adódik. Ezt a szerkesztésieljárást nevezik a hiperbola gyorsszerkesztésének. A gyorsszerkesztés a 2.38.ábrán látható.
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2.39. ábra. A parabolát két érint® az érintési ponttal meghatározza.A parabolák a�n osztálya igazából hasonlósági osztály, igaz ugyanis, hogytetsz®leges két parabola hasonló egymással. Tekintsük ugyanis a meghatáro-zó adataikat. Nyilván a sík alkalmas eltolásával elérhet®, hogy a két fókuszmegegyezzen. Ezután az egyik tengely a közös fókusz körüli forgatással a má-sikba vihet®. Végül a fókuszból mint középpontból való alkalmas nyújtás azegyik vezéregyenest a másikba viszi. Az utolsó lépés hasonlóság az els® kett®egybevágóság így a leképezések szorzata hasonlóság.Igen fontos volt a projektív részben kimutatott következ® állítás: a para-bola két érint®jének a metszéspontját összekötve az érintési pontok által meg-határozott szakasz felez®pontjával, a tengellyel párhuzamos egyeneshez jutunk.Ezt közvetlenül is könnyen beláthatjuk (lásd a 2.39. ábrát).Legyen a két érint® t1 és t2 az érintési pontok T1 és T2. A két érint®metszéspontjaM az érintési pontokat összeköt® szakasz felez®pontja L. AzMpont egyenl® távol van a két érint®h®z tartozó ellenpontoktól, mert ezen közöstávolság éppen a fókusztól mért távolság az érint® egyenesek szakaszfelez®mer®leges volta miatt. Így az E1ME2△ háromszög egyenl®szárú, ezért az M-b®l induló magasság, súlyvonal is egyben. Azaz ezen egyenes párhuzamos a
T1E1 illetve T2E2 egyenesekkel és azoktól egyenl® távolságra halad. Mindenszakaszt felez, melynek egyik végpontja T1E1-re másik végpontja T2E2-reilleszkedik. Ezért tartalmazza a T1T2 szakasz L felez®pontját is.Ugyanezen ábra alapján leszögezhetjük: két érint® az érintési pontok-kal a parabolát egyértelm¶en meghatározza. Valóban el®ször megrajzolhatjukaz ML egyenest, mely megadja a tengely irányát. Ezután vele párhuzamo-san megrajzolhatjuk a T1E1 illetve T2E2 vezérsugár egyeneseket. Ezeket azérint®jükre tükrözve két egyeneshez jutunk, mely áthalad a fókuszon, a tü-



128 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKkörképek metszéspontja tehát F . F -t tükrözve az érint®kre adódik E1 illetve
E2 és így a vezéregyenes is.
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T 2.40. ábra. Három érint® viszonya parabolánál.Láttuk a projektív részben, hogy a két érint® bizonyos projektív pont-sorainak megfelel® elemeit összeköt® egyenesek adják a kúpszelet érint®it.Parabolánál ez a projektív kap
solat a�n kap
solattá egyszer¶södik. Ennekbelátásához tekintsünk egy harmadik érint®t t3-t. Ezen az érintési pont T3az el®z® két érint®t pedig rendre M1-ben illetveM2-ben metszi. Minden met-szés és érintési ponton keresztül húzzunk egy átmér®t, ezek távolságai közöttikap
solatokat a 2.40. ábrán követhetjük nyomon. Ha T1 és M1 egyenesének atávolsága x ugyanennyi M1 és T3 egyenesének a távolsága. Jelöljük y-al M1és M átmér®jének távolságát. Akkor a T3 és M átmér®k távolsága y − x és
M valamint T2 távolsága y + x. Ezért T3 és T2 átmér®k távolsága 2y így en-nek fele y az M2 és T2 átmér®k távolsága. Ekkor az MM2 átmér®k távolságamegint x, amib®l kapjuk,hogy T3 illetve M2 átmér®k távolsága megint y. Apárhuzamos szel®k tétele szerint

x : y = |T1M1| : |M1M | = |MM2| : |M2T2| = |M1T3| : |T3M2|egyenl®ségek állnak fenn, azaz a harmadik érint® azonos arányban osztja azeredeti két érint® szakaszt, és ez az aránya az új érintési pont és az új met-széspontok által meghatározott két távolságnak is. Ha x = y feltétellel érünka következ® egyszer¶ észrevételhez jutunk: a kiindulási érintési háromszög-nek az érintési pontokat összeköt® oldalhoz tartozó középvonala egy új érint®,melyen az érintési pont ezen középvonal felez®pontja. Ezen észrevétel adja alehet®ségét a parabolaív gyorsszerkesztésének, mely az 2.41 Ábrán látható.
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2.41. ábra. A parabola gyorsszerkesztése.2.3.7. Közös fókusz, Ivory tételeKét évszázaddal ezel®tt J.Ivory publikált egy geometriai tételt, amely ha-tása a �zikára azonnal nyilvánvalóvá vált. Igazolta, hogy a gravitá
iós er®-térnek egy elliptikus rétegre vonatkozó szintfelületei konfokális ellipszoidok.(Az elliptikus réteg in�nitezimális réteg két kon
entrikus ellipsoid között.) Ame
hanikában ez a tétel Newton tételének a párja (általánosítva gömbökr®lelliptikus rétegekre a hatást) ez azt mondja ki, hogy elliptikus rétegen belüla gravitá
iós poten
iál konstans.Euklideszi homogén koordinátákkal dolgozunk, az oszlopvektorok ponto-kat a sorvektorok egyeneseket koordinátáznak. Egy euklideszi transzformá
ióekkor `
T =

(
A b
0 1

)alakú, aholA egy forgatás mátrixa b pedig az eltolás vektort adja. Az Abszolútjelenti azon pontok mértani helyét a projektív síkon, melyekre xTΩx = 0teljesül az
Ω =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


lineáris leképezéssel. Az x pont koordinátái kielégítik tehát az x21 + x22 = 0egyenletet, azaz esetünkben 
sak egy pontot tartalmaz a (0,0,1)T homogén



130 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKkoordinátákhoz tartozót. A duális forma visszahúzottja a
Φ̃(u, v) = (u1, u2,0)




1 0 0
0 1 0
0 0 0






v1
v2
0


 ,ahol u = (u1, u2,0)

T és v = (v1, v2,0)
T az Ω képterének elemei.Ha valamely kúpszeletnek a fókuszai a (0,±c)T pontok valamely inhomo-gén koordinátarendszerben akkor a kúpszelet egyenlete homogén koordiná-tarendszerben a

0 = (x1, x2, x3)




1
c2+λ

0 0

0 1
λ

0
0 0 −1






x1
x2
x3


egyenlet. Mivel a mátrix reguláris, a duálisa a

0 = (x1, x2, x3)




c2 + λ 0 0
0 λ 0
0 0 −1






x1
x2
x3


 ,alakot ölti. Ebb®l közvetlenül látszik, hogy a konfokális kúpszeletek duálisai-hoz tartozó formák az összes formák terének lineáris alterét adják. Ebben azaltérben az Abszolút duálisa benne van, de az identitás duálisa nin
s benne.Valóban az Abszolút duálisa a következ® számolás alapján tetsz®leges kétkonfokális kúpszelethez tartozó forma különbségeként el®áll :

α




c2 + λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 −1


+ β




c2 + λ2 0 0
0 λ2 0
0 0 −1


 =

=




(α + β)c2 + (αλ1 + βλ2) 0 0
0 (αλ1 + βλ2) 0
0 0 −(α + β)


 =

=








c2 + λ3 0 0
0 λ3 0
0 0 −1


 ha (α + β) 6= 0




λ3 0 0
0 λ3 0
0 0 0


 ha (α + β) = 0.2.3.2. Lemma. Legyen adott két pont a síkon. A sík tetsz®leges pontján átpontosan két kúpszelet halad át, amelyek fókuszai az adott pontok. Az egyikellipszis a másik hiperbola, és a két kúpszelet mer®legesen metszi egymást.



2.3. KÚPSZELETEK AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 131Bizonyítás: Formulánk szerint, keressük az
x2

c2 + λ
+
y2

λ
= 1egyenlet megoldásait λ-t tekintve ismeretlennek. Ez átírható a vele ekvivalens

0 = λ(c2 + λ)− (c2 + λ)y2 − λx2 = λ2 + λ(c2 − x2 − y2)− c2y2formába. Látjuk, hogy két megoldás van, ezek rendre
λ1,2 =

−(c2 − x2 − y2)±
√

(c2 − x2 − y2)2 + 4c2y2

2
.Szorzatuk −c2y2 negatív szám így az egyik pozitív a másik negatív. A negatív

λ-hoz tartozó másik nevez® pozitív, ezért az egyik megoldás ellipszis míg amásik hiperbola. Mivel a kúpszeletek fókuszai közösek, a közös pontjukbanmeghúzott vezérsugarak is megegyeznek, azaz a pontbeli érint®k egybeesnekvagy mer®legesek egymásra. Ha különböz®ek az els® eset nyilván nem állhatfenn, ezért utolsó állításunk is teljesül.A lemma következménye, hogy két konfokális ellipszis ortogonális trajek-tóriái, az ellipszisekkel konfokális hiperbolák.2.3.3. Lemma. Ha két ellipszisnek közösek a fókuszai, akkor az egyik a má-sikba egy olyan a�nitással vihet®, ahol a pontok nagytengellyel párhuzamoskoordinátái a nagytengelyek, míg a kistengelyekkel párhuzamos koordinátái akistengelyek arányában nyúlnak. Ez az a�nitás a mer®leges konfokális hiper-boláknak az els® ellipszissel való metszéspontjait a második ellipszissel valómetszéspontjaiba viszi.Bizonyítás: A sík pontjainak koordinátái kifejezhet®k a rajtuk áthaladókonfokális ellipszis {a, b} illetve hiperbola {a′, b′} tengelyhosszaival. (Mindigkanonikus alakból indulunk ki !) A koordináták rendre:
x2 =

a2a′2

c2
, y2 = b2b′2

c2
,ahol a, b az ellipszis a′, b′ a hiperbola tengelyhosszai. Két konfokális ellipszisés közös mer®leges hiperbola esetén ebb®l az

x

X
=
a

A
, y
Y

=
b

Begyenl®ségekhez jutunk igazolva az állításokat.A lemma formulájából azonnal következik egy újabb szép összefüggés:



132 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK2.3.4. Lemma. A sík valamely (x, y)T pontján áthaladó konfokális ellipszisreés hiperbolára fennáll az
a2 − b′2 = x2 + y2összefüggés.Bizonyítás: Az el®z® lemma formulájából

x2 + y2 =
a2a′2

c2
+
b2b′2

c2
=
a2(c2 − b′2) + (a2 − c2)b′2

c2
= a2 − b′2.Végül a síkbeli Ivory tétel :2.3.2. Tétel. Két konfokális kúpszeletet, másik két, az el®z®ekkel konfokálisde rájuk mer®leges kúpszelettel metszve, egy négyoldalú derékszög¶ (görbevo-nalú) négyszöghöz jutunk, mely minden oldala valamelyik kúpszelet íve. Ezennégyszög átlói egyenl® hosszúak.Bizonyítás: Legyen a négy metszéspont x, y, x′, y′ a kap
solódó oldalak

{x, x′}, {x, y}, {y, y′}, {x′, y′}. A vizsgált távolságok négyzete ekkor:
ρ2(x, y′) = 〈x− y′, x− y′〉, 〈y − x′, y − x′〉 = ρ2(x′, y).Az

〈x− y′, x− y′〉 = 〈x, x〉+ 〈y′, y′〉 − 2〈x, y′〉összefüggésben
〈x, y′〉 = 〈x′, y〉a 2.3.3 Lemma szerint adódik, ugyanakkor

〈x, x〉+ 〈y′, y′〉 = (a2 − b′2) + (A2 −B′2) = 〈x′, x′〉+ 〈y, y〉is teljesül a 2.3.4 Lemma szerint. A két egyenl®ség együtt igazolja Ivorytételét.Az Euklideszi síkon újra fogalmazhatjuk Ivory tételét használva az a�nleképezések nyelvezetét:2.3.3. Tétel (Ivory). Ha adott két azonos típusú konfokális kúpszelet (pld. el-lipszis) akkor van egy olyan l a�n leképezés, hogy ha az el®z®ekkel konfokálismásik típusú kúpszelet (hiperbola) az els® kúpszeletet metszi egy pontban, ak-kor a másikat is metszi, mégpedig abban a pontban, mely az els® metszéspontképe az a�nitásra vonatkozóan. Mindkét metszés ortogonális. Két ilyen met-széspontra x-re és y-ra, valamint az euklideszi távolságfogalomra vonatkozóanteljesül, hogy:
ρ(x, l(y)) = ρ(y, l(x)).



2.4. PASCAL 1332.4. Pas
al

2.42. ábra. Blaise Pas
alBlaise Pas
al rendkívüli elme volt. A matematikai, �zikai munkáin túl szá-mos értékes gondolatot hagyott maga után, legismertebb m¶ve a Gondolatok
. 
sodálatos munkája valószín¶leg minden kor emberéhez szól, így sose fogelavulni. Egy kevésbé ismert de szintén igen érdekes munkát idézünk most,mely a matematikai gondolkozás alapjait bon
olgatja. Korában és számáraa matematikai gondolkozás nem vált szét a geometriai gondolkozástól, amiaz egzakt tudomány egyetlen példája volt, így nem meglep®, hogy esszéjének
íme: A geometriai szellem. Magyar fordításunkat a "Minor Works of BlaisePas
al" 
. Harvard 
lassi
s 48/3 kötet azonos 
. fejezete alapján közöljük.B. Pas
al: A geometriai szellemO. W. Wright angol fordítása alapjánHárom alapvet® módszer van az igazság tanulmányozásában: az els® felfedezni 1azt, amikor keressük; a második igazolni, amikor már birtokoljuk; és a harmadik,megkülönböztetni ®t a hamistól, a vizsgálat közben.Nem beszélek az els®r®l, leginkább a másodikkal foglalkozom és ez magában 2foglalja a harmadikat is. Ha ismerjük az igazság bizonyításának módszerét, akkorrendelkezésre áll a hamistól való megkülönböztetés lehet®sége, hiszen annak el-döntéséhez, hogy az adott bizonyítás konform-e a vizsgált szabályokkal tudnunkkell, vajon pontosan bizonyíttatot-e.



134 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKA geometria, ezen három módszerben egyaránt kiemelkedik, kifejti a felfede-3 zés m¶vészetének ismeretlen igazságait �melyet analízisnek neveznek � és annakellenére nem haszontalan err®l beszélni, hogy sok kiváló könyv született már atémában.Azaz a megtalált igazság igazolása, és értelmezése oly módon, hogy a bizonyí-4 tás ellenállhatatlan legyen, az egyetlen, amit adni szeretnék; és ehhez 
sak azta módszert van lehet®ségem kifejteni, amelyet a geometria vesz észre benne; éstanít tökéletesen a példáival, mégha nem is tudja részletezni. Mivel a felfedezésm¶vészete két f® dologból áll, az egyik a feladatok önmagában való bizonyítása,a másik a feladatok legjobb sorrendbe való rendezése. Két szakaszt fogok készí-teni, az egyik tartalmazza a geometriai levezetés, azaz, a módszeres és tökéletesszemléltetés szabályait ; a másik megmutatja, hogy geometriai, azaz, módszeresés teljes a sorrend: így a kett® együtt tartalmazni fogja mindazt, ami szükségesa közvetlen érveléshez az igazság bizonyításában és megkülönböztetésében. Eztjelöltem ki írásom 
éljának.AZ ELS� SZAKASZ � A geometria módszere; a rendszeres és5 tökéletes szemléltetés módszere.Nem tudom annál jobban kifejteni azt az általunk meg®rzend®, a szemléltetéstoly meggy®z®vé tev® módszert, minthogy megmagyarázom azt, ami meg van�gyelve a geometriában.5De el®ször is említenem kell egy jelesebb és teljesebb módszer eszméjét, amit6 az emberiség soha nem tud majd alkalmazni ; mert meghaladja a minket áthatógeometriát ; és, annak ellenére, hogy lehetetlen a gyakorlatban alkalmazni, mégisvalamit mondani kell róla.Ez az igaz módszer, ami a legkiválóbb módon bizonyítana, ha lehetséges volna7 5 Ezután a bekezdés után, zárójelek közé téve egy �nomabb kézzel a következ®kvoltak írta a kéziratba: �... inkább sikerülni fog ebben mint másban, és ezt a tu-dományt 
sak azért választottam, met ez ismeri egyedül az érvelés szabályait, ésanélkül, hogy megállna a szillogizmus szabályainál (amik olyan természetesek, hogybiztosan ismerjük ®ket) megáll és tartja magát a 
ondu
tive indoklás módszeré-hez, amir®l szinte senkinek sin
s tudomása, és amit nagyon el®nyös ismerni, merttapasztalatból tudjuk, hogy egyforma elmék között el®bbre jut és új lendületetkap, aki megismeri a geometriát.� �Ezért szeretném geometriai példákon keresztülmegmagyarázni, hogy mik azok a bizonyítások, mert a geometria szinte az egyet-len olyan emberi tudomány, ahol tévedhetetlen bizonyítások vannak, míg az összestöbbi tudomány a természetéb®l adódóan kissé zavaros, és ezt a zavart egyedül ageometriával foglalkozók tudják kit¶n®en megérteni.� A következ® megjegyzés sze-repel a kézirat margóján: �Azt, ami itt kis bet¶kkel van írva, egy olyan lap alá voltelrejtve, melynek szélei le voltak ragasztva a 
ikk kezdete felett: Nem tudom jobbankifejteni, stb.�-szerk.



2.4. PASCAL 135alkalmazni, két alapvet® dolgot jelentene: az egyik, nem használná olyan dologjelentését, amit el®ször ki ne fejtett volna; a másik, soha nem el®legezne megsemmilyen állítást, amely igazsága ne lenne már ismert módon igazolva; azaz, egyszóval, minden dolgot de�niálna, és minden állítást igazolna. De hogy a kifejtésáltalam kit¶zött sorrendjében haladjunk, szükséges, hogy elmondjam mit értekde�ní
ió alatt.Egy féle de�ní
ió ismert a geometriában, amit a logikusok hívnak de�ní
iónak, 8tetsz®leges alkalmazása neveknek olyan dolgokra, amelyek világosan ki vannakjelölve már tökéletesen ismert dolgok segítségével ; és ez a de�ní
ió az egyedül,amir®l én beszélek.Az értekezés hasznossága és használhatósága érdekében tisztázni és rövidíteni 9kell, egy név 
satolásával azokat a kifejezéseket, amelyek egyébként 
sak többdologgal lennének kifejezhet®k; amely nevet egyébként, ha van neki más jelentése,ett®l a 
satolás során megfosztanánk, hogy ne jelenthessen mást mint, amire miterveztük. Egy példa:Ha meg szeretnénk különböztetni azokat a számokat melyek kett®vel oszthatóak, 10azoktól amik nem, annak érdekében, hogy a gyakori ismétlését ennek a feltételnekelkerüljük, egy nevet 
satolunk hozzájuk: Minden kett®vel osztható számot, párosszámnak nevezünk.Ez egy geometriai de�ní
ió; mert miután tisztán kijelöltünk egy dolgot, neveze- 11tesen, hogy minden neki megfelel® szám kett®vel osztható, egy nevet adtunk nekimegfosztva minden más jelentését®l, annak érdekében, hogy ezt a tulajdonságotkijelölje.Úgy t¶nik, hogy a de�ní
iók tetsz®legesek, és soha nem vezetnek ellentmondás- 12hoz; semmi sem megengedhet®bb mint bármilyen nevet választani egy dolognak,ami tisztán ki van jelölve. Egy dologra kell 
sak tekintettel lenni, nem adhatjukugyanazt a nevet két különböz® dolognak.Ez nem fordulhat el®, ha nem zavarjuk össze a következményeket, és nem ter- 13jesztjük ki az egyiket a másikra.Egy biztos és 
salhatatlan gyógymód segít ezen hiba elkerülésében: helyettesít- 14sük mással a de�ní
iót azon a helyen, ahol a dolog de�niálva volt és mindenhol,ahol megjelenik, például, hogy akármikor, amikor azt mondjuk, hogy páros szám,pontosan jelentse azt, hogy két egyenl® részre bontható, és ez a két dolog olyanfokon érintkezzen és legyen elválaszthatatlan egymástól gondolatban, hogy, amintaz egyiket az értekezés használja, az értelem azonnal kap
solja össze a másik-kal. Geométerek, és mindazok számára említeném, akik módszeresen haladnak,



136 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKahhoz, hogy rövidítsük az értekezést, 
sak a dolgok neveit kell említeni, és nemrövidíteni vagy változtatni a fogalmát a dolognak, amelyikr®l beszélünk. �k úgyfognak tenni, mintha a gondolat tartalmazná a teljes de�ní
iót azon rövid ré-szekben amelyeket használnak, és elkerülik a z¶rzavart, amit a szavak többszörösjelentése okoz.Ez a módszer szükséges és önmagában is elegend® mindenféle nehézség és15 mellébeszélés el¶zésére, és nin
s nála hatékonyabb a szo�sták gán
soskodó sz®-rözéseinek elkerüléséhez.Ezek a dolgok jól érthet®k, visszatérek azon eredeti gondolat kifejtéséhez, ame-16 lyik minden dolog de�niálását és minden dolog bizonyítását tartalmazza.Ez a módszer bizonyosan 
sodálatos, de abszolút lehetetlen; nyilvánvaló, hogy az17 els® fogalmak, amelyeket de�niálni szeretnénk magukba foglalnak el®zményeket,amiket alkalmazni fogunk a kifejtésük során, és hasonlóképpen, az els® állítás amitbizonyítani akarunk magába foglal másokat, amelyek megel®zik ®ket ; eképpenvilágos, hogy soha sem érhetjük el az els®t.Így, haladva kutatásunkban tovább és tovább, szükségképpen megérkezünk olyan18 primitív szavakhoz, melyeket nem tudunk tovább de�niálni, és olyan elvekhez,amelyek olyan tiszták, hogy nem találunk továbbiakat, amelyek szolgáltathatnákezek bizonyítását.Ezért úgy t¶nik az ember természetesen és megváltoztathatatlanul képtelen19 bármely tudományt egy abszolút teljes rendbe gy¶jteni.De ebb®l nem következik, hogy el kéne vetnünk minden rendet.20 Van egy, a geometriáé, amelyik az igazság dolgában kevesebb, azaz kevésbé meg-21 gy®z®, de nem kevésbé bizonyos. Nem de�niál minden dolgot és nem bizonyítminden dolgot, és ez az, amiben alábbvaló; de 
sak a tiszta és a természetes vilá-gosságukban állandó, és ezért a tökéletesen igaz, a természet által a beszélgetésalapértelmezésének fenntartott dolgokat teszi fel.Ez a rend, tökéletes bárkinek, aki nem tartozik azok közé, akik minden dolgot22 de�niálnak vagy igazolnak, de olyanok közé sem akik semmilyen dolgot nem de�-niálnak és igazolnak, hanem megmaradnak a középúton, nem de�niálva semmit,ami kell®képpen nem világos és alátámasztott minden ember számára, és a töb-bit de�niálják; nem bizonyítanak mindent, ami az emberiség számára ismert, debizonyítják mindazt, ami ezentúl megmarad. A rend ellen az követ el b¶nt, akimindent de�niál és mindent bizonyít, és aki elmulasztja ezt tenni azon dolgokkal,amelyek önmagukban nem nyilvánvalóak.



2.4. PASCAL 137Ez az amit tökéletesen tanít a geometria. Nem de�niálja a tér, id®, mozgás, szám, 23egyenl®ség fogalmát, és hasonló dolgokat, amelyek nagy számban léteznek, mertezen kifejezések olyan természetesen illeszkednek az általuk jelentett dolgokhoza nyelvet ismer® számára, hogy az értelmezésük nagyobb homályt adna mintútmutatást.Nin
s annál rosszabb mint egy beszélgetés azokkal, akik ezeket a primitív sza- 24vakat akarják de�niálni. Mi szükség arra, például, hogy kifejtsük mit jelent azember szó? Nem eléggé ismerjük azt a dolgot, amit szerettünk volna kijelölnievvel a kifejezéssel? És miféle el®nyt gondolt Platón szerezni nekünk, amikorazt mondta, hogy ® egy kétlábú állat szárnyak nélkül? Mintha a gondolat, amitermészetes nekem, de nem tudom kifejezni, nem lenne tisztább és biztosabbmint az a használhatatlan és nevetséges kifejtés, amit ® adott ; hiszen egy emberelveszítve két lábát nem veszti még el ember mivoltát, ahogy egy kappan semválik emberré azáltal ha elveszíti a szárnyait.�k azok, akik elegend®en abszurdak ahhoz, hogy kifejtsenek egy szót saját 25magával. Tudom, hogy van aki a fényt ezen �böl
sességgel� de�niálja : A fényegy világító test térvilágító mozgása. Mintha értenénk a térvilágítás és világítószavakat a fény szó ismerete nélkül ! 6Nem tudjuk meghatározni az él®lényt, anélkül, hogy bele ne esnénk ugyanebbe 26az abszurditásba: ehhez a fogalomhoz nem tudunk de�niálni egy szót anélkül,hogy ne kezdjük saját magával, és így ne alkalmaznánk a szó de�ní
ióját magábana de�ní
ióban.Világosan láthatjuk ebb®l, hogy vannak nem de�niálható szavak; és ; ha a ter- 27mészet nem szolgáltatott volna egy megfelel® gondolatot, amely az egész embe-riség számára adott, minden kifejezésünk ellentmondó lenne; amíg ugyanazzal atermészetességgel és bizonyossággal használjuk ®ket, ahogy gondoljuk, megma-gyarázottak lesznek, tökéletesen mentesen a félreértésekt®l ; mivel a természetszavak nélkül is megadja világosabb ismeretüket, mint ahogy a tudomány képeslenne azt az értelmezéseink nyomán.Nem azért gondolják ugyanazt az emberek a dolgok lényegér®l mert én azt 286 Pas
al itt egy Jezsuita pap, Noël Atya szavaira utal, amelyeket ebben a témábanaz �Expérien
es tou
hant le vide� 
. munkájában fejtett ki. 1647-ben ezt írja NoëlAtyának: �A záró szavakat megel®z® mondatban a következ® módon de�niálja afényt: A fény egy világító test térvilágító mozgása; err®l, az a véleményem, hogyel®ször de�niálni kell azt, hogy mi a térvilágítás és a világító test, és amig ez nemtörténik meg én nem értem mi a fény. Különben is mi sohasem használjuk fel de�ní-
ióinkban a de�niált dolgot, nagy nehézséget okoz nekem, hogy egyetértsek önnel,amikor azt állítja: A fény egy világító test térvilágító mozgása. � � szerk.



138 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKmondom, hogy lehetetlen és haszontalan de�niálni.Például az id® ilyen fogalom. Ki tudja de�niálni? És miért kéne magyarázni hi-29 szen minden ember tudja mit jelent a beszédben az id®, további de�ní
ió nélkülis. Mégis számtalan különböz® vélemény érinti az id® lényegét. Néhányan aztmondják, ez a teremtett dolgok mozgása; mások, a mértéke a mozgásnak, stb.De ez a dolgoknak nem azon természete, amire én azt mondom, hogy mindenkiszámára ismert ; ez egyszer¶en a kap
solat a név és a dolog között ; azaz az id®kifejezés, mindenki gondolataiban közvetlenül ugyanarra az objektumra mutat;amit maga a kifejezés elegend®en indokol, nem szükséges, hogy de�niálva legyen,bár azután, megvizsgálva mi az id®, eltér® nézetekhez vezetnek a róla való gon-dolataink; de�ní
ió során 
sak kijelölünk dolgokat hogy elnevezzük ®ket, és nemmutatjuk meg a természetüket.Nem azért engedhet® meg az id® elnevezéssel illetni a teremtett dolgok mozgását30 mert azt mondtam, hanem mert nem egyéb ez mint de�ní
ió.De ezután a de�ní
ió után lesz két dolog, amit az id® elnevezéssel illetünk: az31 egyik az, amit az egész világ ért rajta természetesen mindazok, akik a mi nyel-vünkön beszélve használják ezt a fogalmat; a másik a teremtett dolgok mozgása,mivel ezt is jelenti ez a név az új de�ní
ióval egyetértésben.Eképpen szükséges elkerülni a kétértelm¶séget és nem összezavarni a következ-32 ményeket. Így nem következik, hogy a dolog, amit természetesen érteni szoktunkaz id® szó alatt ténylegesen a teremtett dolgok mozgása. Csak el van látva kétdolog ugyanazzal a névvel ; de nem kell a természetben azonosítani ®ket úgy minta nevüket.Így ha azt állítjuk, hogy az id® a teremtett dolgok mozgása, szükséges meg-33 kérdezni mit is jelent az id® szó, azaz, vajon a szokásos és általában elfogadottjelentését meghagytuk neki, vagy megfosztottuk ett®l, azért, hogy adni lehessenszámára ezen az alapon azt, hogy egy teremtett dolog mozgása. Ha minden másjelentés le van róla vetk®ztetve, nem tud ellentmondást adni, és egy tetsz®legesde�ní
ióvá válik, amely következményeiben, ahogy mondtam, nem lesz két do-log, aminek ugyanaz a neve. De ha az eredeti jelentését is megtartjuk, és úgyteszünk mintha, amit ezzel a szóval jelöltünk az a teremtett dolgok mozgásalenne, akkor ellentmondáshoz juthatunk. Ez továbbá nem egy egyszer¶ de�ní
ió,hanem egy állítás, ami igazolásra szorul, ha nem evidens magában; és axiómává,vagy alapelvvé válik, de sohase lesz de�ní
ió, mivel ebben a kijelentésben nin
smegmagyarázva, hogy az id® szó ugyanazt a dolgot jelzi-e mint a teremtett dol-gok mozgása, hanem magától érted®d®nek tekintjük, hogy az id® kifejezés ez abizonyos mozgás.



2.4. PASCAL 139Ha nem tudtam, hogyan lehet, az olyan dolgokat, amelyr®l a példát adtam töké- 34letesen megérteni, és indokolni, akár bizalmas akár tudományos értekezésekben,nem hagyott nyugodni. De úgy t¶nik számomra, azon tapasztalat alapján, amita viták z¶rzavara adott, hogy nem tudunk teljességgel eljutni ide, ez a szellemea pre
izitásnak inkább annak az értekezésnek az érdekében van, amit írok, mintazon tartalom érdekében, amit feldolgozok benne.Hány személy van, aki azt képzeli, ha elhagyja annak eredeti jelentését, de�niál- 35hatja az id®t azt mondván az id® a mozgás mértéke! Ennek ellenére egy állítástgyártott nem egy de�ní
iót. Hányan vannak, ugyanígy, akik úgy gondolják de�-niálták a mozgást, amikor ezt mondták: Motus ne
 simpli
iter motus, non merapotentia est, sed a
tus entis in potentia! És ennek ellenére, ha elhagyják a moz-gás szó eredeti jelentését, ahogy ezt 
sinálják, ez nem egy de�ní
ió hanem egyállítás ; és zavart okoz eképpen azon de�ní
iókban amiket a dolgok elnevezésérehasználnak. Ezek pedig az igazi megengedhet® és geometriai de�ní
iók, amelyek,tulajdonképpen, a továbbiakban nem tetsz®leges de�ní
iók, hanem ki vannak té-ve az ellentmondásnak. Tartják magukat ahhoz, hogy szabadon tehetik ezt, mintmások; és mindenki de�niálja ugyanazt a dolgot a saját módján, a személyesszabadság alapján. Ez ugyanúgy eléggé el nem ítélhet® a de�niálás módjában,mintahogy megengedhet® a korábbi módon. �k összezavarnak mindent, és elve-szítenek minden rendet és fényt, elveszítve saját magukat barangolva a bonyolultakadályok között.Sohasem fogunk ebbe a hibába esni ha a geometria rendjét követjük. Ez az 36értelmes tudomány igen messze áll attól, hogy olyan primitív szavakat de�niáljonmint tér, id®, mozgás, egyenl®ség, többség, kisebbség, egész, és másokat, ame-lyeket mindenki ért. De ezeken kívül, a maradék kifejezéseket amelyeket alkalmaz,olyan szinten tisztázza és de�niálja, hogy nin
s szükségünk szótárra megértenibármelyiket is közülük; azaz ezen kifejezések összes szava tökéletesen érthet®,természetes fényében is és a neki adott de�ní
ió alapján is.A módszer, ami segít elkerülni azokat a hibákat, amelyeket felvázoltunk az els® 37pontban, abban áll, hogy 
sak azokat a dolgokat de�niáljuk, amelyek szükségesek.Ezt ugyanazon a módon teszi a módszer a másik pontra vonatkozóan is, 
sak anem evidens állításokat bizonyítja.Amikor eljut az els® ismert igazságokig, elid®zik ott, és megkérdezi, vajon ezek 38
satolhatók-e, nin
s-e semmi világosabb tény, ami ezeket már bizonyítja ; azazmindaz ami a geometria által javasolt, tökéletesen igazolt, vagy saját természetesfényében vagy valamilyen bizonyítás által.Eképpen adódik, hogy ha ez a tudomány nem de�niál vagy igazol mindent, 39



140 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKannak az az egyszer¶ oka, hogy ez nem lehetséges. 7Különösnek találhatjuk, hogy a geometria nem de�niál minden dolgot a saját40 alapvet® objektumairól ; sem a mozgást, sem a számokat, sem a teret nem tudjade�niálni ; és egyébként ez a három dolog az, amit feldolgoz spe
iálisan, tekintet-tel azokra a vizsgálatokra, amelyeket a három különböz® név takar, me
hanika,aritmetika és geometria, ez az utolsó név tartozik a fajhoz és a fajtához.Nem meglep®, ha megjegyezzük, ez a 
sodálatos tudomány 
sak a legegy-41 szer¶bb dolgokat 
satolja magához, ugyanazt a min®séget mutatja fel abban,hogy mi méltó a tárgyának lenni, mint abban, hogy mit nem tud de�niálni ; az-az a de�ní
ió törvénye inkább egy tökéletesítés mint egy hiányosság, mivel nema bizonytalanságból jön, hanem ellenkez®leg a széls®séges nyilvánvalóságából,amelyik olyan, hogy habár nem lehet meggy®z®en igazolni, de teljesen bizonyos.Felteszi tehát, hogy mi tudjuk mi az a dolog, amit mi tanulmányozunk a moz-gás, szám, tér szavak alapján; és anélkül, hogy megállna de�niálni ®ket, áthatola természetükön és felfedezi a bámulatos tulajdonságaikat.Az a három dolog, amely a "Deus fe
it omnia in pondere, in numero, et mens-42 ura" 8 mondásnak megfelelve magában hordozza az univerzumot, fordított ésszükségszer¶ kap
solatban áll egymással. Nem tudunk elképzelni mozgást valamimozgó objektum nélkül ; ez a két dolog egy, ez az egység a számok eredete; vé-gül, a mozgás nem képzelhet® el tér nélkül, látjuk tehát, hogy mindhárom dologbenn foglaltatik az els®ben.Az id® szintén benne van; a mozgás és az id® kap
solódnak egymáshoz; gyor-43 sulásnak és lassulásnak, melyek a mozgás di�eren
iái, szükségszer¶en szinténkap
solata van az id®vel.Így vannak közös tulajdonságai ezen dolgoknak, ezek tudása nyitja meg az elmét44 a természet legnagyobb 
sodái felé.A legfontosabb ezekben a mindenben kevered® végletek: a nagyság illetve a45 ki
siség, felfogása.Habár egy mozgás lehet gyors, el tudunk képzelni egy gyorsabbat is, és így a46 végtelenségig, anélkül, hogy valaha elérjünk a gyorsaság egy olyan mértékéig,amihez többet ne lehetne hozzátenni. És fordítva, habár lehet egy mozgás lassú,még jobban vissza lehet tartani ; végtelenségig, anélkül, hogy elérnénk a lassúság7 Ide a kéziratban zárójelek közé ez került: �(A természet úgy bünteti a tudományo-kat, hogy nem adományoz az igazság elérése érdekében emberfeletti tökéletességet,
sak mindazt adja, amit az ember el tud érni. Úgy t¶nik nekem ez adatott valójábanezen diskurzus kezdetét®l fogva, stb...)��szerk.8 �Isten teremtett mindent annak súlyában, számában és arányában.�



2.4. PASCAL 141egy olyan fokára, amit nem lehetne 
sökkenteni végtelen sok másikra, a meglev®kalá.Ugyanezen a módon, ha van egy nagy számunk, el tudunk képzelni nagyobbat; 47a végtelenségig, anélkül, hogy ne tudnánk tovább növelni. És fordítva, habáregy szám lehet ki
si, a század vagy tízezred részét is el tudjuk képzelni ennek aki
siségnek; és így tovább a végtelenségig, anélkül, hogy elérnénk a nullát vagya semmit.Bár egy tér lehet nagy, el tudunk képzelni egy nagyobbat; a végtelenségig, anél- 48kül, hogy megérkeznénk egybe, amelyet tovább nem lehet növelni. És, fordítva,habár, egy tér lehet ki
si, el tudunk képzelni egy kisebbet; a végtelenségig, anél-kül, hogy elérnénk egy láthatatlanba, aminek nin
s semmilyen kiterjedése.Ugyanez a helyzet az id®vel. Mindig el tudunk képzelni egy nagyobb id®tartamot 49egy végs® nélkül, és egy kisebbet egy ponthoz vagy a tiszta semmi id®tartamhozvaló megérkezés nélkül.Azaz, egy szóval, bármi lehet a mozgás, a szám, a tér, az id®, mindig van nagyobb 50és kisebb: így valamennyien a semmi és a végtelen között állnak, végtelen távolezen széls®ségekt®l.Ezek az igazságok nem bizonyíthatóak; és mégis ®k az alapjai és elvei a geomet- 51riának. De ahogy nem a homályosságuk az oka, hogy alkalmatlanok arra hogybizonyítást rendeljünk hozzájuk, hanem ellenkez®leg az ® széls®séges nyilvánva-lóságuk, úgy a bizonyítás hiánya nem hiányosság, hanem inkább tökéletesség.Ebb®l látjuk, hogy ha a geometria nem tud de�niálni objektumokat vagy bizo- 52nyítani bizonyos elveket ; annak az egyetlen és nyilvánvaló oka, hogy mindkett®széls®ségesen természetes világossággal bír, mely er®teljesebben meggy®z® mintbármely beszélgetés.Mi evidensebb, mint annak az igazsága, hogy bármi is egy szám meg tudjuk 53növelni - meg tudjuk kétszerezni? Ugyanígy, nem lehet egy mozgás sebességétkétszeresére növelni, és nem lehet egy teret hasonlóképpen megkétszerezni?És aki meg tud kétszerezni egy számot, bármi is az, nem tudja azt megfelezni, 54és a felét szintén megfelezni? Ezen két fél vajon a semmi lenne? És véve ezt akét felet, mely két nullát adna, visszadja-e az összegük az eredeti számot?Hasonlóképpen, lehet-e egy mozgás, olyan lassú, ha megfelezzük a sebességét, 55úgy, hogy ugyanazon a téren kétszeres id® alatt halad keresztül, akkor ez azutolsó leglassúbb mozgás? Ez lenne a tökéletes maradék? És vajon ezen két fele



142 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKa sebességnek, amely a két maradékot adná, el®állítaná ismét az els® sebességet?Végül, lehet-e egy tér olyan ki
si, hogy két részre osztva a kapott felek kiterjedés56 nélküliek legyenek? És ezen kiterjedés nélküli feleket össze lehet-e illeszteni úgy,hogy az eredeti kiterjedést adják?Nin
s oly természetes ismeret az emberiségben, ami ezt megel®zné, vagy fe-57 lülmúlná világosságban. Mindazonáltal, amiatt, hogy lehetnek példák mindenre,találunk minden egyéb dologban amúgy kiváló elméket, melyeket sokkoltak ezeka végtelenek, és semmiképpen sem tudták ezeket elfogadni.Sohasem ismertem olyan személyt, aki úgy gondolta, hogy egy tér nem növelhet®.58 Bár láttam néhányat, más tekintetben igen jó képesség¶t, aki állította, hogy atér felbontható két oszthatatlan részre, bár számomra ez elég abszurd gondolat.Annak vizsgálatára szorítottam magam, hogy mi az oka ennek a homályosságnak,59 és azt találtam, hogy f®képpen abból állt ez, hogy ®k nem tudták elképzelnia folytonosságát a felbonthatóságnak a végtelenben, eképpen azt a konklúziótvonták le, hogy felbonthatatlan.Az ember természetes fogyatékossága az a hit, hogy közvetlenül rendelkezik60 az igazsággal ; ebb®l azonnal következik, hogy mindig hajlandó tagadni azokat adolgokat, amik érthetetlenek számára; miközben valójában tudja, hogy ez termé-szetesen nem más mint hazugság, és 
sak azoknak a dolgoknak az ellenkez®jétkell elfogadnia igaznak, amelyeket hamisnak tartott.Eképpen, amikor egy állítás hihetetlen, szükséges felfüggeszteni róla az ítéletet,61 és nem pedig tagadni ezen jelzés alapján, hanem megvizsgálni az ellentétét ; ésha azt találjuk, hogy az nyilvánvalóan hamis, merészen er®sítsük meg az eredetit,még ha érthetetlennek is t¶nik. Alkalmazzuk ezt a szabályt most is.Nin
s olyan geométer, aki nem hinné el, hogy a tér végtelenségig osztható.62 Enélkül az elv nélkül a geométer nem lehetne több, mintha az ember lélek nél-kül létezne. Ennek ellenére senki sin
s aki érti a végtelen felbonthatóságot; ésa geometer 
sak egy, bár kétségtelenül elegend® okot tud ennek igazolására, tö-kéletesen egyetért avval, hogy ha hamis lenne, akkor fel lehetne bontani a teretfelbonthatatlan, kiterjedés nélküli részekre.Mert mi abszurdabb annál, mint folytatni a tér felbontását addig, míg kapunk63 egy olyan darabot, amelyet két részre bontva, mindkét rész kiterjedés nélkülifelbonthatatlan lesz, és ez a két kiterjedés nélküli együtt kiterjedést adjon? Megkell kérdeznem azokat, akik ezt gondolják, hogy vajon világosan látják-e a kapott



2.4. PASCAL 143felbonthatatlanok érintkezési részét ; ha ez kiadja az egészet, akkor ez 
sak egydolog, és a kett® együtt is felbonthatatlan; ha azonban nem az egész, akkorvannak részei a daraboknak, tehát nem felbonthatatlanok.Ha bevallják, márpedig tény, hogy nyomás alatt elismerik, hogy állításuk ugyan- 64olyan hihetetlen, mint a másik, azt is elismerik, hogy a mi képességeinkkel nemlehet ezen dolog igazságát eldönteni, hiszen mindkét állítás hihetetlen, de azegyiknek igaznak kell lennie.De a képzeletbeli nehézségekkel, amelyek 
sak a mi gyengeségünkkel kap
sola- 65tosak, szemben áll egy természetes tisztaság és a következ® szilárd igazságok: haigaz lenne, hogy a tér bizonyos véges számú felbonthatatlan együttese lenne, azis következne, hogy véve két teret, amelyek mindegyike négyzet, azaz, egyenl® éshasonló minden oldalon, és az egyik a kétszerese a másiknak, akkor az els® ezekközül kétszer annyi felbonthatatlant tartalmazna mint a másik. Tartsuk ezt akövetkezményt is szem el®tt, és alkalmazzuk a négyzetekben lev® pontok számí-tására addig amig két négyzetet nem kapunk, az egyikben kétszer annyi pont leszmint a másikban; és, ahogy én is, ezt a világ minden geométere meg
sinálhatja.De ha a dolog természetes módon lehetetlen, azaz áthidalhatatlan lehetetlensé-get jelent megadni pontok két olyan négyzetét, melyek közül az egyikben kétszerannyi pont van mint a másikban, el kéne id®znünk itt annyira, amennyira a dologmegérdemli, és le kéne vonnunk bel®le a megfelel® következtetést.Látva, hogy a tér végtelen osztása kis id® alatt történik meg, bizonyos el®íté- 66letekb®l származó bajokat feloldhatunk, ha �gyelmeztetjük az embereket arra,hogy nem szabad arányíthatatlan dolgokat hasonlítani, amint a végtelen osztha-tóságot a ki
si id®vel, ami alatt végrehajtható; ellenkez®leg az egész teret a teljesid®vel, és a végtelen oszthatóságot az id® végtelen ki
si pillanatával. Ekkor aztfogják találni, hogy egy végtelen ki
si pillanat alatt elvégezték a végtelen felbon-tást és a kis teret hasonlíthatjuk a kis id®vel. Ebben nin
s már meg a meglep®aránytalanság.Végül, ha meglepi a kétked®ket, hogy egy kis térnek ugyanannyi része van mint 67egy nagynak, magyarázzuk meg, hogy azok a részek is kisebbek mértékben, ésezzel az ismerettel való barátkozáshoz, nézzék az égboltot egy ki
sinyít® üvegenkeresztül, az ég minden részét az üveg megfelel® részének tekintve.Ha nem tudják felfogni, hogy a részek olyan ki
sik, hogy számunkra észrevehe- 68tetlenek, tovább oszthatunk, ahogy az égbolt esetén is ; nin
s jobb orvoslás, mintátnézetni ®ket egy olyan üvegen, mely kinagyítja a kényes pontot egy óriási tö-meggé; eképpen könnyen elképzelhetik, hogy egy még m¶vészibben vágott üvegsegítségével, felnagyíthatóak olyannyira, hogy az égbolt általuk 
sodált kiterje-désével egyenl®k lesznek. Eképpen ezek az objektumok, amelyek megjelentek,



144 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKkönnyen oszthatók, emlékeztetvén arra, hogy a természet végtelenül több minta m¶vészet.Végülis, ki gy®zi meg ®ket arról, hogy ezek a nagyító üvegek változtatják meg a69 természetes méretét az objektumoknak, ahelyett, hogy éppen ellenkez®leg, hely-reállítanák az igazi méreteket, melyeket a szemünk megváltoztat és mint egyki
sinyít® üveg 
sökkent?Bosszantó, hogy ilyen apróságoknál id®znünk kell ; de kell, hogy legyen id® a70 
sekélységekre is.Elegend® azt mondani a kérdés megvilágításához, hogy két kiterjedés nélküli nem71 alkothat kiterjedést. De vannak, akik a következ® 
sodálatos válasszal térnek kiezen fény elöl, két kiterjedés nélküli tud kiterjedést létrehozni, ahogy két egység,amelyek egyike sem szám, létre tud hozni egy számot a kombiná
iójával ; erreazt kell válaszolni nekik, hogy ugyanígy azt is mondhatnák, hogy húszezer emberhadsereget alkot, bár közülük egyik sem egy hadsereg; vagy hogy ezer ház egyváros, bár nin
s közülük egy sem, ami város lenne; vagy a részek adják az egészet,bár nin
s egy sem, ami az egész lenne; vagy, megmaradva a számoknál, hogy kétbináris adhat egy quaternálisat, és tíz tízes egy százast, bár közülük egyik semaz.De ez nem helyes gondolat, hiszen összekeveri egyenl®tlen dolgok összehason-72 lításával a dolgok megváltoztathatatlan természetét, az esetleges és önkéntesnevekkel, amelyek azon emberek szeszélyeit®l függnek, akik kitalálták ®ket. Vi-lágos, hogy a beszéd megkönnyítése érdekében nevezünk húszezer embert had-seregnek, városnak egy 
somó házat, ahogy tízesenként egy egységet ; és ebb®la szabadságból születnek az egység, bináris, ternáris, tízes, százas különböz® el-nevezések, a mi szeszélyeinkb®l, bár ezek a dolgok, tény, hogy azonos típusúaka megváltoztathatatlan természetük alapján, arányosak egymással és 
sak abbankülönböznek egymástól, hogy az egyik kisebb a másik nagyobb, és bár, a nevekeredményeként, bináris nem lehet ternáris, ugyanúgy, ahogy a ház nem város, s®tmitöbb a város sem ház. De ismét, habár egy ház nem a város, azonban nem isa város tagadása; nagy a különbség a két kijelentés között, hogy "valami nemegy dolog", és "valami a dolog tagadása".A fentiek megértése érdekében, szükséges ismerni azt, hogy az egyetlen ok73 amiért az egység nin
s a számok között az, hogy Euklidész és az aritmetikávalfoglalkozó korábbi szerz®k, számtalan tulajdonságot adtak, mely alkalmazhatóvolt minden ett®l különböz® számra, ezért, hogy ne kelljen gyakran ismételget-ni azt, hogy minden számra teljesül a feltétel az egység kivételével, kizárták azegységet a számok közül, azzal a szabadsággal, amivel mi élni szoktunk valamide�niálása során. Eképpen ha kívánnák, ugyanígy kizárhatnánk a bináris vagy



2.4. PASCAL 145ternáris, és az összes egyéb általuk óhajtott kifejezést ; mivel mi vagyunk a meg-alkotói ezen kifejezéseknek, mi jegyezzük fel ®ket ; fordítva ha nekünk úgy tetszikhelyet adunk az egységnek a számok között és a törteknek ugyanígy. Tény, hogyáltalános állításokban ezt kell tennünk ahhoz, hogy az általunk említett és nemde�niáltnak tartott tulajdonságokat folyamatosan elkerülhessük.De Euklidész, aki elnevezésében kizárta az egyet a számok közül, annak megér- 74tetése végett, hogy mindazonáltal ez nem tagadása az egy szám tulajdonságának,hanem ellenkez®leg ugyanazon fajhoz tartozik mint a számok, de�niálja az egy-nem¶(homogén) terjedelmeket: Két terjedelem fajtája ugyanolyan, ha az egyikszámos alkalommal való sokszorozásával meg tudja haladni a másikat ; és követ-kezésképpen, mivel az egység sokszorosa, meg tud haladni tetsz®leges számot,így azon Euklidész véleménye szerint, aki nem hívta számnak, lényegénél és amegváltoztathatatlan természeténél fogva az egy ugyanolyan fajú nagyság minta számok.Ez nem ugyanaz a dolog mint a kiterjedésre vonatkozó felbonthatatlanság. Nem 75
sak a nevében különbözik, mely önkényes, de a fenti meghatározás szerinti tí-pusában is különbözik; mivel egy felbonthatlant akárhányszor megsokszorozvais, nagyon messze lesz attól, hogy meghaladjon egy kiterjedést, mivel ez sosemtud semmi mást alkotni mint egy egyedülálló és kizárólagos oszthatatlant; amelytermészetes és szükségszer¶, mintahogy ezt már megmutattuk. Mivel ezen utób-bi bizonyítás az oszthatatlan és kiterjedés de�ní
ióin alapul, ezekkel folytatjuk abizonyítás befejezését és tökéletesítését.Oszthatatlan az, aminek nin
s része, és kiterjedés az, aminek többféle elkülönül® 76része van.Ezekre a de�ní
iókra tekintettel, állítom, hogy két oszthatatlan egyesítése nem 77ad kiterjedést.Amikor ®ket egyesítjük, érintkeznek néhány részben; eképpen részek jönnek 78létre, amelyek nem különállók, mivel különben nem érintkezhetnének. Most, ade�ní
iójuk alapján, más részük nin
s; ezért nem kiterjedés a kiterjedés de�ní
iójaalapján, mely megköveteli, hogy a részek különállók legyenek.Ugyanezen okból, ugyanez mutatható ki minden más oszthatatlan esetén mely 79összeillesztéssel keletkezett. Következésképpen egy oszthatatlant, akárhányszorsokszorozhatunk nem fog kiterjedést adni. Azaz az oszthatatlan nem azonos fajúnagyság mint a kiterjedés, az azonos fajúság de�ní
iója szerint.Ezen a módon mutatjuk ki, hogy az oszthatatlan nem azonos fajú mint a számok. 80Eképpen adódik, hogy két egység valóban egy számot ad, mert azonos fajúak;



146 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKés két oszthatatlan nem ad egy kiterjedést, mert nem azonos fajúak.Eképpen látjuk azt is, hogy egy kis hasonlóság azért van az egység és számok81 kap
solata és az oszthatatlan és kiterjedés kap
solata között.De ha a számokban szeretnénk olyan összehasonlítást tenni, ami pontosan rep-82 rezentálja a kiterjedésben tekintetteket, akkor a nulla és a számok közötti re-lá
iót kell tekinteni ; a nulla nem azonos fajú a számokkal, mivel sokszorozvasem tudja meghaladni ®ket : ez az igazi oszthatatlan a számok között, minta-hogy az oszthatatlan az igazi nulla a kiterjedésben. És hasonló dolgot találunka nyugalom és mozgás, a pillanat és az id® között ; ezek a dolgok mind elté-r® fajúak a nagyságukban, mert végtelenszer sokszorozva sem adhatnak semmimást mint oszthatatlant, mint a kiterjedés oszthatatlanja esetében, ugyanabbólaz okból kifolyólag. Találtunk egy tökéletes megfeleltetést ezen dolgok között ;ezek a terjedelmek végtelenségig oszthatók, anélkül, hogy valaha oszthatatlanak-ká váljanak, eképpen mindig egy közbees® helyen vannak a végtelen és a semmiközött.Ilyen ez a 
sodálatos kap
solat, amit a természet felállított ezen dolgok és a83 
sodálatos végtelenek között, és javasolt az emberiség számára, nem megérteni,hanem meg
sodálni. Ennek a vizsgálatnak a befejezéséhez egy végs® megjegyzéstkap
solnék a végtelenekhez, bár végtelenül különböznek, annak ellenére kap
so-lódnak egymáshoz, egy oly módon hogy az egyik ismerete szükségképpen elvezeta másik ismeretéhez.A számok esetében, amennyiben azok folytonosan b®víthet®ek, tökéletesen és84 világosan következik, hogy folytonosan 
sökkenthet®k is ; ha egy szám szoroz-ható 100000-el, például, a 100000-ik része szintén megkapható bel®le, osztvaugyanazzal a számmal, amivel szoroztatott ; eképpen minden tagja a növelésnekegy tagjává válik az osztásnak, ki
serélve az egészeket törtekre. Így a végtelennövelés tartalmazza a végtelen 
sökkentést is.A térben ugyanez a kap
solat látható a két ellenkez® végtelen között ; azaz, ha85 egy tér végtelenül kiterjeszthet®, akkor végtelenül 
sökkenthet® is, ahogy ezt akövetkez® példában alkalmazzuk: Ha táv
sövön keresztül nézzük egy egyenes vo-nalon haladó hajó összehúzódását, nyilvánvaló, hogy minden pontja a meg�gyelthajónak folyamatosan halad egy állandó áramlás szerint, mely a hajó összehúzó-dásával arányos. Ezért ha a hajó menetét a végtelenségig kiterjesztjük, ez a pontfolytonosan összehúzódik; és sohasem fogja elérni azt a pontot a horizonton,amelybe a szemünkb®l induló a táv
sövön keresztül haladó sugár érkezik, azazfolytonosan megközelíti azt anélkül, hogy elérné, szüntelenül felosztva azon teret,amely megmarad a horizont pont és a soha meg nem érkez® pont között. Ebb®llátható az a szükségszer¶ következmény, hogy kap
solat van a hajó mozgásának



2.4. PASCAL 147végtelenbe való kiterjesztése által de�niált és horizont pontig megmaradt kis térvégtelen ki
si osztása során adódó végtelen fogalmak között.Akiket nem elégítenek ki ezek az okok, és fenntartják azt a hitüket, hogy a tér 86nem osztható végtelenségig, nem igénylik a geometriai bizonyítást, és habár lehet,hogy felvilágosultak egyéb dolgokban, nagyon elmaradottak ebben; könnyen lehetvalaki egy nagyon tehetséges ember és rossz geométer egyszerre.De azok, akik világosan látják ezeket az igazságokat, képesek lesznek meg
so- 87dálni a természet pompáját és erejét ebben kett®s végtelenben, mely mindenoldalról körül vesz minket, és képesek lesznek tanulni és megismerni magukatazzal a 
sodálatos �gyelemmel, amely magunk vonatkozásában elhelyezkedik avégtelenség és a kiterjedés tagadása között, a végtelenség és egy szám tagadásaközött, a végtelenség és egy mozgás tagadása között, a végtelenség és az id®tagadása között. Ebb®l lehet megtanulni korlátozni magunkat az igazi értékeink-re, és olyan elmélkedésekre, melyek értékesebbek lesznek, mint az összes többimegmaradó geometria önmagában.Azt gondoltam, hogy azok javára, akik el®ször nem értik ezt a kett®s végtelen- 88séget, de alkalmasak a meggy®zésre, köteles vagyok belekezdeni ebbe a hosszúeszmefuttatásba. Valószín¶leg ez a tanulmány � ami szükséges az el®bb említet-teknek � nem teljesen haszontalan azok számára (és ilyenek is lehetnek sokan),akik elegend®en felvilágosultak ugyan általában, de mégsem értik ezt a gondo-latmenetet.
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2.5. RIEMANN 1492.5. Riemann

2.43. ábra. Bernhard RiemannA most következ® el®adás alapvet® változást hozott a tér leírását szol-gáló természettudományok fejl®désének irányában. Gauss kérésére Riemannhabilitá
iós el®adását � szokatlan módon � a harmadiknak megjelölt � Ageometria alapjait adó hipotézisekr®l� 
. témájában tartotta meg.B. Riemann: A geometria alapjait adóhipotézisekr®lW. K. Clifford angol fordítása alapjánA vizsgálat terve.Mint tudjuk, a geometria feltételezi a tér fogalmának, illetve a szerkesztésekels® alapelveinek, mint ismert dolgoknak az ismeretét. De�ní
iókat ad közöttük,melyek elnevezés szint¶ek, az igazi meghatározottságuk az axiómákban lépnekfel. Következésképpen az ezen feltevések közötti viszony felderítetlen marad, semfelfogni sem a priori elfogadni nem tudjuk, hogy e kap
solatok vajon szükségesek-e vagy 
sak lehetségesek.Euklidészt®l Legendre-ig (a leghíresebb modern geométerekig) ezen a ponton asötétség nem volt eloszlatva sem a matematikusok sem ezen témával foglalkozó



150 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK�lozófusok által. Az oka ennek az, hogy a többméret¶ sokaság fogalma (ami-be a tér-méretének fogalma is beleértend®) feltáratlan maradt. Ezért el®ször isaz általános sokaság fogalomból kiindulva a többszörösen kiterjesztett sokaságfogalmának konstruk
iójával kezdtem foglalkozni. Következni fog ebb®l, hogy asokdimenziós sokaságot különféle mérték-viszonyokkal lehet ellátni, következés-képpen a tér 
sak egy spe
iális esete egy háromdimenziós sokaságnak. Eképpenegy szükséges következmény, hogy a geometria állításai nem származtathatók asokaság általános fogalmából, azonban azok a tulajdonságok, amelyek megkülön-böztetik a teret más lehetséges háromdimenziós sokaságoktól 
sak a tapasztalatútján vezethet®k le. Eképpen az a probléma, hogy hogyan fedezzük fel a leg-egyszer¶bb gy¶jteményét olyan tényeknek, amikb®l a tér mérték-viszonyai mármeghatározottak; olyan feladat, ami a természet vonatkozásában nem teljesendeterminált. Lehetséges több együttese is a tényeknek, amelyek lehet®vé teszika tér mérték-viszonyainak meghatározását - a legfontosabb rendszer ehhez a 
él-hoz az, amelyet Euklidész lefektetett az � alapjaiban. Ezen tény gy¶jtemény � ésúgy t¶nik minden gy¶jteménye tényeknek � nem szükségszer¶ség, 
sak empírikuslehet®ség; hipotéziseket tartalmaz. Tudjuk vizsgálni a valószín¶ségüket, amelyikaz érzékelésünk határán belül igen nagy, és érdekl®dhetünk az igazság tartalmukiránt az érzékelésünk határain túl is, mindkét végtelen, a végtelenül nagy és avégtelenül ki
si irányában is.I. Az n-dimenziós sokaság fogalma.A következ®kben az els® kérdéssel fogunk foglalkozni, a sokdimenziós sokaságfogalmának felépítésével. Úgy gondolom elnéz®bb kritikát igénylek ebben, nemvagyok gyakorlott olyan �lozó�ai természet¶ vállalkozásokban, ahol a nehézségekinkább magukban a fogalmakban találhatók nem pedig a konstruk
ióban; mind-emellett néhány rövid segítséget err®l a témáról, melyet Privy Coun
illor GaussBiquadratikus Residuumok 
ím¶ második memoárjában, a Jubileumi-könyvében,és Herbart néhány �lozó�ai kutatásában találhatunk, el®zetes vizsgálat nélkülhasználni fogok.1.� A kiterjedés fogalma 
sak ott lehetséges, ahol van egy megel®z® általánosfogalom, amely különféle spe
ializá
iókat enged meg. Aszerint, hogy ezen spe-
ializá
iók között létezik-e egy folytonos út az egyikb®l a másikba, vagy nem,folytonos vagy diszkrét sokaságot alkot; az els® esetben az egyéni spe
ializá
iókata sokaságok pontjainak nevezzük, a másodikban elemeinek. A diszkrét sokasá-got alkotó spe
ializá
iók fogalmai olyannyira közösek, hogy legalább a kultiváltnyelvekben minden adott dologhoz találhatunk egy fogalmat, ami ®ket tartalmaz-za. (Eképpen a matematikusok habozás nélkül létrehozták a diszkrét kiterjedéselméletét azon posztulátum alapján, hogy bizonyos dolgok ekvivalensnek tekint-het®k.) A másik oldalról, olyan kevés és távoli lehet®ség van a folytonos sokaság



2.5. RIEMANN 151spe
ializálásával kapott fogalom létrehozására, hogy 
sak két egyszer¶ fogalomvan, aminek spe
ializálása sokdimenziós sokaságot ad, a helyzete az észlelt ob-jektumoknak és a színek. El®ször a fels®bb matematikában kínálkozott kiemeltlehet®ség a megalkotására és fejlesztésére ezeknek a fogalmaknak.Tömegnek (Quanta) nevezzük azt a részét a sokaságnak, amit megkülönbözte-tünk egy jellel vagy határral. Összehasonlításuk a mennyiségre vonatkozóan, adiszkrét mennyiségek esetében a számolás, folytonos mennyiségek esetén a méréssegítségével megoldható. A mérés az összevetett mennyiségek szuperpozí
iójánalapul ; eképpen egy standard mennyiségnek a használatát igényli. A problémaebben az, hogy két mennyiség 
sak akkor vethet® össze, ha az egyik a másik ré-sze; és ekkor is 
sak a kisebb nagyobb voltot tudjuk meghatározni, azt azonbannem, hogy mennyivel kisebb vagy nagyobb. A kutatókat ez arra indította, hogylétrehozzanak egy általános területet a terjedelem tudományának, amelyben aterjedelem nem egy helyt®l függetlenül létez®, és nem valamilyen egységgel kife-jezhet® mennyiségként jelenik meg, hanem egy sokaság tartományaként. A ma-tematika sok területén ilyen kutatások váltak szükségessé, mint pld., a sokrét¶analitikus függvények vizsgálata esetén; ez a szándék kétségtelenül az egyik f®oka annak, hogy az ünnepelt Abel féle tétel és Lagrange, Pfa�, Ja
obi eredményeia di�eren
iálegyenletek általános elméletében miért maradtak olyan hosszú ideigterméketlenek. Kilépve a kiterjesztett terjedelem tudományának általános részé-b®l, amikor is semmit sem teszünk fel ami a fogalomban benne foglaltatik, jelen
élunkhoz elegend® kiemelni két mozzanatot; az egyik a sokdimenziós sokaságfogalmának a konstruk
iójához kap
solódik, a másik az adott sokaság egy he-lye határozottságának a mennyiség határozottságára vonatkozó visszavezetésre.Világos lesz az n-szeres kiterjesztés jellege is.2.� Egy olyan fogalom esetén, amely spe
ializálása folytonos sokasághoz ve-zet, ha az egyik spe
ializálásából egy meghatározott módon áttérünk egy másikspe
ializálásra, az átsuhanó spe
ializá
ió egy egyszeresen kiterjesztett sokaságotalkot, aminek az igazi jellege az, hogy 
sak két irányú lehet egy pontból indulófolytonos folyamat, el®re vagy vissza haladó. Ha feltesszük, hogy ez a sokaságegy másik meghatározott, de az el®z®t®l különböz® módon változik, azaz min-den pont az egyikb®l egy meghatározott módon kerül át a másikba, akkor azösszes spe
ializá
ió mely így áll el®, egy kétszeresen kiterjesztett sokaságot ad.Hasonló módon lehet el®állítani egy háromszorosan kiterjesztett sokaságot, haelképzelünk egy kétszeresen kiterjesztett sokaságot, amint átsuhan egy meghatá-rozott módon egy t®le különböz®be; könny¶ elképzelni, hogy a fenti konstruk
iófolytatható. Ha változtatható objektumot tekintünk egy meghatározott fogalomhelyett, a konstruk
iónk ugyanúgy leírható, mintahogy egy (n + 1)-dimenziósváltozó sereget megkapunk egy n-dimenziósból és egy egydimenziósból.3.�Megmutatjuk, hogy hogyan lehet felbontani egy adott tartománnyal rendelke-z® változó sereget egy egy-dimenziósra és egy kisebb dimenziósra. Ehhez vegyünk



152 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKegy 1-dimenziós változót egy sokaság valamely darabján - egy �x pontból indítvaúgy, hogy az értékei összehasonlíthatók legyenek egymással - amely a sokaságminden pontján felvesz egy a ponttal folytonosan változó értéket ; vagy, másszavakkal, tekintsük egy folytonos függvényét az adott sokaságon belüli pozí
ió-nak, amely, nem konstans a sokaság semmilyen részén. Ekkor a pontok mindenrendszere, ahol a függvény konstans értéket vesz fel, egy a kiindulási sokaságdimenziójánál kisebb dimenziós folytonos sokaságot de�niál. Ezek a sokaságokfolytonosan mennek egymásba a függvény változásával ; így feltehetjük, hogy azegyikb®l a többi származtatható, és beszélhetünk általában arról, hogy ez meg-történhet úgy is, hogy bármely pont az egyikb®l egy meghatározott pontjábamegy a másiknak; a kivételes esetekt®l (amelyek tanulmányozása fontos) itt el-tekinthetünk. Ezáltal a hely meghatározottsága az adott sokaságban redukálódikegy mennyiség és egy kisebb dimenziós sokaságban felvett pozí
ió meghatározá-sára. Könny¶ megmutatni, hogy ez a sokaság n− 1-dimenziós, amikor az adottsokaság n-szeresen kiterjesztett. n-szer ismételve ezt a m¶veletet a hely meghatá-rozása egy n-szeresen kiterjesztett sokaságban redukálódik véges sok mennyiségmeghatározására, amikor ez lehetséges. Vannak sokaságok, amelyekben a helymeghatározása nem véges, hanem vagy végtelen sok a meghatározandó mennyi-ségek száma vagy ezek folytonos sokaságot alkotnak. Ilyen sokaságok például alehetséges meghatározásai egy adott tartomány egy függvényének, a lehetségesformái egy testnek, stb...II. Az n-dimenziós sokaság mérés-viszonyai azon feltevés alapjánlehetségesek, hogy a vonalakon függetlenül a helyzetükt®l vanhosszmérték és következésképpen minden vonal minden másikvonallal mérhet®.A korábban felvetett második problémához vezet el bennünket az a felismerés,hogy az n-dimenziós sokaság fogalmának igazi jellege azon alapul, hogy a helymeghatározása benne redukálható az n terjedelem meghatározására; azaz vizs-gálnunk kell azon mérték-relá
iókat, amelyek egy ilyen sokaságban lehetsége-sek, és azokat a feltételeket, amelyek szükségesek a meghatározásukhoz. Ezek amérték-viszonyok, 
sak a mennyiségek absztrakt fogalma alapján tanulmányoz-hatóak, és az egymás közötti kap
solataik formulákkal írhatók le. Bizonyos fel-tételek, azonban, felbonthatók olyan relá
iókra, amelyeket külön-külön tekintve,geometriai reprezentá
ióval láthatunk el ; ezért a kiszámított eredmény geomet-riai úton kifejezhet®vé válik. Ezen az úton � igaz nem tudjuk szilárd alapokhozjutunk-e, kikerülve a formuláink absztrakt viszonyai közül � legalább a számításieredményeink geometriai formában is el®állíthatók. A kérdés ezen két részének amegalapozása Gauss, � Disqusitiones generales 
ir
a super�
ies 
urvas.� 
. me-moárjában található.



2.5. RIEMANN 1531.� A mérték-meghatározásokhoz szükséges, hogy a mennyiségek függetlenek le-gyenek a helyt®l, ez sokféleképpen lehetséges. A hipotézis, amit el®ször felállítok,és most kifejtek, az az, hogy a hossz az egyeneseken független az egyenes helyze-tét®l, és így minden egyenes minden másik egyenessel mérhet®. A hely-rögzítés amennyiség-rögzítésre redukálódik, és következésképpen a pont helyzetének rög-zítése az n-dimenziós sokaságban kifejezhet® n db x1, x2, . . . xn mennyiséggel,az egyenes meghatározása nem más mint megadni ezeket az egydimenziós függ-vényeket. A probléma abban áll, hogy matematikai kifejezést adjunk az egyene-sen való hossz számára, és az x mennyiségeket bizonyos egységek segítségévelfejezzük ki. Csak bizonyos megszorítások mellet foglalkozom ezzel a kérdéssel,és el®ször is azokra az esetekre �gyelek, amikor a dx mennyiségek arányai aváltozóiknak folytonos függvényeik. Ekkor azt gondolhatjuk, hogy az egyenesekolyan elemekre vannak törve, amelyekben a dx mennyiségek arányai konstansnaktekinthet®k; a probléma ekkor a pontból induló ds lineáris elem egy általánoskifejezésének felállítására redukálódik, amely az x és dx mennyiségeket fogjatartalmazni. Fel fogom azt is tenni, hogy a lineáris elem hossza, els®rendbenváltozatlan, amikor a pontjait ennek az elemnek egy in�nitezimális mennyiség-gel áthelyezzük, ebb®l következik, hogy ha minden dx mennyiséget ugyanazzalaz aránnyal növeljük, a lineáris elem is ugyanazzal az aránnyal változik. Ezekb®la feltevésekb®l következik, hogy a lineáris elem olyan els®rend¶ homogén függ-vénye lehet a dx mennyiségeknek, mely nem változik, ha az összes dx el®jelétmegváltoztatjuk, és amelyben tetsz®leges konstans az x mennyiségek folytonosfüggvénye. Ahhoz, hogy megtaláljuk a legegyszer¶bb eseteket, megkeressük egyolyan (n−1)-dimenziós sokaság lineáris elemének el®állítását, mely minden pontjaegyenl® távol van az origótól ; azaz, keressük egy folytonos függvényét a hely-nek, amely értékei megkülönböztetik az egyiket a másiktól. Kifelé haladva azorigóból, ez szükségképpen n® minden irányban vagy 
sökken minden irányban;felteszem, hogy n®, és ezért itt van a minimuma. Ha az els® és második deriváltjaiaz együtthatóknak végesek, az els® deriváltnak el kell t¶nnie, és a második nemválhat negatívvá; felteszem, hogy mindig pozitív.Ez a di�eren
iál kifejezés másodrendben konstans ha ds is az, és dx illetveeképpen ds növekedésének négyzetes függvénye, ezért szükségképpen ds2 kons-tansszorosa, következésképpen ds a négyzetgyöke a dx egy pozitív másodrend-ben homogén függvényének, amelyben az együtthatók az x mennyiség folytonosfüggvényei. A derékszög¶ koordinátákkal kifejezett térben ez a kifejezés ds =
=
√∑

(dx)2 ; a Tér tehát most ezen legegyszer¶bb esetnek felel meg. Az egy-szer¶ség szempontjából a következ® eset azon sokaságokat tartalmazza, amelyekíveleme egy negyedrend¶ di�eren
iál kifejezés negyedik gyökei. Ezen általánosabbfajta vizsgálata nem más elveket igényel, hanem jelent®s id®t. Egy kis új fénythoz a tér elméletébe, azonban az eredmények geometriailag nem kifejezhet®k,ezért magam azon sokaságok vizsgálatára szorítkozom, amelyekben az ívelem



154 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKegy kvadratikus di�eren
iál kifejezés négyzetgyöke. Ilyen kifejezéseket másokbatranszformálni hasonlóképpen lehet, mint, ahogy n független változó függvényé-be helyettesítünk n új változót. Ezen az úton, azonban, nem tudunk mindenkifejezést minden másik kifejezésbe transzformálni ; mivel a kifejezés 1
2
n(n +

+ 1) együtthatót tartalmaz, melyek a független n változó függvényei ; ezért azúj változók bevezetésével 
sak n feltételnek tudunk eleget tenni, eképpen 
sak negyüttható lehet egyenl® valamely adott mennyiségekkel. A fennmaradó 1
2
n(n−1)determinálva van a reprezentált folytonosság természete által, következésképpen

1
2
n(n−1) függvénye a helynek, szükséges a mérték-viszonyok meghatározásához.A Síkhoz illetve Térhez hasonló sokaságok, amelyekben, az ívelem a √∑ dx2alakra hozható spe
iális esetek, melyek számára spe
iális nevet kell bevezetni,ezeket lapos sokaságoknak fogom nevezni. Annak érdekében, hogy a feltételezettformában reprezentálható összes kontinuumot vizsgálhassuk, szükséges megsza-badulnunk a reprezentá
ió módjából származó azon nehézségekt®l, mely akkormerülnek fel, amikor egy bizonyos elv szerint választjuk a változókat.2.� Ennek a 
élnak az eléréséhez tegyük fel, hogy tetsz®leges pontból induló leg-rövidebb vonalak rendszere meg van konstruálva; a pozí
iója akkor egy tetsz®le-ges pontnak, azaz a pont helyzete meghatározott, azon geodetikus kiindulásánakiránya és a pont ezen geodetikuson mért origótól való távolsága által, amelyenfekszik. Kifejezhet® így a dx mennyiség dx0 vektora koordinátái arányával ésaz s ívhosszal. Vezessük most be a dx0 helyett a dx olyan lineáris függvényeit,hogy a vonalelem négyzetének az eredeti értéke megegyezzen ezen kifejezéseknégyzetösszegével, azaz a független változók az s ívhossz és a dx mennyiségekarányai legyenek. Végül helyettesítsük a dx x1, x2, . . . , xn mennyiségeit, velükarányos mennyiségekkel úgy, hogy azok négyzetösszege s2 legyen. Amikor ezeketa mennyiségeket bevezettük, a vonal-elem négyzete az in�nitezimális x elemekrenézve ∑ dx2 lesz, és a következ® rend¶ tag homogén függvénye az 1

2
n(n − 1)darab (x1dx2− x2dx1), . . . alakú tagnak így szintén in�nitezimális, eképpen, ne-gyedrend¶; azaz egy véges mennyiséghez jutunk, amikor azt a

(0,0,0, . . .), (x1, x2, x3, . . .), (dx1, dx2, dx3, . . .)in�nitezimális háromszög területének négyzetével osztjuk. Ez a mennyiség ugyan-olyan jól meg®rzi az értéket, mint az x és dx behelyettesítve ugyanabba a két-változós lineáris formába, vagy mint a két geodetikus a 0-ból x-be és a 0-ból
dx-be vezet® által kijelölt felszín-elem; eképpen 
sak a helyt®l és iránytól függ.Amikor a reprezentált sokaság lapos, azaz a vonal-elem négyzete ∑ dx2 alakrahozható, akkor nyilvánvalóan zérus, eképpen tekinthet® a laposságtól való eltérésmértékeként az adott pontban az adott felszín-irányra nézve. Ha −3

4
-el szorozzukez az érték a Gauss által a felületre bevezetett totális görbülettel egyezik meg.Azt találtuk korábban, hogy 1

2
n(n − 1) függvény szükséges a mérték-viszonyok



2.5. RIEMANN 155a sokaság feltételezett reprezentá
iónak megfelel® meghatározásához, ha ekép-pen a görbület minden pontban 1
2
n(n − 1) felszín-irányban adott, a kontinuummérték-viszonyai meghatározhatók bel®lük, ha nin
s azonos relá
ió közöttük.Ez azonban ténylegesen az általános esetre vonatkozóan nem áll fenn. Ezen azúton a a sokaság azon mérték-viszonyai, amelyekben a vonalelem egy másodren-d¶ di�eren
iál négyzetgyöke, kifejezhet®k oly módon, amely teljesen független afüggetlen változók megválasztásától. A módszer teljesen hasonlóan alkalmazhatóugyanezen 
él elérésére akkor is, amikor a vonal-elem egy kevésbé egyszer¶ alak-ban van megadva, pld. egy negyedrend¶ di�eren
iál negyedik gyöke. Ebben azesetben a vonal-elem, általában, nem redukálható négyzetösszeg négyzetgyökévé,így az eltérés a laposságtól a négyzetes vonal-elemben nem másodrendben in�ni-tezimális, ezekre a sokaságokra az eltérés negyedrend¶. Ezen kontinuumok ezentulajdonságát a legkisebb részben való laposságnak nevezzük. Jelen 
éljainkhoz� amelyeket most vizsgálni szeretnénk � tartozó legfontosabb tulajdonsága ezenkontinuumoknak az, hogy a kétdimenziós sokaságok geometriailag reprezentálha-tók felületekkel, és a többméret¶ek redukálhatók azokra, amelyeket tartalmaznak.Ez a tulajdonság most egy további rövid diszkussziót igényel.3.� A felületek elméletében, azon bels® mérték-viszonyokkal együtt, amelyek-ben 
sak a felületen haladó vonalak hosszát tekintjük, mindig összekeverednekazon pontok helyzetei, amelyek a felületen kívül helyezkednek el. Azonban, mi eltudunk vonatkoztatni a küls® relá
ióktól, ha olyan deformá
iókat tekintünk, ame-lyek a vonal hosszát változatlanul hagyják � pld., ha tekintjük a felület mindenmódon való szakítás nélküli hajlítását, és az így kapott felületeket ekvivalens-nek tekintjük. Eképpen, például, minden hengeres és kúpszer¶ felület a síkkalekvivalensnek tekinthet®, mivel egymásba vihet®k pusztán hajlítással, amely so-rán a bels® mérték-viszonyok nem változnak, és minden a síkra vonatkozó tétel �eképpen a teljes síkgeometria � meg®rzi rajtuk az érvényességét. A másik oldalrólezeket lényegesen különböz®nek tartjuk a gömbfelszínt®l, amit nem lehet a síkbaképezni szakítás nélkül. A korábbi vizsgálataink szerint a bels® mérték-viszonyaiegy kétdimenziós sokaságnak, amelyben a vonalelem kifejezhet® egy másodrend¶di�eren
iál gyökeként, jellemezhet®k a teljes görbülettel, azaz a felületek esetébenez a helyzet. A felületek esetében ez a mennyiség szemléletesen interpretálható,vagy a szorzata két felületi görbületnek, vagy szorozva van egy kis geodetikusháromszög területével, ami a szférikus feleslege ugyanannak. Abból a tényb®l ki-indulva kell intelligens értelmet adni a görbület n-dimenziós kiterjesztésének egyadott pontban egy hozzá tartozó adott felületi-irányban, hogy a geodetikus ki-indulva egy pontból teljesen meghatározott legyen ha a kiindulási irány is adott.Ezek szerint kapunk egy jól meghatározott felületet ha meghosszabbítjuk az adottpontból és az adott felületi-irányban induló geodetikust ; ennek a felületnek azadott pontban van egy meghatározott görbülete, amely az n-méret¶ kontinuumgörbülete is az adott pontban az adott felületi-irányban.



156 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK4.�Miel®tt alkalmazzuk a fentieket a térre, szükséges a lapos sokaságokról (ame-lyekben a vonal-elem négyzete kifejezhet® a teljes di�eren
iálok négyzet össze-geként) néhány általános megfontolást tennünk. A totális görbület egy n-szereslapos kiterjesztése esetén minden pontban és minden irányban zéró; azonbana korábbiak szerint elegend® a mérték-viszonyok meghatározásához tudni, hogyminden pontban 1
2
n(n − 1) független felületi irányban a görbület zéró. Azonsokaságokat melyek görbülete konstans zéró azon sokaságok spe
iális esetekénttekinthetjük, amelyek görbülete konstans. Az együttes jellege azon kontinuumok-nak, amelyek görbülete konstans kifejezhet® úgy, hogy a bennük lev® alakzatoknyújtás nélkül mozgathatók. Világos, hogy az alakzatok nem tolhatók, vagy for-gathatók el a sokaságban, ha a görbület nem ugyanaz minden pontban és mindenirányban. A másik oldalról, azonban, a sokaság mérés-viszonyai meghatározot-tak a görbülettel ; ezek eképpen pontosan ugyanazok minden pontban és min-den irányban, következésképpen ugyanazok a konstruk
iók 
sinálhatók bel®lük;ahonnét következik, hogy 
soportosíthatjuk a konstans görbület¶ alakzatokat tet-sz®leges számukra el®re adott pozí
iókba. A mérés-viszonyai ezen sokaságoknak
sak a görbület értékét®l függ, és α-val jelölve az értékét, a vonal-elem analitikuskifejezése az

1

1 + 1
4
α
∑
x2

√∑
dx2alakba írható.5.� A konstans görbület¶ felületek elmélete egy geometriai illusztrá
ióval szolgál.Könny¶ látni, hogy egy pozitív görbület¶ felület mindig feltekerhet® egy gömb-felszínre, amely sugara a görbület négyzetgyökének a re
iproka; de ezen felületekteljes sokaságának áttekintéséhez, egyet közülük tekintsünk a gömbfelszínnek ésa többit olyan forgásfelületnek, mely a gömböt az egyenlít®je mentén érinti. Azonfelületek, melyeknek nagyobb a görbülete a gömbénél, a szférát belülr®l érintik,és vehetjük olyan alakúnak, mint egy gy¶r¶ küls® felülete ; ezek feltekerhet®ekegy új sugarú gömb zónáira, de egynél többször fognak körbe menni. A kisebbpozitív görbület¶ felületek nagyobb sugarú gömbökb®l származnak oly módon,hogy kivágunk bel®lük két holdat, amit két fél nagykör határol és azonosítjuka határoló vonalakat. A zéró görbület¶ felület egy henger lesz az egyenlít®n ke-resztül, a negatív görbület¶ felületek kívülr®l érintik a hengert és olyanok mint abels® felülete egy gy¶r¶nek. Ha ezeket a felületeket mint a felületi-tartományokelhelyezése lehetséges helyeinek tekintjük � mintahogy a Tér a testek elhelyezé-sének lehetséges helye � a felületi-tartományok ezeken a felületeken mozgatha-tók nyújtás nélkül. A pozitív görbület¶ felületek mindig alakíthatók úgy, hogy afelületi-tartományok tetsz®legesen körbe mozgathatók rajta nyújtás nélkül, azaz(alakíthatók) szféra-felületté ; de ez nem teljesül a negatív-görbületüekre. Mind-emellett a felületi-tartományok függetlensége a helyt®l a zéró görbület esetében



2.5. RIEMANN 157ugyanúgy fellép, mint az irány függetlensége a helyt®l, ez az utóbbi a korábbifelületek esetében nem létezik.III. Alkalmazás a térre.1.� Ha feltesszük az ívhossz függetlenségét a helyét®l és a vonal-elem kifejezhet®-ségét egy másodrend¶ di�eren
iál gyökeként, azaz, a sokaság legkisebb részekbenvaló laposságát, akkor a mérték-viszonyok n-szeres kiterjesztése meghatározásáravonatkozó vizsgálatokkal deklarálhatóak azok a feltételek, amelyek szükségesekés elégségesek a tér metrikus tulajdonságainak meghatározásához.El®ször is kifejezhet®k eképpen: minden pontban a görbület zéró három felület-irányban; és innen a tér metrikus tulajdonságai meghatározottak, ha a három-szögek szögeinek összege mindig két derékszög összegével egyenl®.Másodszor, ha Euklidésszel mi is feltesszük, hogy nem 
sak az egyenesek léte-zése független a helyt®l, hanem a testeké is, azonnal kapjuk, hogy a görbületmindenhol konstans; és a háromszögek szögösszege minden háromszögben meg-határozott, ha egyben ismert.Harmadszor, lehetséges, �a vonalhossz független a helyt®l és az iránytól" kitételhelyett, feltenni valamilyen függetlenséget a hossztól és a helyhez tartozó iránytól.Ezen kon
ep
ió szerint a helybéli változások olyan komplex mennyiségek, amelyekhárom független egységgel vannak kifejezve.2.� Az el®z® vizsgálatainkban, el®ször megkülönböztettük a kiterjesztés relá
ióitvagy partí
ióit és a mérés-viszonyokat, és azt találtuk, hogy ugyanazon széleskör¶tulajdonságokkal, különböz® mérés-viszonyok képzelhet®k el ; ezután vizsgáltukazt az egyszer¶ méret-rögzít® rendszert, amellyel a tér mérés-viszonyai teljesenmeghatározottakká válnak, és amelyekb®l minden állítás róluk egy szükségsze-r¶ következmény; visszamaradt tehát az a kérdés, hogy miként, milyen fokbanés terjedelemben korlátozza a tapasztalat mindezen feltételeket. Ebben a vo-natkozásban van egy valódi megkülönböztetés a pusztán kiterjedésre vonatkozóviszonyok és a mérték-viszonyok között ; míg az el®bbiben, ahol a lehetségesesetek diszkrét sokaságot alkotnak, a tapasztalat deklará
iói valóban nem bizo-nyosságok, de nem is helytelenek; addig a másodikban, ahol a lehetséges esetekfolytonos sokaságot alkotnak, minden tapasztalaton alapuló meghatározottsághelytelen: a valószín¶ség még ha nagy is sohasem pontos. Ez a meggondolásfontossá válik ezen empirikus meghatározottságoknak a meg�gyelés határain túlikiterjesztésénél a végtelen nagy vagy a végtelen ki
si esetében; mivel az utóbbivilágos, hogy helytelenné válhat túl a meg�gyelés határain, míg a korábbi nem.A tér-konstruk
ió végtelenül naggyá kiterjesztésében, meg kell különböztetnünka nem korlátos illetve a végtelen nagy fogalmakat, az els® a kiterjedés viszo-nyai közé tartozik, a második a mérés-viszonyok közé. Az a feltétel, hogy valaminem korlátos három-méret¶ sokaság, a küls® világ tetsz®leges fogalmai között



158 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁKkifejtett feltétel, amely szerint minden pillanat a valódi észlelés tartományábanbefejezett, a keresett objektum lehetséges pozí
iói meghatározottak, és az alkal-mazások örökre jóváhagyják saját magukat. A tér korlátlansága eszerint nagyobbempirikus bizonyosság mint bármilyen küls® tapasztalás. De a sokaság végte-len nagysága nem következik ebb®l ; a másik oldalról viszont, ha feltesszük atest függetlenségét a helyét®l, és eképpen konstans görbületet tulajdonítunk atérnek, szükségképpen végesnek kell lennie, ha ellátjuk egy akármilyen ki
si po-zitív görbülettel. Ha meghosszabbítjuk az összes geodetikust kiindulva egy adottfelület-elemb®l, egy nem korlátos konstans görbület¶ felülethez jutunk, azaz afelülethez, amelyik a gömböt formáló három dimenziós lapos sokaság, követke-zésképpen véges.3.� A végtelenül nagyról szóló kérdések a természet interpretálása szempontjábólhasznavehetetlenek. De nem ez a helyzet a végtelenül ki
sivel. A pontosságtól,amivel a jelenségeket követjük a végtelen ki
sibe, alapvet®en függenek az oko-zati összefüggéseikr®l való ismereteink. A jelen század el®menetele a me
hanikamegismerésében 
saknem egészében a mérések pontosságától függ, amely az in-�nitezimális kalkulus feltalálása nyomán, az Ar
himédész, Galilei, Newton általfelfedezett, a modern �zikában használt egyszer¶ elveken keresztül vált lehetsé-gessé. De a természettudományban, amelyben ilyen konstruk
iók számára mindigegyszer¶ alapelveket akarunk, keressük az okozati összefüggések felfedezését kö-vetve a jelenségeket a parányok világába annyira, amennyire a mikroszkóp engedi.Az in�nitezimálisan ki
si méret¶ térbeli mérés-viszonyokról szóló kérdések teháteképpen nem feleslegesek.Ha feltesszük, hogy a testek a helyükt®l függetlenül léteznek, a görbület kons-tans, és akkor 
sillagászati mérésekb®l következtethetünk vagy arra, hogy nemtud különbözni zérustól ; vagy valamilyen aránya a re
iprokának szükségképpenegy olyan terület, amit összevetve a teleszkópunk hatótávolságával elhanyagol-hatónak bizonyul. Ha azonban a testek függetlensége a helyt®l nem létezik, nemtudunk olyan következtetéseket levonni a nagyra vonatkozó metrikus relá
iókból,mint, amilyeneket az in�nitezimálisan ki
siéib®l, ebben az esetben a görbületminden pontban három irányban tetsz®leges értéket vehet fel, feltéve, hogy atér minden mérhet® részében a teljes görbület érzékelhet®en nem különbözik azérustól. Még bonyolultabb összefüggések létezhetnek, ha nem tesszük fel a li-neáris elem kifejezhet®ségét a negyedrend¶ di�eren
iál négyzetgyökével. Mostúgy t¶nik, hogy azok az empírikus fogalmak, amelyeken a tér metrikus kifejez-het®sége alapul, a tömör test és a fénysugár fogalma, érvénytelenné válnak avégtelen ki
si esetén. Eképpen teljesen szabadon feltehetjük, hogy a tér metrikusösszefüggései végtelenül ki
siben nem alkalmazkodnak a geometria hipotézisei-hez; és nekünk ezt tényként kell kezelnünk, ha ezáltal hozzájuthatunk a jelenségegyszer¶bb értelmezéséhez.A geometriai hipotézisek végtelenül ki
siben való érvényességének kérdése a tér



2.5. RIEMANN 159metrikus összefüggéseinek kérdései alapján határolhatók be. Ezen utolsó kérdés-ben, amelyet mi a tér doktrínái közé sorolunk, megtalálható az a korábban emlí-tett alkalmazás, hogy egy diszkrét sokaságban, a metrikus összefüggések alapjaiadottak a fogalmukban, míg egy folytonos sokaságban, ezek az alapok kívülr®ljönnek. Eképpen vagy az a valóság, hogy a tér diszkrét sokaságot alkot, vagya metrikus összefüggések alapjait kívül kell keresnünk, a köt® er®ben, ami hatrajta.A válasz ezekre a kérdésekre 
sak azon jelenségek fogalmaiból kiindulva adha-tó meg, amelyek ezideig a tapasztalattal voltak igazolva, és amelyeket Newtonfeltett mint alapot, és ezen fogalmakban dolgozva folytonos változtatás szüksé-geltetett azon tények alapján, melyeket nem tudtak megmagyarázni. A kutatásáltalános fogalmakkal kezd®dik, olyanokkal, mint amelyeket mi éppen vizsgálunk,
sak a túl sz¶k látásmód tudja ezt a munkát akadályozni, és a dolgok egymás-ra hatásának tudományában való el®rehaladást pedig a tradi
ionális elfogultsággátolhatja.Ez vezet minket egy másik tudomány területére, a �zikáéra, melyben munkánknakaz objektumai fellépnek és ma még nem engednek minket haladni.Összegzés.A vizsgálat terve:I. Az n-szeres kiterjedés fogalma.1.� Folytonos és diszkrét sokaság. A sokaság meghatározott részét Quanta-nakhívjuk. A folytonos terjedelem elméletének felosztása két részre a terjedelem-viszonyok elméletére, amelyben a mennyiség függése a helyt®l nin
s feltéve; illetvea méret-viszonyok elméletére, amelyben egy ilyen feltevés kell, hogy legyen.2.� Az egyszeresen, kétszeresen és n-szeresen kiterjesztett terjedelem konstruk-
iójának fogalma.3.� A tér-rögzítés reduk
iója mennyiség-rögzítéssé egy adott sokaságban. Az n-szeresen kiterjesztett terjedelem igazi jellege.II. Mérték-viszonyok amelyekben egy n-dimenziós sokaság képesarra a feltevésre, hogy a vonalaknak e helyt®l független hossza van,és következésképpen minden vonal minden másikkal mérhet®.1.� A vonal-elem kifejezése. A lapos sokaságok, amelyekben a vonal-elem kife-jezhet® teljes di�eren
iálok összegének négyzetgyökeként.2.� Azon n-dimenziós sokaságok vizsgálata, amelyekben a vonal elem reprezen-tálható egy negyedrend¶ di�eren
iál négyzetgyökeként. A laposságtól való eltérésmértéke egy adott pontban egy adott felületi irányban. A mérés-relá
iók megha-tározásához szükséges és elegend®, hogy a görbület tetsz®legesen adott legyenminden pontban 1
2
n(n− 1) irányban.3.� Geometriai illusztrá
iók.



160 2. FEJEZET. ELLIPTIKUS ÉS PROJEKTÍV SÍKGEOMETRIÁK4.� A lapos sokaságok (melyekben a görbület mindenhol zérus) tekinthet®k akonstans görbület¶ sokaságok spe
iális eseteinek. Ezek de�niálhatók avval a fel-tétellel, hogy az n-szeres terjedelem nem függ a helyt®l ( lehetséges nyújtásmentes mozgás).5.� Konstans görbület¶ felületek.III. Alkalmazás a Térre.1.� Azon tények rendszere, melyek elegend®k a geometriában feltételezett térmérés-viszonyainak meghatározásához.2.� Mi az empirikus meghatározottság érvényessége a meg�gyelés határán túl avégtelen nagy irányában?3.� Mi ez a végtelen ki
si irányában? Ezen kérdés kap
solata a természet inter-pretá
iójával.
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József Attila: Reménytelenül
Lassan, tűnődve

Az ember végül homokos,
szomorú, vizes síkra ér,
szétnéz merengve és okos
fejével biccent, nem remél.

Én is így próbálok csalás
nélkül szétnézni könnyedén.
Ezüstös fejszesuhanás
játszik a nyárfa levelén.

A semmi ágán ül szivem,
kis teste hangtalan vacog,
köréje gyűlnek szeliden
s nézik, nézik a csillagok.
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3. fejezetEgybevágóságok szintetikuskezeléseCélunk az euklidészi és hiperbolikus egybevágóságok szintetikus leírása kisdimenziós esetekben.3.1. Az euklidészi sík egybevágóságaiMinden geometria egy spe
iális transzformá
ió
soport invariánsainak elmélete.F. Klein: Erlangeni programEl®ször olyan leképezések osztályát nézzük, melyek tetsz®leges objektu-mot magukkal egybevágóba visznek.3.1.1. De�ní
ió. Az abszolút tér azon önmagára vonatkozó bijek
ióit, me-lyek a szakaszokat velük egybevágó szakaszokba viszik egybevágóságnak ne-vezzük.Az abszolút tér egybevágóságai a kompozí
ió m¶veletére nézve 
sopor-tot alkotnak. A 
soport nem kommutatív, hiszen, például egy egyenl®oldalú
ABC háromszög A 
sú
sa mint középpont körüli +π

3
szöggel való "forgatás"és a C körüli −π

3
szöggel való forgatás nem 
serélhet® fel, a B pont képe azels® esetben C a második esetben pedig A. Persze el®ször meg kell monda-nunk, hogy mit értünk forgatáson. El®ször leírjuk a síkbeli egybevágóságoktípusait és jellemz® nevet választunk nekik.3.1.2. De�ní
ió. A sík egy adott t egyenesére vonatkozó tükrözés a sík azonleképezése önmagára, mely tetsz®leges P ponthoz azon P ′ pontot rendeli kép-ként, melyre PP ′ szakasz mer®leges t-re és a PP ′ és t egyenesek T metszés-pontja a PP ′ szakaszt két egybevágó szakaszra bontja. A tér egy α síkjára163



164 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSEvonatkozó tükrözés a tér azon leképezése önmagára, mely tetsz®leges P pont-hoz azon P ′ pontot rendeli képként, melyre PP ′ szakasz mer®leges α-ra és a
PP ′ egyenes és az α sík T metszéspontja a PP ′ szakaszt két egybevágó sza-kaszra bontja. Ha P pont illeszkedik a t egyenesre vagy az α síkra, akkor aképe de�ní
ió szerint legyen maga.3.1.1. Lemma. A sík egyenesre vonatkozó tükrözése és a tér síkra vonatkozótükrözése jól de�niált egybevágósága a síknak illetve a térnek.

A

B

A

B

C D

,

,3.1. ábra. Az egyenesre tükrözés egybevágóság.Bizonyítás: A síkban egyenesre egyértelm¶en bo
sátható a sík egy pontjá-ból mer®leges egyenes (1.2.1. Tétel), így a szakasz egyértelm¶ felmérhet®ségemiatt az egyenesre vonatkozó tükrözés mint leképezés jól de�niált. A síkratükrözés leképezés jól de�niált volta az 1.5.2. Tétel következménye. Elég tehátigazolni, hogy szakaszokat velük egybevágó szakaszokba visznek. A síkbelieset bizonyítása után a térbeli az 1.5.5. Tétel következménye így elég azel®bbivel foglalkozunk (lásd 3.1. ábra). Az A pont képe A′ a B képe B′a tükör egyenesen való metszéspontok rendre C és D. A feltételek szerint
BCD△ egybevágó B′CD△ ezért |BC| = |B′C| és BCD∡ = B′CD∡. Azaz
BAC△ egybevágó B′A′C△ és így |AB| = |A′B′|.A következ® tétel adja az osztályozásunk alapját.3.1.1. Tétel. A sík tetsz®leges egybevágósága legfeljebb három egyenesre vo-natkozó tükrözés szorzata, tetsz®leges térbeli egybevágóság legfeljebb négy sík-tükrözés kompozí
iója.Bizonyítás: Tekintettel arra, hogy a két bizonyítás logikailag azonos, 
saka térbeli állítás bizonyítására kon
entrálunk. Tegyük fel el®ször, hogy a Φegybevágóságnak van négy nem egysíkú �xpontja. Ekkor Φ 
sak az identitás
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F

F

F
1

2

3

A

A
,3.2. ábra. Az egybevágóságok alaptétele.lehet. Legyen ugyanis A és A′ tetsz®leges összetartozó pontpár. Ekkor az

Fi �xpontokra |AFi| = |A′Fi| egyaránt teljesülnek. A mer®legességi tételutáni megjegyzés alapján így a négy nem egysíkú �xpont egyaránt az AA′szakasz szakaszfelez®mer®leges síkjához tartozik, ami lehetetlen. Legyen mostleképezésünknek három �xpontja Fi i = 1,2,3 és az A pont képe legyen A′.Tekintsük az AA′ szakasz szakaszfelez®mer®leges síkjára vonatkozó tükrözést
TA-t. Ekkor négy �xponttal rendelkezik a TA ◦ Φ egybevágóság, eképpen azidentitással azonos. Maga a Φ ekkor a TA tükrözés. Hasonlóan vezethet®vissza a két �xpontos eset a három �xpontosra, majd az egy �xpontos a két�xpontosra, végül a �xpontmentes leképezés az egy �xponttal rendelkez®re.Vegyük észre, hogy a tétel n-dimenziós abszolút térben hasonlóan bizo-nyítható, ekkor legfeljebb n + 1 hipersíkra vonatkozó tükrözés szorzatakéntáll el® egy általános egybevágóság.A fenti tétel szerint legfeljebb három egyenesre vonatkozó tükrözés kom-pozí
iójával tetsz®leges egybevágóság megadható. A továbbiakban a kompo-zí
iót szorzásnak nevezzük és a megfelel® m¶veletet ponttal jelöljük. Mivelkét egyenes köl
sönös helyzete a síkban metsz® vagy párhuzamos, a tükrözé-sek meghatározó egyeneseinek elhelyezkedése rögtön nagy típusokba soroljaa két tükrözés szorzataként el®álló egybevágóságokat. E szerint3.1.3. De�ní
ió. Párhuzamos egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzatáteltolásnak, metsz® egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzatát elforgatás-nak nevezzük.A következ® lemma abszolút térben érvényes. Bizonyításában az euklide-szi és hiperbolikus eseteket együtt kezeljük.3.1.2. Lemma (Lemma a reprezentálásról). Adott a φ = t2 · t1 leképezés.Ekkor tetsz®leges a t1, t2 egyenespár sugársorához tartozó t′1 egyeneshez, van



166 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSEolyan egyértelm¶en meghatározott t′2 egyenese ugyanezen sugársornak, hogy
φ = t′2 · t′1.Bizonyítás: Mivel φ egybevágóság, ezért illeszkedés, egyenes és távolság-tartó bijek
ió. Világos, hogy minden sugársort vele azonos típusú sugársor-ba visz. Mivel a sugársor egyik elemének képe egy másik eleme, a tartójaa leképezés invariánsa. Ha a tartó a sík egy pontja, akkor a leképezésnek ez�xpontja, és a sugársor valamennyi elemén szintén egy �xpontot ad. Ha egye-nes, akkor a tartó invarian
iája alapján a rá mer®leges irány (végtelen távolielem) �x volta adódik. Mindkét esetben a teljes sugársor invariáns marad aleképezésnél. Most három eset léphet fel.Metsz® egyenespár mind az euklidészi mind a hiperbolikus geometriábande�niálja a t1, t2 egyenesek által meghatározott a nem nagyobb mérték¶nekmegfelel® szöget, melyet pozitív irányúnak tekintünk, ha a P1 ∈ t1 pontotvalamely P2 ∈ t2 pontba az óramutató járásával ellentétes irányú π-nél nemnagyobb forgás viszi és negatívnak a másik esetben. A leképezés során apontokat a képeikbe ekkor 2P1OP2∡ szög¶ forgatás viszi, ezért megkeresvea t′1 egyeneshez azt a t′2 egyenest mely t′1 egyenesnek a P1OP2∡ szöggel valóelforgatásával keletkezik, a t′2t′1 szorzat szintén φ-t de�niálja.A második esetben együtt vizsgálhatjuk az euklidészi párhuzamos egye-nespár és hiperbolikus közös mer®legessel rendelkez® egyenespár eseteket.Mindkét szituá
ióban a közös mer®legesen de�niálódik az irányított eltolásszakasz, ami segítségével a sugársor alkalmas t′2 eleme azonnal kijelöl®dik.Végül külön vizsgálatra szorul a hiperbolikus párhuzamos egyenespár ese-te. Ilyenkor adott para
ikluson jelöl®dik ki az irányított �áthelyezési� ív, melysegítségével a sugársor t′2 eleme ismét egyértelm¶en kijelhet®.Különös jelent®sége van két mer®leges egyenesre való tükrözés szorzatá-nak ezt a metszéspontjukra vonatkozó tükrözésnek nevezzük.Fontos példa háromnál kevesebb tükrözés szorzataként nem el®álló egy-bevágóságra a következ®: Egy eltolás és egy az eltolás irányával párhuzamosegyenesre vonatkozó tükrözés szorzata. Az így kapott egybevágóságot 
súsz-tatva tükrözésnek nevezzük.3.1.2. Tétel. Az euklidészi sík egybevágóságai a következ® típusokba sorol-hatók:
• identitás: Minden pont képe saját maga.
• tükrözés: Egy egyenesre vonatkozó tükrözés.
• eltolás: Párhuzamos egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzata.
• forgatás: Metsz® egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzata.
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• 
súsztatva tükrözés: Eltolás szorzata vele párhuzamos tengely¶ tük-rözéssel.

t1

t

t

2

3
t1

t3t'
2

'

3.3. ábra. A bizonyítás els® esete.Bizonyítás: Az 3.1.1. Tétel szerint azt kell 
sak bizonyítani, hogy tetsz®le-ges három tükrözés szorzataként megadott egybevágóság a fenti esetek egyi-kéhez tartozik, azaz identitás, tükrözés, eltolás, forgatás vagy 
súsztatva tük-rözés. Diszkussziónk alapja a kiinduló tükör egyenesek köl
sönös helyzete.Legyenek a tengelyek rendre t1, t2, t3, azaz ϕ = t3 · t2 · t1. Eseteink ekkor1. t1 ∩ t2 ∩ t3 = O, a három tengely az O pontban metszi egymást. Ekkora t3 · t2 forgatást a 3.1.2. Lemma szerint reprezentáljuk egy olyan t′3 · t′2szorzattal, melynél t′2 = t1. Látjuk, hogy a leképezés egy tengelyestükrözés.2. t1 ∩ t2 = O, t3 nem megy át O-n. Ekkor az els® lépésben elérjük, hogy
t′2 mer®leges legyen t3-ra majd a szorzat második két tényez®jének vál-toztatásával, hogy t′′3 mer®leges legyen t′1-re. Így látható, hogy esetünkegy 
súsztatva tükrözés.3. t1 ∩ t2 = ∅. Ha most t3 párhuzamos t1-el, akkor az egybevágóság el-tolás, ha nem akkor els® lépésben t3 · t2-t reprezentáljuk úgy, hogy t′2legyen mer®leges t1-re, majd t′2 ·t1-t úgy, hogy t′3-re mer®leges legyen t′′2.Ekkor formálisan még nem értünk 
élt, de a t′3 · t′′2 szorzat a tengelyekmer®legessége miatt kommutatív.3.2. A hiperbolikus sík egybevágóságaiAz (AM,BN), (AM,EP) tartományok egybevágóak bár az utóbbi az el®bbinek
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3.4. ábra. A második eset.
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,,3.5. ábra. A harmadik eset.



3.2. A HIPERBOLIKUS SÍK EGYBEVÁGÓSÁGAI 169tetsz®leges többszöröse lehet. Ez az eredmény különös ugyan, az S rendszerlehetetlenségét azonban nyilván mégsem bizonyítja.Bolyai J.: AppendixA hiperbolikus sík egybevágóságainak vizsgálata meglep® eredményre ve-zet, egyetlen új típus van 
sak, ez is a nem metsz® egyenesek két különböz®típusának megfelel® két "eltolás" közül az egyik.3.2.1. De�ní
ió. Párhuzamos egyenespárra vonatkozó tükrözések szorza-tát párhuzamos áthelyezésnek, ultraparallel egyenesekre vonatkozó tükrözé-sek szorzatát eltolásnak, metsz® egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzatátelforgatásnak nevezzük.Megint használjuk a leképezések reprezentálhatóságáról szóló 3.1.2. lem-mát. Így most a következ® eredményre jutunk:3.2.1. Tétel. A hiperbolikus sík egybevágóságai a következ® típusokba sorol-hatók:
• identitás: Minden pont képe saját maga.
• tükrözés: Egy egyenesre vonatkozó tükrözés.
• párhuzamos áthelyezés: Párhuzamos egyenespárra vonatkozó tükrö-zések szorzata.
• eltolás: Ultraparallel egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzata.
• forgatás: Metsz® egyenespárra vonatkozó tükrözések szorzata.
• 
súsztatva tükrözés: Eltolás szorzata a közös mer®leges egyenesérevonatkozó tükrözéssel.Bizonyítás: Az esetek szétválasztásának alapját az euklidészi analógia ad-ja. Az új leképezés a párhuzamos áthelyezés de�ní
iója szerint adódik. Le-gyenek az általános esetben a tengelyek rendre t1, t2, t3, azaz ϕ = t3 · t2 · t1.Eseteink ekkor1. t1 ∩ t2 ∩ t3 = O, a három tengely az O pontban metszi egymást. Ekkora t2 · t1 forgatást a 3.1.2. lemma szerint reprezentáljuk egy olyan t′2 · t′1szorzattal, melynél t′2 = t3. Látjuk, hogy a leképezés egy tengelyestükrözés.



170 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSE2. t1 ∩ t2 = O, t3 nem megy át O-n. Ekkor az els® lépésben megint O-ból mer®legest állítunk t3-ra és evvel de�niáljuk t′2-t majd a szorzatmásodik két tényez®jének változtatásával elérjük, hogy t′′3 mer®legeslegyen t′1-re. Így látható, hogy esetünk egy 
súsztatva tükrözés.3. t1 ∩ t2 = ∅. A két tüköregyenes párhuzamos: Ha most t3 szintén pár-huzamos velük akkor az egybevágóság tükrözés, ha nem akkor az els®lépésben t2 · t1-t reprezentáljuk úgy, hogy t′2 legyen mer®leges t3-ra (itthasználhatjuk a 3.1.2. lemmát), majd t′2 · t3-t úgy, hogy t′′3 mer®legeslegyen t′1-re.4. t1 ∩ t2 = ∅. A két tüköregyenes ultraparallel : Vegyük észre, hogy
t2 · t1 reprezentá
ióját megváltoztathatjuk úgy, hogy t3 messe az új t2-t.(Megint nézhetjük a 3.5. ábrát.) Így els® lépésünk lehet ezen metszés-pont körüli forgatással a t3·t2 szorzat olyan reprezentá
iójának megadá-sa, melyben t′2 mer®leges t1-re. Ezután 
seréljük a t′2 ·t1 reprezentá
iójátolyanra, hogy t′′1 mer®leges legyen t′3-re. Használhatjuk megint azt azészrevételt, hogy mer®leges tengely¶ tükrözések fel
serélhet®ek igy t′′2és t′3 fel
serélésével, megint 
súsztatva tükrözéshez jutottunk.

3.3. Az euklidészi tér egybevágóságaiHa két egymást metsz® sík mer®leges valamely síkra,akkor a közös részük is mer®leges arra a síkra.Euklidész: Elemek XIAlaptételünk szerint minden egybevágóság legfeljebb négy síktükrözésszorzata. A következ® spe
iális esetek különösen érdekesek:
• eltolás: Két párhuzamos síkra vonatkozó tükrözés szorzata.
• forgatás: Metsz® síkpárra vonatkozó tükrözések szorzata.
• 
súsztatva tükrözés: Eltolás szorzata olyan tükrözéssel, mely síkjaaz eltolás irányával párhuzamos.
• forgatva tükrözés: Forgatás szorzata olyan tükrözéssel, mely síkja aforgatás tengelyére mer®leges.
• 
savarmozgás: Forgatás szorzata tengelyével párhuzamos irányú el-tolással.



3.3. AZ EUKLIDÉSZI TÉR EGYBEVÁGÓSÁGAI 171Fontos szerepet játszik most is az a tény, hogy az eltolás illetve elforgatássokféleképpen reprezentálható. A valós projektív tér adott egyenesre illesz-ked® síkjainak seregét síksornak nevezzük. Egy s síkra vonatkozó tükrözéstszintén s-el jelölünk.3.3.1. Lemma. Legyen adott a φ = s2 · s1 egybevágóság. Ekkor tetsz®le-ges az s1, s2 síkpár sugársorához tartozó s′1 síkhoz, van olyan egyértelm¶enmeghatározott s′2 síkja ugyanezen sugársornak, hogy φ = s′2 · s′1.A lemma bizonyítása szó szerint megegyezik a síkbeli analóg állítás bizo-nyításával ezért elhagyjuk. (A hiperbolikus esetekre most nin
s szükségünk.)Az osztályozási tételünk szerint a fenti típusok egyikébe tartozik vala-mennyi egybevágóság. Pontosabban:3.3.1. Tétel. Az euklidészi tér egybevágósága identitás, síktükrözés, eltolás,forgatás, eltolva tükrözés, forgatva tükrözés vagy 
savarmozgás .A tétel bizonyítása el®tt bevezetünk egy újabb egybevágóság típust, melyjelent®sen segíti az osztályok áttekintését.3.3.1. De�ní
ió. A tér t egyenesre vonatkozó tükrözésének nevezzük a térazon forgatását, melynek tükörsíkjai t-ben mer®legesen metszik egymást.A következ® lemma indokolja a 
savarmozgás mint egybevágóság beveze-tésének szükségességét.3.3.2. Lemma. Két metsz®, párhuzamos vagy kitér® egyenesre vonatkozótükrözés szorzata, rendre forgatás, eltolás és 
savarmozgás. Fordítva mindenforgatáshoz, eltoláshoz, vagy 
savarmozgáshoz található olyan metsz®, párhu-zamos illetve kitér® egyenespár, melyre vonatkozó tükrözések szorzata éppenaz adott forgatás eltolás vagy 
savarmozgás.Bizonyítás: A közös síkú esetekben az egyenesekre vonatkozó tükrözéseketreprezentáljuk a közös sík illetve a közös síkra mer®leges egyenesen keresztül-haladó síkra vonatkozó tükrözések szorzatával. Mer®leges síkpárra vonatkozótükrözések szorzata fel
serélhet®, így a lemma állítása könnyen látható (lásd3.6. ábra).A kitér® eset alkalmas reprezentálása a kitér® egyenesek normáltranszver-zálisa segítségével történik, síkjaink rendre a normáltranszverzális és az egyikegyenes által meghatározott két sík, valamint az egyeneseken keresztülhaladóa normáltranszverzálisra mer®leges síkok. Az állítás bizonyítása most márszintén könnyen leolvasható az ábráról (lásd a 3.7. ábrát).A lemma következménye, hogy eltolások szorzata eltolás. Valóban ha az1, 2 síkokra vonatkozó tükrözések szorzata az els® eltolást, a 3,4 síkpár pedig
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3.7. ábra. A kitér®ek esete.



3.3. AZ EUKLIDÉSZI TÉR EGYBEVÁGÓSÁGAI 173a második eltolást reprezentálja, az 1 és 3 síkok t1,3 metszete tekinthet® azels® eltolást reprezentáló egyenestükrözések második és a második eltolástreprezentáló egyenestükrözések els® tengelyeként. Mivel párhuzamos síkokategy harmadik sík párhuzamos egyenespárban metsz a fennmaradó t′1,3, t1,3”egyenestükrözések tengelyei egymással is párhuzamosak így meghatároznakegy eltolást. A kapott eltolás éppen a kompozí
ió leképezést adja meg a
t′1,3 · t1,3 · t1,3 · t1,3” = t′1,3 · t1,3”egyenl®ség alapján.Az egyenesekre vonatkozó tükrözések szorzatával viszont mer®leges ten-gely¶ elforgatások szorzata helyettesíthet®, ezért igaz:3.3.3. Lemma. Két mer®leges tengely¶ elforgatás szorzata 
savarmozgás.
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3.8. ábra. Mer®leges tengely¶ elforgatások szorzata 
savarmozgás.Bizonyítás: Legyen a két tengely t′ és t′′ a normáltranszverzálisuk n. Ek-kor t′ egyenes mer®leges a (t′′, n) egyenesek síkjára és t′′ egyenes mer®legesa (t′, n) egyenesek síkjára. A t′ tengely¶ elforgatást reprezentálja egy olyansíkpárra vonatkozó tükrözés, melynek második tényez®je a (t′, n) síkra vo-natkozó tükrözés, míg a második forgatást reprezentáló tükrözések els® síkjalegyen a (t′′, n) sík. Leképezésünk most négy síkra vonatkozó tükrözés szor-zat, ahol a második tükörsík (t′, n) a harmadik pedig (t′′, n). Ezek a síkokmer®legesek egymásra így rájuk vonatkozó tükrözések fel
serélhet®ek. Messeaz els® forgatás els® síkja (t′′, n) síkot az e egyenesben a második forgatásmásodik síkja pedig (t′, n) síkot f -ben a 3.8. ábra szerint. Fel
serélve a (t′, n)síkra vonatkozó tükrözést a (t′′, n) síkra vonatkozó tükrözéssel, leképezésünkkét újabb forgatás szorzataként áll el®, az els® tengelye e a másodiké f . Ezen



174 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSEforgatások meghatározó síkjai viszont páronként mer®legesek azaz a leképezé-sek egyenesre vonatkozó tükrözések. El®z® lemmánk szerint az egybevágóság
savarmozgás e és f kitér® volta miatt.Most már kell®képpen el®készítettük a karakterizá
iós tétel bizonyítását.Bizonyítás: Nyilván elegend® legalább három tükrözés szorzatát vizsgálni.Eseteinket a síkok egymáshoz viszonyított helyzete alapján választjuk szét.1. Tegyük fel el®ször, hogy a három tükörsík rendelkezik közös mer®legessíkkal. Ekkor tetsz®leges pont pályája a közös mer®leges síkkal párhuza-mos síkba esik, az egybevágóság osztályozása a síkbeli eseteknek meg-felel®en történhet. Mivel három egyenesre vonatkozó tükrözés szorzatavagy 
súsztatva tükrözés, vagy tükrözéssé fajul, ezért ebben az esetbena tér tükrözéséhez, vagy 
súsztatva tükrözéséhez juthatunk.
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3.9. ábra. Közös mer®leges síkkal rendelkez® tükörsíkok.2. Az els® két sík, 1 és 2 messe egymást az m egyenesben. Ha a 3 sík m-etnem metszené az m-re mer®leges síkok a három sík közös mer®legeseilennének, ezért feltehet®, hogy a három sík egy M pontban metsziegymást. Ekkor el®ször m körül forgassuk a reprezentáló síkpárt olyanhelyzetbe, hogy 2′ mer®leges legyen 3-ra, majd 2′ és 3 közös egyenesekörül forgassuk a síkpárt úgy, hogy 3′′ mer®leges legyen 1′-re. Ekkor
1′ és 2′′ mer®leges 3′′-re, 1′ és 2′′ metszete M-et tartalmazza így egyforgatva tükrözést reprezentáló síkhármashoz jutottunk.
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3.10. ábra. Közös ponttal rendelkez® tükörsíkok.
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n3.11. ábra. Négy tükrözés szorzatai.



176 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSE3. Ha az 1 és 2 síkok párhuzamosak, akkor 3 ®ket vagy nem metszi és aleképezés egy tükrözéssé fajul, vagy metszi egy párhuzamos egyenes-párban, amikor is ezen egyenesekre mer®leges sík a három sík közösmer®leges síkja. Így egy esetünk maradt hátra.4. Négy síkra vonatkozó tükrözés szorzata a leképezés. Az els® három tük-rözés szorzatáról feltehetjük, hogy az el®z® esetben adódó leképezésekvalamelyike. Ha kevesebb tükrözés szorzatára redukálható az eset, ak-kor új kategória nem jöhet szóba. Így feltehetjük, hogy az els® háromtükrözés szorzata forgatva vagy 
súsztatva tükrözés. Ha a negyedik síkpárhuzamos egy forgatva tükrözést természetes módon reprezentáló sík-hármas harmadik elemével, akkor a szorzat leképezés de�ní
ió szerint
savarmozgás. Ha a harmadik és negyedik sík metszete egy m egyenes,akkor két mer®leges tengely¶ forgatás szorzatára bomlik a leképezés,így el®z® lemmánk szerint szintén 
savarmozgást kaptunk.Tegyük most fel, hogy az els® három tükrözés szorzata 
súsztatva tük-rözés. Ha a negyedik sík a természetes reprezentá
ió harmadik elemévelpárhuzamos, akkor a leképezés két eltolás szorzata így maga is eltolás.Ha a negyedik 4 sík metszi a harmadikat 3-at, 2 és 3 metszete körülforgassuk ezen két síkot úgy, hogy 3′ mer®leges legyen 4-re. Ekkor 3′mer®leges 2′-re és 4-re, ezért a metszésvonalukra m-re úgyszintén. mezért mer®leges az 1 és 3′ metszésvonalára n-re. Felhasználhatjuk most
2′ és 3′ sík mer®legességét fel
serélve ezen két síkra vonatkozó tükrö-zéseket. A kapott leképezés egy n tengely¶ és egy m tengely¶ forgatásszorzata így lemmánk szerint 
savarmozgás.



3.4. KLEIN 1773.4. Klein

3.12. ábra. Felix KleinFelix Klein Erlangeni Habilitá
iós el®adása úgy vált híressé a matemati-ka történetében mint az "erlangeni program". Ebben fejti ki azon nézetét,hogy a legfontosabb geometriai vizsgálatokat 
soportelméleti módszerekkela geometriához tartozó transzformá
ió 
soportok vizsgálatával lehet és kellelvégezni. A bevezet® gondolatokat idézzük most. Érdekessége az el®adásnak,hogy kés®bb megjelent nyomtatásban is, melyhez Klein maga írt jegyzeteket.F. Klein: A legújabb geometriaivizsgálatok összehasonlító áttekintése.Habilitá
iós el®adás ERLANGEN, 1872.Dr. M. W. HASKELL angol fordítása alapján1A szerz® el®zetes megjegyzései. - Az 1872 Programmom, megje-lent ugyan különálló publiká
ióként (Erlangen, A. Dei
hert), de
sak korlátozottan került forgalomba el®ször. Ezzel én elégedettvoltam, mivel a Programban kifejtett nézeteim számára el®szörrenem várhattam el több �gyelmet. Azonban a matematika álta-lános fejl®dése, id®közben, pontosan ezen irányokban zajlott, éskülönösképpen, amióta Lie elkezdte ezeket kib®vített formában1Published in Bull. New York Math. So
. 2, (1892-1893), 215-249.



178 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSEközzé tenni a �Theorie der Transformationsgruppen� (Liepzig, Te-ubner, vol. I. 1888, vol. II. 1890)
. munkájában, úgy t¶nik, helyesegy szélesebb elérhet®séget biztosítani a Programomban szerepl®kifejtések számára. M. G. Fano a közelmúltban az Annali di Ma-temati
a, ser. 2, vol. 17 számában közzé tett egy olasz fordítást.A szíves fogadása az angol fordításnak, amiért Mr. Haskell-nekigen hálás vagyok, szintén kívánatos. A fordítás abszolút irodal-mi, azon a két-három helyen, ahol pár szót változtatni kellett, azúj kifejezések szögletes zárójelbe [℄ vannak zárva. Ugyanígy jel-zem, hogy szükséges volt hozzáf¶zni néhány lábjegyzetet, amelyeklegtöbbje már az olasz fordításban is szerepel. � F. KLEIN.Az elmúlt ötven év geometriai területeken való el®rehaladásában a projektívgeometria1 fejl®dése foglalta el az els® helyet. Habár els® látásra úgy t¶nik, mint-ha az úgynevezett metrikus összefüggések ebben a felépítésben nem jelennénekmeg, mert azok nem változatlanok a vetítések során, mi a közelmúltban még-is megtanultuk ®ket projektív szempontból tekinteni, ezért a projektív módszerátfogja a teljes geometriát. Azonban a metrikus tulajdonságok a továbbiakbannem a geometriai alakzatok saját jellemz®inek tekintend®k, hanem egy mindengömbre közös, alap kon�gurá
ióhoz, a végtelennél fellép® képzetes körhöz valóviszonyuknak.Amikor lépésr®l-lépésre összevetjük a geometriai alakzatok ezen kon
ep
ióját,a közönséges (elemi) geometria fogalmaival, az elvezet minket ahhoz, hogy ke-ressünk egy általános elvet, amely szerint mindkét módszer fejlesztése lehetséges.Ez a kérdés fontosabbnak látszik, mint az elemi és projektív geometria mellett,rendszerbe foglalni egy sor más módszert, melyek bár kevésbé fejlettek, de megil-leti ®ket ugyanaz az egyéni léthez való jog. Ilyen a vektornyalábok geometriája, ara
ionális transzformá
iók geometriája, és így tovább, amelyeket a továbbiakbanfogunk említeni és leírni.Abban a vállalkozásban, hogy a következ® oldalakon felállítsunk egy ilyen el-vet, aligha fogunk egy lényegében új ötletet kifejleszteni, inkább világosan meg-fogalmazzuk azt, ami már sok más szerz®ben megfogant több-kevesebb hatá-rozottsággal. Mégis indokolhatónak t¶nik e-fajta összeköt® észrevételeket pub-likálni, haladva a független területek2 összevetésében, mert a geometria, amilényegében végül is egységes, túl sok részre bomlott egy sor gyorsan fejl®d® kü-lönböz®nek t¶n® elmélet hatására. Ugyanakkor befolyásolt még spe
iálisan az azóhaj is, hogy el®adjak Lie és általam fejlesztett módszereket és nézeteket, jelenvizsgálatomban is. Ezek a tárgyukat képez® objektumok természetében külön-böz® vizsgálatok, ugyanahhoz az általános kon
ep
ióhoz vezettek; így egyfajta1Note I az appendixben. Az appendixet itt nem közöljük.-szerk.2Note II



3.4. KLEIN 179szükségszer¶séggé vált az alapos megvitatása ennek az elemnek, és az ez alapjánvaló jellemzése a vizsgálatok tartalmának és általános hatályának.Bár eddig 
sak a geometriai vizsgálatokról beszéltünk, bele fogjuk venni avizsgálatainkba a tetsz®leges dimenziós3 sokaságokat is, melyek a tisztán ma-tematikai vizsgálatok4szempontjából nem lényeges geometriai kép absztrahálásaútján fejl®dtek ki a geometriából. A sokaságok vizsgálatában ugyanazok a kü-lönböz® típusok lépnek fel mint a geometriában; és, mint a geometriában, aprobléma az, mi a közös és mi a különböz® az egymástól függetlenül végzettvizsgálatok alapján. Elvontan szólva, elegend® lenne végig az n-dimenziós so-kaságokról beszélni ; de egyszer¶bbé és intelligensebbé válik a kifejtés a jobbanismert tér-felfogásnak a használatával. A geometriai objektumok �gyelembe vé-tele és az általános ideák fejl®dése folyamatában használva ezt mint példát, aztaz ösvényt követjük, amit tudományunk választott a fejl®désében, és azt, amiáltalában a legjobb ennek az el®adásnak a lefolytatására.A következ® oldalak tartalmának el®zetes kifejtése aligha lehetséges itt, hiszenaligha lehet azokat tömörebb formában bemutatni5.Az el®adás végén 
satolni fogok egy sor jegyzetet, amelyben vagy továbbfej-lesztek egy pontot, ahol az általános kidolgozása a szövegnek úgy t¶nik, hogy eztigényli, vagy megpróbálok a szöveg valamely meghatározó absztrakt matematikaiészrevételéhez kap
solódó szemléletet adni hivatkozással.A térbeli transzformá
iók 
soportja. Fundamentális 
soport. Azáltalános probléma megfogalmazása.A következ®kben szükséges legfontosabb fogalom a térbeli transzformá
iók
soportja.Kombinálva a tér akárhány transzformá
ióját6 mindig egy egyszeri transzfor-má
ióval ekvivalens transzformá
iót kapunk. Ha egy adott transzformá
ió rend-szer rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy bármely transzformá
ió bármelymásikkal kombinálva szintén a rendszerhez tartozik, akkor a rendszert transzfor-má
ió 
soportnak fogjuk nevezni7.3Note IV4Note III5A következ® el®adásnak hibája ez a tömörség, ami félelmem szerint a lényegéneka megértését nehezíti. A nehézség azonban nehezen 
sökkenthet®, ha
saknem egyteljesebb kidolgozással, amelyben a különböz®, itt 
sak érintett tételek hosszabbanki lennének fejtve.6Minden esetben a tér alakzatainak az összességén tekintjük a hatását a transz-formá
iónak, és ezért nevezzük a tér transzformá
ióinak a vizsgálat tárgyait. Máselemeken mint a tér pontjai, is be lehet vezetni a transzformá
iókat, mint példá-ul a duális transzformá
iókat (polaritások); ebben az értelemben a szövegben nemteszünk különbséget.7 [Ez a de�ní
ió nem teljes, hallgatólagosan azt is fel kell tennünk, hogy az említett



180 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSEEgy példa transzformá
ió 
soportra a mozgások összességére vonatkozik, min-den mozgás tekinthet® egy operá
iónak, mely a teljes téren hat. Ennek a 
so-portnak a rész
soportja, mondjuk, az egy pont körüli forgatásokból áll8. A másikoldalról, egy 
soport, ami tartalmazza a mozgások 
soportját a kollineá
iók 
so-portja. Ugyanakkor a duális transzformá
iók (korrelá
iók) összessége nem alkot
soportot ; két korrelá
ió kombiná
iója kollineá
ió. Azonban a duális transzfor-má
iókat a kollineá
iókhoz véve megint 
soportot kapunk9.Vannak olyan tér-transzformá
iók, amelyek a térbeli alakzatok geometriai tu-lajdonságait teljesen változatlanul hagyják. A geometriai tulajdonságok, az alapidea szerint, függetlenek az alakzat térben elfoglalt helyét®l, annak abszolút nagy-ságától, és végül a darabjai elrendezésének értelmét®l10. Az alakzat tulajdonságaiváltozatlanok maradnak tehát minden térbeli mozgás, hasonlóság, és síktükrö-zés esetén ugyanúgy, mint ezen transzformá
iók tetsz®leges kombiná
iója esetén.Ezen transzformá
iók összességét fundamentális 
soportnak11 nevezzük. Fordít-va, A geometriai tulajdonságok azzal jellemezhet®k, hogy változatlanok maradnaka fundamentális 
soport elemeinek alkalmazása során. Ha egy pillanatig a teretmozdíthatatlannak gondoljuk, azaz, mint egy merev sokaságot, akkor mindenalakzatnak van egy egyéni karaktere; minden egyénileg hozzárendelhet® karakterközül 
sak a valóban geometriai tulajdonságok ®rz®dnek meg a fundamentális
soport elemeinek hatása alatt. Ez a fogalom, mely valamiképpen meghatározat-lan fogalmazásunkban, világosabban újjá fog születni a kidolgozás során.Szabaduljunk most meg a tér konkrét eszméjét®l, ami a matematikusok szá-mára nem lényeges, és tekintsük mindössze egy n-dimenziós sokaságnak, azaz,mondjuk három dimenziósnak, ha meg®rizzük a szokásos fogalmát a pontnakmint egy térelemnek. A tér transzformá
ióival analóg módon beszéljünk a so-kaságok transzformá
ióiról ; ezek szintén 
soportot alkotnak. De nin
s a továb-biakban, mint, ahogy a térben volt, egy 
soport, ami szigni�kánsan különbözne
soport minden operá
iójának az inverzét is tartalmazza; de, amikor az operá
iókszáma végtelen, és ez nem jelent egy szükséges következményét a 
soport fogalmá-nak, ezt expli
it módon 
satolnunk kell a szövegben megadott 
soport fogalmához.℄A fogalmak, és a jelölések, a helyettesítések elméletéb®l valók, avval a különbséggel,hogy folytonos tartományok transzformá
iói helyett egy diszkrét mennyiség végesszámú permutá
ióinak a transzformá
ióit tekintjük.8Camille Jordan el®állította a mozgás 
soport minden rész
soportját.9Nem szükségszer¶ a transzformá
ió 
soportra, hogy folytonosan örökl®djön, habára szövegben említett 
soportok valójában rendelkeznek evvel a tulajdonsággal. Pél-dául, egy szabályos testet magába viv® transzformá
iók, vagy ugyan végtelen, dediszkrét rendszere a szinusz görbét magába képez® mozgásoknak szintén 
soportotalkot10Az �értelem� alatt a nem tükörszimmetrikus alakzatok darabjai elrendezését értjük.Eképpen, például jobb-sodrású és a bal-sodrású 
savarvonal ellenkez® �értelm¶ek�.11 A tény, hogy ezek 
soportot alkotnak a fogalmukból adódik.



3.4. KLEIN 181a többit®l ; minden 
soport egyformán fontos. Mint a geometria általánosításamerül fel a következ® átfogó probléma:Adott egy sokaság és ennek egy transzformá
ió 
soportja; vizsgáljuk asokasághoz tartozó kon�gurá
iókat azon tulajdonságaikra tekintettel, melyeknem változnak a 
soporthoz tartozó transzformá
iók hatása alatt.Használva a modern terminológiát, amely rendszerint 
sak egy adott 
soport-ra vonatkozóan használt, a probléma a következ®képpen fogalmazható:Adott egy sokaság és egy transzformá
ió 
soportja; fejlesszük ki a 
soportinvariánsainak elméletét.Ez az általános probléma, és ez magában foglalja nem 
sak a közönséges geo-metriát, de és különösen az újabb elméleteket, amelyek részletezését javasoljuk,továbbá az n-dimenziós sokaságok kezelésének különböz® módszereit is. Külö-nös hangsúlyt kell fektetni arra a tényre, hogy a transzformá
iók 
soportjának aválasztása önkényes, és következésképpen minden kezelési módszer, ami teljesítiaz általános feltételt ebben az értelemben egyenérték¶.Azon transzformá
ió-
soportok, melyek közül az egyiktartalmazza a másikat, sorozatosan adjungáltak. A különféle fajtageometriai vizsgálatok és egymáshoz való kap
solatuk.Ahogy a kon�gurá
iók geometriai tulajdonságai változatlanok maradnak va-lamennyi a fundamentális 
soporthoz tartozó transzformá
ió esetén, a kérdésjellege folytán képtelenség érdekl®dni olyan tulajdonságok felöl, amelyek 
sak atranszformá
iók egy részének esetében nem változnak meg. Ez a vizsgálat in-dokolttá válik azonban, mihelyt a tér alakzatainak a �xnek tekintett elemeihezvaló viszonyát vizsgáljuk. Példaként tekintsük a tér alakzatait egy adott pontravonatkoztatva, ahogy a szférikus trigonometriában. A probléma most leírni azontulajdonságokat, amelyek a fundamentális 
soport transzformá
iói alatt invarián-sok maradnak, nem 
sak a függetlenül vett alakzatokra, hanem arra a rendszerrenézve, mely a referen
ia ponttal együtt tekinti az alakzatokat. Felírhatjuk ezt aproblémát másik alakban is : vizsgálni a tér kon�gurá
ióit olyan tulajdonságokravonatkozóan, amelyek a fundamentális 
soport azon transzformá
iói alatt vál-tozatlanok, amelyek addig hatnak, amikor a pont �xen marad. Más szavakkal,ez ugyanaz, mint amikor mi a fundamentális 
soport szemszögéb®l tekintjük aponttal kap
solatban álló alakzatokat, vagy ilyen kap
solat nélkül, helyettesítjüka fundamentális 
soportot valamelyik rész
soportjával, amely transzformá
iói akérdésben szerepl® pontot változatlanul hagyják.Ez az elv az, amit mi kiemelten alkalmazunk; ezért a következ®kben általá-nosan megfogalmazzuk:Adott egy sokaság és egy transzformá
ió 
soport, amelyet alkalmazunk rá.Javasoljuk a sokasághoz tartozó alakzatok vizsgálatát egy adott alakzathoz viszo-nyítva. Lehet tehát a rendszerhez adni egy adott alakzatot, és ekkor vizsgálnunk



182 3. FEJEZET. EGYBEVÁGÓSÁGOK SZINTETIKUS KEZELÉSEkell a kiterjesztett rendszer tulajdonságait az adott 
soport szemszögéb®l, vagyhagyni a rendszert kiterjesztetlenül, meghatározva azokat a transzformá
iókat a
soportból, melyek az adott kon�gurá
iót változatlanul hagyják. (Ezek a transz-formá
iók szükségszer¶en maguk is 
soportot alkotnak.)Tekintsük most a fejezet elején felvetett probléma fordítottját. Ez érthet® akezdetekt®l fogva. Az alakzatok azon tulajdonságai iránt érdekl®dünk, amelyekváltozatlanok egy olyan transzformá
ió-
soport elemeire nézve, amely a funda-mentális 
soportot részeként tartalmazza. Minden tulajdonság, ami ezen a módontalálható, egy geometriai tulajdonsága magának az alakzatnak; de a fordított ál-lítás nem igaz. A fordított problémában alkalmaznunk kell egy most kimondottelvet, mert a fundamentális 
soport a kisebb. Azaz: Ha a fundamentális 
so-portot egy átfogóbb 
soporttal helyettesítjük, 
sak egy része marad a geometriaitulajdonságoknak változatlan. A maradékok nem lépnek fel többet önmagukban,mint a tér kon�gurá
ióinak tulajdonságai, hanem mint egy partikuláris alakzathozkap
solt rendszer tulajdonságai. Ezen utóbbi annyira de�niált, mint a kon�gurá-
ió maga 7, a következ® feltétellel : A feltétel, hogy �x, meg kell hogy szorítsonminket azokra a 
soportbeli transzformá
iókra, amelyek a fundamentális 
soport-hoz tartoznak.Ebben a tételben található a különlegessége a legutóbbi geometriai módszer-nek, amit itt tárgyalunk, és kap
solata az elemi módszerrel. Ami karakterizálja®ket éppen ez, hogy a vizsgálatuk egy kiterjesztett transzformá
ió 
soport alapjántörténik, ahelyett, hogy a fundamentális 
soport alapján történne. Az egymás-hoz való kap
solatuk egy megfelel® tétel alapján de�niált, amikor az egyik 
so-port tartalmazza a másikat. Ugyanez igaz az n-dimenziós sokaságok felépítéséhezhasznált számos általunk vett módszer esetén is. Most áttekintjük a különböz®módszereket ebb®l a szempontból, és ez lehet®séget ad arra vonatkozóan, hogykifejtsük konkrét példákon az ebben és a megel®z® fejezetben általános formábanidézett tételeket.

7 Ilyen alakzat generálható, például, alkalmazva a fundamentális 
soport transzformá-
ióit olyan tetsz®leges elemre, amely semmilyen fundamentális 
soporthoz tartozótranszformá
ióval sem transzformálódik magára.
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Babits Mihály: Húnyt szemmel...

Húnyt szemmel bérceken futunk
s mindig csodára vágy szívünk:
a legjobb, amit nem tudunk
a legszebb, amit nem hiszünk.

Az álmok síkos gyöngyeit
szorítsd, ki únod a valót:
hímezz belőlük
fázó lelkedre gyöngyös takarót.
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4. fejezetModellekAz axiomatikus kérdések szorosabb vizsgálatánál elengedhetetlen olyan mes-terséges geometriák de�niálása, melyek az axiómákban megkövetelt tulajdon-ságok közül néhányat teljesít, másokat nem. Ezen struktúrákat összefoglalónéven modelleknek nevezzük. Bizonyos modellek inkább 
sak arra hivatot-tak, hogy valamely állítás tagadására adjanak kézzelfogható példát, másokfelhasználási köre sokkal szélesebb, a modellezett geometria igaz állításainakszemléltetése, bizonyítása is elképzelhet® a segítségükkel.Ebben a fejezetben a klasszikus geometriák axióma rendszeréhez kap
sol-ható érdekes és fontos modelleket gy¶jtöttünk össze. El®fordulhat, hogy ezenfejezet néhány pontjának megértéséhez a könyvünk más kés®bbi fejezeteinek,vagy a matematika más ágainak némi ismerete is szükséges, mindazonáltal akönyvben található modellek egy helyen való tárgyalása a könyv használatátbiztosan megkönnyíti.4.1. Ellenpélda modellek... a kutatás 
éljaihoz kombinálni kell az intuí
iót az axiómákkal.Felix Klein4.1.1. A kombinatorikai modellTetsz®leges n-dimenziós tér illeszkedési struktúrája modellezhet® egy n-elem¶halmaz hatványhalmazán. Tehát az illeszkedési axiómák teljesüléséb®l nemadódik a pontok számának végtelen volta. Az egyelem¶ halmazok a pontok,a kételem¶ek az egyenesek, a háromelem¶ részhalmazok a síkok, stb.. Ígyilleszkedési axiómáinkat kielégít® modell a négyelem¶ halmaz részhalmazaiáltal de�niált modell. 185



4.1. ábra. Négypontú modell4.1.2. A rendezett egyenes ötpontú modelljeEzen modell példázza azt az észrevételt, hogy az egyenes számára kijelöltrendezés önmagában nem jelenti, hogy végtelen sok pont van az egyenesen.Tekintsük egy szabályos ötszög 
sú
sait pontoknak, az öt 
sú
s alkossaegy egyenes pontjait. Három pont közül az egyik a másik kett® között helyez-kedik el, ha az általuk mint 
sú
sok által de�niált egyenl®szárú háromszögszárainak ez a közös pontja. Az egyenes pontjaira vonatkoztatott rendezésiaxiómák a modellben teljesülnek, de az egyenesnek 
sak öt pontja van.
A

BC

( )ACB

C van A és B között

D

E 4.2. ábra. Ötpontú egyenes modell4.1.3. A Fano-féle hétpontú síkKülönösen fontos példa a Fano sík modellje. Ebben érvényesek a síkra vo-natkozó illeszkedési axiómáink, tetsz®leges két egyenes metszi egymást, tehátnem teljesülhetnek a rendezési axiómák, de az egyenes és pont fogalmak te-kintetében az érvényes állítások teljes szimmetriát mutatnak, az érvényes186



axiómarendszer önduális. Ez a legkisebb számosságú példa projektív síkgeo-metriára.A pontok egy szabályos háromszög 
sú
spontjai, oldalának felez®pontjaiilletve középpontja. Az egyenesek a szokásos értelemben kollineáris ponthár-masok illetve a három oldalfelez® pont által alkotott hármas, így a síkon 7pont és 7 egyenes található.

4.3. ábra. Hétpontú síkmodell.4.1.4. Veronese példája nem Ar
himédeszi rendezett egye-nesre
(0,0)

(0,1)

(1,0)O= =L

K=

4.4. ábra. A nem-ar
himédeszi egyenesVeronese egyenes modellje példa Ar
himédész axiómáját nem teljesít®egyenesre, melyen a pontok rendezetten vannak elhelyezve, így a rendezés ésegybevágóság lineáris axiómái teljesülnek a Cantor axiómával együtt.187



Tekintsük a kétdimenziós euklideszi síkot. Modellünk pontjai tartozza-nak egy derékszög¶ koordinátarendszerre vonatkoztatott egész érték¶ máso-dik koordinátával rendelkez® pontok által meghatározott vízszintes egyene-sek rendszeréhez. Vezessük be a modell pontokon azt a rendezést, mely a síkpontjainak antilexikogra�kus rendezéséb®l származik. Azaz (x, y) < (x′, y′)ha y < y′ vagy ha y = y′ és x < x′. (PQR) akkor álljon fenn, ha P < Q <
< R teljesül. Két szakasz egybevágósága legyen a következ®: AB ∼= CD,ha AC és BD párhuzamosak és egyenl® hosszúak. Ekkor a rendezés lineá-ris axiómái mellett az egybevágóság lineáris axiómái is teljesülni fognak. ACantor axióma teljesülése nyilvánvaló, az Ar
himédeszi axióma pedig a OK,
OL szakaszpárra nyilván nem teljesül, ha O = (0,0), K = (0,1) és L = (1,0).4.1.5. Moulton példája nem Desargues-i síkraDesargues tétele szerint két háromszög pontra nézve perspektív ha egyenesrenézve az és fordítva. Meg tudunk adni olyan geometriát, amelyben a (pro-jektív) síkgeometria illeszkedési axiómái érvényesek, de Desargues tétele nem.Az alábbi példa Moulton-tól származik.

A

A
,

B

C

C
,

B
,

I

II

III

x

4.5. ábra. Desargues tétel nem igaz Moulton síkjánAz euklideszi sík pontjai alkossák a modell pontjait. Húzzunk valahol egyvízszintes egyenest (x-tengely) és tekintsük az ezzel párhuzamos, erre me-r®leges egyenesekkel együtt a negatív meredekség¶ közönséges egyeneseket.Ezekkel együtt egyenesnek nevezzük azokat a szögvonalakat, melyek 
sú
saaz adott egyenesre esik és szárait alkotó félegyenesek pozitív meredekség¶-ek úgy, hogy a fels® félsíkba es® rész iránytangense fele az alsó félsíkba es®párjának. A modellben teljesülnek a síkra vonatkozó illeszkedési axiómáink,s®t alkalmas kiegészít® de�ní
ióval a projektív sík illeszkedési axiómái is.Ugyanakkor világos, hogy nem teljesül a Desargues tétel (lásd 4.5. ábra).188



4.1.6. Nem-ar
himédeszi kommutatív számtestHilbert igazolta, ha egy rendezett számtest nem kommutatív, akkor abbannem érvényes az Ar
himédeszi folytonossági axióma. A következ® példa kom-mutatív rendezett számtestet ad meg, melyben nem érvényes Ar
himédészaxiómája.Tekintsük a valós ra
ionális törtfüggvények kommutatív testét. Ennekegy függvénye nagy értékekre konstans el®jel¶. Ha egy elem nagy értékekrepozitív azt mondjuk, hogy nagyobb a konstans 0 függvénynél. Két elem kü-lönbsége ha pozitív, akkor az amib®l kivontunk nagyobb annál, mint amitkivontunk. Világos, hogy testünket ezen a módon rendeztük. Ugyanakkor
k > l esetén minden n ∈ N természetes számra xk > nxl, így a testben nemteljesül az ar
himédeszi axióma.4.2. Poin
are gömb és féltér modelljeA geometria axiómái 
sak de�ní
iók álruhában.H. Poin
areA Poin
are-féle gömb modell egy euklideszi kör vagy gömb bels® pontja-ival modellezik a hiperbolikus sík illetve tér pontjait. Az egyeneseket a körtvagy gömböt mer®legesen metsz® egyenesek vagy körök reprezentálják, a sí-kot a modellgömböt mer®legesen metsz® gömbök. (Illetve ezeknek a modellbees® darabjai.) Világos, hogy a modellben a párhuzamossági axióma hiperbo-likus változata érvényes. A modell legyen konformis, azaz kössük ki, hogy amodellbeli metsz® egyenesek és körök pontosan akkor mer®legesek egymás-ra, ha azon hiperbolikus egyenesek mer®legesek, amelyeket reprezentálnak.A mer®legesség rögzítése után adódik tetsz®leges két görbe hajlásszögénekértelmezése, a közös pontbeli érint®k hajlásszögeként, ez is az euklidészi ér-tékkel egyezik meg. A távolság mérése a köri kett®sviszony értelmezése utánegyszer¶ a két ponton átmen® egyenest reprezentáló körnek a határgömbbelvaló metszéspontjai segítségével. Ha A és B két pont, az egyenesük végtelentávoli pontjai U és V oly módon, hogy a reprezentáló körön a 
iklikus ren-dezésnek megfelel®en az A,B, U, V sorrendben követik pontjaink egymást,akkor legyen az AB szakasz hossza az (ABUV ) köri kett®sviszony logarit-musa.A gömbmodellhez kap
solódó egyik legfontosabb ismeret, hogy a hiper-bolikus egybevágóság 
soport az euklidészi sík egy önmagában is fontos le-képezése � az inverzió � segítségével könnyen leírható. Szükségünk lesz azinverzió fogalmára és a kap
solódó alaptételre.189



4.2.1. Inverzió és tükrözés4.2.1. De�ní
ió. Rögzítsünk egy O kezd®pontot és egy r-sugarú O közép-pontú gömböt a térben. Az O-tól különböz® P pont inverzív képe az az OPfélegyenesen egyértelm¶en létez® P ′ pont, mely rendelkezik az |OP ||OP ′| =
= r2 tulajdonsággal. A térbeli pontokhoz inverzív képüket rendel® leképezést,a fenti gömbhöz tartozó inverziónak nevezzük.Az inverziót egy az O ponton áthaladó síkra megszorítva a körre vonat-kozó inverzióhoz jutunk. Erre vonatkozóan igaz az alaptétel :4.2.1. Tétel. A körre vonatkozó inverzió kör és szögtartó, azaz kört vagyegyenest, körbe vagy egyenesbe visz, és görbék hajlásszögét nem változtatjameg. A gömbre vonatkozó inverzió a fenti tulajdonságok mellett gömböt vagysíkot gömbbe vagy síkba visz.

P Q

P
,

Q
,

O4.6. ábra. InverzióBizonyítás: Maga az inverzió alapköre pontonként �x.Az O-n keresztülhaladó egyenes képe invariáns egyenes, azaz a körbe es®darabja a leképezésnél fel
serél®dik a körön kívüli részével.Az O pontot nem tartalmazó egyenes képe O-n keresztül haladó lyukaskörvonal (maga O nem áll el® képként) mivel a 4.6. ábra jelöléseit használvafelírhatjuk a következ® összefüggéseket:
|OP ′| · |OP | = |OQ′| · |OQ| ⇐⇒ |OP

′|
|OQ′| =

|OQ|
|OP | ,ahonnan adódik, hogy az OP ′Q′

△ és OQP△ háromszögek hasonlóak. Így aztkapjuk, hogy a P ′Q′O∡ szög derékszög. Így tetsz®leges Q pont Q′ képe az
OP ′-re mint átmér®re írt Thalész körön van rajta, ami állításunkat igazolja.190



Ebb®l már az is következik, hogyO-t tartalmazó kör képe O-t nem tartalmazóegyenes.Végül igazoljuk, hogy egy O-t nem tartalmazó l kör képe szintén kör. Ezenészrevétel igazolásához nézzük a 4.7. ábrát. Legyen P az adott l kör tetsz®-leges pontja, melyhez kap
solódóan tekintsük az OP egyenesnek az l-el valómásik metszéspontját Q-t is. Ekkor az |OQ| · |OP | = p szorzat a P ponttólfüggetlen állandó. (Ez az O pont l-re vonatkozó hatványa.) Alkalmazzunkmost az O középpontú 1 : p arányú hasonlóságot. A hasonlóságnál K képe
K∗, Q képe pedig Q∗ valamint l kör az l∗ körbe megy át. Ekkor

|OQ∗| · |OP | = |OQ|
p
· |OP | = 1,azaz Q∗ a P pont inverze az inverzió k alapkörére nézve. Ebb®l már adódik,hogy az inverzió az O-ból 1

p
arányú hasonlósággal kapott l∗ körbe viszi l-toly módon, hogy a közös érint®k által meghatározott két körívet fel
seréli.

O

Q
P

Q

K

K

*

*
l

l*4.7. ábra. Kör inverz képeKét görbe hajlásszöge alatt a metszéspontban meghúzott érint®k hajlás-szögét értjük. (Mely mindig hegyes vagy derékszög.) Tekintsük külön azt azesetet mikor a 4.8. ábrának megfelel®en a két görbe ei kör vagy egyenes illetveképeik (ki) úgyszintén azok.A vizsgált metszéspont M annak képe M ′. (Az ábrán ei-vel az érint®ketjelöltük.) Az O pontból mer®legest bo
sátva az ei egyenesekre az fi egye-neseket kapjuk, ezen egyenesek hajlásszöge az M-nél fellép® hegyesszöggelmegegyezik a mer®leges szárú szögek tétele alapján. Az fi egyenes messe
OM ′ szakaszfelez®mer®leges egyenesét Oi-ben. A második rész szerint az eiérint®egyenesek képei körök melyeknek középpontjai éppen Oi, hiszen O,M ′a képek közös pontjai, E1, F1 az els® képkör pontpárja, mígE2, F2 a másodiké.Ez egyúttal azt is jelenti, hogy OiM

′ mer®leges az ei képének M ′-beli ti érin-t®jére. Mivel az O1, O2 egyenesre vonatkozó szimmetria miatt az O1M
′O2∡ =

= O1OO2∡, ezért újra használva a mer®leges szárú hegyesszögekre vonatkozótételt, kapjuk, hogy valóban teljesül az (e1, e2)∡ = (t1, t2)∡ egyenl®ség.191
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4.8. ábra. HajlásszögtartásMivel két görbe metszéspontjában meghúzott érint®k képei az inverzió-nál vagy a képek érint®i vagy a képgörbéhez els®rendben érintkez® körök,a görbék hajlásszöge nem változik meg az inverzió során, ezért az inverziószögtartó.4.2.1. Megjegyzés. A modellgömb középpontján keresztülhaladó síkra vo-natkozó euklidészi tükrözést szintén inverziónak nevezzük, bizonyításunk eb-ben az esetben is lekövethet®, a beágyazó valós projektív térben nem is lehetnea két esetet megkülönböztetni egymástól.4.2.2. Tétel. A hiperbolikus tér síkra vonatkozó tükrözései egyértelm¶enmegfeleltethet®k a modellgömbre mer®leges gömbökre vonatkozó inverzióknak.Bizonyítás: A tétel bizonyításához egy pont síkra vonatkozó tükörképétkell megkeresnünk, mert modellünk abszolút teret modellez. Ehhez viszontelegend® az adott pont és modellgömb középpontján átmen® az adott síkunk-ra mer®leges síkra korlátozni vizsgálatunkat. Így síkbeli ábrát rajzolhatunk(4.9. ábra), amelyen A jelöli pontunkat, m jelöli az adott sík és az ábrasíkjának metszésvonalát O és k a modellgömb középpontját illetve az ábrasíkjával való f®kör metszetét. Az A-ból m-re állított mer®leges n egyenestolyan körív reprezentálja, mely mer®leges m és k körívekre és átmegy A-n.Az m-re vonatkozó inverzió A-t az n körív egy A′ pontjába viszi az m és
n körök T metszéspontját helyben hagyja, míg az n kör k-val való U és Vmetszéspontjai helyet 
serélnek, ezért az A, T, U, V pontnégyes az inverziónal192



az A′, T, V, U pontnégyesbe megy át. Az els® kett®sviszonyának logaritmusaaz A és T pontok távolsága a másodiké az A′ és T pontoké. Ha igazoljuk,hogy a két pontnégyes kett®sviszonya megegyezik a tételt bizonyítottuk.
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4.9. ábra. A tükrözés inverzióEhhez tekintsük a mer®leges n egyenest reprezentáló kört, és az m egye-nest reprezentáló körM középpontját.M-b®l mint küls® pontból húzott egye-nesek az (MUV ), (MA′A) illetve (MT ) egyenesek. Ezért azMUT△,MTV △háromszögek hasonlósága miatt fennáll :
( |TU |
|TV |

)2

=
|MU |
|MV |

,összefüggés, ahonnan az
|MU |
|MV |

=
|MU |
|MA′|

|MA′|
|MV |

,azonosság segítségével, felhasználva, hogy az MUA△, MA′V △ háromszögekis hasonlóak, adódik, hogy
( |TU |
|TV |

)2

=
|AU |
|A′V |

|A′U |
|AV |

=
|AU |
|AV |

|A′U |
|A′V |

.193



Mivel a fenti pontok ugyanazon kör pontjai a szakaszokhoz tartozó kerületiszögekre a szinusz tétel szerint a fenti egyenletet átírva, kapjuk, hogy
sinAV U∡

sinAUV ∡

sinA′V U∡

sinA′UV ∡

=

(
sinTV U∡

sinTUV ∡

)2

.Alkalmasan átrendezve ezt, majd kerületi szögek tétele szerint a kör vala-mely S pontjából a vizsgált pontokhoz húzott sugarak kett®sviszonyára ígya következ® összefüggést kapjuk:
(ATUV ) =

sinASU∡

sinUST∡

sin V ST∡

sinA′SV ∡

=
sinAV U∡

sinUV T∡

sin V UT ∡

sinA′UV ∡

=

=
sinTV U∡

sinUV A′
∡

sin V UA′
∡

sinV UT∡

=
sin TSU∡

sinUSA′
∡

sinV SA′
∡

sinV ST∡

= (TA′UV ).Azaz a két szakasz hiperbolikus hossza megegyezik egymással.A tétel következménye, hogy a hiperbolikus tér egybevágóságai a modelltmer®legesen metsz® gömbökre vonatkozó inverziók szorzataként állnak el®.4.2.2. A féltérmodell és a normáltranszverzálisA térelemek mer®leges transzverzálisainak kérdései � a gömb modellben � abeágyazó euklideszi tér inverzióval kezelhet® problémáiként jelentkeznek. Akapott feladatok megoldását egy közös "nulladik" lépés elvégzésével vissza le-het vezetni egy egyszer¶bb feladat megoldására. Ezen lépés egy önmagában isérdekes szituá
ióhoz vezet, megalkotódik a hiperbolikus tér Poin
are-féle má-sik modellje, a féltér modell. A modell a matematika számos területén bukkanfel újra így nem érdektelen bevezetnünk. A Poin
are gömbmodelljének inver-zív képe egy gömbre melynek középpontja a gömbmodell egyik határpontja,egy féltérbe transzformálja a modell belsejét, a modellbeli egyeneseket, sí-kokat, köröket, gömböket pedig szögtartó módon képezi le a határoló síkramer®leges egyenesekre, síkokra, körökre, gömbökre. A kapott féltér szinténkonformis modell. El®nye, hogy az inverzió kezd®pontjának szabad választásamiatt, minden konkrét feladatban egy térelem reprezentánsát az általánosságmegszorítása nélkül választhatjuk egyenesnek vagy síknak. Ezt külön indok-lás nélkül (a metrika bevezetése el®tt) nem tehetjük meg a gömbmodellben.A következ® tétel a féltér modell alkalmazhatóságát jól mutatja.4.2.3. Tétel. A hiperbolikus térben ultraparallel egyenes pár, egyenes-sík párilletve sík pár normáltranszverzálisa egyértelm¶en létezik.Bizonyítás: A síkbeli egyenespárra vonatkozó bizonyítás � miután az egyikegyenest egyenessel reprezentáltuk a 4.10. ábráról leolvasható.194
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4.10. ábra. Kitér® síkbeli egyenespár normáltranszverzálisaAz egyenes-sík párosításnál feltesszük, hogy az egyenes egyenesként rep-rezentálódik. Ekkor az egyenes és a síkot reprezentáló gömb középpontja általmeghatározott sík, az el®z® esetnek megfelel® helyzetet hoz létre. A metszetés az adott egyenes transzverzálisa, egyben az adott egyenes és az adott síktranszverzálisa is.A két kitér® sík esetén hasonlóan járunk el, 
sak az egyik síkot síkkalreprezentáljuk, és ezen sík és a határsík metszésvonalára mer®leges, a má-sik síkot reprezentáló gömb középpontján keresztülhaladó síkkal metsszük akiindulási síkot, ahogy azt a 4.11. ábrán láthatjuk.
S1

S2

a

b

n

O

4.11. ábra. Kitér® síkok normáltranszverzálisaA legérdekesebb eset két nem egysíkú egyenes normáltranszverzálisánakmegadása a féltér modellben.Az egyik egyenesr®l a-ról feltesszük hogy mer®leges a határoló félsíkra.Ekkor b körként reprezentálódik úgy, hogy az a A illetve a b B és C végtelen195



távoli pontjai nem esnek egy egyenesre.
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4.12. ábra. Kitér® egyenespár normáltranszverzálisaTekintsük az A,B,C pontok köré írt k kört illetve azt a félgömböt mely amodell félterében van és f®köre k. Legyen az BC felez®pontja F és a szakaszszakaszfelez®mer®legese messe k-t az A pontot nem tartalmazó ívén D-ben.Az AD messe BC-t S-ben. Jelölje N a félgömb és az S-ben a határoló síkraállított egyenes metszéspontját. Az a és b egyeneseket egyaránt metsz® rájukmer®leges n egyenes reprezentáló köre ekkor az A középpontú N-en áthaladóa határoló síkra mer®leges kör. Valóban ez mindkét egyenest metszi és a-ranyilvánvaló módon mer®leges. Igazolnunk kell tehát, hogy b-t is mer®legesenmetszi. b érint®je N-ben legyen tb, az n egyenesé tn. tb a b-t reprezentáló körsíkjában van így mer®leges az ezen síkra mer®leges FD egyenesre, továbbá akör NF sugarára így mer®leges az ND egyenesre is. Az AND△ háromszög az
AD-ra mint átmér®re rajzolt félkörbe írt háromszög ezért N-nél derékszögevan, így ND az N pontbeli érint®je az n körívnek, azaz tn-el egyezik meg. Ígya két érint®vel együtt a két körív is mer®leges egymásra, amivel állításunkatigazoltuk.4.2.3. Ciklusok és szférákTetsz®leges két azonos sugarú síkbeli kör a középpontokat összeköt® szakaszszakaszfelez® mer®legesére tükrözve egymásba megy át, így tetsz®leges hiper-bolikus kör inverzióval a modell kör középpontú hiperbolikus körbe vihet®.196



Ezek nyilván körök így az inverzió körtartása miatt a modell belsejében el-helyezked® euklidészi körök a hiperbolikus sík körei.A para
iklus végtelen tartójú sugársor ortogonális trajektóriája, ezért amodellkört a tartóban érint® körvonal adja meg. Hasonlóképpen a adott egye-neshez mint alapvonalhoz tartozó hiper
iklusok az egyenesnek a modellkörrelvaló metszéspontjain keresztülhaladó körvonalak. Az inverzió kör és szögtar-tása miatt a félsík modell 
iklusai szintén körök vagy egyenesek a végtelentávoli pontok száma szerint kör, para
iklus vagy hiper
iklus. A 4.13. ábrán akét modell 
iklusait láthatjuk.4.2.4. Egybevágóságok a félsíkmodellbenAzonosítsuk most félsíkmodellünket a komplex számsík fels® félsíkjával.4.2.4. Tétel. A hiperbolikus sík egybevágóságainak 
soportja és a PSL2(R)mátrix
soport izomorfak egymással.Bizonyítás: De�niáljuk a félsíkmodell távolságát a
ds =

1

Imz
dzívelem szerinti integrálással. Mint kés®bb látni fogjuk (lsd. 6.5.2 alfejezet)ez a féltérmodellben megadott távolságfogalmunk egy lehetséges analitikusleírása. Világos, hogy a

z 7−→ z + b , z 7−→ az illetve z 7−→ −1
zleképezések egybevágóságok és a

z 7−→ az + b

cz + d
ad− bc 6= 0feltételeket kielégít® Möbius transzformá
iók 
soportját a fenti leképezésekgenerálják. Ezen utóbbi 
soport azonban izomorf a PSL2(R) mátrix
soport-tal, és tranzitívan hat a hiperbolikus sík ponthármasain. Mivel az egybevá-góságok egyértelm¶en meghatározottak három nem kollineáris pontjuk képeáltal, az állítást igazoltuk.4.2.5. Tétel. A fenti modell geodetikusai a valós tengelyre mer®leges körökés egyenesek.Bizonyítás: Mint korábban láttuk a függ®leges egyenesek geodetikusok.Mivel a Möbius transzformá
iók tranzitívan hatnak a valós tengelyre mer®-leges körök és egyenesek halmazán, ezen állítás is nyilvánvaló.197
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4.13. ábra. Ciklusok Poin
are modelljeiben
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4.3. A Cayley-Klein vagy projektív modellFeltéve, hogy a tapasztalati terünk 
sak közelít®leg euklidészi, milyenkövetkeztetésre juthatunk? Nem arra, hogy az euklidészi geometriaállításai 
sak közelít®leg igazak, hanem abszolút igazakegy olyan Euklidészi térben, amelyet oly sokáigtartottunk a tapasztalataink �zikai terének.A. Cayley4.3.1. Térelemek köl
sönös helyzete, valós projektív térA projektív modell kínálja a legegyszer¶bb lehet®séget egyenes-egyenes, egye-nes-sík, sík-sík köl
sönös helyzeteinek egyöntet¶ vizsgálatára. A pont, egye-nes, sík objektumok közös neve a továbbiakban térelem. A közös szemlélet¶de�niálás lehet®ségét három tér egymásba skatulyázott modellje kínálja. I-gazából térelemek köl
sönös helyzetének vizsgálata során a pontot mint tér-elemet nem vesszük számításba.Az 1.3.1 Tétel szerint az euklideszi tér egyenesei a párhuzamosság relá
ióalapján ekvivalen
ia osztályokba sorolódnak. Ezen osztályokhoz rendelhet®egy új objektum, melyet az osztály egyenesei által meghatározott végtelentávoli pontnak nevezünk. Adott síkhoz tartozó végtelen távoli pontok összes-sége a sík végtelen távoli egyenese. A tér végtelen távoli pontjai a tér végtelentávoli síkját adják (jele I). Amikor ezen módon b®vítjük az euklideszi teretaz valós projektív térhez jutunk. A valós projektív teret PR3-el jelöljük. Ha
PR3 egy síkját megkülönböztetve a többit®l végtelen távoli síknak nevezünk,akkor az euklideszi tér egy modelljét de�niáltuk a valós projektív téren belül.A beágyazott PR3\I euklideszi térnek jelöljük ki egy G nyílt gömbjét. Ez ad-ja a hiperbolikus tér egy projektív modelljét. A G gömb határpontjait (bdGelemeit) a hiperbolikus tér végtelen távoli, a modell küls® pontjait a hiper-bolikus tér ideális pontjainak nevezzük. (A beágyazó euklideszi tér végtelentávoli pontjait, I elemeit, is a hiperbolikus tér ideális pontjainak hívjuk. Azeuklideszi tér vonatkozásában ezen pontokra mindkét jelz®t használhatjuk.)A valós projektív tér de�ní
iója szerint PR3 térelemei metsz®k vagy nemmetsz®k lehetnek, ezen utóbbi eset akkor és 
sak akkor fordul el® ha két pro-jektív egyenes térbeli köl
sönös helyzetét vizsgáljuk. A beágyazott euklideszitérre ezen két szituá
ió oly módon örökl®dik, hogy ha a projektív térelemekmetszetének van I-be nem es® pontja, akkor euklideszi értelemben is metsz®a két térelem, ha teljes nem üres metszetük I-hez tartozik euklideszi érte-lemben párhuzamosaknak nevezzük ®ket, ha a térelemek metszete üres azelnevezésük a kitér®. Az általános terminológiát átvihetjük a hiperbolikustérre a következ® de�ní
ióval : 199



4.3.1. De�ní
ió. Két térelem metsz® ha van közös pontjuk G-ben, párhu-zamos ha nin
s közös pontjuk G-ben de van közös pontjuk bdG-ben, kitér®vagy ultraparallel egyébként.4.3.2. Térelemek mer®legessége a projektív modellben4.3.1. Lemma. Ha két metsz® körhöz, azok közös küls® pontjából húzottérint®szakaszok egyenl®k, akkor a pont a két kör közös húrjának egyeneséreesik.
K

T

R

A

B

C4.14. ábra. A hatványvonal.Bizonyítás: Legyen K a küls® pont. Kössük össze K-t az egyik metszés-ponttal A-val. A másik két metszéspont legyen B és C. A küls® pontbólhúzott szel®k tétele szerint, ha r az érint®szakaszok közös hossza, akkor
|KA||KB| = r2 = |KA||KC|, ahonnan B = C az állításunkat igazolja.4.3.2. De�ní
ió. A kör egy húrpárja konjugált, ha az egyik egyenese tartal-mazza a másik végpontjaiban a körhöz húzott érint®k metszéspontját.4.3.2. Lemma. A hiperbolikus sík két mer®leges egyenese a síkot modellez®projektív modellben konjugált húrpárt ad.Bizonyítás: Legyen az egyik egyenesünk két végeK, L a hiperbolikus síkonrá mer®leges egyenesé pedig K ′, L′. Tekintsük a K,L pontpárban a modell-kört mer®legesen metsz® kört, és ugyanúgy a K ′, L′ pontpárban mer®legesenmetsz® kört. Ezen két kör egymást pontosan akkor metszi mer®legesen, haa hiperbolikus síkon mer®legesek egymásra egyeneseink. Ugyanakkor mer®-legességükb®l adódik, hogy a második kör középpontján O-n áthalad a met-széspontban az els® körhöz húzott érint®. El®z® lemmánk szerint éppen azállítás adódik. 200
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O4.15. ábra. Mer®legesség a projektív modellben.A projektív modell használatával újabb szép bizonyításokat kapunk kétultraparallel térelem közös mer®legesének létezésére.4.3.1. Tétel. A hiperbolikus tér ultraparallel térelem párjának egyértelm¶enlétezik közös mer®legese, egyéb esetekben közös mer®leges nin
s.Bizonyítás: A feladat két sík esetében egyszer¶ a két sík pólusait összeköt®húr adja a két sík egyértelm¶en létez® közös mer®legesét. Sík és egyenesesetén adott ponton (a sík pólusán) áthaladó két kitér® egyenest metsz®transzverzálist kell szerkeszteni. Ez el®áll mint a pont és az egyenesek általmeghatározott két sík metszésvonala. Az ultraparallelitás feltétele most isgarantálja ezen egyenes létezését. Két egyenes esetén négy egyenes közöstranszverzálisát kell megtalálni. Mint ismert három páronként kitér® egyenestranszverzálisai egyköpeny¶ hiperboloidot írnak le. Ez elfajulhat hiperbolikusparaboloiddá, ha a három adott egyenes egy síkkal párhuzamos. Feladatunkmegoldása tehát hiperboloid és egyenes metszéspontjainak a megkeresésétjelenti, mely elvileg két megoldást is adhat. Az euklideszi geometria ebben azesetben mindenképpen bonyolultabb megoldással szolgál, mint ha Poin
areféltérmodelljét használjuk.
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4.16. ábra. Közös mer®leges a projektív modellben.4.4. A körmodellek megfeleltetéseEuler drágaköve az Euler azonosság: eπi + 1 = 0R. FeynmanA komplex számsík egységesít® szerepe a modellek összekap
solásánakkérdésénél is remekül látszik.4.4.1. De�ní
ió. Az x, y, u és v komplex számok kett®sviszonyán a
u− x
y − u :

v − x
y − varányt értjük, ha az értelmes.4.4.1. Tétel. A komplex kett®sviszony pontosan akkor valós, ha pontjainkegy egyenesre, vagy egy körre illeszkednek.Bizonyítás: Tegyük fel el®ször, hogy pontjaink egy egyenesre esnek. Ekkor

a−c, a−d, b−c, b−d párhuzamos euklideszi vektorok, így hányadosuk (mintkomplex szám) valós. Ha egy kör pontjairól van szó, akkor a 4.17. ábránakmegfelel®en feltehetjük, hogy az a, b, c, d 
iklikus sorrendben helyezkednek el,202



azaz (adb)∡ = (acb)∡ = φ. Ezért egy φ argumentumú egységhosszú e komplexszámmal a
(a− d)e
b− d ,

(a− c)e
b− cszámok egyaránt valósak, így hányadosuk

k =
(a− c)e
b− c :

(a− d)e
b− d =

a− c
a− d :

b− c
b− dszintén valós.

a

b

c

d

j

j

4.17. ábra. Komplex kett®sviszonyFordítva, válasszuk meg a pontok sorrendjét úgy, hogy a kett®sviszony ne
sak valós de pozitív is legyen. (Ez lehetséges, mert különböz® pontok esetén
k nem nulla és egy, ezért k = (a, b, c, d) ≤ 0 esetén (b, d, a, c) = 1 − k ≥ 0).Tehát a

a− c
a− d :

b− c
b− d = k ≥ 0⇐⇒ a− c

b− c =
a− d
b− d · kösszefüggés alapján az egyenl®ség két oldalán lev® komplex szám azonosirányszög¶, azaz arga− c

b− c = arga− d
b− dahonnan arg(a− c)− arg(b− c) = arg(a− d)− arg(b− d)ezért (acb)∡ = (adb)∡ = φ. Ha c és d az (ab) egyenesen van, tételünk állításaigaz. Tegyük fel, hogy ez nem teljesül és az (ab) egyenes elválasztja a c és dpontokat. Jelöljük e-vel a φ irányszög¶ komplex egységet. Ekkor

b− c = (a− c)λe és b− d = (a− d)µe,203



ahol λµ ≤ 0. Ez azt jelenti, hogy
k =

a− c
a− d :

(b− c)
b− d =

a− c
a− d :

(a− c)λ
(a− d)µ =

µ

λ
≤ 0,ami ellentmond k-ra vonatkozó feltevésünknek, így (ab) nem választhatjael a c és d pontokat. Azaz c illetve d az (ab) szakaszra írt (acb)∡ szög¶látószögköríven helyezkednek el, azaz valóban egy körön vannak.A G egységgömb középpontján áthaladó sík pontjait tekintsük a komp-lex számsík számainak, a síkra mer®leges gömbi átmér® egyik végpontjábólvetítsük 
entrálisan a sík pontjait az inverzió gömbjére. (A továbbiakbana szemléletesség kedvéért ezt a síkot vízszintesnek képzeljük, míg a vetítés
entrumát a függ®leges átmér® fels® végpontjának.) A komplex számsík "vég-telenének" feleljen meg maga a 
entrum, így a kompakti�kált komplex szám-síkot bijektíven leképeztük a G gömb felszínére. A G gömböt a továbbiakbanRiemann-féle számgömbnek nevezzük. A leképezés a sztereogra�kus projek-
ió. Világos, hogy az általunk de�niált leképezés ekvivalens a sztereogra�kusprojek
ió másik szokott megfogalmazásával, mely szerint a sík a gömböt érin-ti és a vetítés az érintési ponttal átellenes gömbi pontból történik. Az els®de�ní
ió annyiban kényelmesebb, hogy a síkba es® f®kör invariáns marad.4.4.2. Tétel. A sztereogra�kus projek
ió körtartó, konformis leképezés.Bizonyítás: A körtartáshoz kap
solódó meggondolásainkat az 4.18. ábrasegítségével végezzük.
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4.18. ábra. KörtartásLegyen P és Q a gömbfelület két pontja, vetületük P ′ illetve Q′. Els® ész-revételünk az, hogy a PQP ′Q′ négyszög húrnégyszög. Ha PQ párhuzamos
P ′Q′-vel, akkor ez világos. Jelöljük most PQ és P ′Q′ metszéspontját N-el.204
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4.19. ábra. SzögtartásHa S továbbá a PQ egyenes és az O-beli érínt®sík metszéspontja, akkor az
OS egyenes nem más mint az OQP háromszög köré írt kör érint® egyenese
O-ban. Ezért ezen kör OQ húrjához tartozó kerületi szögek a QPO∡ szög ésa QOS∡ kiegészít® szöge. (Az ábrán egy ívvel jelölt szögek.) OS és Q′N pár-huzamossága miatt azonban ez utobbi szög éppen OQ′P ′

∡, ami állításunkatigazolja. Így |NP | · |NQ|=|NP ′| · |NQ′|. Ha most P egy gömbi kör pontja Qpedig a �x N pontból a gömbi körhöz húzott szel® másik metszéspontja, az
|NP | · |NQ| szorzat állandó érték. Az el®bbi egyenl®ség szerint a P illetve Qpontok képeire szintén igaz, hogy az |NP ′| · |NQ′| szorzat konstans. A gömbikör vetülete az O 
sú
sú kúp olyan síkmetszete, mely a kúp valamennyi alko-tóját metszi, tehát ellipszis. Ezen ellipszis egy a tengelyeit®l különböz® egye-nes (az ábrán képsíkunk és a kör síkjának metszésvonala) összes N pontjáranézve rendelkezik a fenti tulajdonsággal, nevezetesen, hogy az |NP ′| · |NQ′|szorzat konstans, azaz az ellipszis kör. (A�nitással könnyen ellen®rízhet®,hogy küls® pontból egy ellipszishez húzott érint®szakaszok akkor és 
sak ak-kor lehetnek egyenl® hosszúak, ha a pont valamelyik tengelyre esik, így ilyentulajdonsággal egy a tengelyekt®l különböz® egyenesnek legfeljebb két pontjarendelkezhet.) Eképpen els® állításunkat beláttuk.A szögtartás bizonyításához tekintsük az 4.19. ábrát. Az ábrán a követ-kez® egyszer¶ tényt rögzítettük: Ha egy gömb két köre két pontban metsziegymást, akkor a metszéspontoknál kapott megfelel® hajlásszögek megegyez-nek. (A metszéspontokat összeköt® gömbi húr szakaszfelez® mer®leges síkjaaz együttes alakzat szimmetriasíkja.) Ha most a P pontbeli görbék ti érin-t®i és az O pont által meghatározott síkok a gömb O-beli érint®síkjával valómetszésvonalai si, akkor eszerint fennáll a (t1, t2)∡ = (s1, s2)∡ egyenl®ség. Aképsík viszont a mondott érint®síkkal párhuzamos, a vetületi görbék t′i érin-t®i pedig a ti érint®k O-ból való vetületei, azaz t′i párhuzamos si-vel. (Adott205



síkot párhuzamos síkpár, párhuzamos egyenespárban metsz.) Így a vetületigörbék hajlásszöge is ezen közös szög.4.4.3. Tétel. A komplex nyílt egységkörlap sztereogra�kus projektív képétmer®legesen vetítsük vissza az egységkörre. Ekkor az egységkörre vonatkozóPoin
are-féle körmodell és ugyanezen kör Cayley-Klein (vagy projektív) mo-delljének a sík végtelen távoli pontjait �xen tartó bijek
ióját kapjuk.Bizonyítás: Tekintsük újra a 4.18. ábrát. Itt a k-val jelölt f®kör kiindulás-képpen legyen ellátva a Poin
are körmodell struktúrájával. Az O-ból végzettsztereogra�kus projek
ió ezen modellt felvetíti a gömbre, oly módon, hogy amodell egyenesek, k síkján kívül fekv® k-ra mer®leges körívekbe mennek át.Ez azt jelenti, hogy a kapott gömbi körívek síkjai k síkjára mer®legesek. Ve-títsük most a gömbfelszínt k síkjára mer®legesen vissza a kiindulási k körbe.A kapott modellben a Poin
are modell egyeneseinek most euklideszi egyenesszakaszok (húrok) felelnek meg, melyek a Poin
are féle egyenes "végpontjait"kötik össze a modellben.Mostmár könnyen de�niálható lesz a gömbmodellek távolság függvénye.4.4.2. De�ní
ió. Értelmezzük a Poin
are-féle körmodellben két pont távol-ságát a
ρ(X, Y ) = ln(X, Y, U, V )formulával, ahol az X, Y pontok által meghatározott egyenes két vége az U, Vpontpár oly módon, hogy az egyenest reprezentáló körön a pontok 
iklikussorrendje (X, Y, U, V ).A kés®bbiekben látni fogjuk, hogy ez az értelmezés vezet a természetestérfogatfogalomhoz.

OV

U

X

Y

4.20. ábra. Távolság206



A megadott szám nem negatív, mivel a 4.20. ábra jelöléseit �gyelembevéve, az (X, Y, U, V ) kett®sviszony értéke
X − U
X − V :

Y − U
Y − V =

∣∣∣∣
X − U
X − V :

Y − U
Y − V

∣∣∣∣ =
|X − U |
|X − V | :

|Y − U |
|Y − V |ami a húrnégyszögekre vonatkozó Ptolemaiosz tétel értelmében (az átlókszorzata megegyezik a szemközti oldalak szorzatának összegével) egynél nemkisebb, így a logaritmus értéke valóban nem negatív. Könnyen ellen®rizhe-t®, hogy az "azonos hossz" követelménnyel de�niált egybevágóság kielégíti aszakaszokra vonatkozó egybevágósági axiómákat, továbbá de�niálhatók egy-bevágó szögtartományok és ezek mértéke az euklidészi mértékükkel azonos,így a Poin
are gömbmodell tényleg a hiperbolikus tér egy konformis modellje.A két modell közötti geometriai megfeleltetés alapján a projektív modelltávolsága és szögértéke is analóg módon kett®sviszonnyal adható meg.4.5. A hiperboloid modell... amiben az elmélet hatásos, az az, hogy a metrikus tulajdonságai egy alakzatnaknem minden mástól független tulajdonságok, hanem ezeket egy másik alakzattalkap
solatosan tekintettük, nevezetesen az Abszolútnak nevezett kúpszelettel.A. CayleyTekintsük a V3 valós számtest feletti vektorteret az

{e1, e2, e3} = {ei}ortonormált bázis megadásával. Adjunk meg egy szimmetrikus bilineáris függ-vényt az alábbi de�ní
ióval :
〈e3, e3〉 = −1, 〈e1, e1〉 = 1, , 〈e2, e2〉 = 1, 〈ei, ej〉 = 0 ha i 6= j,azaz
〈x,y〉 = 〈xiei, yjej〉 = x1y1 + x2y2 − x3y3, (x = xiei,y = yjej).Az így de�niált vektorteret R feletti 1 index¶ pszeudo-euklideszi vektortérnekis nevezzük. Itt a vektorokat (hagyományosan) ortogonálisnak nevezzük, haskaláris szorzatuk nulla. A 〈e0, e0〉 = −1 esetén az e0 vektort képzetes egy-ségvektornak nevezzük. Ebben a térben az 〈x,x〉 skalárszorzatra háromfélelehet®ség adódik: 207



1. 〈x,x〉 > 0, ekkor x vektor hossza valós, az ilyen vektorokat térszer¶-eknek nevezzük.2. 〈x,x〉 = 0, ekkor x vektor hossza nulla, az ilyen vektorokat fénysze-r¶nek (izotrópnak) nevezzük.3. 〈x,x〉 < 0, ekkor x vektor hossza tiszta képzetes, az ilyen vektorokatid®szer¶nek nevezzük.Az A3 a�n teret 1 index¶ 3-dimenziós pszeudo-euklideszi térnek (Minkowskitérnek) nevezzük, ha eltolási tere egy 1 index¶ pszeudo-euklideszi 3-vektortér.(A 4 dimenziós Minkowski tér fontos szerepet kap a spe
iális relativitáselmé-letben.)A gömbfelület, az euklideszi esethez hasonlóan, az adott O ponttól azonos
r távolságra elhelyezked® pontok halmazát jelöli. Az r szám a gömb sugara.Ha O egyben a koordinátarendszer kezd®pontja is, akkor az r sugarú gömbegyenlete:

x21 + x22 − x23 = r2.A gömbnek három típusa van:1. A valós sugarú gömb, ahol r > 0 valós szám, ilyenkor az egyenlete:
x21 + x22 − x23 = r2. Az egyenlet az euklideszi térben egy egyköpeny¶hiperboloidot ad meg.2. A képzetes sugarú gömb, ahol r = k · i, k > 0 valós szám, a gömbegyenlete x21 + x22 − x23 = −k2. Az egyenlet az euklideszi térben egykétköpeny¶ hiperboloidot jellemez.3. A gömb sugara zérus, akkor x21 + x22 − x23 = 0, ami az euklideszi térbenegy kúp egyenleteVilágosan látszik, hogy a kúpot a hiperboloidok aszimptotái alkotják. Mind-ezeket a 4.21. ábrán szemléltettük.Tekintsük a V3 valós számtest feletti pszeudo-euklideszi vektorteret az

{e1, e2, e3} = {ei}ortonormált bázis és a
〈x,y〉 = 〈xiei, yjej〉 = x1y1 + x2y2 − x3y3, (x = xiei,y = yjej).bilineáris forma megadásával. Továbbá teljesüljön az alábbi relá
ió:

x ∼ y⇐⇒ ∃ c ∈ R�{0}, y = c · x,208
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4.21. ábra. Hiperboloid modellaminek megadása indukálja a P2(V3,V3, 〈 , 〉) kétdimenziós projektív met-rikus teret.A hiperbolikus síkot modellezhetjük a V3 vektortér
C+ = {x : 〈x,y〉 < 0, x0 > 0}kúp-komponensében.A P2(V3,V3, 〈 , 〉) projektív metrikus síkban tekintsük a G(X) = 〈x,x〉) =

= 0 másodrend¶ görbét, ahol az X pont kit¶z® vektora x. Ezenkívül a V3vektortérben 
sak olyan transzformá
iókat engedünk meg, amelyek meg®rzika skalárszorzatot, azaz ortogonálisak. A P2 síkon 
sak azokat a transzformá-
iókat kell vizsgálnunk, amelyek G(X) = 0 másodrend¶ görbe SG stabilizá-torához tartoznak. Ebben az esetben a G(X) = x21+x
2
2−x23 = 0 másodrend¶görbét a hiperbolikus sík abszolút alakzatának nevezzük. A hiperbolikus síkpontjait a C+-ba mutató egydimenziós alterek jelölik ki.

H2 := {(x) : x ∈ C+} ⊂ P2.Értelmeztük a távolság illetve a szög fogalmat a projektív modellben. Ez a209
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4.22. ábra. Távolság a hiperboloid modellbenkett®sviszony homogén koordinátarendszerben való kiszámításával kombinál-va ezen modell hiperbolikus távolság, illetve szög fogalmához vezet. ValóbanAz x0 = 1 normálás esetén a (x), (y) ∈ H2 pontjainak a távolsága:
d(x, y) :=

k

2
ln(x, y, u1, u2)ahol u1 = α1x + β1y illetve u2 = α2x+ β2y el®állítások alapján

(x, y, u1, u2) =
β1
α1

:
β2
α2
,ahol a 0 = 〈u1,u1〉 = 〈u2,u2〉 feltételekb®l következik, hogy

α2
1〈x,x〉+ 2α1β1〈x,y〉+ β2

1〈y,y〉 = 0és
α2
2〈x,x〉+ 2α2β2〈x,y〉+ β2

2〈y,y〉 = 0.Így
〈x,x〉+ 2

βi
αi
〈x,y〉+

(
βi
αi

)2

〈y,y〉 = 0is teljesül i = 1,2 esetén. Mostmár
d(x, y) :=

k

2
ln(x, y, u1, u2) =

k

2
ln
−〈x,y〉+

√
〈x,y〉2 − 〈x,x〉〈y,y〉

−〈x,y〉 −
√
〈x,y〉2 − 〈x,x〉〈y,y〉

,ahol a k ∈ R+ a hiperbolikus síkra jellemz® metrikus konstans. Jól látható,hogy a fényszer¶ vektorosztályok által kijelölt két pont sorrendje úgy lett210



x

x

x

2

1

3

O

x y

4.23. ábra. Egyenesek szögemegválasztva, hogy a d(x, y) távolság nemnegatív érték¶ legyen. A pontoktávolságát szemlélteti a 4.22. ábra.Ezt a képletet átírhatjuk az alábbi formulákra:
cosh

d(x, y)

k
=

−〈x,y〉√
〈x,x〉〈y,y〉

,

sinh
d(x, y)

k
=

√
〈x,y〉2 − 〈x,x〉〈y,y〉√

〈x,x〉〈y,y〉
.A modellünkben az egyenesek elhelyezkedését mutatja a 4.23. ábra.Az (x), (y) H2 beli valódi egyenesek szöge:

w(x, y) :=
1

2i
ln(x, y, u1, u2) =

1

2i
ln
〈x, y〉+

√
〈x, y〉2 − 〈x, x〉〈y, y〉

〈x, y〉 −
√
〈x, y〉2 − 〈x, x〉〈y, y〉

.Ezt a képletet átírhatjuk az alábbi formulára:
cosw(x, y) =

−〈x, y〉√
〈x, x〉〈y, y〉

.A hiperbolikus sík pontjait tehát a C+ kúp-komponensbe mutató vek-torok osztályai jelölik ki. A szokásos hiperboloid modellhez úgy jutunk, haa projektív koordinátákat az 1 = x21 + x22 − x23 normálásnak vetjük alá. ACayley-Klein modellhez jutunk, ha normálásunk az x3 = 1 feltételnek teszeleget. 211



4.6. Az euklidészi sík modelljeiA kétségek akképpen t¶nnek el miképp a kétdimenziós geometriákegyre jobban kap
solódnak egymáshoz.H. Poin
aré4.6.1. A paraszféraA paraszféra geometriájának euklidészi volta a féltér modellben a legszem-bet¶n®bb. Ennek oka, hogy a féltér modell egyik párhuzamos sugársora euk-lidészi értelemben párhuzamos egyenessereg. A modell szögtartó volta miatta hozzátartozó paraszférák a beágyazó euklidészi tér síkjaival reprezentálód-nak, a megfelel® para
iklus ívek pedig közönséges szakaszok. Ezért a para
ik-lus ívekb®l alkotott háromszögek szögösszege 2π, azaz, ha a síkra vonatkozótöbbi axióma teljesül az euklidészi geometriát modelleztük a hiperbolikustérben. Ezek teljesülése viszont triviális, éppen azért, mert az euklidészi sí-kon a mondott axiómák érvényesek. Hátra marad annak tisztázása, hogynem 
sak egy "rendkívüli paraszféra" használható mint az euklidészi sík mo-dellje a hiperbolikus térben, hanem bármelyik. Ez viszont rögtön következikabból, hogy tetsz®leges két paraszféra síkra vonatkozó tükrözések szorzatá-val egymásba vihet®. Ennek bizonyításához tekintsük a gömb modell kétparaszféráját. Ezek a modellgömböt belülr®l érint® gömbök. Ha egyenl® asugaruk a középpontok szakaszfelez® mer®leges síkjára vonatkozó tükrözés ahiperbolikus térnek is tükrözése, elegend® tehát igazolni, hogy egy modell-gömböt belülr®l érint® a modellhez tartozó gömb alkalmas inverzióval egy amodellgömb sugaránál kisebb el®re adott sugárral rendelkez® belülr®l érint®gömbbe vihet®. A bizonyításhoz vegyünk fel a modellgömböt egységsugarú-nak, legyen az adott érint® gömb sugara p és tekintsük az érintési pontonkeresztülhaladó közös átmér® egyenesét. Olyan inverziókat tekintünk, ahol aközéppont erre az egyenesre esik, és az alapgömb mer®leges a modellgömbre.Világos, hogy számításaink minden fontos eleme megjelenik ezen egyenesttartalmazó tetsz®leges síkmetszet ábráján.Az inverzió 
entruma legyen C ennek távolsága a két gömb közös pontjától
x. Az inverzió gömbje mer®leges a modell gömbjére, ezért x értéke (az ábránvaló elhelyezés esetén) pozitív, vagy −2-nél kisebb lehet, továbbá fennáll azinverzió r sugarára az

x2 + 2x = r2összefüggés. Az invertált gömb az átmér® másik végpontjában belülr®l fog-ja érinteni a modellgömböt, így ha q-val jelöljük ennek sugarát, az alábbi212
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4.24. ábra. Egybevágó paraszférák.egyenlethez jutunk:
(x+ 2p)(x+ (2− 2q) = x2 + 2x,ahonnan q értékére a

q =
p(x+ 2)

x+ 2pkifejezés adódik. Ha x pozitív ez a függvény felvesz minden értéket 1 és p kö-zött, ha −2-nél kisebb 0 és p között. Azaz a p sugarú gömbbel reprezentálódóparaszféra inverzióval belevihet® egy adott sugarú gömbbel reprezentálódóba.Ezzel állításunkat igazoltuk.4.6.2. A hiper
iklus modellA paraszféra modell hátránya, hogy a hiperbolikus téren belül modellezi azeuklidészi síkot. A következ® (Gy®r� Zoltán-tól származó) modell a hiperbo-likus sík alaphalmazán ad euklideszi geometriát. A modell pontjai legyeneka hiperbolikus sík pontjai, egyenesei pedig egy rögzített K ponton keresztül-haladó hiperbolikus egyenesek és a hozzájuk mint alapegyenesekhez tartozóhiper
iklusok. Valamely euklideszi Π sík O pontjában a síkot érint® G gömbközéppontja legyen K. K-n keresztül tekintsük a Π síkkal párhuzamos f®körmetszetet, mint a kiindulási hiperbolikus sík egy projektív modelljét. Ebbena hiper
iklus modellben a K-n keresztül haladó egyenesek nyílt szakaszokkalreprezentálódnak a hozzájuk tartozó hiper
iklus párok a nyílt szakaszok mintnagytengelyek által meghatározott, a modellkört érint® ellipszisek. A hiper-
iklusainkra alkalmazzuk a következ® leképezést : el®ször vetítsük a megfelel®fél ellipszist a modellsíkra mer®legesen fel a gömb fels® felére (így egy f®kör213



feléhez jutunk) majd az K pontból a kapott félkört vetítsük a kiindulási sík-ra. Világos, hogy a transzformá
ió kiindulási hiper
iklusainkat köl
sönösenegyértelm¶ módon képezi az euklideszi sík egyeneseire.
P

T

K

O

(P)4.25. ábra. Hiper
iklus modell.Az illeszkedési, rendezési, folytonossági axiómák nyilvánvalóan teljesül-nek. Az egybevágósági axiómák igazolása helyett meghatározzuk a modellmetrika függvényét. Jelölje ezen leképezést T : H2 −→ E2. A modell ABszakaszát reprezentáló ellipszis ívekhez rendeljünk számokat a következ® mó-don: |AB| := |T (A)T (B)|. Világos, hogy ezen de�ní
ióval metrikát de�niál-tunk, amelyre vonatkoztatott szakasz fogalom (egy C pont az AB pontja, ha
|AB| = |AC| + |CB| áll fenn), megegyezik a rendezési axiómák alapján de-�niált szakasz fogalmával. Két szakasz egybevágó, ha végpontjaik távolsága(a szakasz hossza) megegyezik, két szögtartomány egybevágó, ha 
sú
sukbólazonos hosszúságú szakaszokat mérve a kapott végpontok távolsága megegye-zik. A távolság de�ní
iónk garantálja, hogy teljesülnek az egybevágósági axi-ómák, azaz geometriánk abszolút geometria. Világos, hogy a párhuzamosságiaxióma teljesül a modellben, így valóban az euklidészi sík modelljét állítottukel® a hiperbolikus sík keretein belül.4.7. Az elliptikus illetve szférikus modellekEképpen a kétdimenziós Riemann (elliptikus) geometria és a Loba
sevszkij(hiperbolikus) geometria az euklidészi geometrián 
satlakozik egymáshozH. Poin
are4.7.1. De�ní
ió. Az illeszkedési, egybevágósági, folytonossági és a 
iklikusrendezési axiómák 
soportjainak eleget tev® síkot elliptikus síknak nevezzük.214



A sík pontjait gömbi átellenes pontpárokkal adjuk meg. A sík egyeneseiátellenes pontpárokkal összeragasztott f®körök. Mivel a f®köröket a modell-gömb origóján áthaladó síkok metszik ki, melyek egyértelm¶en meghatáro-zottak két nem átellenes gömbi pont által, az illeszkedési axiómák triviálisanteljesülnek. Modellünkben az egyenes 
iklikus rendezésére vonatkozó axiómákállnak fenn. Az els® kritikus pont a Pas
h axióma teljesülésének kérdése.
O

A B

C

A
B

,
,

4.26. ábra. Pas
h axióma a gömbönAz elliptikus modellben teljesül az általános Pas
h axióma, továbbá ér-vényesek az egybevágósági axiómák is. Kiindulásképpen vegyük észre, hogymodellünkben a teljes egyenes gömbi hossza π radián, így a szakasz hosszakkisebbek π-nél. Ez azt jelenti, hogy modellfélgömbünk elhelyezhet® úgy, hogyaz AB szakasz a határoló f®körre essék és a BC szakasz az ábrán jelölt da-rabja legyen a BC egyenesnek. Ekkor a 4.26. ábrán jelölt AC szakasz a COAeuklideszi szögtartomány metszete a modellgömbbel, mint ahogy AOB met-szi ki AB-t és BOC BC-t. Világos, hogy a szögpontok két sík metszésvonalaáltal kimetszett gömbi pontok, így feltételünk azt jelenti, hogy ilyen metszés-vonalat nem tartalmazó, pl. az AB oldalt metsz®, origón keresztülhaladó sík
OA-n OB-n vagy OC-n nem megy keresztül. Azaz, ha AB ívet metszi akkorvagy BC vagy AC ívet szintén metszi, ami állításunkat igazolja.Az egybevágósági axiómák teljesülésének igazolása helyett megint távol-ság és szögmérésre alkalmas függvényeket vezetünk be. A pontok távolsá-gát az összeköt® f®körívek hosszával mérjük, egyenesek hajlásszögét az ®ketmeghatározó síkok hajlásszögével. Ezek után hivatkozhatunk a körvonal és aháromdimenziós euklideszi tér jólismert tulajdonságaira, melyekb®l az egy-bevágósági axiómák már következnek.Abból a tényb®l, hogy két origón keresztülmen® sík gömbi átmér®benmetszi egymást, azonnal látható, hogy az elliptikus modellben az elliptikussík párhuzamossági axiómája teljesül, azaz bármely két egyenesnek pontosanegy közös pontja van. 215



Szférikus modellnek nevezzük azt a modellt, melyben a gömb átelle-nes pontjait nem azonosítjuk. A szférikus modellnek megfelel® geometria aszférikus geometria. Könyvünkben több fejezetben is foglalkozunk ezen geo-metriával (lásd pld. az 5.5. alfejezetet).
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4.27. ábra. Arthur Cayley4.8. CayleyAnnyi sok fontos de�ní
ió mellett Arthur Cayley vezeti be a projektív mo-dell távolságfogalmát is. Ezen 
ikkének tömör el®adására vállalkozunk ebbena szakaszban. Ez az a távolság fogalom, melyet Poin
are is át tud venni,ahogy ezt már korábban láttuk. A szakaszok eredeti beosztását meg®rizzük,a sorszámozás azért kezd®dik 209-nél, mert Cayley egy nagyobb szabású mun-kájának1 képezi a részét az idézett tanulmány.A. Cayley: A távolság elméletér®l.209. Az egydimenziós esettel kezdünk. Jelöljünk ki az egyenesen egy pontpárt,nevezzük ezt Abszolút-nak. Tetsz®leges pontpárt tekinthetünk az Abszolútba írtpontpárnak. Egy ilyet megadva pont-pár körr®l, vagy körr®l beszélünk. A kör
entruma és tengelye, azon involú
ió két �xpontja, melyben az adott pontpár ésaz Abszolút két pontja összetartozó pontpárok. A két �xpont egyaránt tekinthet®
entrumnak, de a választásnak következetesnek kell lennie. Megjegyezzük, hogya 
entrum és egy pont ismeretében a másik pont egyértelm¶en adódik, hiszen a1 "A sixth memoir upon quanti
s." (Colle
ted papers II.)217



tengely a 
entrum harmonikus társa az Abszolútra nézve, a másik pont, pedig azegyik harmonikus társa a 
entrumra és a tengelyre nézve.210. A kör két pontja de�ní
ió szerint egyenl® távol van a kör 
entrumától.Kiindulva két pontból egyiket középpontnak a másikat egy kör pontjának tekint-ve megszerkeszthetünk egy mindkét irányban végtelen pontsorozatot, melyben aszomszédos pontok távolsága megegyezik. A kiindulási pontpár távolságát végte-len ki
sire választva mérhetjük az egyenes tetsz®leges két pontjának a távolságátmint a köztük lev® szakaszok számát. Világos, hogy tetsz®leges három pont ki-elégíti a
Dist(P, P ′) + Dist(P ′, P ′′) = Dist(P, P ′′)szokott additivitási feltételt.211. Ahhoz, hogy megmutassuk miként vezet el a fenti de�ní
ió a távolságanalitikus de�ní
iójához, tegyük fel, hogy az Abszolút pontjainak (projektív) ko-ordinátáit az

ax2 + 2bxy + cy2 = 0egyenlet adja meg. Ekkor az (x′, y′) középpontú kör egyenlete:
(ax2+2bxy+cy2)(ax′2+2bx′y′+cy′2) cos2 θ−(axx′+b(xy′+x′y)+cyy′)2 = 0,következésképpen, ha (x, y) és (x′′, y′′) két pontja a körnek, fennáll az

(axx′ + 2b(x′y + xy′) + cyy′)√
(ax2 + 2bxy + cy2)

√
(ax′2 + 2bx′y′ + cy′2)

=

=
(ax′x′′ + b(x′y′′ + x′′y′) + cy′y′′)√

(ax′2 + 2bx′y′ + cy′2)
√
(ax′′2 + 2bx′′y′ + cy′′2)egyenlet, amely azt fejezi ki, hogy (x, y) illetve (x′′, y′′) egyenl® távolságra van

(x′, y′)-t®l. Azaz két pont távolsága additív függvénye a
(axx′ + b(x′y + xy′) + cyy′)√

(ax2 + 2bxy + cy2)
√

(ax′2 + 2bx′y′ + cy′2)kifejezésnek. Ez vezet ahhoz a következtetéshez, hogy két pont távolsága tekint-het® annak az ívnek, amely koszinusza a fenti kifejezés azaz a távolság:
arccos

(axx′ + b(x′y + xy′) + cyy′)√
(ax2 + 2bxy + cy2)

√
(ax′2 + 2bx′y′ + cy′2)

=

= arcsin

√
(ac− b2)(x′y − xy′)√

(ax2 + bxy + cy2)
√

(ax′2 + bx′y′ + cy′2)
.218



Azaz a köregyenletek:
(ax2+2bxy+cy2)(ax′2+2bx′y′+cy′2) cos2 θ−(axx′+b(xy′+x′y)+cyy′)2 = 0,

(ax2 + 2bxy + cy2)(ax′2 + 2bx′y′ + cy′2) sin2 θ −
√
(ac− b2)(x′y − xy′)2 = 0,alakúak, ahol a pont középponttól való távolsága Θ, ha tetszik ez a kör sugara.212. Ha Θ = 0 a középpont és a kör pontja egybeesik (második egyenlet), ha

Θ = Π
2
, a középpont és a pont harmonikusan választódnak szét az Abszolútpontjai által. Az Abszolút által harmonikusan szétválasztott pontok távolságaegy körnegyed, ezért az ilyen pontokat körnegyed távolságra lév® pontoknak ne-vezhetjük. A körnegyed a távolság egysége.213. Amikor az Abszolút egy összees® (p, q) pontpár, a pontok távolságát a

xy′ − x′y
(qx− py)(qx′ − py′) ,vagy a vele ekvivalens
βx− αy
qx− py −

βx′ − αy′
qx′ − py′összefüggés írja le. (A qα− pβ szorzó bevezetése után.) Szükséges megjegyezni,hogy most a távolság egysége tetsz®legesen választható.214. Kétdimenzióra áttérve tekintsünk egy tetsz®leges kúpszeletet, ez legyenaz Abszolút. Tetsz®leges az Abszolútot két pontban metsz® egyenes meghatá-roz egy egydimenziós Abszolúttal rendelkez® pontsort (ezen az Abszolút a kétmetszéspont), és hasonlóan tetsz®leges az Abszolúthoz húzott két érint® meg-határoz egy egydimenziós Abszolúttal rendelkez® sugársort (ezen az Abszolút akét kiindulási egyenes). Ahhoz, hogy az egydimenziós pontsorok távolságait füg-getlenítsük a pontsor helyzetét®l ugyanazt a távolságot kell de�niálni. Ahhoz,hogy ennek az igénynek eleget tegyünk nem 
sak a pontsorok pontjainak és asugársorok egyeneseinek távolságait egyeztetjük, de pontsor pontjának és sugár-sor egyenesének távolságát is az el®z®ekkel összhangban adjuk meg. Legyen azAbszolútra vonatkozó pólusa egy egyenesnek, egyszer¶en a szokott pólus és a po-lárisa egy pontnak a szokott poláris. Igazolni fogjuk azt a tételt, hogy a távolságakét pontnak vagy egyenesnek megegyezik polárisaik vagy pólusaik távolságával,azaz hogy a távolsága két pólusnak, megegyezik a hozzájuk tartozó polárisoktávolságának. Eképpen de�niálhatjuk egy pont és egy egyenes távolságát komp-lementereként a pont és az egyenes pólusa távolságának, vagy fordítva a pontpolárisa és az egyenes távolságaként. Így a távolsága egy pólusnak a polárisátóla zéró komplementere, azaz körnegyed.219



215. Az Abszolútba írt kúpszelet legyen körnek nevezve, a beírás 
entruma éstengelye legyen a kör 
entruma és tengelye. A kör összes pontja egyenl® távolvan a 
entrumtól összes érint®je egyenl® távol van a tengelyét®l és ez a távolsága komplementere az el®z® távolságnak.216. A kör fenti tulajdonsága alapján a koordinátákkal való számolás a következ®formulákhoz vezet :
arccos

(axx′ + b(x′y + xy′) + cyy′ + fzz′ + g(x′z + xz′) + h(y′z + yz′))

αα′ =

= arcsin

√
a(yz′ − y′z)2 + b(yz′ − y′z)(x′z − xz′) + c(x′z − xz′)2 + · · ·

αα′ahol
α =

√
(ax2 + 2bxy + cy2 + fz2 + 2gxz + 2hyz)és

α′ =
√

(ax′2 + 2bx′y′ + cy′2 + fz′2 + 2gx′z′ + 2hy′z′).és az Abszolút vonalegyenletét
ax2 + 2bxy + cy2 + fz2 + 2gxz + 2hyz = 0adja meg. Rögtön adódik, hogy teljesül a távolságfüggvény additív tulajdonsága.217. Hasonlóan kiszámolhatjuk két egyenes távolságát és a fenti formulákkalanalóg formulákat kapunk. Formálisan fel
serélve az

a, b, . . . , x, y, . . .jeleket a
a, b, . . . x, y, . . .jelekre a két formula pár egymásba transzformálható.218. Az (x, y, z) pont és (ξ′, η′, ζ ′) egyenes távolsága:

arcsin
{√

K(ξ′x+ η′y + ζ ′z)
√

(ax2 + 2bxy + cy2 + fz2 + 2gxz + 2hyz)·

·
√
aξ′2 + 2bξ′η′ + cη′2 + fζ ′2 + 2gξ′ζ ′ + 2hη′ζ ′

}
.220



219. A fenti eredmények m¶ködnek azon elfajuló esetben is, amikor egy egyenesérinti az Abszolútot, vagy egy pont az Abszolútra illeszkedik.220. Tegyük most fel, hogy az Abszolút egy elfajuló kúpszelet, egy pontpár.Abszolút egyenesnek hívjuk a rajtuk áthaladó egyenest. Ebben az esetben azáltalános gondolatmenet és eredmények érvényben maradnak, 
sak nem tudjukösszeegyeztetni a pontok és egyenesek távolságát, mert nem szerepel a körne-gyed mint univerzális egység. Ugyanakkor össze tudjuk egyeztetni két egyenestávolságát egy az Euklidész, I Prop. II-höz hasonló konstruk
ióval. Egy pont ésegy egyenes távolsága ugyan
sak összeegyeztethet® két pont távolságával, fel kell
sak tennünk mint de�ní
iót, hogy a pont egyenest®l mért távolsága megegyezika pont és azon másik pont távolságával, mely a metszéspontja az egyenesnek ésa ponton áthaladó egyenesre mer®leges egyenesnek.221. Analitikusan az el®z® spe
iális esetben a (p, q, r), (p0, q0, r0) pontokat tar-talmazó Abszolút egyenese a
∣∣∣∣∣∣

x y z
p q r
p0 q0 r0

∣∣∣∣∣∣
= 0egyenlettel adható meg.222. Két pont távolsága ekkor:

√√√√√2

∣∣∣∣∣∣

x y z
x′ y′ z′

p q r

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

x y z
x′ y′ z′

p0 q0 r0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

x y z
p q r
p0 q0 r0

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

x′ y′ z′

p q r
p0 q0 r0

∣∣∣∣∣∣

.

Két egyenes távolsága az alábbi kifejezés ar
us 
osinusa:
(pξ + qη + rζ)(p0ξ

′ + q0η
′ + r0ζ

′) + (pξ′ + qη′ + rζ ′)(p0ξ + q0η + r0ζ)√
2(pξ + qη + rζ)(p0ξ + q0η + r0ζ)2(pξ′ + qη′ + rζ ′)(p0ξ′ + q0η′ + r0ζ ′)

.Végül egy pont és egy egyenes távolsága:
(ξ′x+ η′y + ζ ′z)∣∣∣∣∣∣

x y z
p q r
p0 q0 r0

∣∣∣∣∣∣
√
2(pξ′ + qη′ + rζ ′)(p0ξ′ + q0η′ + r0ζ ′)

.
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223. Helyettesítsünk a fenti formulába (p, q, r) = (1, i,0), (p0, q0, r0) = (1,−
−i,0) értékeket. Ekkor a vonalegyenlete az Abszolútnak ξ2 + η2 = 0, azaz azAbszolút azon két pontot tartalmazza, amelyben az x2+y2 = 0 egyenespár (amide�ní
ióink szerint egy elfajuló kör) metszi a z = 0 egyenest. Ha a z koordinátátegységnek választjuk az Abszolút pontjaira fenn kell állnia : x : y : 1 = 1 : i : 0illetve x : y : 1 = 1 : −i : 0 egyenl®ségeknek, amib®l adódik, hogy x, y végtelen,így az Abszolút pontjai a végtelen távoli egyenes metszete a fenti egyenespáráltal meghatározott körrel.224. Ebben az esetben a pontok távolságára:

√
(x− x′)2 + (y − y′)2adódik, az egyenesek távolságára pedig

arccos
ξξ′ + ηη′√

ξ2 + η2
√
ξ′2 + η′2

=

arcsin
ξη′ + ξ′η√

ξ2 + η2
√
ξ′2 + η′2

= arctg
ξ

η
− arctg ξ

′

η′kifejezéseket kapjuk. Pont egyenes távolságára
ξ′x+ η′y + ξ′√

ξ′2 + η′2az eredmény, ahogy az az euklidészi síkgeometriából derékszög¶ koordináták ese-tén tudjuk.225. Az általános formulák lényeges változáson nem esnek át, de lényegesenegyszer¶södnek, ha az Abszolútot x2 + y2 + z2 = 0 alakban adjuk meg. Ekkor apontok távolsága
arccos

xx′ + yy′ + zz′√
x2 + y2 + z2

√
x′2 + y′2 + z′2

,egyeneseké:
arccos

ξξ′ + ηη′ + ζζ ′√
ξ2 + η2 + ζ2

√
ξ′2 + η′2 + ζ ′2

,és pont-egyenes távolsága:
arccos

xξ′ + yη′ + zζ ′√
x2 + y2 + z2

√
ξ′2 + η′2 + ζ ′2

.222



226. Ha szokásos derékszög¶ koordinátákra nézve (x, y, z) kielégíti az x2+ y2+
+ z2 = 1 egyenletet akkor az xξ + yη + zζ = 0 egyenlet egy f®kört ad mega vizsgált gömb felszínén. Szintén feltehetjük, hogy teljesül a ξ2 + η2 + ζ2 =
= 1 összefüggés. A fenti formulák ekkor egy szférikus geometria összefüggései,amely ezek szerint úgy adódott, hogy az Abszolút egy szférikus kúp azaz nemegy pont-pár. Ez a tény a valódi alapja az eltérésnek a síkgeometria és a szférikusgeometria között és a szférikus geometria teljes dualitásának.227. Az el®z®ekben a geometriai elméletet végigkísértem analitikus számítások-kal, egyrészt az illusztrá
ió 
éljából, és azért is mert fontos ismerni az analitikuskifejezéseit a távolságoknak a koordináták függvényében; de úgy gondolom, hogya geometriai elmélet tökéletesen teljes magában: az általános eredmény a követ-kez®: feltéve, hogy Abszolútnak jelölünk ki egy kúpszeletet a síkon (a 2 dimenziósgeometriai térben) megadhatjuk ezt a kúpszeletet ábrázoló geometriai szerkesz-téssel, felosztva minden egyenest vagy pontsort továbbá minden pontot vagysugársort egy végtelen sorára egyenl®nek tekintett in�nitezimális elemeknek; aszáma ezen elemeknek egy pont tartományban vagy egy sugársor két egyeneseközött méri a távolságát két pontnak vagy két egyenesnek; és tekintve a kör-negyedet mint távolságot amely létezik ugyanúgy pontokra mint egyenesekre,össze tudjuk hasonlítani két pont és két egyenes távolságát; és a pont és egyenestávolsága egyaránt reprezentálható két pont vagy két egyenes távolságával.228. A szokásos szférikus geometriában az általános elmélet m¶ködik változtatásnélkül ; az Abszolút egy aktuális kúpszelet, a metszete a gömbnek egy elfajulóprojektív gömbbel.229. A szokásos síkgeometriában az Abszolút két ponttá degenerálódik, a vég-telen távoli egyenesnek egy elfajuló körrel, való metszetére. Az általános elméletmódosul, pontokra vonatkozóan nem lehet körnegyedet értelmezni, így két ponttávolságát nem lehet egyeztetni két egyenes távolságával ; a pont egyenes távol-ság 
sak két pont távolságaként reprezentálódik.230. Konklúzióként megjegyzem, hogy az én néz®pontom szerint,a jelen memoárban a legszisztematikusabb kurzus a mennyiségekelméletének geometriai része, a távolság és metrikus geometria fo-galma együtt megszüntethet®; amiben az elmélet hatásos, az az,hogy a metrikus tulajdonságai egy alakzatnak nem minden mástólfüggetlen tulajdonságok, hanem ezeket egy másik alakzattal kap-
solatosan tekintettük, nevezetesen az Abszolútnak nevezett kúp-223



szelettel. A kiindulási alakzatot viszonyítottuk egy kúpszelethez;például, együtt tekintettük a tulajdonságait két vagy több kúpsze-letnek, mindezt az elméleti ábrázoló geometria [érts: projektív geo-metria℄ keretein belül : ezt kivezetve a metrikus geometriába �xálvaegy kúpszeletet mint egy standard hivatkozási pontot, amit Abszo-lútnak neveztünk. A metrikus geometria így az ábrázoló geometriarészévé vált, és az ábrázoló geometria a teljes geometria, fordítva:ha ezt elismerjük, egy bevezet® munkában nem szükséges vizsgálnia metrikus geometria spe
iális területeit ; azonban nem lehet to-vábbi kifejtés nélkül elhagyni az olyan fogalmakat, mint a távolságvagy metrikus geometria, szükséges hivatkozni a megfelel® id®benarra, hogy ezen fogalmak szerepelnek az ábrázoló geometriában.
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Az emberi kultúra része a tudomány,a tudomány része a matematika,a matematika része a geometria,a geometria viszont áthatja az emberi kultúrát.
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KözépszóAki idáig elolvasta a könyvet sejti, hogy mit fog itt találni. Vannak azon-ban, akik számára fontosak az el®szó, utószó, bevezetés, epilógus, fejezetekszemélyes tartalma, hiszen ezek olvasása után dönt arról, hogy elolvassa-e akönyvet vagy nem. Én is szeretnék megfelelni ebb®l a szempontból, legalábbazoknak, akik a könyv tartalomjegyzékébe is belenéznek és így megtaláltákezt a különös 
ím¶ fejezetet.Hát legyen:Ez a könyv egy olyan pillanatkép a geometriáról, aminél az objektív aszerz®. A kép tehát torzul, tükrözi a szerz® valamennyi kimondott illetve ki-mondatlan problémáját, egészr®l és részr®l, tudományos kutatásról, a szépfogalmáról, a gyökerek fontosságáról és meghatározó voltáról, a kommuniká-
ió nyelvének választásáról és az emberi kultúráról.Könyvünknek mint irodalmi alkotásnak a nyelve az anyanyelv, a tanítójelleggel írott gondolatok a jelenkori modern tudományos nyelvezetet és fo-galomrendszert használják, és a kortalan, fontos gondolatok a megálmodójuktolla alapján � kötetlen magyar fordításban � szólalnak meg.A szép fogalma nem köthet® az emberi kultúra semelyik körülhatároltterületéhez, de magához az emberi kultúrához sem. A szép dolgok egymáster®sítik, ez indokolja versek megjelenését egy olyan könyvben, mely a geo-metria szépségeir®l szól. Ezen gondolat persze nem új, Weierstrass szerint:Egy matematikus, akiben nem lakozik egyúttal valami a költ®b®l,sohasem válik tökéletes matematikussá.
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Arany János: Intés

Jó költőktül azt tanultam
S adom intésül neked:
Sose fáradj, sok cifrával
Elborítni éneked!

Szólj erővel, és nevezd meg
Ön nevén a gyermeket;
Szólj gyöngéden, hol az illik, -
S ne keríts nagy feneket.

Olykor egy-két szó is jobban
Helyre üti a szeget,
Mint az olyan, ki beléhord
Földet, poklot és eget,
S ordít, amíg elreked.
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5. fejezetAnalitikus geometria
5.1. Vektorok a 3-dimenziós euklideszi térbenA geometria bármely problémája redukálható olyan részekre, amelyekmegoldásához elegend® bizonyos szakaszok hosszának ismerete.R. Des
artes: GeometriaEbben a fejezetben a klasszikus analitikus geometria alapvet® eszközeit avektorokat tárgyaljuk. Felépítésünk az egybevágóságok szintetikus felépítésénalapul, így a harmadik fejezet eredményeit használjuk. Ahogy azt az egybe-vágóságok osztályozásánál láttuk (a 3.3.2. Lemma utáni megjegyzésben), azeltolások az egybevágóság 
soport kommutatív rész
soportját képezik.5.1.1. De�ní
ió. Egy egybevágóság reprezentáns pontpárja, egy pont és ké-pének rendezett párja. Vektornak nevezzük az eltolások reprezentáns pontpár-jait.A vektorok halmazán ekvivalen
ia relá
ió az azonos eltolás reprezentálásatulajdonság. A vektorokat a szokott módon jelöljük és nem különböztetjükmeg a vektort ekvivalen
ia osztályától. Az eltolások 
soportjának multip-likatív müveletét a vektorokon additív írásmódban összeadásnak nevezzük.Használjuk az így adódó összeadás szokásos geometriai jelöléseit, az össze-f¶zés szabályát, a parallelogramma szabályt, a különbség vektor fogalmát.Mindezek �gyelembe vételével számunkra a vektorok egy additív írásmódúkommutatív 
soportot jelentenek. A továbbiakban a vektorok halmazát el-látjuk egy valós számmal való szorzás fogalommal, miáltal a vektoraink valósvektorteret de�niálnak.5.1.2. De�ní
ió. A t > 0 szám és az −−→PP ′ vektor szorzata legyen az a −−→PP ′′vektor, melyre

|PP ′′| = t|PP ′| és a (P ′PP ′′)229



230 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIArendezés nem teljesül.A t = 0 szám és a −−→PP ′ vektor szorzata a −→PP := 0 vektor.A t < 0 szám és az −−→PP ′ vektor szorzata legyen az a −−→PP ′′ vektor, melyre
|PP ′′| = −t|PP ′| és a (P ′PP ′′)rendezés teljesül.5.1.1. Lemma. A vektorok a fenti de�ní
iókkal valós vektorteret alkotnak,axiómáink szerint ennek dimenziója 3.Bizonyítás: A vektorok alatt most ekvivalen
ia osztályukat gondolva al-kalmazhatjuk az eltolások tulajdonságait, kapjuk, hogy ezen ekvivalen
ia osz-tályok valós vektorteret alkotnak. Tetsz®leges osztályt egy elemével helyet-tesítve konkrét reprezentáns rendszerünk egy az el®z®vel izomorf vektortérstruktúrával rendelkezik. Rögzítve egy pontot a térben és ezt valamennyivektorunk kezd®pontjának nevezve egy jól áttekinthet® modellhez jutunk. Alineáris függetlenség konkrét geometriai tartalommal bír, két vektor összefüg-g®, ha az ®ket meghatározó három pont kollineáris, három vektor összefügg,ha a megfelel® négy pont konplanáris. Állításunk, most az illeszkedési I.4. és

I.5. axiómák következményei.Ahhoz, hogy a terünkben létez® mer®legesség a kap
solódó vektortérbenis érzékelhet® legyen, a vektortér struktúrát euklideszi tér struktúrává kellalakítani. Ennek módja a skaláris szorzat függvény de�niálása.5.1.3. De�ní
ió. A vektor hossza a meghatározó síkpárok távolságának két-szerese, azaz tetsz®leges az eltolást reprezentáló pontpár távolsága. Két vek-tor hajlásszöge a közös kezd®pontból indított reprezentánsaikat tartalmazóugyanezen kezd®pontból indított félegyenesek által bezárt szögek közül a kiseb-bik.A vektor hossza mindig nem negatív, ( jele szintén | · | ), 
sak a nullvektorhossza nulla. A vektorok hajlásszöge π-nél nem nagyobb szög.5.1.4. De�ní
ió. Az a és b vektorok skaláris szorzata az
〈a|b〉 := |a||b| cos(a,b)∡szám.A skaláris szorzat alaptulajdonságai az alábbi geometriai észrevételekb®ladódnak:



5.1. VEKTOROK A 3-DIMENZIÓS EUKLIDESZI TÉRBEN 2311. A skaláris szorzat el®jele a vektorok hajlásszögét®l függ; pozitív hahegyesszöget zárnak be vektoraink, nulla ha mer®legesek, és negatív hatompa a szögük.2. Egységvektorral való skaláris szorzat geometriai jelentése az egységvek-tor egyenesére vonatkozó mer®leges vetület el®jeles hossza. Ez pozitívha az egységvektorral bezárt szög hegyesszög, negatív, ha tompa.5.1.1. Tétel. A vektorok skaláris szorzata 〈a|b〉 : E3 × E3 −→ R pozitívde�nit, szimmetrikus bilineáris függvény.Bizonyítás: Az els® két állítás a de�ní
ió közvetlen következménye. A szim-metria miatt elég az egyik argumentumban való linearitást igazolni. A szorzásde�ní
iója miatt a homogenitás nyilvánvaló, mert negatív számmal szorzásesetén hegyesszögb®l tompaszög, tompaszögb®l hegyesszög keletkezik. Az ad-ditivitás a második geometriai észrevételb®l adódik, mert feltehet® a homoge-nitás miatt, hogy a második argumentum vektora egységvektor és a mer®legesvetület el®jeles hossza éppen a skaláris szorzattal egyezik meg.Fontos szerepet játszik az alábbi észrevétel :5.1.2. Lemma. Az a vektor v vektorral párhuzamos és arra mer®leges össze-tev®kre bontása az alábbi formulával végezhet® el :
ap =

〈a,v〉
|v|2 v am = a− ap.Bizonyítás: Legyen el®ször v egységvektor. Ekkor

ap = 〈a,v〉vnyilván teljesül. Ha most v nem egység vagy zérus hosszú vektor, alkalmazzukformulánkat a v0 =
v
|v| egységvektorra, majd használjuk a homogenitást.A skaláris szorzattal rendelkez® euklideszi vektortérben tárgyalhatóak azegybevágóságok és az egydimenziós mérték fogalma. Ahhoz, hogy a térfoga-tot, térelemek távolságát hajlásszögét, ügyesebben számolhassuk, egy újabbszorzás a vektoriális szorzat bevezetésére van szükség.5.1.5. De�ní
ió. Az a, b, c vektorokból álló rendszer jobbrendszer, ha c-velszemben az a és b által bezárt síkra nézve a-t a b-be óramutató járásávalellentétes π-nél nem nagyobb forgás viszi.5.1.6. De�ní
ió. Az a és b vektorok vektoriális szorzata az az a × b-veljelölt vektor, melynek hossza

|a||b| sin(a,b)∡,mer®leges az a és b vektorokra és azokkal az a, b, a×b sorrendben jobbrend-szert alkot.



232 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAEgységvektorral való vektoriális szorzat geometriai úton a következ®kép-pen kapható meg:Az egységvektor egyenesére mer®leges síkra vonatkozó mer®leges vetületétalkalmas irányban π
2
szöggel elforgatjuk. Ezen geometriai jelentés alkalmas avektoriális szorzat disztributivitásának igazolására. Pontosabban:5.1.2. Tétel. A vektorok vektoriális szorzata a × b : E3 × E3 −→ E3,antiszimmetrikus, bilineáris leképezés.Bizonyítás: Az antiszimmetria és homogenitás a de�ní
ió egyszer¶ követ-kezményei. Az additivitás az egységvektorral való balról szorzás eredmény-vektorának következ® geometria el®állításán múlik:

e×v megkapható, ha a v e-vel párhuzamos és e-re mer®leges komponen-sekre való bontásánál de�niált mer®leges vm komponenst a v-re mer®legessíkban úgy forgatjuk el 90◦-al, hogy e,v és a kapott vektor jobbrendszertalkosson. Az egységvektorral való szorzás az összeadásra nézve disztributívlesz a parallelogramma szabály alapján, mert az elforgatás el®tti állapotbana kérdéses mer®leges komponensek, a szükséges vektorok egyenl®ségét repre-zentálják. A homogenitás és az antiszimmetria felhasználásával a bilinearitásmost már adódik.5.1.7. De�ní
ió. Az a, b, c vektorok vegyesszorzata az
abc = 〈a× b, c〉szorzat.5.1.3. Lemma. A vegyesszorzat a vektorok által kifeszített parallelepipedonel®jeles térfogata.Bizonyítás: Jelölje (a× b)0 az a× b irányú egységvektort. Az
〈(a× b)0, c〉szorzat geometriai jelentése a vizsgált parallelepipedon el®jeles magassága;pozitív, ha {a,b, c} jobbrendszer; negatív, ha {a,b, c} balrendszer. Az |a×b|nem negatív szám geometriai tartalma az a illetve b vektorok által kifeszítettparallelogramma területe. A homogenitás alapján az állítás adódik.5.1.3. Tétel (fel
serélési tétel). A vektorok vegyes szorzata 
iklikusan per-mutálható,

〈a× b, c〉 = 〈b× c, a〉 = 〈c× a,b〉Bizonyítás: A geometriai tartalomról szóló lemma egyszer¶ következmé-nye.



5.1. VEKTOROK A 3-DIMENZIÓS EUKLIDESZI TÉRBEN 2335.1.4. Tétel (ki
serélési tétel).
(a× b)× c = 〈a, c〉b− 〈b, c〉a.Bizonyítás: A vektoriális szorzat de�ní
iója alapján, a baloldal lineáriskombiná
iója az a és b vektoroknak. Azaz

(a× b)× c = αa+ βb.Szorozzuk skalárisan az egyenl®séget a (b× c) vektorral. Ekkor
αabc = 〈(a× b)× c, (b× c)〉 = 〈(a× b), c× (b× c)〉egyenl®séghez jutunk. Azonban a c0 egységvektorral

c0 × (b× c0) = bmaz egységvektorral való balról szorzás geometriai el®állítása alapján, így apárhuzamos és mer®leges összetev®kre való bontás formulája szerint
c× (b× c) = |c|2b− 〈b, c〉cteljesül. Behelyettesítve formulánkba majd a skaláris szorzat disztributivitá-sát alkalmazva, kapjuk, hogy

αabc = −〈b, c〉abc.Hasonlóan számolhatjuk ki a β együtthatót, amire
β = 〈a, c〉adódik.5.1.1. Következmény. Teljesülnek a következ® nevezetes összefüggések:Lagrange azonosság:. 〈a× b, a× b〉 = 〈a, a〉〈b,b〉 − 〈a,b〉〈a,b〉,Ja
obi azonosság:. (a× b)× c+ (b× c)× a+ (c× a)× b = 0.Valóban az
〈a× b, c× d〉kifejezést írjuk át a fel
serélési tétel segítségével, majd alkalmazzuk a ki
se-rélési tételt, ekkor az

〈a× b, c× d〉 = 〈a, c〉〈b,d〉 − 〈a,b〉〈c,d〉



234 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAösszefüggéshez jutunk. Az a = c, b = d helyettesítés a Lagrange azonosság-hoz vezet.Az asszo
iatív szabály a vektoriális szorzatra nem teljesülhet. Nézzük mega két oldal eltérését, majd alkalmazzuk a ki
serélési tételt :
(a×b)×c−a× (b×c) = 〈a, c〉b−〈b, c〉a−〈a, c〉b+ 〈a,b〉c = (a×c)×b,ahonnan a Ja
obi egyenl®ség adódik.A vektoriális szorzat nem asszo
iatív m¶velet, de teljesíti a Ja
obi azo-nosságot, így euklideszi vektorterünk ezzel a szorzás m¶velettel egy (nemasszo
iatív) algebrát alkot.A továbbiakban az euklideszi vektortér egy jobbsodrású ortonormált bá-zisát a hagyománynak megfelel®en {i, j,k}-val jelölve vektorainkat koordi-nátákkal láthatjuk el a szokott módon, majd a térben egy O ponthoz mintkezd®ponthoz rögzítve az origót pontjainknak szintén koordinátákat tulaj-doníthatunk, ezek az O pontból a pontba mutató helyvektorok koordinátahármasai. Az oszlopvektoros irásmódhoz ragaszkodva teljesülnek az alábbi-ak:5.1.5. Tétel.

〈x|y〉 =
∑

xiyi = xTy,

x×y = det




i j k

x1 x2 x3
y1 y2 y3


 := (x2y3−x3y2)i−(x1y3−x3y1)j+(x1y2−x2y1)k,

xyz = det




z1 z2 z3
x1 x2 x3
y1 y2 y3


 = det




x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3


 = det [x,y, z] .Bizonyítás: A koordináta rendszer egységvektorainak páronkénti skalárisés vektoriális szorzatai a de�ní
ióból közvetlenül meghatározhatók. Ezutánhasználva a függvények bilinearitását az els® két egyenl®ség rögtön adódik.A harmadik az els® kett® egyszer¶ összeolvasásával kapható meg.Felírhatjuk térelemeink különféle egyenletrendszereit. Egyenes vektoregyen-letét paraméteres alakban az

x = x0 + tvegyenlettel adhatjuk meg, ahol v az irányvektor, t valós paraméter. Ebb®lazonnal kapjuk a paraméteres egyenletrendszert majd az egyenletrendszert :
x = x0 + tv1
y = y0 + tv2 t ∈ R
z = z0 + tv3

,



5.2. EGYENESTARTÓ LEKÉPEZÉSEK E3-BEN 235nem nulla v1, v2 illetve v3 esetén
(t) =

x− x0
v1

=
y − y0
v2

=
z − z0
v3

.A sík megfelel® egyenletei :
〈n,x− x0〉 = 0,ahol n a síkra mer®leges vektor, x0 a sík egy pontjának helyvektora, illetve

0 = Ax+By + Cz − (Ax0 +By0 + Cz0) = Ax+By + Cz +Dahol n koordinátái A,B,C az x0 koordinátái x0, y0, z0.5.2. Egyenestartó leképezések E3-ben... a logika sok szabálya helyett beértem a négy következ®vel...... Az utolsó pedig az, hogy mindenütt teljes felsorolásokra és általánosáttekintésekre törekedjem, s így biztos legyek abban,hogy semmit ki nem hagytam.R. Des
artes: Értekezés az ész helyes vezetésének módszerér®lEbben a fejezetben a lineáris algebra eszközeivel írjuk le a tér legfontosabbgeometriai transzformá
ióit. Az euklidészi tér egy önmagára való köl
sönösenegyértelm¶ leképezését egyenestartó leképezésnek nevezzük, ha egyenes képeegyenes, illeszkedéstartó leképezésnek ha az illeszkedéseket ®rzi.5.2.1. Tétel. Az E3-ban az O �xpontú illeszkedés és egyenestartó, folytonosleképezések éppen az analitikusan reguláris lineáris transzformá
iókkal leír-ható leképezések.Bizonyítás: Mivel lineáris transzformá
ió folytonos, a lineáris kombiná
iót®rzi és az origót az origóba viszi az egyik irány nyilvánvaló.Fordítva tegyük fel el®ször, hogy f illeszkedés és egyenestartó, továbbáfolytonos leképezés az O �xponttal. Ilyenkor egyenes képe egyenes, sík képesík, és párhuzamos térelemek velük azonos dimenziós párhuzamosokba kép-z®dnek. Igazoljuk, hogy a leképezés osztóviszonytartó, azaz három kollineárispont által meghatározott szakaszok hosszának arányát ®rzi.Ennek els® lépéseként igazoljuk, hogy felez®pont képe a képszakasz fele-z®pontja.Legyen A,C,B egy e egyenes három pontja, melyet a leképezés az e′egyenes A′, C ′, B′ pontjaiba visz. Az e egyenesen keresztülfektetett tetsz®le-ges síkban illesszünk az ábrának megfelel® módon az A,B,C pontokra egy
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A

B

C
D5.1. ábra. Teljes négyszög illesztéseteljes négyszöget. Ha C felez®pont, akkor D végtelen távoli pont és a rajtaáthaladó átlós egyenes e-vel párhuzamos, amint az elemi geometriai meg-fontolásokból azonnal adódik. A leképezés a síkot a négyszöggel együtt egy

e′-n átfektetett síkba viszi, ahol a négy megfelel® pont A′, C ′, B′ és D′. Apárhuzamosságtartás miatt D′ végtelen távoli pont így C ′ felez®pont, ahogyállítottuk.Rögtön adódik, hogy két �xpont összeköt® egyenesén elhelyezked® felez®-pontként el®állítható pontok szintén �xpontok, ugyanúgy mint azok, melyekegyik végpontjai egy olyan szakasznak, amely másik végpontja és felez®pontja�xpont. Azaz az összeköt® egyenes egy mindenütt s¶r¶ H részhalmazának (adiadikus ra
ionális számoknak megfeleltethet® ponthalmaz) elemei �xpontok.A folytonosság miatt az egyenes valamennyi pontja �x. Most már szokásosgondolatmenet mutatja, hogy ha van három nem kollineáris �xpont, akkora rajtuk átfektetett sík minden pontja �x és négy nem egysíkú �xpont létemeghatározza a tér identikus leképezését.Második lépésünk az osztóviszony tartás és azon tény együttes igazolása,hogy a leképezést egyértelm¶en meghatározza az általános helyzet¶ O, A, B,
C pontnégyes és annak képe O,A′, B′, C ′.Ehhez el®ször az s′ = (OA′B′) síkot O körül forgassuk az s = (OAB)síkba. Ez a forgatás a síkokra állított mer®legesek síkjára mer®leges O-n át-haladó tengely körüli forgatást jelent, azaz egybevágósággal reprezentálódik(azaz maga is osztóviszonytartó leképezés). Ezután az s-re mer®leges O-n át-haladó tengely körül forgassuk az OA′ egyenes OA′′ képét az OA egyenesselfed® helyzetbe. Az O középpontú 
entrális nyújtással a kapott A′′′ pontot
A-be vihetjük. Ezután következik a B′′′ pont B pontba transzformálása egyolyan leképezéssel, melynél az (OAB) síkra mer®leges (OA)-n áthaladó αsík pontjai helyben maradnak a többi pont képét pedig az alábbi módon



5.2. EGYENESTARTÓ LEKÉPEZÉSEK E3-BEN 237határozzuk meg:A P pontból a (B′′′B) egyenessel párhuzamos t egyenest húzunk, megke-ressük a (B′′′P ) egyenesnek az α síkkal való metszéspontját D-t, ezt össze-kötjük B-vel és az összeköt® egyenesnek t-vel való metszéspontját rendeljük
P -hez mint képet.Világos, hogy a (B′′′B) egyenes és a B′′′-n keresztül α-val párhuzamo-san fektetett sík pontjai kivételével minden P ponthoz rendeltünk egy egy-értelm¶en meghatározott képet. Ezen térelemek pontjainak képét alkalmasösszetartozó segédpontpár felhasználásával de�niálhatjuk, mely de�ní
ió (apárhuzamos szel®k tétele alapján) független lesz a segédpontpár választá-sától. Ez a leképezés � amit ferde a�nitásnak is nevezhetünk� illeszkedés,egyenes és osztóviszonytartó.Az utolsó lépésben egy újabb ferde a�nitással a C ′′′′ pontot képezzük
C-be, azaz négy megfelel® leképezés kompozí
iójával melyet g-nek nevezünk
O,A′, B′, C ′ pontokat rendre O,A,B, C pontokba vittük. A g◦f leképezésnek
O,A,B, C �xpontjai így a leképezés identitás, és így g inverze a kiindulási fleképezés szintén osztóviszonytartó.Az osztóviszonytartás egyszer¶ következménye, hogy f reguláris, lineáristranszformá
ió, ahogy azt állítottuk.5.2.1. Megjegyzés. Jegyezzük meg, hogy a folytonosság feltételét a tételkimondásából elhagyhatjuk ha tudjuk, hogy egy adott egyenesen mindenütts¶r¶n elhelyezked® �xpontrendszer léte elegend® ahhoz, hogy a kollineá
ió azegyenes minden pontját �xen hagyja. A végtelen távoli pontjával b®vített (pro-jektív) egyenesen ez a harmonikus involú
ió és a projektív rendezés tulajdon-ságaival igazolható, amit az 5.2.3 Tételben láthatunk majd, azaz a kés®bbiek-ben ennek a tételnek er®sebb alakját is használhatjuk.A szinguláris lineáris transzformá
iók a tér párhuzamos vetítései és azegyenestartó, illeszkedéstartó leképezésekkel kompozí
ióiként adódó leképe-zéseket írnak le. Ahogy azt látni fogjuk, a párhuzamos vetítésekhez tartozólineáris leképezések könnyen megadhatók azaz a vetítések leírhatók lineáristranszformá
ióként, fordítva pedig minden szinguláris transzformá
ió (a sa-játérték problémája megoldása után) felírható egy vetítés és egy reguláristranszformá
ió szorzataként.5.2.1. O �xpontú tükrözések, mer®leges vetítések, forga-tások.A következ®kben konkrétan leírjuk a leggyakrabban használt leképezésekhezrendelt lineáris transzformá
iók mátrixait.
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O-n áthaladó síkra vonatkozó tükrözésÍrjuk fel a leképezés vektoregyenletét. Az x helyvektor végpontjához rendeltképpont helyvektora x′. A leképezés ekkor az alábbi formula alapján számol-ható:

x′ = x− 2〈n|x〉n,ahol n = (A,B,C)T a sík egység normálvektora. Könnyen ellen®rizhet®, hogya lineáris transzformá
ió mátrixa ekkor:
Ts =




1− 2A2 −2AB −2AC
−2BA 1− 2B2 −2BC
−2CA −2CB 1− 2C2


 .

O-n áthaladó síkra vonatkozó vetítésA fenti számolást mindössze abban kell megváltoztatni, hogy a párhuzamosösszetev®t kell levonni, nem annak kétszeresét. Ezért a kérdéses mátrix:
Vs =




1−A2 −AB −AC
−BA 1−B2 −BC
−CA −CB 1− C2


 .

O-n áthaladó egyenesre vonatkozó tükrözésAz n irányvektorú egyenesre vonatkozó tükrözés nem más mint az ugyan-ezen normálvektorú síkra vonatkozó tükrözés szorzata az origóra vonatkozótükrözéssel. Ezért a mátrixa:
Te =



−1 + 2A2 2AB 2AC

2BA −1 + 2B2 2BC
2CA 2CB −1 + 2C2


 .

O-n áthaladó egyenesre vonatkozó vetítésEzen transzformá
ió összege az n normálvektorú síkra vonatkozó vetítésselaz identitást adja. Így mátrixa:
Ve =




A2 AB AC
BA B2 BC
CA CB C2


 .Észrevehet®, hogy a kapott mátrix a normálvektornak és transzponáltjá-nak diadikus szorzata.



5.2. EGYENESTARTÓ LEKÉPEZÉSEK E3-BEN 239Vektoriális szorzás balról egy �x vektorralLegyen most az adott vektor a fenti n = (A,B,C)T vektor, ezúttal nem feltét-lenül egységvektor. A vektoriális szorzat koordinátáinak kiszámítása alapjána lineáris transzformá
ió mátrixa:
Vn =




0 −C B
C 0 −A
−B A 0


 .

O-n áthaladó egyenes körüli forgatás

Ve x( )

Vs x

n

nxx

x

( )5.2. ábra. Forgatás egyenes körülLegyen az egyenes egység irányvektora n = (A,B,C)T . Az egyenes körüli
ϕ szög¶ forgatással kapott x′ pont helyvektora a vektoriális szorzat geomet-riai tartalma alapján a következ®képpen állítható el®:Az x helyvektor n normálvektorú síkra vonatkozó mer®leges vetülete ésaz n×x vektorok síkjában ϕ szöggel elforgatjuk a mer®leges vetületet, majda kapott vektorhoz az n egyenesére vonatkozó vetületet hozzáadjuk (lásd az5.2.ábrát). Azaz

x′ = Ve(x) + cosϕVs(x) + sinϕVn(x),



240 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAígy a mátrix a következ® alakban állítható el®:
Fϕ =




A2 AB AC
BA B2 BC
CA CB C2


 + cosϕ




1−A2 −AB −AC
−BA 1− B2 −BC
−CA −CB 1− C2


+

+ sinϕ




0 −C B
C 0 −A
−B A 0


 .5.2.2. Pontok homogén koordinátái5.2.1. De�ní
ió. A P = (x, y, z)T ∈ E3 pont homogén koordinátái alatt anégy méret¶ oszlopvektorok azon halmazát értjük, melynek elemei 
sak nemnulla számszorosban térnek el az (x, y, z,1)T vektortól.Az összes ilyen négyes halmazát a pont ekvivalen
ia osztályának is hívjuk.Ez az ekvivalen
ia fogalom nyilván ekvivalen
ia relá
ió is egyben. A továb-biakban azon ekvivalen
ia osztályokhoz, mely reprezentánsaiban az utolsókoordináta nulla, a tér egy irányát vagy végtelen távoli pontját rendeljük ésnem különböztetjük meg a közönséges és végtelen távoli pontokat egymástól.5.2.2. De�ní
ió. Ekvivalens két lineáris transzformá
ió, ha egy ortonormálthomogén bázisra vonatkozóan felírt mátrixaik egymás nem nulla számszoro-sai.A lineáris transzformá
iók ekvivalen
iája is ekvivalen
ia relá
ió.5.2.2. Tétel. Minden homogén koordinátarendszerben felírt

(
A t

uT 1

)alakú lineáris transzformá
ió egyenestartó leképezést reprezentál, mely ket-t®sviszonytartó, és pontosan akkor osztóviszonytartó, ha u a zérus vektor.Bizonyítás: Az egyenestartás egyszer¶en következik abból, hogy lineáristranszformá
ió az együtthatókat meg®rzi és homogén koordinátákkal adotthárom pont pontosan akkor illeszkedik egy egyenesre ha lineárisan összefüg-g®ek. A kett®sviszonytartás igazolásához tekintsük egy egyenes négy pontjátaz
a,b,

1

1 + α
(a+ αb),

1

1 + β
(a+ βb)



5.2. EGYENESTARTÓ LEKÉPEZÉSEK E3-BEN 241alakban, ahol a és b utolsó koordinátája, így a másik két pont utolsó koor-dinátája is 1. A kett®sviszonyuk ekkor �gyelembe véve, hogy a kett®sviszonykét osztóviszony hányadosa:
α

1+α
| − a+ b|

1
1+α
| − a+ b|

:

β
1+β
| − a+ b|

1
1+β
| − a+ b|

=
α

β
,ahol felülvonás jelöli az els® három koordináta által meghatározott 3 méret¶vektort. Alkalmazva transzformá
iónkat a pontnégyesre az els® három vektorképeinek utolsó koordinátái rendre

uT · a+ 1,uT · b+ 1,uT · 1

1 + α
(a+ αb) + 1 =

=
1

1 + α
(uT · a+ 1) +

α

1 + α
(uT · b+ 1).Az osztóviszony kiszámításához ezekkel a számokkal normálnunk kell a vek-torokat miel®tt a páronkénti különbségek hosszát kiszámítjuk. Kapjuk, hogyaz osztóviszony

∣∣∣∣ 1
1

1+α
(uT ·a+1)+ α

1+α
(uT ·b+1)

(
1

1+α
(a+ αb)

)
− 1

uT ·a+1
a

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 1
uT ·b+1

b− 1
1

1+α
(uT ·a+1)+ α

1+α
(uT ·b+1)

(
1

1+α
(a+ αb)

)∣∣∣∣
=

=
α
∣∣∣ −(uT ·b+1)

((uT ·a+1)+α(uT ·b+1))(uT ·a+1)
a+ 1

((uT ·a+1)+α(uT ·b+1))
b

∣∣∣
∣∣∣ −1
((uT ·a+1)+α(uT ·b+1))

a+ (uT ·a+1)

((uT ·a+1)+α(uT ·b+1))(uT ·b+1)
b

∣∣∣
=

= α
(uT · b+ 1)

(uT · a+ 1)
.Hasonlóképpen a másik osztóviszony:

β
(uT · b+ 1)

(uT · a+ 1)
,a kett®sviszony pedig megint α : β. Az osztóviszonytartás 
sak úgy teljesül-het, ha minden a, b esetén

1 =
(uT · b+ 1)

(uT · a+ 1)
,teljesül, ami viszont 
sak u = 0 esetén lehetséges, ahogy azt állítottuk.



242 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAAz osztóviszonytartás geometriai jelentése, hogy végtelen távoli pontokegymásba transzformálódnak, azaz az osztóviszonytartó leképezések párhu-zamosságtartóak is. A végtelen távoli kollineáris pontok halmazait végtelentávoli egyeneseknek nevezzük, az összes végtelen távoli pont együtt alkotjaa végtelen távoli síkot. Ezek után a végtelen és közönséges egyeneseket (éssíkokat) sem különböztetjük meg egymástól.5.2.3. De�ní
ió. Kollineá
iónak nevezzük a tér olyan transzformá
ióját,mely a pontok és egyenesek halmazán bijek
ió és az illeszkedést ®rzi.A 5.2.1 Tételben láttuk, hogy a közönséges tér reguláris lineáris transzfor-má
ió éppen a közönséges tér folytonos O-t �xen hagyó kollineá
ióit adják,azaz a kib®vített tér azon kollineá
ióit mely �xpontja O és invariáns egyenesea végtelen távoli egyenes. Homogén koordinátákban ezeknek a transzformá-
ióknak a reguláris A mátrixhoz tartozó
(

A 0

0T 1

)mátrixok ekvivalen
ia osztályai tartoznak. Mintahogy arra az 5.2.1 Megjegy-zésben utaltunk, a folytonosság feltétele elhagyható, ami az 5.2.3. Tétel kö-vetkezménye. A tétel kimondása el®tt de�niáljuk a harmonikus elválasztás éspontrendszer fogalmát:5.2.4. De�ní
ió. Az egyenes egy pontpárja harmonikusan választ el egy má-sik pontpárt, ha a négy pont kett®sviszonya -1. Három pont által generált har-monikus pontrendszert a korábbi pontokra vonatkozó valamennyi harmonikustársnak a pontrendszerhez 
satolása útján rekurzív módon de�niáljuk.5.2.3. Tétel (Staudt-Darboux). Az egyenesnek minden önmagára való, há-rom különböz® �xponttal rendelkez®, a harmonikus elválasztást ®rz® egyértel-m¶ leképezése, az azonosság.Bizonyítás:Legyen A,B,C az egyenes három különböz® �xpontja a T kollineá
ió-ra vonatkozóan. Mivel ez a harmonikus elválasztásokat ®rzi, a ponthárma-sunk által generált harmonikus pontrendszer minden pontja szintén �xpont.Legyen most Q egy olyan pont, mely a leképezésnél a t®le különböz® Q′pontba megy át. Tekintettel a harmonikus pontrendszer mindenütt s¶r¶ vol-tára, vannak olyan A1, B1, C1 pontok a harmonikus rendszerb®l, melyekreaz A1QB1Q
′C1 
iklikus rendezés áll fenn. Az A1Q és B1C1 pontpárok nemválasztják el egymást, tehát van olyan XY pontpár, amely mindkét el®z®tharmonikusan választja el. Ez következik abból, hogy a kijelölt B1C1 szakaszt
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5.3. ábra. Harmonikus involú
iónem tartalmazó A1Q szakaszon értelmezett azon leképezés, amely mindenponthoz annak harmonikus társát rendeli, a végpontokat pedig �xen hagyja,az A1Q szakaszt a B1C1-et tartalmazó szakaszba viszi, ezen képszakaszt pe-dig a B1C1-re vonatkozó analóg leképezés (mely a két B1, C1 végpontokkalrendelkez® szakaszt 
seréli fel) a kiindulási A1Q szakasz részébe viszi. Ezenkét ú.n. harmonikus involú
ió szorzata tehát az A1Q szakaszt részszakaszábaképezi, tehát a szorzat leképezésnek van �xpontja. A �xpont természete-sen egy alkalmas harmonikusan elválasztó pontpárt határoz meg. Ha most
X ′Y ′ ezen pontpár képe, akkor ez közös harmonikus párja az A1Q

′ és B1C1pontpároknak, ami lehetetlen, mert ezek elválasztják egymást. (Ha XY kö-zös harmonikus párja AB és CD pontpároknak akkor a 
iklikus rendezésalapösszefüggéseib®l és a harmonikus involú
ió kett®sviszony (ezáltal 
ikli-kus rendezés) tartásából adódik, hogy AB és CD nem választja el egymást.Valóban ha C és D az AB egyenes két A,B-t®l különböz® pontja, és C ′illetve D′ ezek A,B párra vonatkozó harmonikus társai, akkor például az
(A,C,D,B) 
iklikus rendezésb®l adódik (A,C ′, D′, B). Mivel fennállnak az
(A,C,B, C ′), (A,D,B,D′) elrendezések is, ezért

(A,C,D,B), (A,C,B, C ′) =⇒ (C,D,B, C ′) =⇒ (B,D,C, C ′)rendezés. Hasonlóképpen
(A,C ′, D′, B), (A,D′, B,D) =⇒ (C ′, D′, B,D) =⇒ (B,D,C ′, D′)így igaz
(B,D,C, C ′), (B,D,C ′, D′) =⇒ (D,C,C ′, D′) =⇒ (C,C ′, D′, D)rendezés. Azaz CC ′ és DD′ nem választják el egymást, ahogyan azt állítot-tuk. A kett®sviszonytartás pedig egyszer¶ következménye annak a ténynek,



244 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAhogy egy harmonikus involú
ió mindig el®állítható három 
entrális vetítésszorzataként, a 5.3. ábrán az AB egyenes pontsorát el®ször S-b®l vetítettük
RB-re, majd A-ból SB-re, végül R-b®l vissza AB-re.)A tétel következménye, hogy az 5.2.1. Tétel bizonyításában szerepl® azonállítás, hogy ha az egyenesen van két közönséges �xpont (akkor persze avégtelen távoli pontja egy harmadik �xpont), akkor valamennyi pontja �x;valóban igaz. Ezért a (

A 0

0T 1

)alakú leképezések ekvivalen
ia osztályai éppen a végtelen távoli síkot �xenhagyó, közönséges �xponttal is rendelkez® kollineá
ióknak felelnek meg re-guláris A mátrix esetén. Mivel a közönséges �xponttal nem rendelkez®, avégtelen távoli síkot invariánsan hagyó kollineá
iók közönséges koordináták-ban az inhomogén lineáris transzformá
ióknak felelnek meg (reguláris A-val),az ideális síkot invariánsan tartó kollineá
iók homogén koordinátákban felirtmátrix reprezentá
iója: (
A t

0T 1

)
,ahol A reguláris. Mostmár kimondhatjuk az 5.2.2 Tétel megfordítását:5.2.4. Tétel. Minden kollineá
ió - homogén koordinátákra vonatkozóan -reguláris lineáris transzformá
iók egy

(
A t

uT 1

)ekvivalen
ia osztályával azonosítható.Bizonyítás: Azon kollineá
ió mely a
(

E t

uT 1

)ekvivalen
ia osztályához tartozik az (x, y, z,1)T közönséges pontot az
(x+ t1, y + t2, z + t3, u1x+ u2y + u3z + 1)Tpontba viszi, míg a végtelen távoli (x, y, z,0)T pontot az

(x, y, z, u1x+ u2y + u3z)
Tpontba. Így a

0 = u1x+ u2y + u3z + 1



5.2. EGYENESTARTÓ LEKÉPEZÉSEK E3-BEN 245egyenlet¶ közönséges síkot a végtelen távoli síkkal fel
seréli. Ha egy kolli-neá
iónál a végtelen távoli sík nem invariáns, és képe egy közönséges koor-dinátákkal u1x + u2y + u3z + 1 = 0 alakban megadható sík, a kollineá
iókompozí
iója pld. az (
E 0

uT 1

)leképezéshez tartozó kollineá
ióval már egy, a végtelen távoli síkot invariánsanhagyó kollineá
ió, ami a korábbiak szerint az
(

A t

0T 1

)lineáris transzformá
ió ekvivalen
ia osztályának felel meg. Világos, hogy az
(

E 0

uT 1

)−1(
A t

0T 1

)
=

(
A t

−uTA −uT t+ 1

)leképezés ekkor a kiindulási kollineá
ió mátrixát adja.Ha a végtelen távoli sík képe az u1x+ u2y + u3z = 0 sík, akkor u 6= 0 ésa reguláris (
E u

uT 0

)mátrix által reprezentált kollineá
ió a végtelen távoli síkot az
u1x+ u2y + u3z = 0síkkal fel
seréli és kollineá
iónk megint

(
E u

uT 0

)−1(
A t

0T 1

)alakban felírható lineáris transzformá
ió ekvivalen
ia osztályához tartozik.Ezt szerettük volna bizonyítani.A tétel szerint osztályozhatjuk a kollineá
iókat az alábbi módon:
• Projektivitás: Általános kollineá
ió homogén koordinátarendszerbenanalitikusan az (

A t

uT 1

)lineáris transzformá
ióval írható le, ahol A reguláris.
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• A�nitás:A végtelen távoli síkot invariánsan tartó projektivitás, ennekhomogén analitikus alakja:

(
A t

0T 1

)
.

• Hasonlóság: Olyan a�nitás mely a szakaszok hosszának arányát ®rzi.Ezeket olyan lineáris transzformá
iók adják, ahol A oszlopvektorai pá-ronként mer®legesek, hosszuk négyzete pedig a hasonlóság arányánaknégyzete, azaz a szakasz és képe által meghatározott hosszak aránya.
• Egybevágóság: Olyan hasonlóság, ahol a fenti arány 1, azaz a kolli-neá
ió távolságtartó. Az A mátrix ekkor ortogonális.Felmerül a kérdés, hogy a szinguláris mátrixokhoz tartozó lineáris leké-pezéseknek milyen geometriai leképezések felelnek meg. Az világos, hogy tér-elem képe térelem a dimenziók viszont 
sökkenhetnek, azaz sík képe lehetsík, egyenes vagy pont, egyenes képe, egyenes vagy pont. Az ilyen leképezé-seket projek
ióknak vagy vetítéseknek nevezzük. Aszerint, hogy a végtelentávoli sík invariáns vagy nem a vetítést párhuzamosnak, vagy 
entrálisnaknevezzük. A teljes tér képe legfeljebb kétdimenziós azaz sík vagy egyenes.A vizsgálatainkból kizárjuk a zérus mátrix ekvivalen
ia osztályát, ahogy apontok homogén koordinátái sem lehetnek mind nullák.5.3. Az n-dimenziós euklideszi tér... a logika sok szabálya helyett beértem a négy következ®vel...Az els® az volt, hogy soha semmit sem fogadjak el igaznak, amit nem evidensmódon ismertem meg annak; azaz hogy gondosan kerüljek mindenelhamarkodást és elfogultságot és semmivel többet ne foglaljakbele az ítéleteimbe, mint ami oly világosan és elkülönítettenáll elmém el®tt, hogy nin
s okom kétségbe vonni.R. Des
artes: Értekezés az ész helyes vezetésének módszerér®lAz n-dimenziós tér fogalma tiszta absztrak
ió, a gyakorlatban nem tud-juk ellen®rizni a megkívánt tulajdonságok fennállását, ezért gondosan kellügyelnünk arra, hogy spe
iális eseteiként ellen®rizhet® struktúrákat kapjunk.Természetes kiindulási mód, a matematika egy másik (kidolgozott) ágánakfogalmai alapján elindulni. Jelen fejezetben mi is ezt az utat választjuk, fel-használunk alapvet® lineáris algebrai ismereteket.



5.3. AZ N-DIMENZIÓS EUKLIDESZI TÉR 2475.3.1. De�ní
ió. A 〈V, 〈·|·〉〉 jelöljön egy n-dimenziós euklideszi vektorteret.Ha az En halmaz pontjaiból alkotott rendezett párokat meg tudjuk feleltetni avektortér vektorainak, úgy, hogy a következ® tulajdonságok teljesüljenek:1. Tetsz®leges −→PQ párhoz legyen v ∈ V , hogy −→PQ = v.2. Minden P ∈ En ponthoz és v vektorhoz legyen egyértelm¶en Q ∈ En,amire −→PQ = v.3. Minden P ∈ En pontra −→PP = 0 teljesüljön.4. Ha P,Q,R ∈ En akkor −→PQ+
−→
QR +

−→
RP = 0 teljesüljön.akkor En halmazt n-dimenziós euklideszi (analitikus) térnek nevezzük.Az n-dimenziós euklideszi tér analitikus geometriáját az a�n alterek de-�ní
iójára építjük. Ehhez a továbbiakban rögzítünk egy pontot, amit a térorigójának nevezünk, és egy ortonormált bázist, ami koordinátarendszerün-ket de�niálja.5.3.2. De�ní
ió. Ha Vk < V k-dimenziós altér V -ben, akkor az X = x0+Vkhalmazt En k-dimenziós a�n alterének nevezzük. Az 1-dimenziós a�n altéraz egyenes az (n− 1)-dimenziós a hipersík.Az egyenes paraméteres vektoregyenlete, ahogy azt a háromdimenzióstérben láttuk az

x = x0 + tv,alakot ölti, ahol x0 egy pontjának helyvektora, v az irányvektora. A para-méteres vektoregyenlet koordinátánkénti kiírása adja megint a paraméteresegyenletrendszert,
x1 = x01 + tv1...
xn = x0n + tvnebb®l a paraméter kiküszöbölésével kapjuk az egyenes egyenletrendszerét, ami

v1 = · · · = vk 6= 0, vk+1 = · · · vn = 0 esetén az
x1 − x01
v1

= · · · = xk − x0k
vk

, xk+1 = x0k+1, · · · , xn = x0nalakot ölti.Egy hipersík de�ní
ió szerint azon pontokat tartalmazza, amelyek hely-vektorai :
r = r0 +

n−1∑

i=1

αivi



248 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAalakban írhatók fel valamely valós αi számokkal. Azaz az
{r− r0,v1, · · · ,vn−1}vektorrendszer összefügg®, így {v1, · · · ,vn−1} koordinátamátrixának (n−1)-méret¶ aldeterminánsaiból, mint koordináta n-esb®l álló n vektorral adódika hipersík vektoregyenlete :
〈r− r0|n〉 = 0.Ezen egyenlet a 〈r|n〉 = c alakban is felírható, ahol c valós szám. Világos,hogy a tér pontjai minden n vektorra és valós c számra a következ® háromhalmaz közül pontosan egyhez tartoznak:

〈r|n〉 < c, 〈r|n〉 = c, 〈r|n〉 > cez indokolja a következ® elnevezést :5.3.3. De�ní
ió. A 〈r|n〉 = c hipersík által de�niált nyílt féltereknek nevez-zük a
Hc(n)

+ := {P |−→OP = r, 〈r|n〉 > c}, Hc(n)
− := {P |−→OP = r, 〈r|n〉 < c}halmazokat. Zárt féltér vagy röviden féltér a nyílt féltér és a határoló hiper-síkjának uniója.Alapvet® jelent®ség¶ fogalom a konvexitás, melynek analitikus kezelésenagyon hasznos lehet.5.3.4. De�ní
ió. A H ⊂ En halmaz konvex, ha tetsz®leges két pontjávalegyütt azok összeköt® szakaszának pontjait is tartalmazza.A háromdimenziós térben felépítettük a kollineá
iók leírására legalkal-masabb eszközrendszert, a homogén koordinátázást. Ezt most kiépíthetjükaz n-dimenziós térben is. A tételek a háromdimenziós esetnek megfelel®enkimondhatók, a bizonyítások ugyanazok, így az olvasóra bízzuk ®ket.5.3.5. De�ní
ió. A P = (x1, · · · , xn)T ∈ En pont homogén koordinátáialatt az n + 1 méret¶ oszlopvektorok azon halmazát értjük, melynek elemei
sak nem nulla számszorosban térnek el az (x1, · · · , xn,1)T vektortól.A továbbiakban azon ekvivalen
ia osztályokhoz, mely reprezentánsaibanaz utolsó koordináta nulla a tér egy irányát vagy végtelen távoli pontjátrendeljük. A továbbiakban nem különböztetjük meg a közönséges és végtelentávoli pontokat.



5.3. AZ N-DIMENZIÓS EUKLIDESZI TÉR 2495.3.6. De�ní
ió. Két lineáris transzformá
ió ekvivalens, ha a �xált ortonor-mált homogén bázisra vonatkozóan felírt mátrixaik egymás nem nulla szám-szorosai.5.3.1. Tétel. Minden homogén koordinátarendszerben felírt
(

A t

uT 1

)alakú lineáris transzformá
ió egyenestartó leképezést reprezentál, mely ket-t®sviszonytartó, és pontosan akkor osztóviszonytartó, ha u a zérus vektor.5.3.7. De�ní
ió. Kollineá
iónak nevezzük a tér olyan transzformá
ióját,mely a pontok és egyenesek halmazán bijek
ió és az illeszkedést ®rzi.5.3.2. Tétel. Minden kollineá
ió - homogén koordinátákra vonatkozóan -reguláris lineáris transzformá
iók egy ekvivalen
ia osztályával azonosítható.A tétel szerint szintén osztályozhatjuk a kollineá
iókat az alábbi módon:
•. Projektivitás: Általános kollineá
ió, homogén koordinátarendszerben az

(
A t

uT 1

)lineáris transzformá
ióval írható le, ahol A reguláris.
•. A�nitás: A végtelen távoli síkot invariánsan tartó projektivitás, ennekhomogén analitikus alakja:

(
A t

0T 1

)

•. Hasonlóság: Olyan a�nitás mely a szakaszok hosszának arányát ®rzi.Ezeket olyan lineáris transzformá
iók adják, ahol A oszlopvektorai pá-ronként mer®legesek, hosszuk négyzete pedig a hasonlóság arányánaknégyzete.
•. Egybevágóság: Olyan hasonlóság, ahol a hasonlósági arány 1, azaz akollineá
ió távolságtartó. Az A mátrix ekkor ortogonális.Eljutottunk az n-dimenziós valós projektív tér fogalmáig:5.3.8. De�ní
ió. Az n-dimenziós valós projektív tér az ideális pontjaivalb®vitett n-dimenziós euklideszi tér.



250 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIA5.3.1. Másodrend¶ felületek osztályozása.Vizsgáljuk az
xTAx+ 2bTx + c = 0egyenletet kielégít® helyvektorok végpontjai által meghatározott ponthalma-zokat, amelyeket az n-dimenziós euklidészi tér másodrend¶ felületeinek ne-vezünk. Itt A ∈ Rn×n, b,x ∈ Rn, c ∈ R.Az inhomogén koordinátázásról áttérünk homogén koordinátázásra. E-gyenletünk ekkor a homogén koordinátájú új X vektorral a következ® alakotölti :

XT ·
(

A b

bT c

)
·X = 0.Változtassuk meg koordinátarendszerünket úgy, hogy t vektor mutassona régib®l az új kezd®pontba és B legyen a bázis
sere ortogonális mátrixa.Ekkor egyenletünk új alakja:

XT ·
(

BTAB BTAt+BTb

(tTA+ bT )B tTAt+ bT t+ tTb+ c

)
·X = 0.Célunk most B és t olyan választása, hogy a fenti egyenlet minél áttekint-het®bb alakot öltsön. Feltehet®, hogy A szimmetrikus így B választható úgy,hogy BTAB diagonális legyen f®átlójában a sajátértékeivel (Ezeket λi-veljelöljük.)A következ® eseteket különböztetjük meg:1. Ha valamennyi sajátérték nullától különbözik, A invertálható így a t =

= −A−1b választással egyenletünk alakja:
XT ·




λ1 · · · 0 0
· · · · · ·
0 · · · λn 0
0 · · · 0 −bTA−1b+ c


 ·X = 0.2. Általános esetben legyen az A ortonormált sajátvektorrendszere {s1, . . . , sn}.Ekkor B = [s1, . . . , sn] ugyanakkor a b és t vektorok {s1, . . . , sn} bázis-ra vonatkozó t = t1s1 + . . .+ tnsn, b = b1s1 + . . .+ bnsn el�állításábanszerepl� ti és bi koordinátákkal

At =
n∑

i=1

tiλisi



5.3. AZ N-DIMENZIÓS EUKLIDESZI TÉR 251illetve innen a (BT = B−1 �gyelembe vételével)
(BTAt+BTb)i = tiλi + biel®állításhoz jutunk. Azaz ha λi nem nulla akkor legyen ti = − bi

λi
hapedig nulla, akkor az i-edik sor utolsó oszlopában ti-t�l függetlenül

bi áll. (Minden sorban legfeljebb egy nem nulla szám szerepel.) A tiszámok egyértelm¶en meghatározottak ha λi nem nulla, egyébként avégs® formula felírásában szerepük nin
s, így további kritériumoknakmegfelel® választásuk is lehetséges.A fenti észrevételek alapján a másodrend¶ görbék (n = 2) illetve másod-rend¶ felületek (n = 3) ismert típusai könnyen meghatározhatóak.Másodrend¶ görbékLegyen most n = 2. Ekkor a következ® esetek jöhetnek szóba:1. λ1, λ2 > 0 és −bTA−1b + c >,=, < 0. Ekkor az egyenletet kielégít®vektorok végpontjainak mértani helye rendre az üreshalmaz, a koordi-nátarendszer kezd®pontja, illetve ellipszis (a sajátértékek egyenl®ségeesetén kör).2. A λ1 > 0, λ2 = 0 esetben, a λ1x2+2b2y+ (−bTA−1b+ c) = 0 egyenletadódik, melyet b2 6= 0 esetén az y′ = y+−bTA−1b+c
2b2

helyettesítés a λ1x2+
+2b2y

′ = 0 alakba viszi. Ebben az esetben a végeredmény parabola. Ha
b2 = 0, szóba jön az üreshalmaz, a kétszeres egyenes, és a párhuzamosegyenespár.3. Ha λ1 = λ2 = 0, akkor a teljes sík, vagy az üreshalmaz a lehetségesmegoldások.4. Végül, ha λ1 > 0, λ2 < 0 és −bTA−1b + c >,=, < 0 ; akkor metsz®egyenespár vagy hiperbola a lehetséges mértani hely.A D = −bTA−1b+c jelölés mellett eredményeinket az alábbi táblázatbanfoglalhatjuk össze:
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D > 0 D = 0 D < 0

λ1 > 0 λ2 > 0 ∅ x = y = 0 ellipszis
λ1 > 0 λ2 = 0 parabola parabola, x2 = 0 parabola, λ1x2 = −D
λ1 > 0 λ2 < 0 hiperbola λ1x

2 + λ2y
2 = 0 hiperbola

λ1 = 0 λ2 = 0 ∅ x, y ∈ R ∅Másodrend¶ felületekAz n = 3 esetben szóba jöv® esetek rendre:1. λ1, λ2, λ3 > 0 és −bTA−1b+ c >,=, < 02. λ1, λ2 > 0, λ3 = 0 és −bTA−1b+ c >,=, < 03. λ1 > 0, λ2 = λ3 = 0 és −bTA−1b+ c >,=, < 04. λ1 = λ2 = λ3 = 0 és −bTA−1b+ c >,=, < 05. λ1, λ2 > 0, λ3 < 0 és −bTA−1b+ c >,=, < 0.Az els® esetben üres alakzatot, egy pontot vagy ellipszoidot kapunk, be-leértve a gömb esetét is.A második pontban megint megkapjuk az üres alakzatot továbbá az el-liptikus hengert és az elliptikus paraboloidot. Ehhez vegyük észre, hogy a
λ1x

2 + λ2y
2 + 2b3z + (−bTA−1b+ c) = 0egyenlet nem zérus b3 esetén lineáris helyettesítéssel a

λ1x
2 + λ2y

2 + 2b3z
′ = 0alakot öltheti.



5.3. AZ N-DIMENZIÓS EUKLIDESZI TÉR 253A harmadik pontban szintén generálódik az üres alakzat, a fennmaradóhárom eset a kett®s és párhuzamos síkpáré, valamint a parabolikus hengeré.Itt megint b2, b3 6= 0 esetén, a
y = 2b3y

′ + 2b3z
′ − D

4b2
, z = 2b2y

′ − 2b2z
′ − D

4b3lineáris helyettesítéssel juthatunk a
λ1x

2 + 2b2y + 2b3z + (−bTA−1b+ c) = 0egyenletb®l a
λ1x

2 + 2b2b3y
′ = 0egyenlethez, mely parabolikus hengert ad. Ha a két paraméter egyike zé-rus, szintén parabolikus henger a végeredmény, ha mindkett®, a kett®s vagypárhuzamos síkpárok adódnak.A negyedik pontban az üres alakzat mellett a teljes tér el®állítását ismegkapjuk.Az ötödik pontban az egyköpeny¶ és kétköpeny¶ hiperboloidok mellett avalós körkúp is adódik.Az esetek között található üres alakzat, aszerint, hogy milyen egyenletneknin
s valós gyöke, a következ® esetekbe sorolható: képzetes ellipszoid (nin
svalós ideális pontja sem), képzetes elliptikus henger(egy valós ideális pontjavan), képzetes metsz® síkpár (egy valós egyenese van), képzetes párhuzamossíkpár (egy valós ideális egyenese van). Eredményeinket az alábbi táblázatfoglalja össze:



254 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIA
D > 0 D = 0 D < 0

λ1 > 0 λ2 > 0 λ3 > 0 képzetes pont ellipszoidellipszoid
λ1 > 0 λ2 > 0 λ3 = 0 képzetes képzetes elliptikuselliptikus metsz® hengerhenger, síkpár,elliptikus elliptikus elliptikusparaboloid paraboloid paraboloid
λ1 > 0 λ2 = 0 λ3 = 0 képzetes kett®s párhuzamospárhuzamos sík, síkpár,síkpár,parabolikus parabolikus parabolikushenger henger henger
λ1 = 0 λ2 = 0 λ3 = 0 ∅ x, y, z ∈ R ∅

λ1 > 0 λ2 > 0 λ3 < 0 kétköpeny¶ körkúp egyköpenyúhiperboloid hiperboloid5.4. Az n-dimenziós hiperbolikus tér... a logika sok szabálya helyett beértem a négy következ®vel...A második az volt, hogy a vizsgálódásaimban el®forduló minden problémátannyi részre osszam, ahányra 
sak lehet és ahányraa legjobb megoldás szempontjából szükség van.R. Des
artes: Értekezés az ész helyes vezetésének módszerér®lAz n-dimenziós hiperbolikus teret az n-dimenziós projektív modell segít-ségével vezetjük be. Tekintsük az n-dimenziós euklideszi tér egységgömbjét



5.4. AZ N-DIMENZIÓS HIPERBOLIKUS TÉR 255mint az n-dimenziós hiperbolikus tér Cayley-Klein féle projektív modelljét.Az euklideszi térnek a szokott módon való beágyazása az n-dimenziós pro-jektív térbe, lehet®séget teremt a homogén koordináták alkalmazására mostis. Számításaink alapját két észrevétel adja:
• egyrészt a hiperbolikus tér pontjainak távolsága az origótól elemi számí-tásaink alapján ismert, az euklideszi távolság tangens hiperbolikuszávalarányos,
• másrészt a hiperbolikus egybevágóságok analitikus alakja felírható.5.4.1. TávolságKiindulva a Cayley által bevezetett kúpszeletre vonatkozó relatív távolság fo-galmából a modellek fejezet hiperboloidmodell alfejezetében leírt 2-dimenzióseljárás az n-dimenziós esetre változás nélkül adaptálható. Kényelmi szem-pontokat �gyelembe véve a nulladik koordináta szerepét az (n + 1)-edik ko-ordinátára osztjuk és a beágyazó projektív tér távolságképletét kiindulásiformulánknak tekintjük. Kapjuk, hogy a távolságot a

cosh
d(x, y)

k
=

−〈x,y〉√
〈x,x〉〈y,y〉

,formula írja le, amelyben a szerepl® bilineáris függvény inde�nit bels® szorza-tot jelent � az (n+1)-edik koordináták szorzata levonódik az els® n koordinátaszorzatának összegéb®l � A k paramétert pedig 1-nek választjuk. A Cayley-Klein modell pontjai az xn+1 = 1, n∑
i=1

x2i < 1 feltételekkel vannak normálva,így az általános formulából a
cosh d(P,Q) =

1− 〈p,q〉√
1− 〈p,p〉

√
1− 〈q,q〉összefüggés adódik.A hiperboloid modell pontjaira a n+1∑

i=1

x2i = 1 normálási feltétel teljesül,ezért a képlet a
cosh d(x, y) = −〈x,y〉összefüggéssé egyszer¶södik.



256 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIA5.4.2. EgybevágóságokLáttuk, hogy az n-dimenziós euklideszi tér egybevágóságai homogén derék-szög¶ koordináták alkalmazása mellett a következ® alakú lineáris transzfor-má
iók ekvivalen
ia osztályaival írhatók le:
(

A t

0T 1

)
,ahol A ortogonális transzformá
ió. A továbbiakban rögzítsük a �xált orton-ormált bázisra vonatkozó xn+1 = 1 síkot a beágyazó euklideszi hipersíknak.Hiperbolikus terünket pedig reprezentálja ennek egységgömbje. Ekkor a térpontjainak homogén koordinátáit a

n∑

i=1

x2i ≤ x2n+1egyenl®tlenség szabályozza. Az ideális pontok éppen az egyenl®ség által kije-lölt homogén koordinátájú pontok, ezek a gömb határának pontjai. Legyena továbbiakban Â az (n + 1)-dimenziós tér egy lineáris transzformá
iója.Mátrixának elemeit ai,j-vel jelöljük, Â ekvivalen
ia osztályának az az eleme,melyre an+1,n+1 ∈ {0,1} legyen Ã-val jelölve, azaz an+1,n+1 6= 0 esetén
Ã :=

(
1

an+1,n+1
[a1, · · ·an+1]

)
=

(
A t

uT 1

)
,egyébként Â = Ã. A következ® két tétel a hiperbolikus egybevágóságokatjellemzi, igazoljuk, hogy a projektív módon modellezett hiperbolikus tér izo-metriái, lineáris transzformá
iókkal indukálhatók.5.4.1. Tétel. A következ® állítások ekvivalensek:1. Az Â lineáris leképezés a modellt invariánsan hagyja;2. Az

A :=




a1,1 . . . a1,n
1
i
a1,n+1... ...

an,1 . . . an,n
1
i
an,n+1

ian+1,1 . . . ian+1,n an+1,n+1


mátrix λ-ortogonális, azaz valamely λ > 0 számmal λEn+1 = ATA ;
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J =

(
En 0

0T −1

)de�ní
ióval kapott mátrix a Â mátrixxal kielégíti a λJ = ÂTJÂ egyen-l®séget;4. Az Â lineáris transzformá
ió a modell egybevágóságát indukálja.Bizonyítás: Az állításokat a tételben kimondott sorrendnek megfelel®enigazoljuk egymásból.
(1⇒ 2) El®ször megmutatjuk, hogy a modellszférát invariánsan tartó lineáristranszformá
iók kielégítik a tételbeli ortogonalitási feltételt. Jelölje a tér egyortonormált bázisát {ei|i = 1, · · · , (n + 1)}. A ±ei + en+1 vektorokat az Âlineáris transzformá
ió az xn+1 = 1 síkra mutató √2 hosszú vektorba viszi,ahonnan az Â együtthatóira a

n∑

j=1

(±aj,i + aj,n+1)
2 = (±an+1,i + an+1,n+1)

2egyenl®séghez jutunk. Jelöljük ai-vel az n-méret¶ A mátrix i-edik oszlopvek-torát, ekkor a fenti egyenletet az
(
〈ai|ai〉 − a2n+1,i

)
+
(
〈an+1|an+1〉 − a2n+1,n+1

)
±2 (〈ai|an+1〉 − an+1,ian+1,n+1) = 0alakba írhatjuk. Ez 
sak úgy állhat fenn, ha

2 (〈ai|an+1〉 − an+1,ian+1,n+1) = 0,és ezért minden i-re teljesül a
(
〈ai|ai〉 − a2n+1,i

)
+
(
〈an+1|an+1〉 − a2n+1,n+1

)
= 0egyenlet. Ezért szintén fennáll

λ :=

(〈
1

i
an+1|

1

i
an+1

〉
+ a2n+1,n+1

)
= (〈ai|ai〉+ iai,n+1)

2)egyenl®ség, az A oszlopvektorai egyenl® hosszúak. (Mivel a modell gömb
(0,1)T középpontja is a gömb bels® pontja marad ezért a transzformá
ióutolsó oszlopának elemeire fennáll még az:

λ =

(〈
1

i
an+1|

1

i
an+1

〉
+ a2n+1,n+1

)
> 0



258 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAösszefüggés is, ami alapján a fenti vektorok "hossza" a geometriai hossz.)Az ortogonalitás bizonyításához tekinthetjük a
± 1√

2
(ei + ej) + en+1 = e+ en+1alakú vektorok képeit. Ezek szintén a modellgömb felszínére mutatnak ezérta következ® egyenl®ségekhez vezetnek:

0 =

(
〈Ae|Ae〉 − 1√

2
(an+1,i + an+1,j)

2

)
+
(
〈an+1|an+1〉 − (an+1,n+1)

2
)
±

±2
(
〈e|an+1〉 −

1√
2
(an+1,i + an+1,j) an+1,n+1

)
.A harmadik tag tehát nulla így teljesül a

1

2

(
〈ai|ai〉+ 〈aj |aj〉+ 2 〈ai|aj〉 − a2n+1,i − a2n+1,j − 2an+1,ian+1,j

)
=

= −〈an+1|an+1〉+ a2n+1,n+1egyenl®ség. Mivel a baloldal a korábbi egyenl®ségeket �gyelembe véve éppen
1

2

(
2
(
−〈an+1|an+1〉+ a2n+1,n+1

)
+ 2 (〈ai|aj〉 − an+1,ian+1,j)

)
,ezért minden i, j párra teljesül, hogy

0 = 〈ai|aj〉 − an+1,ian+1,j = 〈ai|aj〉+ (ian+1,i) (ian+1,j) .

(2⇒ 3) A bizonyítás második lépéseként belátjuk, hogy az ortogonalitásifeltételb®l következik a mondott második mátrix egyenlet.Valóban
λE =

(
AT iu
1
i
tT c

)(
A 1

i
t

iuT c

)
=

(
AAT − uuT 1

i
AT t+ icu

1
i
tTA+ icuT −tT t+ c2

)egyenl®ség alapján
1

i

(
AT t− cu

)
=

1

i
AT t+ icu = 0,illetve

λ = −tT t+ c2áll fenn, így
J = J

1

λ
λE =

(
AAT − uuT 1

i
AT t+ icu

−(1
i
tTA+ icuT ) tT t− c2

)
=
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=

1

λ

(
AAT − uuT AT t− cu
tTA− cuT tTt− c2

)
=

=
1

λ
ÂTJÂ,ahogy állítottuk.

(3⇒ 4) A harmadik következtetés igazolásához fel kell idézni a projektívmodellbeli távolság fogalmat. Mivel a modell P,Q pontpárjának hiperbolikustávolságát a p̃T = (p,1)T , q̃T = (q,1)T helyvektoraik segítségével a
cosh d(P,Q) =

1− 〈p,q〉√
1− 〈p,p〉

√
1− 〈q,q〉fejezi ki, a közönséges (n+1)-dimenziós skaláris szorzattal ezt az egyszer¶bb

cosh d(P,Q) =
−〈J(p̃), (q̃)〉√

〈J(p̃), p̃〉
√
〈J(q̃), q̃〉alakban írhatjuk. Így

cosh d(A(P ), A(Q)) =
−〈J(A(p̃)), A(q̃)〉√

〈J(A(p̃)), A(p̃)〉〈J(A(q̃)), A(q̃)〉
=

=
−〈ATJA(p̃), (q̃)〉√

〈ATJA(p̃), p̃〉〈ATJA(q̃), q̃〉
=

=
−〈λJ(p̃), (q̃)〉√
〈λJ(p̃), p̃〉〈λJ(q̃), q̃〉

= cosh d(P,Q)mutatja a távolságtartást.
(4⇒ 1) Végül ha Â a modell egybevágóságát indukálja, akkor világos módona modellgömböt invariánsan is tartja, azaz az utolsó állításból következik azels®.5.4.2. Tétel (A lineáris reprezentálhatóságról). A modell tetsz®leges Φ egy-bevágósága lineáris transzformá
ióval indukálható.Bizonyítás: El®ször vegyük észre, hogy a hiperbolikus tér egybevágósága-inak 
soportja generálható egy ponton áthaladó hipersíkra való tükrözésekés ezen a ponton áthaladó egyenesek menti eltolásokkal. Valóban tetsz®legeshiperbolikus egybevágóság el®áll véges sok (legfeljebb n+ 1) hipersíkra való



260 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAtükrözés szorzataként, tetsz®leges síkra vonatkozó tükrözés, pedig egy ori-gón áthaladó síkra vonatkozó tükrözés konjugáltja egy origón áthaladó egye-nes mentén végzett eltolással1. Ez utóbbi leképezés analitikus alakja viszontegy origót �xen hagyó egybevágóság szorzata egy valamelyik koordinátaten-gelyt invariánsan tartó eltolással, ezért az egybevágóság 
soport a koordinátatengelyek menti eltolások és az origót �xen hagyó hipersík tükrözések általgenerált 
soport.A továbbiakban lineáris transzformá
ióval reprezentáljuk ezen generátorelemeket. Tekintsünk el®ször egy
(

D t

uT c

)
,alakú a modell egybevágóságát indukáló, reguláris mátrixot, ahol D diagoná-lis. Igazoljuk, hogy ez, valamelyik koordináta tengely irányában végrehajtottpárhuzamos áthelyezést valósít meg.A D mátrix f®átlójában lev® elemek legyenek rendre d1, d2, · · · , dn, t ko-ordinátái ti, u koordinátái ui. Feltételünk szerint minden 1 ≤ i ≤ n-re teljesül

d2i − u2i = −
n∑

i=1

t2i + c2,és minden 1 ≤ i 6= j ≤ n párra fennáll
−uiuj = 0.A második egyenl®ség miatt az ui-k között legfeljebb egy nem nulla szerepel,legyen ez u1. Ha 2 ≤ i ≤ n teljesül, akkor az (n + 1)-edik oszlopvektorravonatkozó mer®legesség alapján
diti = 0.Azonban a teljes mátrix nem tartalmazhat zérus oszlopot, így ezen indexekre

ti = 0 áll fenn, ezért a következ® egyenletekre jutunk:
d21 − u21 = d22 = · · · = d2n = −t21 + c2.Feltéve, hogy ezen közös érték 1, válasszuk a koordinátatengelyek irányátúgy, hogy d2 = · · · = dn = 1 teljesüljön. Az els® és az (n + 1)-edik oszlopokmer®legessége most a 1

i
d1t1 + iu1c = 0 egyenl®séget adja, ahonnan

t21 =
u21c

2

d211 A hipersíkra mer®leges egyenes mint alapegyenes meghatároz egy eltolást, melyaz egyenesnek a hipersíkkal való metszéspontját az origóba viszi. Könnyen ellen-®rizhet®, hogy ezen eltolással konjugálva az egyenesre mer®leges az O-n áthaladóhipersíkra vonatkozó tükrözést, éppen az adott síktükrözést kapjuk.



5.4. AZ N-DIMENZIÓS HIPERBOLIKUS TÉR 261adódik. Ezt az els® egyenletbe helyettesítve kapjuk, hogy
d21 − u21 =

(d21 − u21)c2
d21

,azaz a d21 = c2 egyenl®séghez jutunk. A d1 = c egyenl®ség a t1 = u1 egyen-l®séget implikálja, melyet összevetve a c2 − t21 = 1 egyenl®séggel láthatjuk,hogy valamely d valós számmal
d1 = c = cosh d és t1 = u1 = sinh d.Ha feltesszük, hogy d1 = −c, akkor t1 = −u1 és az (n + 1)-edik tengelyirányát megváltoztatva szintén az
Ã :=




cosh d 0 . . . 0 sinh d
0 1 . . . 0 0... ... ...
0 0 . . . 1 0

sinh d 0 . . . 0 cosh d




(5.1)alakot kapjuk. Igazoljuk, hogy ezen leképezés a modellgömbnek megfelel® hi-perbolikus térben az x1 tengely mentén d távolsággal való eltolást generálja.Ehhez legyen P tetsz®leges modellbeli pont a (p,1)T helyvektorral. Leképe-zésünk a p = (tanh r)e1 + pm vektort vigye (p′,1)T -ba. Eredményünk a



(cosh d)(tanh r) + sinh d
pm

(sinh d)(tanh r) + cosh d


vektor, ahonnan

x1e1 + p′
m = p′ =

(
(cosh d)(tanh r)+sinh d
(sinh d)(tanh r)+cosh d

pm

(sinh d)(tanh r)+cosh d

)
.Azaz a képvektor x1 tengelyre vonatkozó mer®leges vetülete

x1e1 = tanh(r + d)e1,és a p′
m komponens a pm komponens alkalmas nyújtásával adódik. Figyelem-be véve a modell illeszkedési struktúráját ebb®l rögtön adódik, hogy az x1tengely és a PP ′ egyenes egysíkuak. Ha igazoljuk. hogy a P és P ′ pontok x1tengelyt®l mért hiperbolikus távolságai megegyeznek, bizonyítottuk, hogy alineáris leképezés által indukált transzformá
ió a hiperbolikus tér x1-tengely



262 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAirányú d távolsággal történ® eltolása. Mivel a modell P,Q pontpárjának hi-perbolikus távolságát a (p,1)T , (q,1)T helyvektoraik segítségével a
cosh d(P,Q) =

1− 〈p,q〉√
1− 〈p,p〉

√
1− 〈q,q〉fejezi ki a P és mer®leges vetületének (tanh r)e1-nek távolsága így:

1− tanh2 r
√
1− tanh2 r

√
1− (〈pm,pm〉+ tanh2 r)

=

√
1− tanh2 r

1− (〈pm,pm〉+ tanh2 r)
.Hasonlóképpen a P ′ és az ® mer®leges vetületének (tanh(r + d))e1-nek atávolsága:

√
1− tanh2(r + d)

1− 〈p′,p′〉 =

√√√√ 1− tanh2(r + d)

1− ( 〈pm,pm〉
((sinh d)(tanh r)+cosh d)2

+ tanh2(r + d))
=

=

√√√√
1

cosh2(r+d)

1
cosh2(r+d)

− cosh2 r〈pm,pm〉
cosh2(r+d)

=

√√√√
1

cosh2(r)

1
cosh2(r)

− 〈pm,pm〉
=

=

√
1− tanh2 r

1− (〈pm,pm〉+ tanh2 r)
,így a két távolság valóban megegyezik.Másodszor vegyük észre, hogy a korábbiak szerint az

(
A 0

0T c

)
,transzformá
ió, ahol A λ-ortogonális a λ = c2 számmal, az origót �xen tartóhiperbolikus egybevágóságot indukál. Így ha A az n-dimenziós euklidészi térhipersíkra vonatkozó tükrözését adja, a fenti mátrix a hiperbolikus tér O-t�xen tartó hipersík tükrözését indukálja. Ezzel ezen állításunkat is igazoltuk.A fenti bizonyításban meghatároztuk az xi tengely menti d távolságúeltolást reprezentáló lineáris leképezés mátrixát. A hiperbolikus sík egybe-vágóságai közül érdekes lehet a párhuzamos áthelyezés analitikus leírása is.Ezen 3-méret¶ mátrix a következ® módon kapható meg. Az x1 tengely¶ O-náthaladó para
iklus menti valamely φ párhuzamos áthelyezést de�niáljuk az
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x1 tengelyre vonatkozó és a (−1,0,1) ponton áthaladó az x1 tengellyel α szö-get bezáró e egyenesre vonatkozó tükrözések szorzataként. Ha az e egyenestávolsága az O ponttól a hiperbolikus síkon d, akkor fennáll a

sinα = tanh dösszefüggés. Ebb®l rögtön adódik, hogy
cosα =

1

cosh d
és tanα = sinh dösszefüggések is fennállnak. Húzzunk most az e egyenessel O-n keresztül amodellben párhuzamos e′ egyenest. Ennek egység normálvektora a

(− sinα, cosα, 0)Tvektor, ezért az erre vonatkozó tükrözés mátrixa az



1− 2 sin2 α 2 sinα cosα 0
2 sinα cosα 1− 2 cos2 α 0

0 0 1


 =




1−sinh2 d
cosh2 d

2 tanh d
cosh d

0
2 tanh d
cosh d

sinh2 d−1
cosh2 d

0
0 0 1


mátrix. Mivel az e′ majd az e egyenesekre vonatkozó tükrözések szorzata nemmás mint a rájuk mer®leges O-n áthaladó egyenes menti 2d távolságú eltolás,ezért az e egyenesre vonatkozó tükrözés mátrixa egyenl® az e-re vonatkozótükrözés az e′-re vonatkozó tükrözés és ezen eltolás szorzatával. Így kapjuk,hogy a keresett mátrix nem más mint az alábbi mátrixok szorzata



− sinα − cosα 0
cosα − sinα 0
0 0 1






cosh(2d) 0 sinh(2d)
0 1 0

sinh(2d) 0 cosh(2d)





− sinα +cosα 0
− cosα − sinα 0

0 0 1


illetve 


1−sinh2 d
cosh2 d

2 tanh d
cosh d

0
2 tanh d
cosh d

sinh2 d−1
cosh2 d

0
0 0 1


 .Az x1 tengelyre vonatkozó tükrözés mátrixa




1 0 0
0 −1 0
0 0 1


Ezért az x1 majd az e egyenesekre vonatkozó tükrözések szorzatát az alábbiszorzat adja:




cosh(2d) tanh2 d+ 1
cosh2 d

tanh d
cosh d

(1− cosh(2d)) − sinh(2d) tanh d
tanh d
cosh d

(1− cosh(2d)) cosh(2d)

cosh2 d
+ tanh2 d sinh(2d)

cosh d

− sinh(2d) tanhd sinh(2d)
cosh d

cosh(2d)


×
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×




1−sinh2 d
cosh2 d

−2 tanh d
cosh d

0
2 tanh d
cosh d

− sinh2 d−1
cosh2 d

0
0 0 1


 .A vizsgált párhuzamos áthelyezés az O pontot a megfelel® para
ikluson úgymozgatja el, hogy 2d hosszúságú szakasz köti össze ®t a képével. Ezen pa-ra
ikluson a pontok tehát 2 sinh d hosszú ívvel helyez®dnek át (lásd 6.5.3.).Vezessük be az s = 2 sinh d jelölést. Ekkor

cosh(2d) = cosh2 d+ sinh2 d = 1 + 2 sinh2 d = 1 +
s2

2
, cosh d =

√
1 +

s2

4Ezért
tanh d =

s√
4 + s2

,és a mátrix szorzat a következ® alakot ölti :



s4+2s2+8
2(4+s2)

− s3

4+s2
−s2

2

− s3

4+s2
4+3s2

4+s2
s

−s2

2
s 1 + s2

2







4−s2
4+s2

− 4s
4+s2

0
4s

4+s2
−−4+s2

4+s2
0

0 0 1


 =

=




−s2+2
2

−s −s2
2

s 1 s
s2

2
s 2+s2

2


 .Például s = 2 helyettesítéssel, ebb®l transzformá
ió mátrixnak az



−1 −2 −2
2 1 2
2 2 3


mátrix adódik. Az általunk vizsgált egyenespár (x1, y) olyan párhuzamos át-helyezést valósít meg, melynél az O-t a képével összeköt® szakasz a rajtukáthaladó tengelyekkel x1-el illetve y-al π

2
− α szöget zárnak be. Tetsz®legespárhuzamos áthelyezés tetsz®leges meghatározó egyenespárjára vonatkozóanilyen korrespondeáló pontpár egyértelm¶en létezik. Azaz az α szög rögzítéseadott párhuzamos áthelyezés esetén kijelöl egy para
iklust, amelyen a meg-felel® pontpárok para
ikluson mért távolsága s = 2 sinh d = 2 tanα. Ezért az

α szög is használható geometriai jelentéssel bíró paraméterként, ezzel felírvaa párhuzamos áthelyezést az



1− 2 tan2 α −2 tanα −2 tan2 α
2 tanα 1 2 tanα
2 tan2 α 2 tanα 1 + 2 tan2 α






5.4. AZ N-DIMENZIÓS HIPERBOLIKUS TÉR 265reprezentáló mátrixhoz jutunk.Jelen szakasz utolsó eredményeként megmutatjuk, hogy a projektív térvektorainak másik normálásával adódó L hiperboloid modell segítségével Hndi�eren
iálgeometriai értelemben is jól kezelhet®, a topológikus izometriáiéppen a lineáris izometriák. (Ezen utóbbiakat pedig az el®z® két tételünkjellemzi.) A továbbiakban L mintHn modellje a fels® féltérbe es® hiperboloiddarabot jelenti.5.4.1. Lemma. Legyen a hiperboloid modell egy pontjába mutató helyvektor
p . Ekkor a p pontbeli érint®tér � az inde�nit skalárisszorzat szerint értve �éppen a p-re ortogonális vektorok halmaza.A lemma következménye, hogy az inde�nit skalárisszorzat megszorítása ahiperboloid érint®tereire pozitív de�nit skaláris szorzatot ad. Ezért a modelltekinthet® egy Riemann sokaságnak, ahol a skaláris szorzat indukálja a térmetrikáját a következ® módon. Jelöljük ds2-el azt a függvényt, amely a modellegy pontjában felvett érint®sik két vektorának a skaláris szorzatát rendeli, apont és a két érint®vektor által meghatározott hármashoz. Nyilván a függvénysima (akárhányszor di�eren
iálható) és származtatható bel®le tetsz®leges amodellhez tartozó γ : [a, b]→ L görbe ívhossza az

s(γ) =

∫ b

a

√
〈γ̇(t), γ̇(t)〉γ(t)dtformulával. A Riemann távolsága az x = γ(a) illetve y = γ(b) pontoknak:

d(x, y) := inf {s(γ) olyan γ függvényekre, melyekre γ(a) = x, γ(b) = y} .Topológikus (metrikus) izometriáról beszélünk egy olyan L→ L homeomor-�zmus esetén, ami a pontpárok Riemann távolságát ®rzi. Legyen F egy line-áris izometria (azaz F lineáris leképezés és a beágyazó tér skaláris szorzatát®rzi, valamint L-et L-be viszi), melynek a megszorítása L-re f . Ha x, y ∈ Lkét pont, akkor az x-b®l y-ba haladó görbe ívhosszát össze tudjuk hasonlítaniaz f(x)-ból induló f(y)-ba érkez® megfelel® görbe ívhosszával. Valóban az
〈Df(γ̇), Df(γ̇)〉γ = 〈DF (γ̇), DF (γ̇)〉γ = 〈F (γ̇), F (γ̇)〉γ = 〈γ̇, γ̇〉γegyenl®ségek mutatják, hogy lineáris izometria a görbék ívhosszát ®rzi. Így®rzi a pontok Riemann távolságát is. A következ®kben az L-beli x pontot abeágyazó térbeli helyvektorával x-el azonosítjuk.5.4.2. Lemma. Az x, y pontok Riemann távolsága kifejezhet® az inde�nitskalárisszorzattal, pontosabban:

cosh(d(x,y)) = −〈x,y〉.



266 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIABizonyítás: A fenti formulában az in�numot szolgáltató geodetikus görbéka Cayley-Klein modellben is geodetikusok, hiszen ugyanazon formula alapjánugyanazon skaláris szorzatra nézve végezzük az integrálást. Ezért a projektívalapformula megfelel® normálásával adódik a két pont távolságára vonatkozóképlet.Tegyük fel, hogy f topológikus izometria L-en. Az xi ∈ L i = 1, · · · , n+
+1 pontok legyenek lineárisan függetlenek, így de�niálhatunk egy F lineárisleképezést a F (xi) = f(xi) egyenl®ségekkel. Ha a standard ei bázis elemei az

ei =
n+1∑

l=1

ailxlegyenl®ségekkel adottak, akkor
〈F (ei), F (ej)〉 =

n+1∑

l,k=1

ailajk〈f(xi), f(xj)〉 =

= − cosh(d(f(xi), f(xj)))

n+1∑

l,k=1

ailajk = − cosh(d(xi,xj))

n+1∑

l,k=1

ailajk = 〈ei, ej〉mutatja, hogy F -re invariáns az inde�nit skalárszorzat. Igazolnunk kell méghogy megszorítása L-re éppen f . Feltehet®, hogy f(xi) = xi minden i-re(különben tekinthetnénk az F−1 ◦ f leképezést), bizonyítanunk kell, hogy Faz L-en ekkor az identitás. Ehhez tekintsük:
〈F (x), F (ej)〉 =

n+1∑

l=1

ail〈f(x), f(xj)〉 = − cosh(d(f(x), f(xi)))

n+1∑

l=1

ail =

= − cosh(d(x,xi))
n+1∑

l=1

ail = 〈x, ei〉egyenl®séget. Mivel ez minden i-re fennáll F (x) = x, de az x választása L-ntetsz®leges volt, ezért valóban F az L-en az identitás. Kaptuk tehát, hogytetsz®leges Riemann izometria egy lineáris izometria megszorítása L-re. Azazkaptuk, hogy5.4.3. Tétel. A pszeudo-euklideszi térbe beágyazott hiperbolikus tér hiper-boloid modelljére vonatkozó topológikus és lineáris izometria fogalmak meg-egyeznek. Minden lineáris izometria invariánsan hagyja a Riemann metrikátés minden topológikus izometria kiterjed a beágyazó tér lineáris izometriájá-vá.



5.5. AZ N-DIMENZIÓS SZFÉRIKUS TÉR 2675.5. Az n-dimenziós szférikus tér... a logika sok szabálya helyett beértem a négy következ®vel...A harmadik az, hogy bizonyos rendet kövessek gondolkodásomban, mégpedigolyképp, hogy a legegyszer¶bb és a legkönnyebben megismerhet® tárgyakkalkell kezdenem, hogy aztán lassan, fokozatosan emelkedjem fel azösszetettebbek ismeretéhez; S még azok között is fel kelltételezzek bizonyos rendet, amelyek nem magátólérthet®en következnek egymás után.R. Des
artes: Értekezés az ész helyes vezetésének módszerér®lAz n-dimenziós szférikus tér az (n + 1)-dimenziós euklidészi tér egységvektorainak végpontjai által modellezhet® tér, ahol a pontok távolságát a térskaláris szorzatából de�niálhatjuk a
cos d(x, y) = 〈x,y〉formula segítségével. Az illeszkedési struktúrát a beágyazó tér altérrendszereszármaztatja ennek gömbfelszínre való megszorítása által. Az egydimenziósalterek két átellenes pontot jelölnek ki, a kétdimenziósak egy f®kört, általá-ban egy k-dimenziós altér egy k − 1-dimenziós un. szférát jelöl ki. A kapottszférákra az abszolút terek illeszkedési axiómái közül már az els® sem teljesülha tetsz®leges két pontot különböz®nek tekintünk, ( két átellenes pont sokf®kört határoz meg) de értelmezhet®k a geometriai vizsgálatok alapfogalmaiés objektumai, (geodetikus, szög, sokszögek, poliéderek, konvexitás,) és min-den konkrét euklidészi vagy hiperbolikus formula és tétel valamilyen szintenadaptálható a szférikus térben. Ha nem ragaszkodunk az abszolút tereké-hez hasonló konzekvens axiomatikus felépítéshez, a szférikus geometria nemegyéb, mint a gömbfelszínre vonatkozó geometriai állítások és összefüggésekegy spe
iális együttese. Ha vizsgálatainkat az abszolút tereknél látott axio-matikus rendszerben szeretnénk folytatni, szükséges az átellenes pontpárokazonosításával egy újabb struktúrát létrehozni, amelyet elliptikus geometriá-nak nevezhetünk. A kapott modell mellett az elliptikus terek tipikus képvise-l®i a projektív terek, ezeknek egy külön fejezetet szentelünk. Itt valóban 
saka szférikus térrel foglalkozunk egybevetve a kapott formulákat az euklidésziés hiperbolikus formulákkal is.5.5.1. Elemi formulákEl®ször elemi összefüggéseket fogunk össze hasonlítani. Az táblázataink a há-romszögek oldalai és szögei közti összefüggéseket tárgyalja. A szférikus for-mulákban a teret modellez® gömb sugarát, míg a hiperbolikusokban a tér k



268 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAparaméterét választottuk egységnyinek. A háromszög oldalai a, b, c szembenlev® szögei rendre α, β, γ, a-hoz tartozó magassága m, amely a-t az el®je-les a1, a2 szakaszokra bontja. Legyen továbbá s a háromszög félkerülete. Aszinusz, koszinusz tételek alakjait, továbbá a háromszög területének szögek-kel és oldalakkal kifejezett formuláit hasonlíthatjuk össze. A hiperbolikus ésszférikus formulákban a trigonometrikus illetve hiperbolikus függvények hat-ványsor el®állításában a hossz jelleg¶ paraméterekkel nullához tartva ugyan-azon határformulákat kapjuk ezek éppen az euklidészi geometria formulái.Jelen paragrafusban a szférikus formulákat bizonyítjuk. A hiperbolikus for-mulák ezekb®l formálisan megkaphatók a hossz jelleg¶ paraméterek tisztánképzetes helyettesítésével, ha felhasználjuk a következ® azonosságokat:
i sinh a = sin(ia), cosh a = cos(ia), i tanh a = tan(ia).Az 1.7 pontban igazoltuk a Bolyai féle abszolút szinusz tételt, ami magábanfoglalja a szférikus esetet is. Láttuk azt is, hogy a szférikus trigonometriaa beágyazó tért®l független az euklideszi és hiperbolikus térbeli formulákmegegyeznek. Most az oldalakra vonatkozó koszinusz tétel egy vektorokkaltörtén® bizonyítását adjuk.5.5.1. Tétel (Gömbi koszinusz tétel).

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γBizonyítás: A háromszög 
sú
spontjaiba mutassanak rendre az a,b, c hely-vektorok. A c vektorra mer®leges sík metszete az a illetve b oldalat megha-tározó síkkal adja az a′, b′ vektorokat. Ekkor
a = (cos b)c + (sin b)a′ és b = (cos a)c+ (sin a)b′,ezért

cos c = 〈a,b〉 = cos a cos b+ sin a sin b〈a′,b′〉 = cos a cos b+ sin a sin b cos γ,ahogy állítottuk.A szögekre vonatkozó koszinusz tétel azonnal adódik ebb®l, ha a gömb-háromszög polárháromszögére felírjuk az oldalakra vonatkozót. A polárhá-romszög 
sú
sait a gömbb®l az eredeti háromszög oldalait kimetsz® síkoknormálvektorai adják. Ezen háromszög oldalainak mértéke az eredeti három-szög szögeinek mértékével egyezik meg és fordítva. Következ® említésre méltóállítás a háromszög területének meghatározása szögei függvényében. A terü-let fogalmát a modellgömb felszínének segítségével értelmezzük, a sík egyhalmazának akkor van területe, ha a megfelel® gömbfelületrésznek van fel-színe, a terület mértéke ilyenkor ezen érték. A sík háromszögtartományai a



5.5. AZ N-DIMENZIÓS SZFÉRIKUS TÉR 269modellgömb π-nél kisebb oldalú gömbháromszögeiként tekinthet®k, azzal amegjegyzéssel, hogy egy rögzített háromszög esetén a modellgömb forgathatóúgy, hogy oldalai euklideszi értelemben összefügg®ek legyenek. Felhasznál-juk még a gömbkétszög fogalmát, amely két gömbi f®kör által meghatáro-zott π-nél kisebb szög¶ gömbi tartomány. A gömbkétszög a gömbön elfoglalthelyzetét®l eltekintve a f®körök síkjai által meghatározott, felszíne egyszer¶integrálással adódóan 2αr2, ahol α a gömbkétszög szöge.5.5.2. Tétel. Az α, β, γ szögekkel rendelkez® háromszög szférikus területe
T = (α + β + γ − π)r2ahol r a modellgömb sugara.Bizonyítás: Tekintsük a 5.4. ábrán jelölt ABC háromszöget. Ennek szö-

O

a

bc a

b g

5.4. ábra. A háromszög területe a szférikus modellbengei rendre α, β, γ. Az α szög¶ szögtartomány meghatároz két gömbkétszö-get, melyek egyenként tartalmazzák az ABC és az átellenes, vele egybevágógömbháromszöget. Hasonlóan van két β és két γ szög¶ szögtartomány, melyekszintén tartalmazzák a két gömbháromszöget. A hat gömbkétszög együttesenlefedi a gömböt oly módon, hogy a gömbháromszögeket három�három fedi.Így a következ® formulához jutunk:
2(2α + 2β + 2γ)r2 = 4πr2 + 4Tahonnan rögtön adódik, hogy
T = (α+ β + γ − π)r2.Most rátérünk az oldalak hossza alapján számolható képletek igazolására.A továbbiakban a gömbök sugara 1.



270 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIA5.5.3. Tétel. Ha egy T terület¶ gömbháromszög a hosszú oldalát a hozzá-tartozó m magasság az (el®jeles) a1, a2 hosszú ívekre bontja, akkor fennálla
tan

T

2
= tan

m

2

(
tan

a1
2

+ tan
a2
2

)összefüggés.Bizonyítás: Tekintsünk egy a,b befogókkal rendelkez® derékszög¶ három-szöget. Ennek területe el®z® tételünk szerint:
T = (α + β)− π

2
.Azaz

tan
T

2
= tan

(
α + β

2
− π

4

)
=

tan α+β
2
− 1

tan α+β
2

+ 1
.Számoljuk el®ször ki a (

tan
α + β

2

)értéket. A koszinusz tétel szerint
cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosα = cos2 b cos a+ sin b sin c cosα,ahonnan felhasználva a cos c = cos a cos b gömbi Pitagorasz tételt, kapjuk,hogy

cosα =
cos a sin b

sin c
.Ezért

cos
α

2
=

√
sin c+ cos a sin b

2 sin c
,

sin
α

2
=

√
sin c− cos a sin b

2 sin c
,és így

sin
α + β

2
=

1

2 sin c

(√
(sin c− cos a sin b)(sin c+ cos b sin a)+

+
√

(sin c+ cos a sin b)(sin c− cos b sin a)
)
=

=
1

2 sin c

(√
(sin2 c+ sin c sin(a− b)− sin a sin b cos a cos b)+
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√

(sin2 c− sin c sin(a− b)− sin a sin b cos a cos b)

)
=

=
1

2 sin c

(√
(1− cos a cos b cos(a− b) + sin c sin(a− b))+

+
√

(1− cos a cos b cos(a− b)− sin c sin(a− b))
)
=

=
1

2 sin c

(√
(1− cos c cos(a− b) + sin c sin(a− b))+

+
√
(1− cos c cos(a− b)− sin c sin(a− b))

)
=

=
1

2 sin c

(√
(1− cos(a− b+ c)) +

√
(1− cos(c− a+ b))

)
=

=

√
2

2 sin c

(
sin

(
a− b+ c

2

)
+ sin

(
c− a+ b

2

))
=

=

√
2

sin c
sin

c

2
cos

a− b
2

=

√
2 cos a−b

2

2 cos c
2

.Hasonlóan kapjuk, hogy
cos

α+ β

2
=

√
2 cos a+b

2

2 cos c
2

,ezért
tan

α + β

2
=

cos a−b
2

cos a+b
2

,ahonnan
tan

T

2
=

cos a−b
2
− cos a+b

2

cos a−b
2

+ cos a+b
2

=
−2 sin a

2
sin −b

2

2 cos a
2
cos −b

2

= tan
a

2
tan

b

2
.Azaz a tétel állítása derékszög¶ háromszögre teljesül. Az m magasság se-gítségével háromszögünket két derékszög¶ háromszögb®l állíthatjuk el®, ígyvalóban fennáll a

tan
T

2
= tan

m

2

(
tan

a1
2

+ tan
a2
2

)formula.5.5.4. Tétel (Heron formulája a gömbön). Ha a, b, c, s, T egy gömbháromszögoldalai, félkerülete és területe, akkor
T = 4 arctan

√
tan

s

2
tan

s− a
2

tan
s− b
2

tan
s− c
2

.



272 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIABizonyítás: Az el®z® tételünkben derékszög¶ háromszög esetére igazoltuka
sin

α + β

2
=

√
2 cos a−b

2

2 cos c
2egyenl®séget. Ez γ = π

2
miatt a
sin

α + β

2
=

cos γ
2
cos a−b

2

cos c
2

,alakban is felírható. Igazoljuk, hogy ez a formula tetsz®leges gömbhárom-szögre teljesül. (Ha pld. a háromszög egyenl®szárú (a = b), akkor a kívántegyenl®ség a
sinα =

cos γ
2

cos c
2

,alakot ölti, melyet a γ
2
szögre felírt koszinusz tételb®l azonnal megkapunk.)Az el®z® bizonyításban a derékszög¶ háromszögre vonatkozó számolásainkkönnyen levezethet®k általános háromszögre is, ha nem használjuk a Pitago-rász tétel gömbi alakját, mint egyszer¶sít® formulát. Valóban
cosα =

cos a− cos b cos c

sin b sin c
,azaz

1 + cosα =
cos a− cos(b+ c)

sin b sin c
= 2

sin s sin(s− a)
sin b sin c

.Tehát
cos

α

2
=

√
sin s sin(s− a)

sin b sin c
,és hasonlóképpen

sin
α

2
=

√
sin(s− c) sin(s− b)

sin b sin c
,azaz

sin
α + β

2
=

√
sin s sin(s− c)

sin b sin c

(
sin(s− b)

sin c
+

sin(s− a)
sin c

)
=

=
cos γ

2
cos a−b

2

cos c
2

.Ebb®l
cos(π

2
− α+β

2
)

cos γ
2

=
cos a−b

2

cos c
2

,
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cos(π

2
− α+β

2
)± cos γ

2

cos γ
2

=
cos a−b

2
± cos c

2

cos c
2összefüggés alapján a

cos(π
2
− α+β

2
)− cos γ

2

cos(π
2
− α+β

2
) + cos γ

2

=
cos a−b

2
− cos c

2

cos a−b
2

+ cos c
2egyenl®séghez jutunk. Használva a két szög koszinuszának összegére illetvekülönbségére vonatkozó formulákat, ebb®l a

tan
π − α− β + γ

4
tan

π − α− β − γ
4

= tan
a− b+ c

4
tan

a− b− c
4összefüggést kapjuk. A

cos
α + β

2
=

sin γ
2
cos a+b

2

cos c
2

,analóg összefüggés hasonlóképpen a
tan

π + α + β − γ
4

tan
−π + α + β + γ

4
= tan

a + b+ c

4
tan

a + b− c
4egyenlethez vezet. A második egyenlet szorzata az els® −1 szeresével a

tan2 T

4
= tan2 −π + α+ β + γ

4
= tan

s

2
tan

s− a
2

tan
s− b
2

tan
s− c
2képletet adja, ami a Heron formula négyzete.
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sinα : sinh a

k
= sin β : sinh b

k

cosh c
k
= cosh a

k
cosh b

k
− sinh a

k
sinh b

k
cos γ

cos γ = − cosα cos β + sinα sin β cosh c
k

T
k2

= π − (α + β + γ)

T
k2

= 4 arctan
√

tanh s
2k

tanh s−a
2k

tanh s−b
2k

tanh s−c
2k

T
k2

= 2 arctan((tanh a1
2k

+ tanh a1
2k
) tanh m

2k
)

H2(k) k ∈ R

H2(k) −→ E2

k →∞

sinα : a = sin β : b

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ

γ = π − (α + β)

0 = π − (α + β + γ)

T =
√
s(s− a)(s− b)(s− c)

T = am
2

E2 ←− S2(r)
∞← r

S2(r) r ∈ R

sinα : sin a
r
= sin β : sin b

r

cos c
r
= cos a

r
cos b

r
+ sin a

r
sin b

r
cos γ

cos γ = − cosα cos β + sinα sin β cos c
r

T
r2

= (α + β + γ)− π

T
r2

= 4 arctan
√

tan s
2r
tan s−a

2r
tan s−b

2r
tan s−c

2r

T
r2

= 2 arctan((tan a1
2r

+ tan a1
2r
) tan m

2r
)



5.5. AZ N-DIMENZIÓS SZFÉRIKUS TÉR 2755.5.2. Nevezetes vonalakCélunk nevezetes vonalak és fontos mértani hely feladatok megoldása a szfé-rikus esetben is. Mivel a gömbfelszínen a szögeket a szárakat kimetsz® O-náthaladó síkok hajlásszöge méri, az A, B, C 
sú
sokkal rendelkez® gömbhá-romszög és euklidészi háromszög bizonyos nevezetes vonalai egymás 
entrálisvetületei az O pontból. Így a megszokott nevezetes vonalak közül : a ma-gasságvonalak, oldalfelez® mer®legesek és súlyvonalak léteznek, egy pontbanmetszik egymást, ezzel de�niálván a magasságpontot, a "köré írható kör" kö-zéppontját és a súlypontot. Ennek belátásához elég meggondolni, hogy egyhúr felez®pontját a középponttal összeköt® egyenes a húrhoz tartozó ív fe-lez®pontján is áthalad, és két sík pontosan akkor mer®leges egymásra, haaz egyik tartalmaz a másikra mer®leges egyenest. Felmerül a kérdés, hogymit nevezünk "körnek" a gömbfelszínen és síkbeli háromszög nevezetes köreimilyen kap
solatba hozhatók ezen alakzatokkal.A kör természetes de�ní
iója megegyezik az abszolút geometriákban meg-szokott de�ní
ióval : adott ponttól adott távolságra lev® pontok mértani he-lye. Így a gömbfelszín körei a szokott értelemben vett euklideszi körök. Ade�ní
ió nem zárja ki a f®köröket azaz a gömbfelszín egyeneseit sem, ha afélreértést el akarjuk kerülni, szigorú értelemben körnek a f®körökt®l külön-böz® köröket érthetjük.Adott egyenest®l egyenl® távolságra lév® pontok mértani � a távolságvo-nal � szintén kör, ennek középpontja az egyenest kimetsz® síkra mer®legessugárhoz tartozó pont.
P

5.5. ábra. Kör és távolságvonal a gömbfelszínenKét háromszög (a síkbeli illetve gömbi) köré írható kör ugyanaz a kör,a pontok síkjának metszete a gömbfelszínnel. A két háromszög szögfelez®iközött nin
s hasonló egyszer¶ kap
solat, mivel az (ABC) sík általában nemmer®leges az OA sugárra, ezért a CAB∡ szöget nem felezi a megfelel® síkok



276 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAszögfelez® síkja. Azonban ezen szögfelez® síkok egy O-n áthaladó egyenes-ben metszik egymást, mely kimetsz a gömbfelszínb®l egy a gömbháromszögoldalaitól egyenl® távolságra lev® pontot, a "bele írható kör" középpontját.Tekintsük ugyanis két szögfelez® sík metszésvonalát m-et. Ez létezik, mert akét síknak van egy közös pontja O. Az m egyenes tetsz®leges pontja a há-rom triéder síktól egyenl® távolságra van, ezért a harmadik szögfelez® síkhozis hozzátartozik. Ez azt jelenti, hogy a három szögfelez® sík m-ben metsziegymást. Az m egyenesnek a gömbfelszínnel alkotott metszéspontjából azegyik triéder síkra bo
sátott mer®leges m-el együtt ezen triéder síkra mer®-leges O-n keresztülhaladó síkot határoz meg, mely a gömbfelszínb®l kimetszia megfelel® gömbi oldalra bo
sátott mer®leges gömbi egyenest.A következ®kben r, R jelöli a beírt illetve körülírt körök gömbi sugarát,
A′, B′, C ′ a beírt kör középpontjából a BC, AC, AB oldalakra bo
sátottmer®legesek talppontjait, d pedig a két középpont távolságát. Az euklidésziháromszögekre vonatkozó területképletb®l azonnal következik, hogy adottalapú, adott terület¶ háromszögek harmadik 
sú
spontjainak mértani helyeaz alappal párhuzamos egyenespár. Ezen mértani hely feladat megoldása hi-perbolikus és szférikus geometriában is lehetséges az analóg formulák alapján.5.5.5. Tétel (Lexell kör). A szférikus geometriában az adott alapú, azo-nos terület¶ háromszögek harmadik 
sú
spontjainak mértani helye egy körpár,melyet Lexell körnek nevezünk.

A

B

B
,

A
,

C

5.6. ábra. A Lexell kör



5.5. AZ N-DIMENZIÓS SZFÉRIKUS TÉR 277Bizonyítás: Legyen háromszögünk az ABC△ és rögzítsük ennek AB alap-ját. Az AC, BC oldalak felez®pontjai legyenek FB illetve FA. Ezek össze-köt® egyenese a háromszög C-hez tartozó középvonala. A középvonalat ki-metsz® sík a 
sú
spontokhoz tartozó euklideszi háromszög síkjából annakközépvonalát metszi ki, így az (ABO) sík és az (FAFBO) sík egymást egy
AB-vel párhuzamos gömbátmér®ben metszi. Következésképpen valamennyi
AB alappal rendelkez® háromszög középvonalát kimetsz® sík az AB-vel pár-huzamos gömbátmér®n átmegy. Bo
sássunk mer®legest az A,B,C pontokbólaz FAFB egyenesre. Legyenek ezek rendre A1, B1, C1. A gömbi szinusztételszerint az AA1, BB1, CC1 gömbi szakaszok egyenl® hosszúak és hasonlókép-pen az A1FB = C1FB, B1FA = C1FA egyenl®ségek is fennállnak, ezért az
AA1FB△ területe megegyezik az C1FBC△ területével, továbbá a BB1FA△területe a C1FBC△ területével. Ezért a kiindulási háromszög területe meg-egyezik az AA1B1B két derékszög¶ négyszög területével. Ebb®l rögtön követ-kezik, hogy egyenl® terület¶ két háromszög, ha közös a középvonaluk, azaz haa C 
sú
suk a középvonal síkjával párhuzamos sík által kimetszett gömbi körkét pontja. Fordítva, ha (azonos AB egyenest kimetsz® félgömbhöz tartozó )két AB alapú háromszög különböz® C-hez tartozó középvonallal bír, akkorezek nem lehetnek egyenl® terület¶ek, mert az el®z® állítás alapján nyilvántalálunk az egyikkel megegyez® terület¶ a másik belsejébe es® háromszöget.A teljes gömbön a mértani hely tehát két gömbi kör, melyek az A, B pon-tok átellenes pontjaiban metszik egymást és az AB egyenest kimetsz® síkravonatkozóan egymás tükörképei.Jegyezzük meg, hogy ez a bizonyítás a hiperbolikus sík esetén is m¶ködikés végeredményül két az AB egyenesre szimmetrikusan elhelyezked® hiper-
iklust kapunk, melyek alapvonalai a háromszögek közös középvonalai.A háromszög köré írható kör megoldása egy másik mértani hely feladat-nak. Legyen A,B,C egy gömbháromszög három 
sú
spontja O a köré írha-tó kör középpontja. Ekkor az OA,OB, OC sugarak a megfelel® oldalakkalegyenl® szögeket zárnak be, így nem nehéz (a különböz® esetekre vonatkozókülönböz®, de) egyszer¶ számolásokkal igazolni, hogy pld. :

OAB∡ =
1

2
(α−OCA∡ + β −OCB∡) = α + β − γ.Ezért az O középpont (és így a köré írható kör is) közös az AB alapú azonháromszögek esetében, melyekre az α+β−γ érték állandó. Azaz a Lexell körmellett a köré írható kör is megadható szögösszegre vonatkozó mértani helyfeladat megoldásaként; az ABC, A′B′C pontokon áthaladó körök rendre, az

α+ β − γ = konst illetve az α+ β + γ = konst egyenleteket kielégít® ABalapú háromszögek C 
sú
sainak mértani helyei.



278 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAA látószög kör általában nem kör. Ezt könnyen ellen®rizhetjük például a
π
2
= γ = c esetben.Az euklidészi geometriában adott pontból mint 
entrumból ki
sinyítveegyenest vagy kört, egy az eredetivel párhuzamos a ponttól fele távolságralev® egyenest illetve egy fele akkora a ponttól szintén fele távolságra es® körtkapunk. Szférikus vagy hiperbolikus geometriában nin
s középpontos ki
si-nyítés a fenti transzformá
ió azonban elvégezhet®. Szférikus geometriábanadott (kis vagy f®) kör adott pontból való felére zsugorítását úgy de�niál-hatjuk, hogy a pontot a kör pontjaival összeköt® szakaszok felez®pontjainakmértani helyét tekintjük. Egy konkrét felez®pontot a gömb sugara mentén akét pontot összeköt® euklidészi szakasz felez®pontjába vetíthetjük, így a kere-sett mértani hely ezen 
entrális vetítéssel a pont és a kör által meghatározotttérbeli euklidészi (ferde) körkúp alkotóinak felez®pontjaiba vetül. A kapottalakzat a kör síkjának a pontból felére zsugorított példányának és a körkúp-nak síkmetszete azaz maga is kör. Ezen kör síkja nem tartalmazza általábana gömb középpontját ezért 
entrális vetülete a gömbfelszínre egy negyedren-d¶ görbe. Kivételes eset, amikor a pont sugarára mer®leges sík metszi ki af®kört, ekkora felez®pontok mértani helye egy távolságvonal is egyben, azazkiskör.5.5.3. EgybevágóságokA szférikus geometriában mindig használunk beágyazó abszolút teret. Bolyaialapvet® észrevétele alapján teljesen mindegy, hogy a beágyazó tér euklidészivagy hiperbolikus a trigonometrikus formulák megegyeznek, természetesen azadott geometria szögmértékére épülve. Analitikus tárgyalásnál 
élravezet®bbaz euklidészi szög és távolság érték alapján de�niálni a szférikus geometriamértékeit. Világos, hogy tetsz®leges a beágyazó tér origóját invariánsan tartóegybevágóság a gömbfelszín izometriáját is származtatja. Ugyanakkor, ha te-kintünk egy köl
sönösen egyértelm¶ távolságtartó leképezést a gömbfelszínenakkor ez kiterjeszthet® a beágyazó tér egységvektorainak is egy köl
sönösenegyértelm¶ leképezésévé, ha deklaráljuk, hogy az origó képe az origó. A kapottleképezés az egységvektorok halmazának köl
sönösen egyértelm¶ a természe-tes skalárszorzatot ®rz® leképezése, mivel a gömbfelszínen egybevágóság volt.A szokásos f(λv) = λf(v) kiterjesztéssel ez az euklidészi tér origót �xentartó, skalárszorzat tartó leképezésévé terjed ki, azaz lineáris izometria. Azazkapjuk:5.5.6. Tétel. A gömbfelszín távolságtartó leképezései éppen a beágyazó euk-lidészi vektortér lineáris izometriái.
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5.7. ábra. René Des
artes5.6. Des
artesDes
artes korában a �lozó�a és a matematika szorosan összekap
solódott nemutolsó sorban azért, mert a két tudomány m¶vel®i ugyanazon személyek vol-tak. Des
artes alapvet® geometriai munkája, melyben felvázolja és használjaa geometriai vizsgálatokhoz az analitikus geometria módszerét, egy nagyobbszabású �lozó�ai munkájának, a "Dis
ours de la Méthode" 
. munkájánakfüggelékeként jelent meg. Hatása a geometriára és a matematika fejl®désé-re ugyanolyan mérték¶ volt, mint kés®bb Bolyai János szintén függelékkéntmegjelen® Appendix 
. munkájáé. Ebb®l a függelékb®l idézzük most az els®könyvet. A bonyolultabb számításokat és alkalmazásokat a további két könyvtartalmazza a Des
artes által képviselt szellem azonban tökéletesen érezhet®ezen bevezet® részben is. Des
artes érezte, hogy módszere fontosabb mint akonkrétan leírt tények, a harmadik könyv és így a teljes függelék záró mon-data ez:Remélem az utókor kedvez®en fog megítélni engem, nem 
sakazon dolgok alapján, amit kifejtettem, hanem azokat is �gyelem-be véve, amiket szándékosan elhagytam, megadva másoknak is afelfedezés örömét.



280 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAR. Des
artes: GeometriaEls® könyvAzokról a szerkesztési eljárásokról,melyek 
sak körz®t és vonalzót igényelnek.A geometria minden problémája könnyen redukálható olyan részekre, ame-lyek konstruk
iójához 
sak egyenes szakaszok hosszának ismerete szükséges. Ép-pen úgy, ahogy az aritmetika négy vagy öt m¶veletet tartalmaz, nevezetesen azösszeadást, kivonást, szorzást, osztást és a gyökvonást, ami valamiféle osztásnaktekinthet®, a geometriában egy szakasz megtalálása más szakaszok összegénekvagy különbségének megtalálását igényli ; vagy egy tetsz®legesen adott egység-nek nevezett szakaszhoz tartozó szorzás elvégzését, ami olyan negyedik szakaszszerkesztését jelenti, mely két adott szakasz közül az egyikhez úgy aránylik, minta másik az egységhez; vagy osztásét, amely olyan negyedik szakasz szerkesztésétjelenti, mely úgy aránylik a kett® közül az egyikhez, mint az egység a másikhoz;vagy, végül egy, két vagy számos középarányos szerkesztését az egység és egymásik szakasz viszonylatában, ami nem egyéb, mint meghatározni a négyzetgyö-két, köbgyökét, stb ... az adott szakasznak. A világosabb felépítés kedvéért nemhabozok bevezetni az aritmetikai kifejezéseket a geometriába.Például, legyen AB egységnek tekintve, és szorozzuk össze BD-t BC-vel. Ek-kor összekötöm A-t és C-t és DE párhuzamost húzok AC-vel. A BE a keresettszorzat.Ha BE-t BD-vel szeretném osztani, összekötöm E-t és D-t és AC húzom
DE-vel párhuzamosan; ekkor BC az eredmény.

5.8. ábra. A szorzásHa a GH gyökét szeretném meghatározni, ugyanarra az egyenesre felmérema GF egységszakaszt ; majd megrajzolva az FH K felez®pontja köré írt F és
H pontokon áthaladó kört a G-ben FH-ra állított mer®leges I-ben metszi azt.EkkorGI a keresett gyök. Nem beszélünk most köbgyökr®l, vagy egyéb gyökökröl,mert ezekre a kés®bbiekben még alaposabban visszatérünk.Gyakran nem szükséges lerajzolni a szakaszokat papírra, elegend® ®ket egybet¶vel jelölni. Eképpen, a BD illetve GH szakaszok összege helyett az a illetve
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5.9. ábra. A négyzetgyök szerkesztése

b szakaszok összegér®l beszélek és a+ b-vel jelölöm ezt. Ekkor a− b jelenti, hogy
a-ból kivonom b-t ; ab, hogy a-t megszorzom b-vel ; a/b, hogy a-t elosztom b-vel ;
aa vagy a2, hogy a-t szorzom a-val, a3 ha az eredményt megszorzom a-val ; és ígytovább. Ha meg szeretném határozni az a2 + b2 négyzetgyökét, √a2 + b2 kifeje-zést írom; ha a a3−b3+ab2 kifejezés köbgyökére vagyok kiván
si 3

√
a3 − b3 + ab2formulát írom, hasonlóképpen a magasabb gyökökhöz. Észre kell vennünk, hogyitt a2, b2, és a hasonló kifejezések egyszer¶ szakaszhosszak, amelyeket azonbanaz algebra terminusának megfelel®en négyzetnek, köbnek, stb.., nevezek. Szinténmeg kell említenem, hogy egy egyenes tetsz®leges részét ugyanolyan dimenziós-ként kell kifejeznem, a szükséges egységek száma nem determinált a problémafeltételeivel. Eképpen, a3 ugyanannyi dimenziós mint ab2 vagy b3, ezek összetev®iannak a szakasznak, melyet 3

√
a3 − b3 + ab2-el jelölök. Ez azonban nem ugyanaza dolog, mint, amikor az egység meghatározott, mert az egység mindig tanulmá-nyozható, akár túl sok, akár túl kevés a dimenzió; azaz ha ki akarjuk fejteni aköbgyökét az a2b2 − b mennyiségnek, úgy kell tekintenünk az a2b2 mennyiségetmintha egységgel osztanánk, és a b-t mintha kétszer szoroznánk az egységgel.Végül, hogy vissza tudjunk emlékezni a szakaszok neveire, egy különálló listátkell létrehoznunk olyan gyakorisággal, ahogy ezeket hozzárendeljük vagy megvál-toztatjuk. Például, azt írjuk, hogy AB = 1 ha AB egyenl® 1-el ; GH = a,

BD = b, és így tovább.Ha meg szeretnénk oldani valamilyen problémát, el®ször is feltesszük, hogy amegoldást megtaláltuk, és elnevezünk minden szakaszt, amely szükséges a szer-kesztéshez, � mindazokat, amelyek ismeretlenek és azokat is, amelyek ismertek.Azután, nem téve különbséget az ismertek és a nem ismertek között, ki kellfejtenünk a nehézséget bármely úton, mely a legtermészetesebben relá
iót adjaezen szakaszok között, amig ha ez lehetséges, egy mennyiséget két úton megnem kapunk. Ez egy egyenlethez vezet, amivel együtt tekintve az egyik tagjait,ugyanazt kapjuk, mintha a másikét tekintenénk vele együtt.Annyi egyenletet kell találnunk, amennyi az ismeretlen szakaszok száma; deha, a mindenre kiterjed® vizsgálat után is 
sak kevesebb található, akkor világos,hogy a kérdés nem volt meghatározott. Ebben az esetben minden ismeretlenszakasz helyett, amelyhez nin
s egyenlet, tetsz®leges szakaszt választhatunk.



282 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAHa van néhány egyenletünk, használhatjuk ®ket akár egyedül tekintve ®ket,akár néhány másikhoz viszonyítva, minden ismeretlen szakasznak értéket adva; ésúgy kombinálva ®ket míg 
sak egy ismeretlen szakasz marad, amely vagy ismer-tekkel van kifejezve, vagy négyzete, köbe, negyedik hatványa, ötödik hatványa,hatodik hatványa, stb... egyenl® az összegével vagy különbségével két vagy többmennyiségnek, egy ismertnek és a többi középarányosa az egységnek és enneka négyzetnek, köbnek, vagy negyedik hatványnak, stb... szorozva ismert szaka-szokkal. Ezt a következ®képpen fejezhetem ki :
z = b,vagy z2 = −az + b2,vagy z3 = +az2 + b2z − c3,vagy z4 = az3 − c3z + d4, et
. ;Azaz, z, amelyet ismeretlen mennyiségnek tekintek, egyenl® b-vel ; vagy anégyzete egyenl® b négyzetével mínusz a z a-szorosával ; vagy a z köbe egyenl®a z2 a-szorosához adva a b négyzetének z-vel való szorzatát és ebb®l kivonvaa c köbét; és hasonlóképpen haladhatunk tovább a többi kifejezéshez. Eképpenaz ismeretlen mennyiségek kifejezhet®k olyan egyszer¶ mennyiségek tagjaiként,amelyek vagy körvonalakkal és szakaszokkal, vagy kúpszeletekkel, vagy harmadés negyedrend¶nél nem magasabbrend¶ görbékkel el®állíthatók.Azonban nem fogok most megállni ennek a részletesebb kifejtésében, mertakkor megfosztanám önöket a saját elme tökéletesítésének örömét®l ugyanúgy,mint az ezen való munka által okozott gondolati edzés kalandjától, ami vélemé-nyem szerint a legfontosabb hasznunk ebb®l a tudományból. Tudniillik, semmiolyan nehézséget nem találtam itt, amit ne tudna kidolgozni bárki, aki ismeria szokásos geometriát és algebrát, és megfontoltan halad el®re ebben a gy¶jte-ményben.Eképpen, tartani fogom magamat ahhoz az állításhoz, hogy ha a tanuló,ezen egyenletek megoldása során nem mulaszt el egyszer¶síteni, amikor 
saklehetséges, meg fogja kapni a legegyszer¶bb összetev®ket, amelyekre a problémaredukálható.És ha ez megoldható a szokásos geometriával, akkor, használva egy sík felületszakaszait és köreit, amikor az utolsó egyenlet megoldódik nem marad más, mint anégyzete egy ismeretlen mennyiségnek, ami egyenl® valamely ismert mennyiség ésa gyökének szorzatával növelve vagy 
sökkentve egy másik ismert mennyiséggel.Ekkor ez a gyök vagy az ismeretlen szakasz könnyen megtalálható. Például, ha
z2 = az + b2,



5.6. DESCARTES 283konstruálok, egy derékszög¶ NLM háromszöget, amely egyik oldala LM b-velegyenl®, ami a négyzetgyöke az ismert b2 mennyiségnek, a másik oldala LN 1
2
a-val egyezik meg, ami, azon másik ismert mennyiség fele, amely az ismeretlen z-velvan szorozva. Ezután meghosszabítom ezen derékszög¶ háromszög átfogóját O-ig úgy, hogy NO egyenl® legyen NL-el és a teljes OM szakasz a keresett z.

5.10. ábra. Másodfokú egyenlet megoldásaEzt a következ® formulával tudom kifejezni :
z =

1

2
a+

√
1

4
a2 + b2.Ha azonban y2 = −ay+ b2, ahol y a keresett mennyiség, ugyanezt az NLMháromszöget szerkesztem meg, de az átfogón az NM szakaszból kivonom az

NL-el egyenl® NP szakaszt és a megmaradó PM a keresett gyök. Eképpen
y = −1

2
a+

√
1

4
a2 + b2.adódik. Ugyanezen az úton kapjuk hogy, ha

x4 = −ax2 + b2,akkor PM az x2 és
x =

√

−1
2
a+

√
1

4
a2 + b2;hasonlóképpen mint a másik esetben.Végül, ha

z2 = az − b2,
NL-t 1

2
a-nak, LM-t b-nek választva mint az el®bb: akkor azM és N összekötésehelyett MQR párhuzamosat húzok az LN-el, és N-b®l mint középpontból raj-zolok egy kört L-en keresztül, ami kimetszi a Q és R pontokat; ekkor a keresett
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z szakasz vagy MQ vagy MR, amely esetekben rendre

z =
1

2
a +

√
1

4
a2 − b2,és

z =
1

2
a−

√
1

4
a2 − b2.

5.11. ábra. Masodfokú egyenlet megoldásaÉs ha az N körüli kör nem metszi és nem érinti azMQR egyenest, az egyen-letnek nin
s gyöke, amikor azt mondjuk, hogy a problémának a megoldása lehe-tetlen.Ugyanezen gyökök sok más módon is megtalálhatók, az általam adott egy-szer¶ megoldások azt mutatják, hogy megszerkeszthet® minden probléma a kö-zönséges geometriában, nem 
sinálva többet, mint egy ki
sit kiterjesztve a négyáltalam adott ábrát. Ez egy olyan dolog, amit úgy hiszem az antik matematikusokvagy nem vettek észre, vagy nem fektettek elegend® munkát azon könyvek meg-írásába, amelyekben az állításaikat bemutatják, így nin
s egy biztos módszer aproblémák közös megoldására, inkább véletlenszer¶en vannak ezek összegy¶jtve.Szintén nyilvánvaló ez abból, amit Pappos 
sinál a hetedik könyvének az ele-jén, ahol, miután tekinthet®leg teret szentel az el®djei geometriáról írt könyveinekfelsorolására, végül hivatkozik egy kérdésre, amir®l azt mondja, hogy sem Euk-lidész sem Apollonius és senki más sem oldott meg teljesen; a saját szavaivalmondva:Quem autem di
it (Apollonius) in tertio libro lo
um ad tres et quatuorlineas ab Eu
lide perfe
tum non esse, neque ipse per�
ere poterat, neque ali-quis alius; sed neque paululum quid addere iis, qué Eu
lides s
ripsit, per eatantum 
oni
a, qué usque ad Eu
lidis tempora prémonstrata sunt, et
...22A három vagy négy egyenesre vonatkozó probléma, amivel Apollonius oly önteltendi
sekszik, nem hívén az ®t megel®z® szerz®knek, ilyen természet¶: Ha három egye-



5.6. DESCARTES 285Egy ki
sivel kés®bb, a következ®képpen teszi fel a kérdést :At lo
us ad tres et quatuor lineas, in quo (Apollonius) magni�
e se ja
-tat, et ostentat, nulla habita gratia ei, qui prius s
ripserat, est hujusmodi.Si positione datis tribus re
tis lineis ab uno et eodem pun
to, ad tres lineasin datis angulis re
tae lineae du
antur, et data sit proportio re
tanguli 
ont-enti duabus du
tis ad quadratum reliqué: pun
tum 
ontingit positione datumsolidum lo
um, ho
 est unam ex tribus 
oni
is se
tionibus. Et si ad quatuorre
tas lineas positione datas in datis angulis line¢ du
antur; et re
tanguli du-abus du
tis 
ontenti ad 
ontentum duabus reliquis proportio data sit : similiterpun
tum datam 
oni se
tionem positione 
ontinget. Si quidem igitur ad duastantum lo
us planus ostensus est. Quod si ad plures quam quatuor, pun
tum
ontinget lo
os non adhu
 
ognitos, sed lineas tantum di
tas; quales autemsint, vel quam habeant proprietatem, non 
onstat: earum unam, neque pri-mam, et qué manifestissima videtur, 
omposuerunt ostendentes utilem esse.Propositiones autem ipsarum hé sunt.Si ab aliquo pun
to ad positione datas re
tas lineas quinque du
antur re
télineé in datis angulis, et data sit proportio solidi parallelepipedi re
tanguli,quod tribus du
tis lineis 
ontinetur ad solidum parallelepipedum re
tangulum,quod 
ontinetur reliquis duabus, et data quapiam linea, pun
tum positionedatam lineam 
ontinget. Si autem ad sex, et data sit proportio solidi tribuslineis 
ontenti ad solidum, quod tribus reliquis 
ontinetur; rursus pun
tum
ontinget positione datam lineam. Quod si ad plures quam sex, non adhu
habent di
ere, an data sit proportio 
ujuspiam 
ontenti quatuor lineis ad idquod reliquis 
ontinetur, quoniam non est aliquid 
ontentum pluribus quamtribus dimensionibus.3nes adott, és szakaszokat tudunk húzni ezekhez valamely pontból úgy, hogy ezekadott szögeket zárjanak be az eredeti egyenesekkel és két kapott szakasz hosszá-nak szorzata a harmadik négyzete legyen, akkor a pont illeszkedik egy adott "solidlo
us"-ra, azaz, kúpszelet.3 Ismét, ha valamely pontból húzott szakaszok adott szögeket zárnak be négy adottegyenessel, és valamely kett®nek a szorzata a másik kett®ével egyezik meg, akkor,a pont egy adott kúpszeletre illeszkedik. Meg lett mutatva, hogy 
sak két egyenesilleszkedhet egy síkbeli lo
ushoz. De ha több mint négy egyenesünk van a mértanihely jelenleg nem ismert (azaz, nem lehet meghatározni ugyanazzal a módszerrel),egyszer¶en "vonalnak" nevezik. Nem világos, hogy mik ®k és mik a tulajdonságaik.Egy közülük, nem az els®, de a legnyilvánvalóbb, volt 
sak vizsgálva és van hozzábizonyítás. Ezek az állítások kap
solódnak hozzá: Ha egy pontból egyenes szakaszokhúzhatók öt adott egyeneshez adott szögekkel, és három szakasz által meghatáro-zott téglatest térfogata egy adott arányban van a maradék két szakasz és bármelyegyéb adott szakasz által meghatározott téglatest térfogatával, akkor a pontok egyvonalon helyezkednek el. Továbbá, ha hat adott egyenes van, és valamely háromszakasz által meghatározott téglatest térfogata a másik három által meghatározot-téval egyezik meg, akkor megint a pont egy vonalra illeszkedik. Ha azonban több



286 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAEnnél a pontnál észrevehet®, hogy azon geometriai vizsgálatokra vonatkozóaritmetikai meg�gyelések, amelyeket az antik szerz®k használtak nem léphettekát egy ponton, azon ahol tisztán látták a kap
solatát két objektumnak, okozvaezáltal homályosságot és zavart vizsgálataik kifejtése során.Pappos így folytatja :A
quies
unt autem his, qui paulo ante talia interpretati sunt; neque unumaliquo pa
to 
omprehensibile signi�
antes quod his 
ontinetur. Li
ebit autemper 
onjun
tas proportiones h¢
, et di
ere, et demonstrare universe in di
tisproportionibus, atque his in hun
 modum. Si ab aliquo pun
to ad positionedatas re
tas lineas du
antur re
té lineé in datis angulis, et data sit proportio
onjun
ta ex ea, quam habet una du
tarum ad unam, et altera ad alteram,et alia ad aliam, et reliqua ad datam lineam, si sint septem; si vero o
to, etreliqua ad reliquam: pun
tum 
ontinget positione datas lineas. Et similiterquot
umque sint impares vel pares multitudine, 
um h¢
, ut dixi, lo
o adquatuor lineas respondeant, nullum igitur posuerunt ita ut linea nota sit, et
.4 A kérdés, aminek a megoldása Euklidésszel kezd®dött majd Apolloniusszalfolytatódott, de máig nin
s megoldva a következ®:Ha adott három, négy vagy több egyenes, el®ször is szeretnénk találni olyanpontot, amelyb®l az egyeneseket adott szögekben metsz® szakaszok húzhatókúgy, hogy az els® kett® szorzata adott arányú legyen a harmadik négyzetével (ha
sak hárman vannak), vagy a fennmaradó kett® szorzatával (ha négyen vannak);vagy három szorzata legyen arányos a fennmaradó kett® és egy tetsz®legesenadott harmadik szakasz szorzatával (ha öten vannak), vagy a maradék háromszorzatával (ha hat van); vagy (ha hét van) tetsz®leges négy szorzata legyenadott arányú a maradék három szorzatával, vagy a maradék négy szorzatával (hanyol
 van).mint hat egyenesünk van, akkor nem tudjuk azt mondani, hogy az aránya valami-nek ami tartalmazza a négy szakaszt adott valamihez, ami tartalmazza a maradékszakaszokat, mert nin
s három dimenziósnál magasabb dimenziós alakzat.4Ez a homályos szakasz a következ®képpen fordítható: Ebben egyetértek azokkal,akik formálisan interpretálták ezeket a dolgokat (azaz, hogy a dimenziója egy alak-zatnak nem haladhatja meg a hármat) ®k fenntartják, hogy egy alakzat ami aszakaszokat tartalmazza nem kiterjeszthet® minden úton. Ez megengedhet®, azon-ban, mondani és szerkeszteni is lehet általában ezeket az arányokat a következ®módon: Ha valamely pontból egyenes szakaszokat húzunk adott szög alatt adottegyenesekhez; és adottak az arányok a megfelel®k között, úgy, hogy az els® aránylikaz els®höz, a második a másodikhoz, a harmadik a harmadikhoz, és így tovább, azutolsó az utolsóhoz, a pont egy adott vonalon fekszik. És hasonlóan, lehet akár pá-ros vagy páratlan a szám, ahogy említettem, ez vonatkozik a négy egyenes esetéreis, nin
s közös módszer, ami ezt a vonalat meghatározza. � A szakasz jelentésemegmutatkozik abban, ami ezután következik a szövegben.



5.6. DESCARTES 287Másodszor mivel végtelen sok ilyen pont van, szintén meg szeretnénk találni ésleírni azt a görbét mely az összes ilyen pontot tartalmazza. Pappos azt mondta,ha három vagy négy egyenes van, akkor a keresett görbe kúpszelet, de nemtudta meghatározni, leírni vagy kifejteni a vonal természetét amikor több egyenesvolt adva. Csak azt f¶zte hozzá, hogy az antik matematikusok felfedeztek ésjól használhatónak tartottak egyet közülük, amelyik a legegyszer¶bb de nem alegfontosabb volt. Ez vezetett engem arra hogy megpróbáljak találni egy sajátmódszert, amellyel messzebb tudok jutni a probléma megoldásában.El®ször is felfedeztem, ha a probléma három, négy vagy öt egyenesre vonatko-zik, akkor elemi geometriai úton megoldható, azaz, körz® és vonalzó segítségével,alkalmazva az általam eddig megadott szerkesztéseket, kivéve az öt párhuzamosegyenes esetét. Ebben az esetben, és a hat,hét, nyol
 vagy kilen
 egyenes ese-tében a keresett pontok a térbeli mértani helyek geometriájával, azaz a háromkúpszelet egyikével oldható meg. Itt megint van egy kivételes eset a kilen
 pár-huzamos egyenes esete. Ebben és a tíz, tizenegy, tizenkett® vagy tizenháromegyenes esetében, a kúpszeleteknél magasabb fokú egyenletnek felelnek meg akeresett görbék. Ismét, ki kell zárnunk a tizenhárom párhuzamos egyenes esetét,amely a tizennégy, tizenöt, tizenhat és tizenhét egyenes eseteinek megfelel®, azel®z®eknél magasabb fokú egyenletek megoldásaként adódik; és így tovább avégtelenségig.Ezután, azt találtam, hogy, amikor 
sak három egyenesünk van, a keresettpontok nem 
sak kúpszeleten, de körön vagy egyenesen is fekhetnek.Amikor öt, hat, hét vagy nyol
 egyenes adott, akkor a mértani hely a kúpsze-leteknél magasabb fokú görbéken helyezkedik el, és nem lehet elképzelni olyangörbét, amely nem elégíti ki a probléma feltétel rendszerét ; de a mértani helylehet megint kúpszelet kör vagy egyenes. Ha kilen
, tíz, tizenegy vagy tizenkétegyenesünk adott, a görbénk 
sak egy fokkal magasabb rend¶, mint a megel®z®esetben, de ezek is kielégítik a feltételt, és így tovább a végtelenségig.Végül, az els® és legegyszer¶bb görbe a kúpszeletek után el®állítható egyparabola és egy mozgó egyenes metszéspontjaiként.Úgy hiszem, hogy teljességgel el®állítottam mindazt, amit Pappos szerint azantik matematikusok felfedeztek, megpróbálom most néhány szóban demonst-rálni, amit oly sokszor már kimerít®en leírtam.Legyenek AB, AD, EF , GH , ... az adott egyenesek, és keressünk olyan
C pontot, amelyb®l CB, CD, CF , CH , ... meghúzásával, CBA∡, CDA∡,
CFE∡, CHG∡, ... az adott szögek, továbbá közülük néhány szorzata a többiévelegyezik meg, vagy a két szorzat aránya adott, ezen utóbbi feltétel semmilyen extranehézséget sem okoz.Tegyük fel, hogy az egyeneseink adottak, jelöléseinket egyszer¶síthetjük úgy,hogy két egyenest kiemelünk egyet az adottak közül és egyet a húzandók közül(AB-t és BC-t), és ezeket alapegyeneseknek tekintjük, ezekre vonatkoztatva
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5.12. ábra.adjuk meg a többit. Nevezzük az AB szakaszt x-nek a BC-t y-nak. Hosszabbít-suk meg a többi egyenest úgy, hogy messék ezeket feltéve, hogy nin
s közöttükolyan, mely az alapegyenesekkel párhuzamos. Eképpen az ábrán az adott egye-nesek rendre A, E, G pontokban metszik AB-t és R, S, T -ben BC-t.Mivel az ARB△ háromszög minden szöge ismert, az AB, BR szakaszokaránya is. Azaz, ha AB : BR = z : b akkor RB = bx/z ; és mivel B a C és
R között fekszik CR = y +

bx

z
. (Amikor R fekszik C és B között CR egyenl®

y − bx

z
; és amikor C fekszik B és R között akkor −y +

bx

z
-el.) Azonban a

DRC háromszög szögei is ismertek, eképpen a CR és CD aránya is determinált.Legyen ez az arány z : c, mivel CR = y +
bx

z
, azt kapjuk, hogy CD =

cy

z
+

+
bcx

z2
. Mivel az AB, AD és EF egyenesek adottak, az A és E közötti távolságismert. Ha k-nak nevezzük, akkor EB = k + x, EB = k − x vagy EB = −

−k + x attól függ®en, hogy A fekszik az E és B között, B fekszik az E és Aközött, vagy E fekszik a B és A között. Az ESB háromszög szögeit megintismerjük, ezért a BE és BS aránya ismert. Ezt az arányt nevezzük z : d-nek.Ekkor BS =
dk + dx

z
, és CS =

zy + dk + dx

z
; amikor S fekszik a B és Cközött, akkor CS =

zy − dk − dx
z

, és ha C fekszik a B és S között akkor
CS =

−zy + dk + dx

z
. Az FSC háromszög szögei is ismertek, ezért a CS és

CF aránya z : e. Így CF =
ezy + dek + dex

z2
. Mivelhogy AG l hossza adott,

BG = l−x. A BGT háromszögben a BG : BT arány, ami z : f , szintén ismert.Eképpen BT =
fl − fx

z
, és CT =

zy + fl − fx
z

. A TCH△ háromszögben a
TC : CH arány z : g, eképpen CH =

gzy + fgl− fgx
z2

.



5.6. DESCARTES 289Láthatóan mindegy, hogy hány egyenes adott, a hossza a C végpontú vizsgáltszakaszoknak mindig kifejezhet® három tag összegeként, az egyik az y ismeretlenmennyiség szorozva vagy osztva valamely ismert mennyiséggel, a másik az xismeretlen mennyiség szorozva vagy osztva egy ismerttel, a harmadik pedig egyismert mennyiség. Kivétel akkor adódik, amikor az adott egyenes párhuzamos
AB-vel vagy CB-vel, (ekkor a megfelel® x-t vagy y-t tartalmazó tag elt¶nik.)Ez az eset túl egyszer¶ a további kifejtéshez. A tagok el®jele + vagy − mindenmegengedett kombiná
ióban.Szintén látható, hogy bármely számú szakasz szorzatában a foka az x illetve ymennyiségeknek nem lehet nagyobb mint az összeszorzott szakaszok száma. Ígynin
s olyan tag, ami másodrend¶nél, ha két szakasz szorzódik; harmadrend¶nélha három szorzódik egymással, és így tovább. Továbbá a C meghatározásához
sak egy feltétel szükséges, azaz, hogy bizonyos szakaszok szorzata egyenl® lesz,vagy (ami ugyanolyan egyszer¶) adott arányban áll a többi szorzatával. Mivelez a feltétel a két ismeretlen egyetlen egyenletével fejezhet® ki, tetsz®leges érté-ket adhatunk az x illetve y közül az egyiknek és megkereshetjük az egyenletb®la másikat. Nyilvánvaló, ha ötnél nin
s több egyenes, az x mennyiség, amelyetnem használtunk az els® szakasz kifejezéséhez, nem szerepelhet másodrend¶nélmagasabb fokon.

y-nak egy értéket adva x2 = ±ax ± b2, és így x megtalálható körz®vel ésvonalzóval, azon módszer alapján, amit már kifejtettünk. Ha szuk
esszív módonvégtelen sok értéket adunk y-nak, meg tudjuk kapni a megfelel® végtelen sokértéket az x értékére is, eképpen végtelen sok olyan C pontot, amely a keresettgörbére esik.Ez a módszer használható akkor is, amikor hat vagy több egyenesünk van, haaz egyik közülük párhuzamos AB-vel vagy BC-vel, amikor is x vagy y legfeljebbmásodfokon szerepel az egyenletben, ekkor C megint megtalálható körz®vel ésvonalzóval.Ugyanakkor, amikor az összes egyenes párhuzamos egymással és a kérdés az ötegyenes esetére vonatkozik, a C pont ezen az úton nem található meg. Mivel az xmennyiség nem szerepel az egyenletben, nem adhatunk az y számára tetsz®legesértéket. Meg kell találnunk y-t. Mivel y-ban az egyenlet harmadfokú, egy köbösegyenlet gyökeként kapható meg, amely általában a kúpszeletek használata nélkülnem állítható el®.Továbbá, ha kilen
nél nem több az adott egyenesek száma, és nem mind-egyik párhuzamos egymással, az egyenlet mindig megadható úgy, hogy legfeljebbnegyedfokú legyen. Ezek az egyenletek mindig megoldhatók kúpszeletek segítsé-gével egy általam a jelen munkában kifejtett úton.Ugyanígy, ha nin
s több tizenhárom egyenesnél, egy egyenlet foka nem halad-hatja meg a hatot. Ezen egyenletek, ahogy azt szintén megmutatom, megoldha-tók olyan görbék segítségével, melyek foka 
sak eggyel nagyobb a kúpszeletekénél.



290 5. FEJEZET. ANALITIKUS GEOMETRIAEzzel az els® részét az általam demonstrálandóknak befejeztem, miel®tt a má-sodik részt elkezdenénk, szükséges néhány általános állításról szólnunk, amelyeka görbe vonalak természetéhez kap
solódnak.
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Kosztolányi Dezső: Csöndes, tiszta vers

Nincs semmim... Így megyek magamban -
tip-top - szelíden, csendesen.
S ha éjjel bántanak a rablók,
kitárom két üres kezem.

A rablók sírnak velem együtt,
olyan-olyan szegény vagyok,
mint kisded első fürdetőjén,
és mint a teknőn a halott.

De tart a föld. Ez az enyém még,
feszül az ég fejem felett,
s kitárom az örök egeknek
örök-mezítlen testemet.



6. fejezetA térfogatfogalomA továbbiakban a terület illetve térfogat fogalmának abszolút megalapozá-sával foglalkozunk. A klasszikus analízis euklidészi struktúrára épül® eljárásaa következ®: A szakaszhossz és egyváltozós függvény fogalma alapján ér-telmezi a Riemann integrálhatóságot, ennek segítségével de�niálja a síkbelialakzatok bizonyos körének a területét, majd bevezetve a kétváltozós függ-vény illetve annak Riemann integrálhatóságának fogalmát de�niálja a térbizonyos alakzatainak térfogatát, és így tovább. Kétségtelen azonban, hogyezen módszer során az euklidészi geometriában érvényes, a tér szerkezetétleíró szabályok egy körét automatikusan használjuk. (A konkrét értékek szá-mítása során alapvet®en használjuk a téglatest, derékszög¶ koordinátázásfogalmát, biztosítva, hogy eljárásunk a hiperbolikus térben biztosan nehéz-ségekhez vezessen.)A modern matematika egyik ága, a mértékelmélet, éppen azon igény kon-zekvens átgondolása alapján jött létre, hogy a függvényként való m¶ködésminimális feltételrendszere alapján beszéljünk a térfogatról. De�niáljuk aminimális igényeket kielégít® értelmezési tartományt (σ-gy¶r¶), a minimá-lis feltételrendszert magára a halmazfüggvényre, (pozitivitás, σ-additivitás),ezáltal bevezetve a mérhet®ség fogalmát, de nem foglalkozunk, a mérhet®halmazok mértékének konkrét szám formájában való megadhatóságával.A geometriában kézzelfogható alakzatokhoz rendelt kiszámítható értéke-ket szeretünk de�niálni. Az évezredek során kialakult metódust, az újkorigeometria ágyazta be az axiómák világába. Kiderül, hogy a síkon a területfogalma, bizonyos szempontból egyszer¶bb fogalom a térbeli alakzatok térfo-gatfogalmánál, továbbá összehasonlítva az euklidészi és hiperbolikus eseteket,ra kell jönnünk, hogy más metrikus adat kap
solja ügyesen össze a különbö-z® dimenziós mértékeket (melyek mértékelméleti de�ní
iók szerint nem ismértékek) a két esetben. Példaként említeném, hogy az euklidészi esetben atávolság mérése vezet könnyebben a terület fogalmához (és a hasonlóságok293



294 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMmiatt) a szögek nem határozzák meg a területet, míg a hiperbolikus esetbena szögmérés adja a természetes utat a területhez és a távolságok lehetnekmegtéveszt®ek a területmérés szempontjából.Az euklidészi esetekben az általunk minimálisan szükséges értelmezésitartomány elemein a térfogatfüggvény konkrét értékei meg is adhatók, míg ahiperbolikus esetben a térfogatfüggvény értékeinek meghatározása a legegy-szer¶bb esetekben is nehézséget okozhat.6.1. Terület az euklidészi síkonA körök területei úgy aránylanak egymáshoz, mint az átmér®ik négyzetei.Euklidész: Elemek XII, 2.Tétel6.1.1. De�ní
ió. A terület az a T nem negatív additív halmazfüggvény, amiaz egyszer¶ sokszögeken értelmezett, az egységnégyzethez az 1 számot rendeliés az egybevágóságokra nézve invariáns.A de�ní
ió alapján el®ször meghatározhatjuk tetsz®leges téglalap terü-letét, majd a háromszögek területét, végül az egyszer¶ sokszög területét.Az els® lépésben rögtön használnunk kell, hogy a Cau
hy-féle függvénye-gyenletnek pozitív értékek esetén egyértelm¶ a megoldása, pontosabban: apozitív félegyenesen értelmezett pozitív értékeket felvev® additív függvénylineáris. Ennek bizonyítása az Ar
himédeszi folytonossági axiómát használja,ezért a határátmenet fogalmára expli
ite nem épít. (Impli
it módon perszehasználjuk, ahogy használnunk kell a szakasz hosszának de�niálása során is.)6.1.1. Lemma. A téglalap területe a két oldalának szorzata, a háromszögterülete alapjának és hozzátartozó magassága szorzatának a fele.Bizonyítás: Világos, hogy egyik oldalát a téglalapnak rögzítve a másikoldal hosszának additív függvénye a terület függvény. A tétel el®tti megjegy-zés szerint ez a függvény lineáris azaz valamely k′(a) számmal t(T (a, b)) =
= k′(a) · b. Hasonlóképpen valamilyen k′′(b) számmal t(T (a, b)) = k′′(b) · a.Az els® egyenletbe b = 1-et helyettesítve t(T (a,1)) = k′(a) adódik, míg amásodik egyenletbe a = 1-et rakva látjuk, hogy t(T (1, b)) = k′′(b). Ezért
t(T (a, b)) = k′(a) · b = t(T (a,1)) · b = k′′(1) · a · b = t(T (1,1)) · a · b =
= a · b. A háromszög területére vonatkozó formula a háromszög derékszög¶háromszögekre bontása után azok téglalappá történ® kiegészítésével könnyenadódik.6.1.2. Lemma. Tetsz®leges egyszer¶ sokszög egymást nem metsz® átlókkalháromszögekre bontható.
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a

b

T a,b( ) T a,b( )
t T a,b( ( ))

c

T a,c( ) T a,c( )
t T a,c( ( ))

U
+

= T a,b+c( )
= t T a,b+c( ( ))

6.1. ábra. Sokszög felbontása.Bizonyítás: Az állítást induk
ióval bizonyítjuk. n = 3 esetben az állításteljesül. Legyen n ≥ 4. Tekintsük a sokszög konvex burkát, legyen v ezen sok-szög egy 
sú
sa. v az eredeti sokszögnek is 
sú
sa. A v-vel szomszédos 
sú
soklegyenek u és w. Ha uw átló, akkor a v 
sú
s elhagyásával keletkez® sokszög-re induk
iós feltételünket alkalmazva állításunk adódik. Ha nem, akkor △vuwháromszög a belsejében, vagy az uw szakasz relatív belsejében tartalmazzaaz eredeti sokszög valamely 
sú
sát, így tekinthetjük egyikét azon 
sú
spon-toknak, melyek △vuw háromszöghöz tartoznak és uw szakasztól a távolságukmaximális. Egy ilyen z. Nyilván vz szakasz az eredeti sokszög átlója. Ez asokszöget két kisebb oldalszámú sokszögre bontja, melyekre egyenként alkal-mazva az induk
iós feltételt az állítás adódik.6.1.1. Megjegyzés. Az induk
iós bizonyításból világos, hogy a keletkez® há-romszögek száma n− 2, és a felbontás egy O(n2) lépésszámú rekurzióval rea-lizálható. Ehhez elég észrevenni, hogy a fenti eljárásban O(n) lépésben talál-hatunk egy átlót, így a rekurzív eljárás O(n2) lépésben fejezhet® be. A jelenlegismert leghatékonyabb algoritmus, ezt a feladatot O(n) lépésben oldja meg.6.1.2. Megjegyzés. Az el®bbi megjegyzést is �gyelembe véve ha van jól de�-niált területfüggvényünk az különböz® háromszög felbontások esetén nem ad-hat különböz® értékeket az egyszer¶ sokszög területére. Így a továbbiakban kétút közül választhatunk; vagy igazoljuk, hogy két háromszögre bontás esetén



296 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMaz egyszer¶ sokszögre ugyanazt a számértéket kapjuk így az egyszer¶ sokszögterülete de�niálható, mint valamely fenti módon való triangulásánál a kelet-kez® háromszögek területeinek az összege, vagy általánosan konstruálunk egyterület függvényt, mely az eddig levezetett formulákat és a terület fogalmábanszerepl® állításokat egyaránt teljesíti, ekkor a terület függvény létezése garan-tálja, hogy a különböz® triangulálások ugyanazon eredményt adják. Számunk-ra az els® megoldás kézenfekv®bb, mert ez esetleg a hiperbolikus sík esetén isalkalmazható megfontolásokhoz vezet.6.1.2. De�ní
ió. Egy egyszer¶ sokszög konvex, ha tetsz®leges két pontjávalegyütt annak összeköt® szakaszát is tartalmazza.6.1.3. Lemma. Konvex sokszög két, nem metsz® átlókkal való triangulálásaesetén, a két felbontásban keletkez® háromszögek területeinek összege meg-egyezik.
A

B

CM 1 Mk

N1 Nk

M2

N2

6.2. ábra. Konvex sokszög területe.Bizonyítás: A 
sú
sszámra vonatkozó induk
ióval bizonyítunk. n = 3 ese-tén az állítás triviális. Ha n = 4 két háromszögbontásunk van a két átlónakmegfelel®en. A két bontás háromszögei egymást négy háromszögben metszik.Ezek területének egyértelm¶sége és az additivitás alapján az állítás ebben azesetben is teljesül. Legyen most n ≥ 4. Tekintsük az egyik felbontás egyolyan háromszögét, mely a sokszög két szomszédos oldalát tartalmazza ol-dalként, legyen ez △ABC , ahol AB,BC a sokszögnek is oldalai. (Mivel asokszögnek n oldala van, a keletkez® háromszögek száma pedig n − 2, ilyenháromszög legalább kett® van.) Ha ezen háromszög a másik felbontásnak isháromszöge, a B 
sú
s elhagyásával keletkez® konvex n− 1 szögnek a mara-dék háromszögek alkalmas triangulálását adják, így induk
iós feltételünketérvényesítve az állítást kapjuk. Ha △ABC nem háromszöge a második fel-bontásnak, a B 
sú
sból induló n − 3 > k > 0 átló k metszéspontot ad az
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AC szakaszon, legyenek ezek rendre M1, · · ·Mk. A BA,BM1, · · ·BMk, BCszakaszok a második triangulá
ió (k + 1) darab B 
sú
sú háromszögénekoldalaira illeszkednek. A BM1, · · ·BMk szakaszoknak megfelel® 
sú
spontoklegyenek rendre N1, · · ·Nk. Az AN1 . . . NkC konvex sokszöget a vizsgált átlóka △AN1M1

, △NkMkC háromszögek és az MiNiNi+1Mi+1 négyszögek diszjunktuniójára bontják. Tekintsük az MiNiNi+1Mi+1 négyszögnek az MiNi+1 átló-val való felbontását. Ekkor az additivitás miatt
t(△BNiNi+1

) = t(△BMiMi+1
) + t(△MiNiNi+1

) + t(△MiNi+1Mi+1
)áll fenn. Jelöljük F -el a második felbontás azon háromszögeinek halmazát,melyek nem tartoznak a AN1 . . . NkC sokszöghöz. A második felbontáshoztartozó területösszeg így:

t2 = t(△ABC) +
∑

△∈F
t(△) + t(△AN1M1

)+

+

k−1∑

i=1

[t(△MiNiNi+1
) + t(△MiNi+1Mi+1

)] + t(△CNkMk
).Az M1N1N2M2 négyszög másik átló szerinti felbontása a

t(△M1N1N2
) + t(△M1N2M2

) = t(△M1N1M2
) + t(△M2N1N2

)egyenl®séghez vezet, ahonnan
t(△AN1M1

) +

k−1∑

i=1

[
t(△MiNiNi+1

) + t(△MiNi+1Mi+1
)
]
+ t(△CNkMk

) =

= t(△AN1M2
)+t(△M2N1N2

)+

k−1∑

i=2

[t(△MiNiNi+1
)+t(△MiNi+1Mi+1

)]+t(△AN1M1
)összefüggéshez jutunk. Az eljárást folytatva az AN1 . . . NkC sokszög nemmetsz® átlókkal való △AN1C ,△CN1N2

,△CN2N3
, . . . ,△CNk−1Nk

triangulá
iójátkapjuk, mellyel a kérdéses t2 területösszeg:
t2 = t(△ABC) +

{
∑

△∈F
t(△) + t(△AN1C) +

k−1∑

i=1

△CNiNi+1

}
.Mivel a kap
sos zárójelben lev® összeg, egy nem metsz® átlókkal való felbon-tású területösszege azon n − 1 
sú
sú sokszögnek mely az △ABC elhagyásá-val keletkezik az induk
iós feltételünk szerint megegyezik az els® felbontás

△ABC-t®l különböz® háromszögeinek területösszegével, ezért t1 = t2 valóbanteljesül.
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ió. A konvex sokszög területe a nem metsz® átlókkal való va-lamely felbontásában szerepl® háromszögek területének összege.Lemmánk szerint a háromszögekre a megfelel® formulát adó terület függ-vény a fenti de�ní
ióval kiterjed a konvex sokszögekre.6.1.1. Tétel. Egyszer¶ sokszög két, nem metsz® átlókkal való triangulálásaesetén, a két felbontásban keletkez® háromszögek területeinek összege meg-egyezik.Bizonyítás: Az egyszer¶ sokszög egyik triangulá
iója a másik háromszö-geit konvex részekre bontja. A konvex daraboknak tetsz®leges triangulá
iójáttekintve a t1 területösszeg az ábrán szerepl® valamennyi háromszög területé-nek összegeként adódik. A második t2 területösszeget ugyanezen háromszögekterületének egy másik 
soportosításával kapott összeg adja. Így a két területösszeg megegyezik. Ez az el®z® lemma szerint nem függ a metszet daraboktriangulálásától.6.1.4. De�ní
ió. Az egyszer¶ sokszög területe a nem metsz® átlókkal valóvalamely felbontásában szerepl® háromszögek területének összege.De�ní
iónk a tétel értelmében a terület függvény egyszer¶ sokszögekre va-ló kiterjesztését adja. Ezzel igazoltuk, hogy a háromszögekhez rendelt "alapés a hozzátartozó magasság szorzata osztva kett®vel" függvény a terület de-�ní
iójában szerepl® valamennyi kitételnek megfelel® módon kiterjeszthet®.Azaz van terület függvény, aminek érvényességi körét a továbbiakban álta-lánosabb síkbeli alakzatokra is kiterjeszthetjük. Legyen T valamely területfüggvényünk.6.1.5. De�ní
ió. A H halmaznak van területe, ha a beírt egyszer¶ sokszögekterületének B(H) suprémuma megegyezik a köré irt egyszer¶ sokszögek terü-letének K(H) in�numával. Legyen T (H) érték ez a közös szám.Jegyezzük meg, hogy egyszer¶ sokszögek esetén ez éppen a korábban de-�niált terület értéke.6.1.4. Lemma. A terület függvény monoton. Azaz ha A ⊂ B és a két hal-maznak van területe, akkor T (A) ≤ T (B).Bizonyítás: Legyen K ⊂ A ⊂ B egyszer¶ sokszög, ekkor T (K) ≤ T (B)minden K ⊂ A így T (A) = B(A) ≤ B(B) = T (B).6.1.2. Tétel. Minden korlátos konvex halmaznak van területe. A kör területe
r2π.



6.2. TERÜLET A HIPERBOLIKUS SÍKON 299Bizonyítás: C tetsz®leges konvex halmaz. Ha nin
s három nem egy egyene-sen lev® pontja, akkor maga is egy szakasz így területe nyilván nulla. Egyéb-ként tekintsük egy átmér®jét. (Két határpontját összeköt® szakaszt húrnaknevezünk, a maximális hosszúságú húrok az átmér®k.) Ennek végpontjaibanhúzott mer®legesek a konvex halmazt 
sak ebben a pontjában metszik, ezeka konvex halmaznak támaszegyenesei. Az átmér® és az egyik végpontjábanmegrajzolt támaszegyenes a konvex halmazhoz rendelt derékszög¶ koordi-nátarendszert származtat, tekintsük x tengelynek az átmér® egyenesét. Apozitív y koordinátájú pontok egy újabb C+ konvex halmazt adnak C met-szetét a fels® félsíkkal. Ennek azon határpontjai, melyek x-hez nem tartoz-nak a koordinátarendszer konkáv függvényét adják. Ezen konkáv függvényReimann integrálhatóságából következik, hogy az alsó közelít®összegek sup-rémuma és fels® közelít®összegek in�numa megegyezik. Mivel ezek geometriaireprezentá
iója, C+-ba beírt illetve C+ köré írt egyszer¶ sokszögek területei-nek suprémuma illetve in�numa, C+ nak így vele együtt C-nek van területe.A kör területére vonatkozó állítás egyszer¶ integrálással könnyen adódik.
C

C
+

6.3. ábra. Konvex halmaz területe.6.2. Terület a hiperbolikus síkonEgyenl® terület¶ háromszögeknek a szögösszege egyenl®.Bolyai J.: AppendixA terület függvény de�ní
ióját módosítanunk kell, hiszen nin
s a hiper-bolikus síkon négyzet, a helyébe lép® alakzat területének egységként valórögzítése pedig nem ke
segtet el®nyökkel. Mint kiderül, a jó mérték választása háromszorosan aszimptotikus háromszögek területének alkalmas rögzítésé-vel adódik.



300 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOM6.2.1. De�ní
ió. A terület egy olyan T nem negatív additív halmazfügg-vény, ami az egyszer¶ sokszögeken értelmezett és az egybevágóságokra nézveinvariáns.6.2.1. Tétel. A háromszorosan aszimptotikus háromszögek egymással egybe-vágóak. Így területük egy konstans T érték.

A B

C

C

F1

F2

O

P

P

,

,

6.4. ábra. Háromszorosan aszimptotikus háromszögek egybevágósága.Bizonyítás: A projektív modell egybevágóságai azok a kollineá
iók, me-lyek a modellkört invariánsan hagyják. Tekintsünk egy a modellbe írt △ABCháromszöget. Az AB szakaszfelez®mer®legese messe a C ′-ben a modellkört,úgy, hogy C és C ′ azonos AB által meghatározott íven legyenek. Ha C = C ′a háromszögünk egyenl®szárú, ha nem, tekintsük az AB és CC ′ egyenesek
O metszéspontját. Tegyük fel (OBA), (OCC ′) rendezések állnak fenn, ha Oközönséges pont, illetve legyen AC ′CB a trapéz 
sú
sainak körbenjárása, ha
O végtelen távoli pont. Tekintsük azt a 
entrális axiális kollineá
iót, mely-nek 
entruma O, A,B illetve C képe B,A illetve C ′. Ennek a leképezésnektengelye a BC, AC ′ egyenespár közös pontját az AC, BC ′ egyenespár közöspontjával összeköt® egyenes. (Mivel az egyik pont a körön kívül a másik belülhelyezkedik el a leképezésnek két �xpontja is van a körön (F1 és F2) ezek az
O-ból a körhöz húzott érint®k, érintési pontjai.) A leképezés olyan kollineá
iómely a modellkört invariánsan hagyja, hiszen ha P képe P ′ valamely P kör-határon lev® pontra, akkor PA és P ′B egyenesek metszéspontja a tengelyre
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al tétel megfordítását alkalmazva a CPBC ′P ′A hatszögre, adó-dik, hogy ezen pontok egy kúpszeletre illeszkednek. Mivel a hat pont közül ötegy kör pontja P ′ is a modellkörhöz tartozik. Így minden körbe írt háromszögegyenl®oldalú háromszögbe transzformálható a modellben egybevágóságkéntjelentkez® transzformá
ióval. Az egyenl®oldalú háromszögek a modellkör kö-zéppontja körüli forgatással azonosíthatók, amely szintén a hiperbolikus síkegybevágósága. Ezzel állításunkat igazoltuk.6.2.2. Tétel. Az egyszeresen aszimptotikus háromszögek átdarabolhatóak egyötszögbe.Bizonyítás: Az átdarabolhatóság bizonyításához H.Liebmann zseniális öt-letét alkalmazzuk, a szemléletes ábrához a Poin
are körmodellt fogjuk hasz-nálni (lásd 6.5. ábra). Jelöljön ABC egy olyan egyszeresen aszimptotikusháromszöget, amely végtelenben fekv® 
sú
sa C, A 
sú
sa pedig a modellkörközéppontja. (Ezzel a feltétellel az ábrát 
sak egyszer¶sítjük, mint láttuk, amodellkör középpontjának nin
s kitüntetett szerepe.) Egészítsük ki az ABCháromszöget az AB oldalélegyenes alkalmas meghosszabbításával egy ACDkétszeresen aszimptotikus háromszöggé. Az A 
sú
sból DC oldalra bo
sátottmer®leges talppontjaM , az ABC háromszög AM egyenesre vonatkozó tükör-képe pedig AA1D. Az A1D illetve BC oldalak M1-ben metszik egymást. Az
A1 és B pontokból szintén állítsunk mer®legest a DC egyenesre, a talppon-tokat jelölje P és Q. Ha a CB egyenes tükörképe A1P egyenesre DA2 akkoraz A1A2M2 háromszög egybevágó az A1M1M2 háromszöggel, az viszont az
M1BB2 háromszöggel, így az ABC háromszög számmal jelölt darabjait rend-re meg tudjuk feleltetni az ötszög azonos számmal jelölt darabjainak. Ebb®laz állítás már következik.6.2.3. Tétel. Ha a kétszeresen aszimptotikus háromszög szöge α a területe
c(π − α) ahol a c konstans tetsz®leges pozitív szám lehet.Bizonyítás: Jelölje f(φ) a kérdéses területet, ahol φ a háromszög szögénekkiegészít® szöge, lásd a 6.6. ábrát.Ha most összeillesztünk az ábrának megfelel®en két kétszeresen aszimp-totikus háromszöget, melyek nem nulla szöge rendre φ és π − φ egy három-szorosan aszimptotikus háromszöget kapunk, melynek területe a konstans Térték. Ebb®l rögtön adódik, hogy a vizsgált függvényre teljesül a

f(φ) + f(π − φ) = Tfeltétel, ahol 0 ≤ φ ≤ π. (Az f(0) = 0 f(π) = T , értékpár határátmenetteladódik.) A 6.6. ábra jól mutatja, hogy miért kell teljesülnie az
f(φ) + f(ψ) + f(π − φ− ψ) = T
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6.5. ábra. Liebmann átdarabolásaegyenl®ségnek minden φ ≥ 0,ψ ≥ 0 és φ + ψ ≤ π értékpárra. Ezen kétösszefüggésb®l viszont már algebrailag következik az
f(φ) + f(ψ) = f(φ+ ψ),úgynevezett Cau
hy függvényegyenlet. Ezen egyenletnek nyilvánvalóan meg-oldása az f(x) = λx függvény, pozitív érték¶ folytonos, valós függvényekesetén nin
s az egyenletnek más megoldása. Ezen két tulajdonságból ugyanisrögtön következik, hogy f monoton növ®, és az f(1) = λ feltételb®l pedig,hogy f(n) = nλ. Ha most

k

n
≤ x ≤ k + 1

nvalamely x valós számra, akkor fennáll :
k ≤ nx ≤ k + 1és így

kλ ≤ nf(x) ≤ (k + 1)λ.Ebb®l már adódik: ∣∣∣∣x−
f(x)

λ

∣∣∣∣ <
1

nminden n természetes szám esetén. Azaz valóban teljesül
f(x) = λx.
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f

f

f
f

f
f

f
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p-

A

f( f() )

N M

N

M

f( )

L

A6.6. ábra. Miért additív az f függvény?
L M

N

p+y

p-y p-f

A

C

B6.7. ábra. A terület és a defektusA λ értéke nyilván λ = T/π, mert a háromszorosan aszimptotikus háromszögterülete T .Ezek után válasszuk a T értékét π-nek. Ekkor6.2.4. Tétel. Az α, β, γ szögekkel rendelkez® háromszög területe a defektusa.Bizonyítás: Az oldalak 
iklikus meghosszabbításával bármely véges oldalú,
ABC△ háromszög egy háromszorosan aszimptotikus háromszöggé egészíthe-t® ki. A kiegészít® darabok olyan kétszeresen aszimptotikus háromszögek,melyek területe az el®bbiek szerint éppen λα, λβ, λγ, így a területfüggvényadditivitása alapján a kívánt formulához jutunk:

T (ABC△) = λ(π − (α + β + γ))ahol λ = T/π.6.3. Térfogat az euklidészi térbenAzok a parallelepipedon, melyek magassága ugyanaz,



304 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMúgy aránylanak egymáshoz, mint az alapjaik.Euklidész Elemek XI. 32. TételA terület fogalmának felépítéséhez nem volt szükség egyébre, 
sak azonprin
ípium felhasználására, hogy pontosan az egymásba átdarabolható alak-zatok az egyenl® terület¶ek. A térben ez az elv nem igaz, két azonos terület¶poliéder nem feltétlenül darabolható át egymásba. Ahhoz, hogy alkalmas de-�ní
ióhoz juthassunk el®ször ezt a kérdést vizsgáljuk meg.6.3.1. Max Dehn tételeM. Dehn Hilbert harmadik problémájának megválaszolása közben bevezeti aDehn invariáns fogalmát. Ez egy poliéderhez rendelt szám, ami rendelkezikazzal a tulajdonsággal, hogy átdarabolás során az értéke nem változik meg.Válasszunk egy additív függvényt f : R → R, amelyre f(π) = f(0) = 0.De�niáljuk tetsz®leges P poliéderre a következ® számot:
D(P ) =

∑

e∈{P éle} f(θe)ℓ(e),ahol θe a P poliéder e élénél fellép® lapszög, és ℓ(e) az e él hossza.Igazolni akarjuk, ha P -t véges sok kisebb poliéderre P1, . . . , PN -re bont-juk, akkor
D(P ) =

N∑

k=1

D(Pk) (6.1)áll fenn azaz, ha P és Q egymásba átdarabolhatóak, akkor D(P ) = D(Q).Legyen P1, . . . , PN a P egy ilyen felbontása. Adott e él és Pk esetén akövetkez® esetek léphetnek fel :1. e a P belsejébe esik. Mivel ilyenkor e egy környezete is P -hez tartozik,az e-t élként vagy annak részeként tartalmazó darabok e-nél fellép®lapszögeinek összege 2π. Így a (6.1) jobb oldalán az e él egy f(2π)ℓ(e)mennyiséggel járul az összeghez. (Felhasználtuk, hogy f additív.)2. e P egy lapjához tartozik. Ilyenkor az el®z® pont okfejtése érvénybenmarad, de a kérdéses összeghez most f(π)ℓ(e) összeggel járulunk 
sakhozzá.3. ha e egy e′ P -hez tartozó él része, akkor a teljes hozzájárulás, éppen
f(θe′)ℓ(e).



6.3. TÉRFOGAT AZ EUKLIDÉSZI TÉRBEN 305Mivel f -et úgy választottuk, hogy f(π) = 0 így f(2π) = 0 f additív voltamiatt szintén igaz, ezért kapjuk, hogy az (6.1) egyenl®ség valóban fennáll.6.3.1. Tétel (Dehn átdarabolhatósági tétele). A szabályos tetraéder és a veleegyenl® térfogatú ko
ka nem darabolhatók egymásba.Bizonyítás: Tekintsünk egy 1 él¶ szabályos T tetraédert. Világos, hogy
D(T ) = 6f(θ), ahol θ a T egy lapszöge. Ismert, hogy a cos(θ) = 1

3
össze-függésnek eleget tev® szögre θ/π irra
ionális, azaz található egy additív ffüggvény úgy, hogy f(θ) = 1 és f(π/2) = 0 egyaránt teljesül. Tekintsükugyanis Q felett R-et mint végtelen dimenziós V vektorteret. Ebben π és

θ független vektorok, így kiegészíthet®k a tér egy bázisává. (Természetesenhasználjuk a kiválasztási axiómát.) Legyen f : V → R lineáris funk
ionál,melyre f(θ) = 1 és a többi bázisvektorra v-re f(v) = 0. A függvény Q felettlineáris, R felett additív. De�ní
ió szerint f(θ) = 1 és az additivitás miatt
2f(π/2) = f(π) = 0. (Jegyezzük meg, hogy f R felett nem lineáris, mert
0 6= πf(θ), míg 0 = θf(π) és linearitás esetén mindkett® f(θπ)-vel lenneegyenl®.)Azaz a K ko
kára D(K) = 0 ugyanakkor a szabályos tetraéderre D(T ) =
= 6. Így nem lehet ®ket egymásba átdarabolni.6.3.2. Cavalieri-elvA terület felépítésének módszere további analitikus feltétel nélkül tehát, nemalkalmazható a térfogat kiépítéséhez. A határérték fogalmának korai haszná-latát elkerülend® egy új axiómát � a Cavalieri-elvet� veszünk fel axiómáinkközé. Ennek 
élja összekap
solni a terület és a térfogat fogalmát a lehet®legegyszer¶bb módon. Mint ahogy az más tankönyvekb®l kiderül, az elemifelépítések elkerülhetik ezt az állítást, de annak analogonjait újra és újrabizonyítaniuk kell, például említeném az egyenl® alapterülettel és egyenl®magassággal rendelkez® tetraéderekhez rendelt számok egyenl®ségét, vagy azazonos alappal rendelkez®, egyenl® magasságú kúpok és hengerek térfogatá-nak az arányát. Természetesen az elvet a modern matematika elvárásainakmegfelel® szinten kell interpretálni, így a szokásos egyszer¶bb megfogalmazáshelyett egy ki
sit körmönfontabbak leszünk.6.3.1. De�ní
ió (Cavalieri-elv). A V halmazfüggvény teljesíti a Cavalierielvet, ha tetsz®leges H1, H2 halmazpár esetén, amelyre értelmezett, teljesüla következ® tulajdonság: Ha egy párhuzamos síksor elemeivel metszve H1 és
H2 halmazokat, minden metszetpárnak létezik és egyenl® a területe, akkor

V (H1) = V (H2).



306 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOM6.3.2. De�ní
ió. A térfogat egy V nem negatív, additív halmazfüggvény,ami az egyszer¶ poliédereken értelmezett, az egységko
kához az 1 számot ren-deli, az egybevágóságokra nézve invariáns, és teljesíti a Cavalieri-elvet.Mostmár a további felépítéshez szükséges tetraéder-térfogat egyszer¶enadódik.6.3.2. Tétel. A T tetraéder térfogata:
V (T ) =

1

3
T (ABC△)) ·m,ahol m az ABC△ háromszöglaphoz tartozó tetraéder magasság.

a
a

a

b

b
b

c
c c

c

e

e

e
ed

d

df
f

fg

gg6.8. ábra. Tetraéder térfogata.Bizonyítás: A szokott módon alkalmas átdarabolásokkal és a folytonosságiaxiómák felhasználásával eljuthatunk a parallelepipedon térfogatát kifejez®"alapterület és a magasság szorzata" formuláig. A parallelepipedont egy át-lós síkja mentén félbevágva két egybevágó háromoldalú hasábhoz jutunk,melyeknek persze egyenl® a térfogata. Az ábrának megfelel® módon ezen ha-sáb három � a Cavalieri elv szerint � egyenl® térfogatú tetraéderre bomlik,melyek térfogata ezek szerint a parallelepipedon térfogatának hatoda.



6.4. INTEGRÁLFOGALMAK 307Mivel a konvex poliéderek tetraéderekre bonthatók, az általános poliéde-rek, meg konvex poliéderek diszjunkt uniójaként állnak el®, a poliéderek tér-fogatát meg tudjuk határozni. A közismert egyéb testek térfogata integrál-számítás segítségével határozható meg.6.4. IntegrálfogalmakEgy matematikai elméletet - mint egyébként minden más dolgot - könnyebbfelfogni, mint elmagyarázni a szépségét.A. CayleyAz integrálás tehát alapvet® szerepet játszik a térfogat meghatározásábanmost a leginkább használt két integrálfogalmat elevenítjük fel.6.4.1. Jordan mérték és a Riemann integrálA Jordan mérték a szokásos poliéder térfogat fogalmon alapuló mérési mód. Atovábbiakban n-dimenziós abszolút térben adjuk meg a mértéket, felhasznál-va, hogy a szimplex térfogatának ismeretében tetsz®leges poliéder térfogatátismerjük. Ha H tetsz®leges halmaz, melybe írható poliéder és valamely másikpoliéderhez hozzátartozik de�niálhatjuk a H bels® illetve küls® mértékét a
v−(H) = sup{v(P ) ahol P ⊂ H poliéder },
v+(H) = sup{v(P ) ahol P ⊃ H poliéder }.Jordan értelemben mérhet® egy halmaz ha

v−(H) = v+(H) =: v(H)és ekkor ezt a közös értéket a halmaz Jordan mértékének vagy n-dimenzióstérfogatának nevezzük és v(H)-val jelöljük. Jegyezzük meg, hogy de�ní
iónkszerint a poliéderek Jordan mérhet®k. Véges metszete és uniója valamintszimmetrikus di�eren
iája Jordan mérhet® halmazoknak szintén mérhet®.Kompakt halmaz nem feltétlenül mérhet®, a Cantor halmaz bels® mértékenyilván nulla, míg küls® mértéke nem t¶nik el, mert a komplementer inter-vallumok összhossza kisebb mint egy; hasonlóképpen a [0,1] intervallum ra-
ionális pontjainak halmaza mint R részhalmaza sem mérhet®. Egy korlátosnyílt halmaz szintén nem feltétlenül Jordan mérhet®. Igazolható, hogy egykorlátos halmaz Jordan mérhet® akkor és 
sak akkor ha a határa Lebesgue



308 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMértelemben nullmérték¶ halmaz. Világos, hogy megszámlálható unióra a Jor-dán mérhet® halmazok halmaza nem zárt, azaz a Jordan mérhet® halmazoknem alkotnak σ-algebrát így a Jordan mérték igazából nem mérték.A Riemann által használt integrál fogalom a Jordan mérték fogalmáraépít. Most mi a Darboux által bevezetett felépítést vázoljuk. Legyen f :
: Rn −→ R valós vektor változós valós érték¶ függvény. Jelölje D(f) azértelmezési tartományát,tegyük fel, hogy ez Jordan mérhet® halmaz. Az ér-telmezési tartomány egy felosztása nem más, mint véges sok, páronként közösbels® ponttal nem rendelkez®, Jordan mérhet® halmazok egy olyan rendszere,amely uniója D(f). Jelöljön F egy ilyen felosztást és vezessük be a felosztásravonatkozó alsó s(f, F ) illetve fels® S(f, F ) közelít® összeget a következ®kép-pen:

s(f, F ) :=
n∑

i=1

miv(Fi),

S(f, F ) :=

n∑

i=1

Miv(Fi),ahol Fi az F felosztáshoz tartozó i-edik halmaz, mi illetve Mi az f függvényin�numa illetve supremuma az Fi halmazon. Könnyen igazolható, hogy ha Filletve F ′ két felosztás, akkor teljesül a
s(f, F ) ≤ S(f, F ′)egyenl®tlenség, így az összes felosztások halmazán de�niált

s(f) := sup s(f, F ) ≤ inf S(f, F ) =: S(f)egyenl®tlenség is fennáll. A s(f) illetve S(f) függvények az alsó illetve fel-s® Darboux féle integrálok. Riemann értelemben integrálhatónak nevezzük afüggvényt, ha az alsó illetve fels® Darboux integrálja megegyezik.Könnyen igazolható, hogy Jordan mérhet® halmazon értelmezett folyto-nos függvény Riemann integrálható, és az integrál értéke a gráf és az xn+1) =
= 0 hipersík közötti általános henger Jordan mértéke ((n + 1)-dimenzióstérfogata). Következésképpen a halmazok egy széles körének Jordan mérté-ke integrálás útján meghatározható, pld. tetsz®leges konvex halmaz határátegy adott irányú árnyékhatára két olyan felületre vágja szét, mely egy al-kalmas koordinátarendszerben egy folytonos függvény gráfja, így tetsz®leges
n + 1-dimenziós konvex halmaz euklidészi térfogata meghatározható. Mind-azonáltal a Jordan mérhet® halmazok köre igen sz¶k, ezért egy új (ezúttaligazi) mérték fogalmat vezetünk be, mely mérhet® halmazai között a Jordánmérhet® halmazok szerepelnek.



6.4. INTEGRÁLFOGALMAK 3096.4.2. Lebesgue mérték és Lebesgue integrálA Legesgue mérték de�ní
iójánál elegend® az euklidészi n-dimenziós térbendolgoznunk, hiszen ha kialakult a megfelel® integrál fogalmunk a hiperboli-kus térbeli számításainkat a koordináták euklidészi terében fogjuk elvégezni.Ezért a kiindulási objektumunk a tégla, melynek Lebesgue mértékét az élekhosszának szorzataként de�niáljuk.Rögzítsük az n ∈ N számot. Az Rn-beli tégla a
B =

n∏

i=1

[ai, bi], ahol bi ≥ aidirekt szorzat. A Lebesgue mértékét a téglának a
vol(B) =:

n∏

i=1

(bi − ai)szorzattal de�niáljuk. (Ez a közönséges mértéke is egyúttal.) Tetsz®leges A ⊂
⊂ Rn halmazhoz rendeljük a:
λ∗(A) = inf

{∑

B∈C
vol(B) : ahol C egy megszámlálható tégla fedése A-nak}úgynevezett küls® mértéket. Az A halmaz Lebesgue mérhet®, ha teljesül rá akövetkez® tulajdonság:
∀S ⊂ Rn, λ∗(S) = λ∗(A ∩ S) + λ∗(S \ A).A Lebesgue mérhet® halmazok egy σ-algebrát alkotnak, és a Lebesgue mér-tékük de�niálható a

λ(A) = λ∗(A)értékkel. Legfontosabb ismeretek a Lebesgue mértékr®l számos analízis könyv-ben megtalálhatóak, azonban néhány tulajdonságot it is megemlítenénk. ALebesgue mérték a Jordan mérték kiterjesztése, azaz Jordan mérhet® halma-zok Lebesgue mérhet®ek is és a két hozzárendelt érték megegyezik, továbbáigazi mérték, azaz a Lebesgue mérhet® halmazok σ algebráján σ additív.A nyílt és zárt halmazok Lebesgue mérhet®k, a nem üres nyílt halmazokonszigorúan pozitív, azaz nem üres, nyílt halmaz Lebesgue mértéke nem nul-la. A mérhet®ség fogalma invariáns a lineáris transzformá
iókra nézve, magaaz érték az egybevágóságokra nézve invariáns, spe
iálisan eltolás invariánsmérték.



310 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMA Lebesgue integrál fogalom kialakítása során el®ször de�niáljuk a függ-vény integrálhatóságának fogalmát. Az f : Rn −→ R függvény Lebesgueértelemben mérhet®, ha a zárt intervallumok ®sképei Lebesgue mérhet®k.A Lebesgue mérhet® függvények Lebesgue integrálját a következ®képpenjelöljük:
∫

E

fdλ =

∫

E

f (x) λ (dx) .A de�ní
ió els® lépéseként tekintsük a karakterisztikus függvényeket. De�ní-
ió szerint az S mérhet® halmaz pontjai felett ennek értéke 1 máshol nulla.Az egyetlen értelmes választás az, ha a tartójuk (ahol nem nullák) Lebesguemértékét rendeljük ezek integráljaként:
∫

1S dλ = λ(S).Ha egy függvény véges lineáris kombiná
iója karakterisztikus függvényeknek,akkor lép
s®s függvénynek nevezzük. Ekkor az alakja
∑

k

ak1Sk
,ahol az ak együtthatók valós számok, a halmazok pedig Lebesgue mérhet®k.Legyenek el®ször az együtthatók nem negatívak, ekkor de�niálhatjuk az

∫ (∑

k

ak1Sk

)
dλ =

∑

k

ak

∫
1Sk

dλ =
∑

k

ak λ(Sk).formulával az integrált. A végeredmény lehet végtelen, továbbá tegyük fel,hogy nulla szorozva végtelennel az nulla. Áttérve az általános esetre az∞−∞de�niálatlan eset elkerüléséhez tegyük fel el®ször, hogy
f =

∑

k

ak1Sk
,ahol ak = 0 ha λ(Sk) = ∞. Ekkor az el®z® formula érvényben maradhatés a kapott érték nem függ a függvény karakterisztikus függvényekkel valóel®állításától.Ha B tetsz®leges mérhet® részhalmaza a térnek és s mostmár általánosegyütthatókkal rendelkez® lép
s®s függvény, akkor

∫

B

s dµ =

∫
1B s dλ =

∑

k

ak λ(Sk ∩B).



6.4. INTEGRÁLFOGALMAK 311Legyen f most a tér tetsz®leges nem-negatív mérhet® függvénye. Ekkor de�-niáljuk az integrált a
∫

E

f dλ = sup

{∫

E

s dλ : 0 ≤ s ≤ f, s lép
s®s függvény}formulával. Könnyen látható, hogy lép
s®s függvényekre ez a de�ní
ió meg-egyezik a korábbival. Látható továbbá, hogy ha egy függvény Riemann integ-rálható akkor ezen értelemben is és a két számérték megegyezik egymással.Legyen most f tetsz®leges függvény. Ezt mindig felírhatjuk két nem-negatív függvény különbségeként:
f = f+ − f−,ahol

f+(x) =

{
f(x) if f(x) > 0
0 egyébként

f−(x) =

{
−f(x) if f(x) < 0

0 egyébkéntVilágos, hogy
|f | = f+ + f−.Ha ∫
|f |dλ <∞,akkor f -t integrálhatónak nevezzük. Ebben az esetben, mindkét integrálraszintén teljesül, hogy

∫
f+dλ <∞,

∫
f−dλ <∞,és de�niálhatjuk az integrált különbségként:

∫
fdλ =

∫
f+dλ−

∫
f−dλ.A két integrálfogalom összevetéséhez próbáljuk meghatározni egy r®zsekupa
 térfogatát, ahol a gallyakat az egyik végükkel a földre állítottuk. ARiemann integrál használatakor a gallyak térfogatát egyenként meghatároz-zuk majd a kapott értékeket összeadjuk, ha Lebesgue módján számolunkaz egyenl® hosszú gallyakat gondolatban egy kupa
ba gy¶jtve számoljuk azegyüttes térfogatukat, majd az így kapott számokat adjuk össze.



312 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOM6.5. Hiperbolikus térfogatNyilvánvaló, hogy az I. és II.-ben kifejtett értelemben minden térbeli feladataz analízis újabb, kell® határok között igen elismerésreméltó módszerével tárgyalható.Bolyai J.: AppendixA hiperbolikus térfogat fogalmának szintetikus felépítése komoly nehéz-ségeket rejt magában. Ennek egyik - kisebb - oka, hogy Cavalieri elv híján alegkézenfekv®bb összehasonlításokat sem tudjuk megtenni. A fontosabb prob-léma, hogy habár a konvex poliédereken keresztül a poliéder fogalma az euk-lidészi felépítéssel analóg módon kapható, hovatovább, tetsz®leges poliéderalkalmas tetraéderek diszjunkt uniójára bomlik, mégsem tudjuk a konkrétértékeket könnyen meghatározni, mert a tetraéder térfogatát kifejez® integ-rál primitív függvénye elemi függvényekkel nem kifejezhet®, ez a Loba
sevsz-kij integrál. A probléma gyökere a hiperbolikus tér szerkezetében rejlik, atér legkézenfekv®bb módon de�niált alakzatai ugyanis a szakasz, háromszög,tetraéder, ... ugyanúgy, ahogy az euklidészi térben, azonban a hiperbolikustér lakója számára NEM ezek a könnyen mérhet® alakzatok, nin
s lehet®séga hosszak átskálázására, (az egység hosszú oldalakkal rendelkez® szabályosháromszög végzetesen különbözik a kett® hosszú oldalakkal rendelkez®t®l, aterületük közötti kap
solat nem egyszer¶...), tetraéder síkmetszetei közöttsemmilyen síksor elemeire vonatkoztatva sem találunk geometriai vagy te-rületre vonatkozó általános kap
solatot, azon mértani hely feladatok meg-oldása, melynek végeredménye az euklidészi síkban egyenes vagy sík, rendrevalamely másik 
iklus, stb ... Ezen problémákat többféle módon meg lehet ke-rülni, de mindaddig, míg érdekl®dési körünk a poliéderek térfogatának meg-határozása, nehézségekbe fogunk ütközni. Nem jelenthetjük azt sem ki, hogyépítsünk hiperbolikus szemlélethez, jobban illeszked® hiperbolikus testelmé-letet, mert akkor a legkézenfekv®bb alakzatok fogalmát kell újra alkotni.Bolyai, Loba
sevszkij és követ®ik nyomán haladva a hiperbolikus (szfé-rikus) térfogat szintetikus felépítésének gondolatát most elvetjük, a térfogatfogalmat analitikusan vezetjük be. Az elv a következ®, koordinátarendszertde�niálunk terünkben, a vizsgálandó alakzatokat a hozzátartozó pontok ko-ordinátáira vonatkozó egyenl®tlenségekkel adjuk meg, így a térfogat megha-tározásának kérdése az Rn egy alkalmas tartományán való integrálását jelentegy alkalmas függvénynek, melyet térfogatelemnek is nevezhetünk. A térfo-gatelem természetesen adódik a választott koordinátarendszer ismeretében.Másik (esetleg modellben értelmezett) koordinátarendszerre áttérve a tér-fogat elem és az alakzat koordinátáit leíró egyenl®tlenségek megváltoznak,így különböz® feladatokhoz különböz® koordináta rendszert választva annak



6.5. HIPERBOLIKUS TÉRFOGAT 313számítási részét jelent®sen egyszer¶síthetjük.6.5.1. Para
iklus koordinátarendszer
P

T

6.9. ábra. Para
iklus kordinátarendszer.Az n-dimenziós hiperbolikus tér pontjait koordinátázhatjuk egy olyan ko-ordinátarendszerre vonatkozólag, melynek els® n− 1 koordinátája euklidesziderékszög¶ koordinátarendszerre vonatkozik a következ®képpen. Tekintsünkegy n−1-dimenziós paraszféra felületet a meghatározó sugársorával együtt. Asugársor valamelyik elemét válasszuk az utolsó koordináta tengelynek, enneka felülettel való metszetét nevezzük ki origónak, és az els® n− 1-koordinátatengely legyen a paraszféra felület egy mer®leges para
iklusokból álló origóközéppontú Des
artes féle koordinátarendszere. (Ne feledjük, hogy a paraszfé-ra geometriája Euklidészi geometria.) A P pont koordinátáit határozzuk mega következ® módon: Az utolsó koordináta ξn jelölje a P pontnak a sugársoreleme mentén a paraszférától mért el®jeles távolsága, A távolságot megha-tározó szakasz T talppontjának a paraszférán mért euklidészi koordinátáilegyenek a pont els® koordinátái. A kapott szám n-es legyen



ξ1
ξ2...
ξn


 .A párhuzamos para
iklus ívek hosszának aránya 
sak távolságuk függvénye,pontosabban ha s1, s2 párhuzamos egyenes pár közé írt para
iklus ívek asugarak mentén egymástól x távolságra vannak, akkor hosszuk aránya e−x

k ,



314 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMahogy ezt Bolyai János kimutatta1 Itt k a térre jellemz® konstans és k tartvégtelen esetén a két ív egyenl® hosszúságú. Ennek megfelel®en a paramétertartományban, (amely egy n-dimenziós euklidészi térrel izomorf) a P pont-nak megfelel egy olyan p pont, amely közönséges derékszög¶ koordinátái :



x1
x2...
xn


 =




e−
ξn
k ξ1

e−
ξn
k ξ2...

e−
ξn
k ξn−1

ξn



.De�niáljuk, most a D Jordan mérhet® tartomány hiperbolikus térfogatát,mint egy vn konstans függvény Riemann integrálját a D⋆ tartomány felett,ahol D⋆ a D tartomány képe a fenti köl
sönösen egyértelm¶ folytonosandi�eren
iálható helyettesítés mellett. A konstans értékét utólag választjukúgy, hogy formuláink egyszer¶ alakot öltsenek. Azaz legyen

v(D) :=

∫

D⋆

vndx1 · · ·dxn.A fenti helyettesítést elvégezve a
v(D) = vn

∫

D

e−(n−1) ξn
k dξ1 · · ·dξnformulához jutunk.Legyen D = [0, a1]× · · ·× [0, an−1] párhuzamos an hosszú szakaszok általde�niált paraszféra tartomány. Ekkor

v(D) = vn

a1∫

0

· · ·
an∫

0

e−(n−1) ξn
k dξn · · ·dξ1 =

kvn
n− 1

[
−e−(n−1)an

k + e0
] n−1∏

i=1

ai =

=
kvn
n− 1

[1− e−(n−1)an
k ]

n−1∏

i=1

ai.Ha an végtelenhez tart és ai = 1 minden egyéb i = 1 · · · (n−1) indexre, akkora térfogat
kvn
n− 1

.1 El®ször igazolja, hogy az s2 = f(s1, x) függvény az els® változójában additív,másodszor, hogy teljesül a cf(x1)f(x2) = f(x1 + x2) vagy a vele ekvivalens ln c +
+ ln f(x1) + ln f(x2) = ln f(x1 + x2) egyenl®ség. Ennek megoldása f(x) = 1

c
ec1x.
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sevszkij gondolatmenetét követve úgy határozzuk meg vnértékét, hogy minden rögzített k esetén egy vékony réteg térfogatát osztva arétegvastagsággal, majd ezen vastagsággal a nullához tartva a mér®szám azeggyel kisebb dimenziós térfogat mér®számához tartson. Számoljuk tehát akövetkez® határértéket:
lim
an→0

v(D)

an
=

kvn
n− 1

n−1∏

i=1

ai lim
an→0

[1− e−(n−1)an
k ]

an
= vn

n−1∏

i=1

ai,aminek egyenl®nek kell lennie vn−1

n−1∏
i=1

ai-val. Ebb®l az 1 = v1 = v2 = . . . = vnértékek adódnak.Világos továbbá, hogy ha n rögzített, és k végtelenhez tart akkor egyhiperbolikus test térfogata a megfelel® euklidészi test térfogatához konver-gál. Vegyük még észre, hogy minden n számhoz van olyan k érték melyre amegfelel® hiperbolikus térben az egység térfogatú alapra épített paraszféraszektor térfogata 1, mutatván egy természetes egységtérfogatú n-dimenzióstest létezését. Pontosabban ha k = n−1, akkor az a paraszféra szektor mely-nek alapja (n − 1)-dimenziós euklidészi ko
ka n − 1-dimenziós 1 térfogattalszintén 1 térfogatú.Elfogadva az egységválasztás általunk javasolt módját formulánk tehátpara
iklus koordinátákban a következ®:
v(D) =

∫

D

e−(n−1)ξn/kdξ1 · · ·dξn.Azt, hogy a fenti formulával megadott de�ní
ió kielégíti a térfogat függvény-re megszokott feltételeket, részben az integrál fogalom alap tulajdonságai-ból következnek, részben pedig újabb számolásokkal igazolhatóak. A modellmódszer erejét mutatja, hogy jelent®sen egyszer¶síthetjük számításainkat hamodellhez igazított koordinátarendszerre átírjuk a kiindulási képletet. Ilymódon fogjuk igazolni, hogy formulánk egybevágó alakzatokon ugyanazt azértéket veszi fel.6.5.2. Térfogat a féltérmodellbenTekintsünk egy Poin
are-féle féltérmodellt. Ennek határoló hipersíkja legyenderékszög¶ koordinátarendszerünk els® n − 1 koordinátájához rendelt n −
− 1-dimenziós euklidészi tér. A hiperbolikus tér (ξ1, ξ2, . . . , ξn) para
ikluskoordinátákkal rendelkez® P pontjának feleltessük most meg a modell

(x1, x2, . . . , xn)
T =

(
ξ1, ξ2, . . . , ke

ξn
k

)T
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x

x

x

1

n-1

n P
,

6.10. ábra. Koordinátarendszer a féltérmodellben.koordinátákkal rendelkez® P ′ pontját. ( Ahogy azt a 6.10. ábrán láthatjuk, akiindulási paraszférának az xn = k magasságban elhelyezked® euklidészi síklesz a képe.) A helyettesítést elvégezve, (mivel a Ja
obi determináns abszo-lútértéke k/xn,) kapjuk, hogy
v(D) = kn

∫

D′

1

xnn
dx1 · · ·dxn,ahol D′ jelöli tartományunk modellbeli képét. Rögtön láthatjuk, hogy azalapsíkra mer®leges síkra vonatkozó euklidészi tükrözésre invariáns a formu-lánk, hiszen ilyenkor nem változik az utolsó koordináta értéke. A hiperbo-likus tér tetsz®leges hipersíkjához választhatunk alkalmas olyan para
ikluskoordinátarendszert, hogy a féltérmodellben az adott sík euklidészi síkkéntreprezentálódik, ezért erre síktükrözésre vonatkozóan ebben a modellben vég-rehajtott térfogatszámolásra a formulánk invariáns. Mivel tetsz®leges egybe-vágóság síktükrözések szorzata térfogatunk invariáns az egybevágóságokra.6.5.3. Derékszög¶ és gömbi koordinátarendszerA para
iklus koordinátarendszerhez illesszünk egy derékszög¶ koordináta-rendszert, ennek tengelyei legyenek a para
iklus vonalaknak a közös kezd®-pontban húzott érint®i. Az utolsó koordináta tengelye a két koordinátarend-szernek tehát közös. A P pont n-edik koordinátái a két koordinátarendszerrevonatkozólag azonban eltérnek egymástól. A derékszög¶ koordináták szár-maztatásához tekintsük a pontnak az x1, x2, · · · , xn−2, xn tengelyek hipersík-jától való távolságát, ez legyen a pont n− 1-edik koordinátája. A mer®legesvetületnek tekintsük az els® n − 3 tengely és xn által meghatározott n −

− 2 dimenziós síktól való távolságát ez legyen az n − 2-edik koordináta, ésígy tovább, az els® x1 koordinátáig. Az n-edik koordináta legyen az utolsóvetületnek az xn tengelyre való vetítése során kapott pont távolsága az origó-tól. Az eljárás során felhasználjuk a para
iklus ív és húrjának hossza közötti
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solatot, valamint a középpontok távolságára vonatkozó formulát. Bolyaiigazolta, hogy Az y sugarú kör kerülete a hiperbolikus síkon
πk
(
e

y

k − e− y

k

)
,ahol k távolságra lev® párhuzamos para
iklus ívek hosszának aránya éppen

K = e = 2,7182818 · · · 2. Ez a kerület érték szintén Bolyai észrevétele alapjánmegegyezik azon s hosszú para
iklus ív által a paraszférán leírt kör kerületé-vel, melynek kétszereséhez a 2y hosszú húr tartozik (lásd még 1.7.1. Tétel).Ennek az értéke:
2sπ.Vessük össze a két formulát, ekkor:

s = k sinh
y

k
.Ha most a para
iklusív és felez®pontján áthaladó tengely által meghatározottpara
iklus koordinátarendszer képét nézzük a félsíkmodellben az ábránakmegfelel®en ívünk olyan vízszintes egyenesként reprezentálódik, melynek afélsíkmodell koordinátarendszerében az 1 második koordinátával rendelkez®pontokat tartalmazza, a húr egyenese pedig az ábrának megfelel® r sugarúfélkörként. Felírhatjuk tehát az

1 =

√

e2
z
k −

(
1

k
k sinh

y

k

)2

,összefüggést, hiszen most az xn = k paraszférán egyezik meg a model ívhossza hiperbolikus ívhosszal. Innen
e

z
k =

√
1 +

(
sinh

y

k

)2
= cosh

y

kadódik. A derékszög¶ koordinátarendszerünk elhelyezése folytán az utolsó ξnpara
iklus koordináta a P pontnak a paraszférától való távolsága. A P pontmer®leges vetülete az említett x1, · · · , xn−2, xn hipersíkra legyen Pn−1. Az2Ha meg®rizzük azt a tulajdonságot, hogy a sugár függvényében a kerület függvénya terület függvény deriváltja, a félsíkmodellben a következ® számítás lehetséges:A para
iklus koordinátarendszer O közep¶ y sugarú köre a félsíkmodellben szin-tén kör melynek középpontja az y tengelyre esik. Az y tengelyre es® átmér® kétvégpontjának nem nulla koordinátái ke y
k illetve ke

−y
k . A képkör euklideszi területemegegyezik a hiperbolikus területtel így a hiperbolikus kerület is egyenl® az euk-lideszivel. Mivel a kör átmér®jének hossza k(e

y

k − e
y

k ) éppen az említett formulátkapjuk a közös értékre.
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y

s=sh y

z

e z
= ch y

r

y

F

O

sh

6.11. ábra. Para
iklusív és húrja (k = 1 eset)el®z® megjegyzések szerint a P illetve Pn−1 pontokon átmen® párhuzamostengelyek két-dimenziós síkja a para
iklus tengelyek által meghatározott n−
− 1-dimenziós paraszférából kimetszi azt az ξn−1 tengellyel párhuzamos ívet,melyen reprezentálódik az (n − 1)-dik para
iklus koordináta ξn−1. Használ-va a párhuzamos para
iklus ívek hosszának összehasonlítására és a húr-ívösszehasonlításra vonatkozó formulákat, kapjuk, hogy

k sinh
xn−1

k
= e−ξn

ξn−1

k
és ξn + k ln

(
cosh

xn−1

k

)
= ξ1n,ahol ξ1n jelöli a Pn−1 pont távolságát az xn−1 tengely elhagyásával kapottkoordináta hipersík és a referen
ia paraszféra metszetét®l. Mostmár a követ-kez® koordináta meghatározásához ezen hipersíkban hasonlóképpen járunk ela P pont helyett, annak mer®leges vetületét Pn−1-et használva. A para
ikluskoordináták és a derékszög¶ koordináták közötti összefüggések �gyelembe
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P

Pn-1
x

x

x

1

n-1

n

xn-1

6.12. ábra. Derékszög¶ koordinátákra áttérésvételével, az
ξn−1 = e

ξn
k k sinh

xn−1

k

ξn−2 = e
ξn
k
+ln cosh

xn−1

k k sinh
xn−2

k...
ξ1 = e

ξn
k
+ln cosh

xn−1

k
+···+ln cosh

x2
k k sinh

x1
k

xn = ξn + k ln cosh
xn−1

k
+ · · ·+ k ln cosh

x2
k

+ k ln cosh
x1
k
.egyenletrendszer adódik.Ezt az n-dimenziós valós paramétertartományba transzformálva a helyet-tesítés egyenletrendszere:

u1 = k cosh
x2
k
· · · cosh xn−1

k
sinh

x1
k...

un−1 = k sinh
xn−1

k

un = xn − k ln cosh
x1
k
− · · · − k ln cosh xn−1

kezért a Ja
obi mátrix determinánsának abszolút értéke
(
cosh

x1
k

)(
cosh

x2
k

)2
· · ·
(
cosh

xn−1

k

)n−1

,Derékszög¶ koordinátákra vonatkozólag a térfogat tehát az
v(D) =

∫

D

(
cosh

xn−1

k

)n−1

· · ·
(
cosh

x2
k

)2 (
cosh

x1
k

)
dx1 · · ·dxn.
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x

x

x

n

n-1

n-1

1

r

r x

x

1

n

n-1

P

P
,

O

6.13. ábra. Gömbi koordinátákGömbi koordinátákban való kifejezéshez tegyük fel, hogy a pontok de-rékszög¶ koordinátái adottak valamely x1, x2, · · · , xn koordinátarendszerrevonatkozólag. Jelölje a P pontnak az origótól való távolságát rn. Ekkor ahiperbolikus Pitagorasz tétel alapján:
cosh

x1
k

cosh
x2
k
· · · cosh xn

k
= cosh

rn
káll fenn ahol xi a derékszög¶ koordinátákat is jelöli. Legyen i = n− 1, . . . , 1és jelölje φi az i-edik koordinátatengelynek a P n− i− 1-edik vetülete és Oáltal meghatározott szakasszal bezárt szögét; ri+1 pedig ezen szakasz hosszát.Ekkor

sinh
xn−1

k
= sinh

rn
k
cosφn−1adódik a hiperbolikus szinusz tételnek megfelel®en. Hasonlóképpen

cos φn−2 =
sinh xn−2

k

sinh rn−1

kamib®l az OPP ′
△ háromszögre vonatkozó Pitagorasz tétel alapján

sinh
rn−1

k
=

√
−1 + (cosh rn

k
)2

(cosh xn−1

k
)2

=

√
(cosh rn

k
)2 − (cosh xn−1

k
)2

cosh xn−1

k

=

√
(sinh rn

k
)2 + 1− (1 + sinh xn−1

k
)2)

cosh xn−1

k

=

√
(sinh rn

k
)2(1− (cosφn−1)2)

cosh xn−1

kadódik, ahonnan kapjuk, hogy
cosh

xn−1

k
sinh

xn−2

k
= sinh

rn
k

sinφn−1 cos φn−2.
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cosh

xn−1

k
· · · cosh xn−i+1

k
sinh

xn−i
k

= sinh
rn
k
sin φn−1 · · · sinφn−i+1 cosφn−i.Az i maximális értékének (n− 1)-et választhatjuk így utolsó egyenletünk:

cosh
xn−1

k
· · · cosh x2

k
sinh

x1
k

= sinh
rn
k
sin φn−1 · · · sinφ2 cosφ1.Meg is van a két paraméter rendszert összeköt® egyenletrendszer, amelynekels® (a Pitagorasz tételt leíró) egyenletét helyettesíthetjük egy az el®z® szá-mításainkhoz jobban illeszked®:

vn = cosh
xn−1

k
· · · cosh x2

k
cosh

x1
k

sinh
xn
k

= sinh
rn
k
sin φn−1 · · · sin φ2 sin φ1.egyenlettel. A két egyenletrendszer ekvivalen
iáját könnyen beláthatjuk, haaz új egyenletek négyzetösszegét tekintjük. A baloldalon ekkor sinh2 rn

k
adó-dik. Mindkét oldalhoz 1-t adva a jobboldalon álló összeg a

(
cosh

xn−1

k
· · · cosh x2

k
cosh

x1
k

cosh
xn
k

)2szorzattá egyszer¶södik, olyan egyenl®séghez vezetve, amely éppen a Pitago-rasz tétel általános alakja. Új egyenletrendszerünk els® n − 1 egyenleténekbaloldalán felismerhetjük az u1, · · · , un−1 paramétereket az utolsó kifejezésazonban nem un, jelöljük vn-el. Helyettesítsük
un = − ln

(
−vn + cosh

rn
k

)
= − ln

(
−vn +

√
u21 + · · ·u2n−1 + v2n + 1

)értékkel vn-t. Ekkor a két helyettesítés kompozí
iója a már használt
u1, · · · , unparaméterekbe viszi eredeti gömbi paramétereinket és az integrál transzfor-málódásának szabályai szerint a két transzformá
ió deriváltmátrixainak szor-zata a Ja
obi mátrix. A determinánsok szorzásának alaptétele szerint a kétdetermináns szorzataként számolhatjuk a Ja
obi determinánst. Az els® de-termináns az euklideszi gömbi koordinátákra áttérés transzformá
ió deter-minánsa ha az rn paramétert az r = k sinh rn

k
-el helyettesítjük, így ismertértéke:

cosh
rn
k

(
k sinh

rn
k

)n−1

sinn−2 φn−1 · · · sin φ2.



322 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMA második mátrix els® n − 1 sora az egységmátrixéval egyezik meg utolsósorában így 
sak az utolsó elemre van szükségünk. Ez az
− ln

(
−vn +

√
u21 + · · ·+ u2n−1 + v2n + 1

)függvény vn szerinti deriváltja:
− 1

−vn +
√
u21 + · · ·+ u2n−1 + v2n + 1

(
−1 + 1

2

2vn√
u21 + · · ·+ u2n−1 + v2n + 1

)
=

=
1

cosh rn
k

.A gömbi koordinátákban való térfogatszámolás képlete tehát:
v(D) = kn−1

∫

D

(sinh
rn
k
)n−1 sinn−2 φn−1 · · · sinφ2dφ1 · · ·dφn−1drn.6.5.4. Térfogat a Cayley-Klein modellbenAz n-dimenziós Cayley-Klein modell egy k sugarú gömb. Ennek középpontjá-ban helyezzünk el egy derékszög¶ koordinátarendszert. Ez a koordinátarend-szer nem 
sak a modellben a beágyazó euklidészi térben is derékszög¶. Egy P

Rn

x
X

x

X

x X

1
1

2

2

n n

P

th rn=Rn

O

6.14. ábra. Koordináták a Cayley-Klein modellbenmodellbeli pont O-tól való hiperbolikus térbeli távolsága és modelltávolságaa tangens hiperbolikusz függvény szerint kap
solódik, hiszen
r

k
=

1

2
ln(0, P, U, V ) =

1

2
ln

(
1

R
k
− 1

:
−1

1 + R
k

)
=

1

2
ln

(
1 + R

k

1− R
k

)
= areath R

k
,



6.5. HIPERBOLIKUS TÉRFOGAT 323ahol r illetve R a hiperbolikus illetve euklidészi távolsága az O,P pontpárnak.Mivel a modell középpontján keresztül haladó egyenesek modellbeli és hiper-bolikus térbeli hajlásszöge megegyezik a hiperbolikus gömbi koordinátákról(rn, φ1, · · · , φn−1-r®l) euklidészi gömbi koordinátákra (Rn, θ1, · · · , θn−1-re) át-térve a következ® egyenleteket kapjuk:
rn = k areath Rn

killetve
φi = θi, i = 1, · · · , n− 1,mely Ja
obi determinánsa:

1

1−
(
Rn

k

)2 .Mivel
(
sinh

rn
k

)n−1

=

(
sinh

(
1

2
ln

1 + Rn

k

1− Rn

k

))n−1

=




Rn

k√
1−

(
Rn

k

)2



n−1

ezért a modell D tartományának térfogata euklidészi gömbi koordinátákban:
v(D) =

∫

D

Rn−1
n√

1−
(
Rn

k

)2n+1 sin
n−2 θn−1 · · · sin θ2dθ1 · · ·dθn−1dRn.A közönséges gömbi koordinátákról visszatérve ugyanezen egyenesek általmeghatározott közönséges mer®leges koordinátákra (X1, · · · , Xn-re) a térfo-gatra a következ® formula adódik:

v(D) =

∫

D

1
(
1−

(
n∑
i=1

(
Xi

k

)2
))n+1

2

dX1 · · ·dXn−1dXn.6.5.5. Konkrét térfogatokGömbGömbi koordinátákban számolva:
v(D) = k2

r∫

0




π∫

0




2π∫

0

(
sinh

r3
k

)2
sin φ2dφ1


 dφ2


 dr3 =
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= 2k2π




r∫

0

cosh 2 r3
k
− 1

2
dr3






π∫

0

sinφ2dφ2


 =

= 2k2π

(
sinh 2r

k

2
k − r

)
= 2k3π cosh

r

k
sinh

r

k
− 2k2πr.HordóAdott egy szakasz és egy hiper
iklus íve, amit megforgatunk körülötte. A sza-kasz végpontjaiban a szakaszra állított mer®leges síkok közötti a megforgatotthiper
iklus ív által határolt térrészt hordónak nevezzük. A hordó térfogatáta féltérmodellben számoljuk. A z tengelyen adott a mérés, mert a hiperbo-likus tér p hosszú OP szakaszának a hosszát a modellben a −I = (0,0,0),

O = (0,0, k), P = (0,0, ke
p

k ), +I = (0,0,∞) pontnégyes kett®sviszonya loga-ritmusának valamely konstansszorosával kell kifejeznünk. Azaz
p = c ln(O,P,+I,−I) = c ln

(
ke

p

k

k

)alapján c = k.
v(D) = k3

∫

D′

1

z3
dxdydz,ahol a D′ tartományt a z ≥ 0, k2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ k2e

2p

k , 0 ≤ x2 + y2 ≤
≤ (cos2 t)z2 egyenl®tlenségek határozzák meg, ahol p a szakasz hossza, t jelölia modellben egyenesként ábrázolt hiper
iklusának a z tengellyel bezárt szögétés így

τ = k ln
1 + sin t
os ta távolságvonal pontjainak a szakasz egyenesét®l mért távolságát. Az euklide-szi gömbi koordinátákra áttéréshez, legyen x = r cosφ sin θ, y = r sin φ sin θ,

z = r cos θ. Ekkor tartományunk pontjainak koordinátái az k ≤ r ≤ ke
p

k ,
0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ t egyenleteket elégítik ki. Mivel a Ja
obi determináns
r2 sin θ, ezért
v(D) = k3

t∫

θ=0

2π∫

φ=0

ke
p
k∫

r=k

r2 sin θ

(
1

r cos θ

)3

drdφdθ = 2k3π

t∫

θ=0

ek
p
k∫

r=k

1

r

sin θ

cos3 θ
dθdr =

= 2k3π

t∫

θ=0

sin θ

cos3 θ
dθ

ke
p
k∫

r=k

1

r
dr = 2k3π

[
1

2 cos2 θ

]t

0

· p
k
= πk2p

(
1

cos2 t
− 1

)
.



6.5. HIPERBOLIKUS TÉRFOGAT 325Fejezzük most ki τ -val a végeredményt.
1 + sin t
os t = e

τ
kösszefüggésb®l

1− sin t
os t = e−
τ
kadódik, így (

1

cos t

)2

=

(
e

τ
k + e−

τ
k

2

)2

=

(
e

τ
k + e−

τ
k

)2

4
.Azaz a térfogat:

v(D) =
1

4
πk2p

(
e

τ
k − e− τ

k

)2
= 2πk2p

(
sinh

τ

k

)2
.HengerTekintsünk egy síkbeli t terület¶ T tartományt, aminek pontjaiban állítottmer®legesekre felmértünkm hosszúságú szakaszokat ugyanabban a féltérben.A kapott szakaszok összességét T alapú m magasságú hengernek nevezzük.A térfogatának meghatározásához használjuk a mer®leges koordinátákra vo-natkozó formulát, ahol az x, z tengelyek síkja a T síkjával egyezik meg.

v(D) =

∫

D

(cosh
y

k
)2(cosh

x

k
)dzdxdy =



∫

T


h x

k
dzdx






m∫

0

(cosh
y

k
)2dy


 =

= T

(
k sinh 2m

k

4
+
m

2

)
=

1

2

(
Tk sinh

m

k
cosh

m

k
+ Tm

)
.OrthoszkémAz orthoszkém egy spe
iális tetraéder, aminek 
sú
sait egy pont valamely de-rékszög¶ koordinátarendszer különböz® dimenziós altereire vonatkozó soro-zatos mer®leges vetületei adják. Pontosabban vetítsük P -t az {x1, · · · , xn−1}koordinátatengelyek hipersíkjára, majd a kapott pontot az {x1, · · · , xn−2}tengelyek n − 2-dimenziós síkjára, stb. Az utolsó vetület az origó, és az ígykapott Pn, Pn−1, · · ·P0 = O pontok konvex burka az orthoszkém. A háromdi-menziós hiperbolikus esetben három adat egybevágóság erejéig egyértelm¶enmeghatározza, ez lehet három él hossza vagy a három nem derékszög lapszög.



326 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMA térfogatot a k = 1 paraméterválasztás mellett, derékszög¶ koordinátákravonatkozó formulával kifejezve a
v(D) =

∫

D

(cosh z)2(cosh y)dzdxdy =

a∫

0

φ(x)∫

0

ψ(x,y)∫

0

(cosh z)2(cosh y)dzdydx,integrálhoz jutunk, ahol φ(x) illetve ψ(x, y) függvényeket a következ®képpentudjuk meghatározni.

a b

c

x=x

y=x

z=x

O
Q

Q
,

P

P2

P1

1

2

b
,

c
,

y

zmax

36.15. ábra. Az orthoszkém derékszög¶ koordinátázásaAz els® két koordináta síkjában található △OP2P1
derékszög¶ háromszög-ben az P2OP1∠ szög tangensére:

tanP2OP1∠ =
tanh b

sinh a
=

tanh y1
sinh x

.Azaz
tanh ymax =

tanh b

sinh a
sinh x,
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0 ≤ y ≤ φ(x) ≤ tanh−1

(
tanh b

sinh a
sinh x

)
=: λ.Tekintsük most a △P1P2P3

derékszög¶ háromszöget. Ebb®l az O(x, y,0) egye-nes azon Q pontot metszi ki melyre |P1Q = b′. Így a
tanh c′ =

tanh c

sinh b
sinh b′,egyenl®séghez jutunk. Az el®z® háromszögben felírt

tanh b′ =
tanh y

sinh x
sinh a,egyenl®séget is �gyelembe véve, a △OQQ′ háromszögb®l,

tanh zmax = tanh c′
sinh

(
cosh−1(cosh x cosh y)

)

sinh
(
cosh−1(cosh a cosh b′)

) =

=
tanh c

sinh b
sinh b′

√
cosh2 x cosh2 y − 1√
cosh2 a cosh2 b′ − 1

=

=
tanh c

sinh b
sinh b′

√
sinh2 y + sinh2 x cosh2 y√
sinh2 b′ + sinh2 a cosh2 b′

=

=
tanh c

sinh b
sinh y

√
1 + sinh2 x coth2 y√

1 + sinh2 a+ coth2 b′
=

tanh c

sinh b
sinh y.Így

0 ≤ z ≤ ψ(x, y) = tanh−1

(
tanh c

sinh b
sinh y

)
=: νfeltétel teljesül a harmadik koordinátára az els® kett® rögzítése után. A tér-fogat tehát

v(D) =

a∫

0

λ∫

0

ν∫

0

(cosh z)2(cosh y)dzdydx =

=

a∫

0

λ∫

0

1

2

[
z +

1

2
(sinh 2z)

]ν

0

(cosh y)dydx.Felhasználva, hogy
ν =

1

2
ln

sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y
,
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v(D) =

1

4





a∫

0




λ∫

0

ln
sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y
cosh ydy+

+

λ∫

0

sinh

(
ln

sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y

)
cosh ydy


dx



 .A második y szerinti integrál meghatározásához használjuk a sinh x függvényde�ní
ióját. Ekkor

λ∫

0

sinh

(
ln

sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y

)
cosh ydy =

=
1

2

λ∫

0

(
sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y
− sinh b− tanh c sinh y

sinh b+ tanh c sinh y

)
cosh ydy =

= 2

λ∫

0

sinh y cosh y
sinh b
tanh c

− tanh c
sinh b

sinh2 y
dy =

= 2

λ∫

0

sinh 2y

2 sinh b
tanh c

− tanh c
sinh b

cosh 2y + tanh c
sinh b

dy =

= − sinh b

tanh c

[
ln

(
2
sinh b

tanh c
− tanh c

sinh b
cosh 2y +

tanh c

sinh b

)]λ

0

=

= − sinh b

tanh c
ln

(
2
sinh b

tanh c
− tanh c

sinh b
cosh 2λ+

tanh c

sinh b

)
+

sinh b

tanh c
ln

(
2
sinh b

tanh c

)
.Felhasználva, hogy

cosh 2λ =
1

2

(
sinh a+ tanh b sinh x

sinh a− tanh b sinh x
+

sinh a− tanh b sinh x

sinh a+ tanh b sinh x

)
,az integrál értéke:

− sinh b

tanh c
ln

(
1− tanh2 c sinh2 x

cosh2 b(sinh2 a− tanh2 b sinh2 x)

)
.
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iálisan integrálva kapjuk:
λ∫

0

ln
sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y
cosh ydy =

=

{[
ln

sinh b+ tanh c sinh y

sinh b− tanh c sinh y
sinhλ

]λ

0

−

−
λ∫

0

tanh c[(sinh b− tanh c sinh y) + (sinh b+ tanh c sinh y)]

sinh2 b− tanh2 c sinh2 y
sinh ydy



 =

=

{
sinhλ ln

sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ
−

−
λ∫

0

2 tanh c sinh b cosh y sinh y

sinh2 b− tanh2 c cosh2 y + tanh2 c
dy



 =

=

{
sinh λ ln

sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ
+

+
sinh b

tanh c

[
ln(sinh2 b− tanh2 c cosh2 y + tanh2 c)

]λ
0

}
=

=

{
sinh λ ln

sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ
+

+
sinh b

tanh c

(
ln(sinh2 b− tanh2 c sinh2 λ)− ln(sinh2 b)

)}
.Mivel

sinh2 λ =
tanh2 b sinh2 x

sinh2 a− tanh2 b sinh2 x
,az els® integrál az

{
sinhλ ln

sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ
+

+
sinh b

tanh c

(
ln

(
sinh2 b

(
1− tanh2 c sinh2 x

cosh2 b(sinh2 a− tanh2 b sinh2 x)

))
−

− ln(sinh2 b)
)}
,



330 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMösszeggel egyezik meg. A két rész összege tehát:
sinh λ ln

sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ
.A λ = tanh−1

(
tanh b
sinh a

sinh x
) összefüggésb®l következik

x = sinh−1

(
tanhλ sinh a

sinh b

)
= ln

tanhλ sinh a +
√
tanh2 λ sinh2 a+ tanh2 b

tanh b
,és így a keresett térfogat

v =
1

4

b∫

0

tanhλ sinh a√
tanh2 b cosh2 λ+ sinh2 a sinh2 λ

ln

(
sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ

)
dλ.Tételben összefoglalva számításainkat állíthatjuk:6.5.1. Tétel. Ha egy orthoszkém élei a, b, c, úgy, hogy a⊥b and (a, b)⊥c,akkor a térfogata:

v =
1

4

b∫

0

tanhλ sinh a√
tanh2 b cosh2 λ+ sinh2 a sinh2 λ

ln

(
sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ

)
dλ.A formula ideális 
sú
sú tetraéder térfogatának meghatározására is alkal-mas. Ha az a végtelenhez tart, akkor az tanh λ sinh a√

tanh2 b cosh2 λ+sinh2 a sinh2 λ
függvény a

1
coshλ

függvényhez, így az 1 ideális 
sú

sal rendelkez® orthoszkém térfogata:
v =

1

4

b∫

0

1

cosh λ
ln

(
sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ

)
dλ.Ha c is tart a végtelenhez, formulánk a két ideális 
sú

sal rendelkez® or-thoszkém térfogatát adó:

v =
1

4

b∫

0

1

coshλ
ln

(
sinh b+ sinhλ

sinh b− sinhλ

)
dλ,formulává egyszer¶södik. Alkalmas tükrözésekkel megkapjuk a három majdvégül a négy ideális 
sú

sal rendelkez® tetraéder térfogatát:

v =

b∫

0

1

coshλ
ln

(
sinh b+ sinh λ

sinh b− sinhλ

)
dλ.



6.6. SZFÉRIKUS TÉRFOGAT. 331Ha a térfogatformulában szerepl® függvényeket másodrend¶ elhanyago-lással közelítjük, kapjuk, hogy
v =

1

4

b∫

0

tanhλ sinh a√
tanh2 b cosh2 λ+ sinh2 a sinh2 λ

ln

(
sinh b+ tanh c sinhλ

sinh b− tanh c sinhλ

)
dλ =

=
1

2

b∫

0

λa√
b2 + a2λ2

cλ

b
dλ =

ac

2b2

b∫

0

λ2√
1
dλ =

abc

6
,így visszakapjuk az euklidészi térfogatot.6.6. Szférikus térfogat.A gömbháromszögek felszínének az aránya szögösszegeik 2R-etmeghaladó részeinek, ex
esszusainak arányával egyenl®.Bolyai J.: AppendixNin
s nehezebb dolgunk a szférikus térfogatszámolással sem mint az izo-metria
soportok meghatározásával. A gömbfelszín két, három, stb. n-dimen-ziós tartományainak térfogatait a megfelel® integrál fogalmak közbeiktatá-sával induktív módon de�niálhatjuk. A gömbi szakasz hosszának fogalmalehet®séget nyújt a gömbi görbe ívhosszának de�niálásához, és egy a szféránelhelyezked® derékszög¶ koordinátarendszerre vonatkozó integrálfogalom ki-alakítására, ami alapján de�niálhatjuk a két-dimenziós gömbi tartományokterületét. Ez alapján beszélhetünk kett®s integrálról, majd három-dimenziósgömbi tartomány térfogatáról. Az eljárás segítségével rendelkezésre áll vala-mennyi közbees® térfogat fogalom és ezek alapján de�niálható a gömbfelszinitartományra vonatkozó általános a beágyazó térre vonatkozó integrálfoga-lom. Kimutatható, hogy az n-dimenziós gömbi tartomány karakterisztikusfüggvényének tartományon vett integrálja éppen a tartomány n-dimenzióstérfogata. Ezután már 
sak a gömbi koordinátákra kell áttérni a helyettesí-téses integrál segítségével. Tekintettel arra, hogy a térfogat, integrállal valószámításánál két rosszul viselked® pont az eredményt nem befolyásolja, nemszükséges foglalkozunk avval a ténnyel, hogy a gömbi koordinátázás a gömb-felszín két pontjának (az északi és déli pólus) tekintetében nem egyértelm¶.A szokásos szinuszos felírásában az euklidészi tér x1, x2, . . . , xn+1 koordinátái



332 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMés az u1, u2, . . . , un, r gömbi koordináták közötti kap
solatot az
xn+1 = cosun

xn = cosun−1 sin un

xn−1 = cosun−2 sin un−1 sin un...
x2 = cosu1 sin u2 · · · sin un−1 sin un

x1 = sin u1 sin u2 · · · sin un−1 sin unegyenletrendszer fejezi ki. A helyettesítés most n-dimenziós tartományt (n+
+ 1)-dimenziós térbe képez, ezért a Ja
obi determináns a következ®képpenszámolható: véve a fenti egyenletek par
iális deriváltjaiból álló (n + 1) ×
× n méret¶ mátrixot, ezt transzponáltjával balról összeszorozzuk (képeztüka Gramm mátrixát) majd ezen n × n-es mátrix determinánsának gyökétvesszük. Valóban J-vel jelölve az r-t is változóként alkalmazó leképezés (n+
+1)× (n+1)-es Ja
obi mátrixát, ennek els® n oszlopa mer®leges az utolsóraés az utolsó egység hosszú. Ezért a

J =
(
A
(
∂xi
∂r

) )de�ní
ióval adódik, hogy
| det J | =

√
det JT det J =

√
det(JTJ) =

=

√
det
((

A
(
∂xi
∂r

) )T (
A
(
∂xi
∂r

) ))
=

=

√
det

((
ATA 0
0 1

))
=
√
det (ATA).Így a térfogat:

v(D) =

∫

D

1dv =

∫

T

| det(J)|du1 · · ·dun−1dun =

=

∫

T

sin u2 sin
2 u3 · · · sin(n−1) undu1 · · ·dun−1dunformulához vezet, ahol T n-dimenziós tartomány a D tartomány ®sképe afenti helyettesítésre nézve. A két dimenziós gömbfelszinre ez a

v(D) =

∫

T

sin u2du1du2



6.6. SZFÉRIKUS TÉRFOGAT. 333formulát adja, mely a szokottabb u′i = π
2
− ui paraméter választás esetén azismert

v(D) =

∫

T

cosu′2du
′
1du

′
2képlethez vezet.
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6.16. ábra. Henry Poin
aré6.7. Poin
areA geometriát véglegesen megalapozó Hilbert munkát megel®zi néhány fontosírás. Az axiomatika logikai és �lozó�ai kérdéseivel foglalkozó m¶vek közülHenry Poin
aré, "Tudomány és hipotézis "
. könyvéb®l idézünk most egyfejezetet.H. Poin
aré: Tudomány és hipotézisII. RészIII. FEJEZETNem-euklidészi geometriákMINDEN konklúzió premisszákat feltételez. Ezek vagy evidensek és nem kell®ket igazolni, vagy meg tudjuk alapozni ®ket más állításokkal ; és, mivel nemtudunk a végtelenségig visszamenni így, minden deduktív tudomány, spe
iálisana geometria is, feltételez bizonyos számú demonstrálhatatlan axiómát. Mindengeometriai értekezés ezen axiómák kinyilatkoztatásával kezd®dik. Van azonbanleírható különbség közöttük. Néhány, mint például, "Dolgok melyek egyenl®kugyanazon dologgal, egymással is egyenl®k," nem a geometria állításai, hanem azanalízisé. Úgy tekintek ezekre mint analitikusan a priori intuí
iókra, és ezek nem



336 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMfoglalkoztatnak a továbbiakban. Azonban súlyt kell helyeznem más axiómákra,melyek spe
iálisan a geometriához tartoznak. A legtöbb m¶ expli
it kinyilváníthármat:(1) Csak egy egyenes mehet át két ponton;(2) az egyenes vonal a legkisebb távolság két pont között ;(3) egy ponton keresztül 
sak egy nem metsz® húzható egy adott egyeneshez.Habár általában a második axiómának el szoktuk hagyni a bizonyítását, le le-het vezetni a másik kett®b®l, és egyéb - impli
it módon kinyilatkoztatás nélkül -hozzávett axiómákból, ahogy a következ®kben azt kifejtjük. Hosszú ideig hiábakutattak az Euklidész posztulátumának nevezett harmadik axióma bizonyításaután. Elképzelhetetlenül nagy er®feszítések történtek az összhang megteremté-se érdekében. Végül, a tizenkilen
edik század elején két tudós, egy orosz és egybolgár3, Loba
sevszkij és Bolyai, megdönthetetlenül megmutatta, hogy ez a bizo-nyítás lehetetlen. Megszabadították a geometria vizsgálóit egy posztulátumtól ésazóta az A
adémie des S
ien
es 
sak err®l a témáról évente megjelentet egy-kétúj közleményt. A kérdés azonban nem merült ki, és történt nem sokkal ezel®ttegy nagy lépés Riemann híres el®adásában, aminek 
íme: Ueber die Hypothesenwel
he der Geometrie zum Grunde liegen. Ez a kis munka inspirálta a legtöbb újkelet¶ értekezést amire a kés®bbiekben hivatkozni fogok, ezek közül különöskép-pen Beltrami és Helmholtz munkáit említhetem.Loba
sevszkij geometriája. Ha Euklidész posztulátuma levezethet® lennemás axiómákból, tagadva ezt és megtartva a többi axiómát ellentmondásra ké-ne jutnunk. Lehetetlen lenne ilyen premisszákból koherens geometriát felépíteni.Loba
sevszkij ezt tette. Feltette, hogy több nem metsz® húzható egy pontbólegy adott egyeneshez, és megtartotta a többi Euklidészi axiómát. Ezekb®l a fel-tevésekb®l levezetett egy sor tételt, amelyek között nem lehet ellentmondás, éskonstruált egy geometriát mely logikájában ugyanolyan kifogástalan mint az Euk-lidészi. A tételek nagyon különböznek azoktól, amelyeket megszoktunk, és el®szöregy kis zavart érzünk. Például, a háromszög szögeinek összege mindig kisebb kétderékszög összegénél, és a két derékszög és a szögösszeg különbsége arányos aháromszög területével. Lehetetlen szerkeszteni egy alakzathoz hasonló más mé-ret¶ alakzatot. Ha a körvonalat egyenl® részekre bontjuk, és érint®ket húzunk azosztáspontokban, akkor ha a kör sugara elég ki
si, akkor az érint®k egy szabályossokszöget alkotnak, ha azonban elég nagy, az érint®k nem metszik egymást. Nemszükséges több példát hoznunk. Loba
sevszkij állításai nin
senek kap
solatban amegfelel® Euklidésziekkel, mindazonáltal logikailag van köl
sönös kap
solat.Riemann geometriája. Tekintsünk egy világot, amelyben az emberekneknin
s vastagsága, és tegyük fel, hogy az "in�nitezimálisan sík" él®lények van-3 Poin
aré ezen tévedése bántó számunkra, mindazonáltal 
élszer¶ megbo
sátanineki egyéb elévülhetetlen érdemeire való tekintettel.



6.7. POINCARE 337nak ugyanazon a síkon, amelyb®l nem tudnak kiemelkedni. Tegyük fel továbbá,hogy ez a világ elegend®en távol van más világoktól ahhoz, hogy azok hatásátkiküszöbölhessük, és amig mi ezen hipotézisekkel élünk, nem éri meg felruházniezen él®lényeket gondolkodóképességgel, és elhitetni velük, hogy képesek geo-metriát 
sinálni. Ebben az esetben terüket bizonyosan két dimenziósnak fogjáktartani. De tegyük most fel, hogy ezen képzelt él®lények, míg megtartjuk sovány-ságukat, szférikus és nem síkbeli alakot öltenek, és ugyanazon a gömbfelszínentalálhatók, ahonnan nem tudnak kiszökni. Milyen geometriát fognak konstruál-ni? El®ször is világos, hogy a teret 
sak két dimenzióval látják el. Az egyenesvonal számukra a gömbfelszínen választott legrövidebb út lesz egyik pontból amásikba, azaz egy f®körív. Másszóval a világuk egy szférikus geometria lesz. Amittérnek neveznek a gömbfelszin lesz amire korlátozódnak és ami a helye azoknaka jelenségeknek amiket megismertek. A terük nem korlátos, hiszen a gömbönmindig lehet el®re menni anélkül, hogy meg kéne állni, és véges lesz ; a vége sohanem található, de egy teljes körtúrát lehet rajta tenni. Nos, Riemann geometriájahárom dimenzióssá kiterjesztett szférikus geometria. Ahhoz, hogy megkonstru-álja, a német matematikusnak el®ször ki kellett dobni nem 
sak az Euklidésziposztulátumot, de az els® axiómánkat is, azaz, hogy 
sak egy egyenes mehetkeresztül két ponton. A gömbfelszínen, két adott ponton át, általában 
sak egyf®kör rajzolható, ahogy az látható, a képzeletünkben ez az egyenes. Azonban vanegy kivétel. Ha a két adott pont egy átmér® két végpontja, végtelen sok f®körhúzható rajtuk keresztül. Hasonlóképpen Riemann geometriájában, két ponton át
sak egy egyenes húzható általában, de vannak kivételes esetek, amikor két pon-ton keresztül végtelen sok egyenes húzható. Riemann és Loba
sevszkij geomet-riái között bizonyos fajta szembenállás van. Például, a háromszögek szögösszegekét derékszög az Euklidészi geometriában, kisebb két derékszögnél Loba
sevsz-kij geometriájában és nagyobb két derékszögnél Riemann geometriájában. Adottponton át adott egyenest nem metsz® egyenesek száma az Euklidészi geomet-riában egy, Riemann geometriájában ilyen nin
s, Loba
sevszkij geometriájábanvégtelen. Vegyük ezekhez, hogy Riemann tere véges de nem korlátos, ahogy ezta korábbiakban kifejtettük.Konstans görbület¶ felületek. Egy kifogás azonban lehetséges. Nin
s ugyanellentmondás Loba
sevszkij tételei és Riemann tételei között ; azonban sok egyébkövetkezmény van, amit a geométerek levezettek a hipotéziseikb®l, a számuk akárvégtelen is lehet ; ki állíthatja, ha folytatná a deduk
iót tovább, akkor sem találnavégül ellentmondást? Ez a nehézség nem jelentkezik Riemann geometriájánál kétdimenzióra szorítkozva, tény hogy, ez nem különbözik a szférikus geometriától,ami 
sak egy gy¶jteménye a közönséges geometriának és ezért nin
s benne ellent-mondás. Beltrami megmutatta, hogy Loba
sevszkij két-dimenziós geometriája isegy gy¶jteménye a közönséges geometriának, a kifogások egyszerre 
áfolhatókvagy tarthatók. A gondolatmenete a következ®: Tekintsünk egy alakzatot vala-



338 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMhol egy felületen. Képzeljünk a felületére nyomva egy �exibilis és nyújthatatlananyagot, úgy, hogy amikor az anyagot áthelyezzük vagy deformáljuk a különböz®vonalai a felületnek a hosszuk változása nélkül változtatják a formájukat. Mintegy vonalzó, ez a �exibilis de nem nyújtható alakzat nem lenne áthelyezhet® afelület elhagyása nélkül. Vannak azonban olyan felületek, amelyeken ilyen moz-gások elképzelhet®ek. Ezek a konstans görbületüek. Összefoglalva, ha elképzel-jük a vastagság nélküli lényeket egy ilyen felületen, ®k lehet®nek tartják majd azolyan mozgását egy alakzatnak, mely során minden vonal konstans hosszú marad.Más oldalról, ilyen mozgás abszurdnak t¶nik olyan lényeknek melyek egy válto-zó görbület¶ felületen élnek. A konstans görbület¶ felületeknek két típusa van. Agörbülete néhánynak pozitív, és ezek deformálhatók egy gömbfelszinné. Ezek geo-metriája redukálható szférikus geometriává - nevezetesen Riemann geometriává.Mások görbülete negatív. Beltrami megmutatta, hogy ezek geometriája azonosLoba
sevszkij geometriájával. Eképpen a kétdimenziós Riemann és Loba
sevszkijgeometriák az Euklidészi geometrián keresztül kap
solódnak egymáshoz.A nem-euklidészi geometriák interpretá
iója. A kétségek akképpen t¶n-nek el miképp a kétdimenziós geometriák egyre jobban kap
solódnak egymáshoz.Könnyen ki lehet terjeszteni Beltrami érvelését három-dimenziós geometriákra, ésazok a gondolatok, amelyek nem hátrálnak meg a négy-dimenzió el®tt látható-an nem okoznak nehézséget ; bár ezek száma nem nagy. Javaslom, a folytatást.Tekintsünk egy alkalmas síkot, amelyet alap síknak nevezünk, és készítsünk egyszótárt, két oszlopba írva a megfelel® fogalmakat egymás mellé, ahogy egy kö-zönséges szótárban láthatjuk:Tér az alapsíkhoz tartozó fels® féltérSík az alapsíkot mer®legesen metsz® gömbök felszíneEgyenes körök melyek mer®legesen metszik az alapsíkotGömb GömbKör KörSzög SzögKét pont távolsága a két pont és a rajtuk keresztülfektetett egyenestjelent® körnek az alapsíkkal alkotott metszéspontjaiáltal meghatározott kett®sviszony logaritmusa.
EtcTekintsük Loba
sevszkij tételeit és fordítsuk ®ket le ezen szótár segítségével,ahogy a német szöveget lefordítjuk egy Német-Fran
ia szótár segítségével. Pél-dául, a Loba
sevszkij tétel miszerint : "A háromszögek szögösszege kisebb kétderékszög összegénél" így fordítható: " Ha egy görbevonalú háromszög oldalaiaz alapsíkot ortogonálisan metsz® körvonalakra illeszkednek, akkor a szögösszegeennek a görbevonalú háromszögnek kisebb két derékszög összegénél. Eképpen,



6.7. POINCARE 339ugyan messze vagyunk attól, hogy a Loba
sevszkij hipotézis következményeitmind lássuk, sohasem juthatunk egy ellentmondáshoz; tény, ha Loba
sevszkijtételei ellentmondáshoz vezetnének, a fordítások útján kapott megfelel® tételekszintén ellentmondanának egymásnak. Azonban ezen utóbbi tételek a közönségesgeometriához tartoznak és nin
s kétségünk afel®l, hogy a közönséges geometriamentes az ellentmondásoktól. Eképpen valamiféle bizonyosság létre jön, de ezzeligazolódott az ellentmondástalanság? Ez az a kérdés, amir®l most nem beszé-lünk, habár érdekes és úgy gondolom nem eldönthetetlen. Semmi sem maradta kétségek közül, melyeket a fentiekben megfogalmaztam. De ez nem minden.Loba
sevszkij geometriája alkalmas konkrét interpretá
ióra, nem 
supán haszon-talan logikai gyakorlat, alkalmazható. Nin
s itt az ideje részletezni ezeket azalkalmazásokat, sem azokat, amelyeket Herr Klein és jómagam 
sináltunk a li-neáris egyenletek integrálásánál. Továbbá, a fenti interpretá
ió nem az egyetlen,és sok szótár készíthet® analóg módon, mely alkalmas arra az egyszer¶ transz-formá
ióra, mely Loba
sevszkij tételeit a közönséges geometria tételeibe viszi.Impli
it axiómák. Azok az axiómák, melyeket felvettünk adják a geometriamegalapozásának egyetlen lehet®ségét? Meggy®z®dtünk az ellenkez®jér®l, amikorelhagytunk egyet majd mégegyet, fel tudtunk állítani néhány állítást, mely közösEuklidész, Loba
sevszkij és Riemann geometriájában. Ezek olyan premisszákonalapulnak, melyeket a geométerek impli
it módon vesznek a rendszerhez. Ér-dekes megpróbálni kivenni ®ket a klasszikus bizonyításokból. John Stuart Millállította azt, hogy minden de�ní
ió tartalmaz egy axiómát, mert de�niálva, imp-li
it módon feltesszük a létezését a de�niált objektumnak. Ez túl messzire vezet.Kivételesen fordul 
sak el® a matematikában, hogy egy de�ní
iót nem követ ade�niált objektum létezése, 
sak akkor, amikor az olvasó könnyen ellen®rizhetiezt ; és ne felejtsük el, hogy a szó "létezik" nem ugyanazt jelenti egy mate-matikai fogalom esetében mint egy anyagi objektum kap
sán. A matematikaifogalom létezése azt jelenti, hogy nin
s sem magában a de�ní
ióban, sem azel®z®leg hozzávett állításokból következ® ellentmondás. Azonban a John StuartMill észrevétel nem alkalmazható minden de�ní
ióra, 
sak egy részükre igaz. Asíkot a következ® módon szokták de�niálni : A sík egy olyan felület, amelyet haegy egyenes két pontban érint, akkor teljes egészében benne fekszik. Most, nyil-vánvalóan egy új axióma van ebben elrejtve. Igaz hogy valamit változtatnunklehet, és ez kívánatos is, de akkor ki kell mondanunk az axiómát expli
it mó-don. Más nem kevésbé fontos de�ní
iók szintén ezt tükrözik, mint például kétalakzat egyenl®ségének de�ní
iója: Két alakzat egyenl®, ha egymásra helyezhe-t®k. Egymásra helyezni ®ket azt jelenti, hogy az egyiket úgy helyezzük át, hogya másikkal megegyezzen. De hogy kell áthelyezni? Ha ezt a kérdést megvála-szoljuk, nem marad kétségünk afel®l, hogy deformálás nélkül kell ezt végezni, ésígy egy nem változtatott test helyez®dik. Ez nyilván egy záródó kör. Tény, hogyez a de�ní
ió nem de�niál semmit. Nin
s jelentése egy olyan létez® világban,



340 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMahol 
sak gázok vannak. Ha ez világosnak t¶nik, az azért van, mert megszoktuka természetes testek tulajdonságait nem megkülönböztetni azon ideális testekmegfelel® tulajdonságaitól, amelyeknek a méretei változatlanok. Azonban, nemhelyes azt gondolni, hogy ez a de�ní
ió axiómát tartalmaz. A mozgás lehet®sé-ge egy változatlan alakzat számára nem evidens igazság. Hasonló a helyzet azEuklidészi posztulátum esetében, nem tud egy analitikus priori intuí
ióvá válni.Továbbá, amikor tanulmányozzuk a geometria de�ní
ióit és tételeit, azt látjuk,hogy bizonyítás nélkül nem 
sak a mozgás lehet®ségét vagyunk kénytelenek felté-telezni, de annak néhány tulajdonságát is. Az els® amit tekinthetünk az egyenesde�ní
iója. Számtalan rossz de�ní
iót adtak, de az igazi az, amelyik érthet® min-den bizonyításban ahol az egyenes szerepel. �El®fordulhat, hogy egy változatlanalakzat mozgása olyan, hogy minden hozzátartozó vonal pontja mozgástól men-tes, míg minden ezen a vonalon kívüli pont mozgásban van. Egy ilyen vonalategyenes vonalnak nevezünk.� Ebben a kijelentésben szándékosan elkülönítettük ade�ní
iót azon axiómától, amelyet követ. Sok bizonyítás, mint például, a három-szögek egyenl®ségének esetei, feltételezi egy pontból egy egyenesre mer®legesegyenes bo
sátásának lehet®ségét, szétválasztva az állítást a kinyilvánított té-nyekt®l, szükségszer¶en arra következtethetünk, hogy lehetséges egy alakzatotmozgatni a térben egy bizonyos módon.A negyedik geometria. Az expli
it axiómák között van egy, ami érdemel né-mi �gyelmet, mert amikor elhagyjuk, konstruálhatunk egy negyedik geometriát,ami ugyanúgy koherens, mint az Euklidészi, Loba
sevszkij féle, vagy Riemanngeometriája. Annak bizonyításához, hogy mindig tudunk húzni egy mer®legestaz AB egyenesre annak egy A pontján keresztül tekintsünk egy AC egyenestami az A pont körül forog kiindulva a kezdeti AB helyzetb®l. Ezután forgassuk
A körül mindaddig, míg AB meghosszabbítására nem kerül. Ekkor mi két állítástfogalmazunk meg, az els®, hogy ilyen forgatás van a második pedig, hogy végigvihet® addig míg az egyik a másik meghosszabbítására nem kerül. Ha az els®t el-fogadjuk a másodikat pedig elvetjük egy sor különös tételhez jutunk, amelyek mégLoba
sevszkij és Riemann tételeinél is fur
sábbak, bár azokkal egyszerre mente-sek vagy nem az ellentmondástól. Csak egy tételt említenék nem is a leginkábbemlítésre méltót - eszerint - egy valós egyenes lehet mer®leges saját magára.Lie tétele. Azon axiómák száma, melyeket a klasszikus bizonyítások során hasz-nálunk több mint szükséges, és érdekes volna ezt a számot 
sökkenteni a minimá-lisra. El®ször is megkérdezhetjük lehetséges-e ilyen reduk
ió a szükséges axiómákés az elképzelhet® geometriák száma vajon nem végtelen-e? Sophus Lie-t®l szár-mazik a következ® tétel, mely ebben a kérdésben igen fontos.Tegyük fel a következ® premisszákat: (1) a tér n dimenziós ; (2) a mozgatásaegy változatlan testnek lehetséges; (3) p feltétel szükséges ezen alakzat hely-zetének meghatározásához. A fenti feltevésekkel kompatibilis geometriák számakorlátos. S®t ha n adott, a fels® határ p-vel kifejezhet®. Továbbá, ha a lehet®sége



6.7. POINCARE 341a mozgásnak garantált, akkor véges, s®t igen korlátozott számú három-dimenziósgeometria található ki.Riemann geometriái. Azonban, ez az eredmény Riemann számára ellentmon-dásosnak t¶nt, konstruált hát végtelen sok geometriát, úgy, hogy amihez a nevemár hozzá kap
solódott az 
sak spe
iális esete ezeknek. Mindegyik, mondta, 
sakannak a módnak a függvénye, ahogy a görbe ívhosszát de�niáljuk. Végtelen sokmódon lehet az ívhosszat de�niálni és mindegyik kiinduló pontja lehet egy újgeometriának. Ez tökéletesen igaz, de a legtöbb ilyen de�ní
ió nem kompatibilisegy változó alakzat mozgásával úgy, ahogy mi azt a lehet®séget a Lie tételbenmegkívánjuk. Riemann ezen geometriái, érdekesek számos alapon, azonban so-ha nem lehetnek, tisztán analitikusak, és egyik sem lehet a talaja az Euklidészibizonyításokkal analóg bizonyításoknak.Az axiómák természete. A legtöbb matematikus Loba
sevszkij geometriá-ját logikai kuriózumnak tartja. Néhányan, azonban, tovább léptek. Ha számosgeometria lehetséges, mondják, bizonyos, hogy a mi geometriánk az igazi? Akísérlet kétségtelenül azt tanítja nekünk, hogy a háromszög szögösszege két de-rékszöggel egyenl®, de ez azért van, mert az általunk vizsgált háromszögek túlki
sik. Loba
sevszkij szerint a különbség arányos a háromszög területével, nemlesz ez érzékelhet®, amikor jóval nagyobb háromszögekkel dolgozunk, és amikora mérésünk pontosabbá válik? Euklidész geometriája így lehet, hogy 
sak egyátmeneti geometria. Ahhoz, hogy ezt kifejtsük, el®ször is azt a kérdést kell fel-tennünk magunknak, mi az axiómák természete? Szintetikus a priori intuí
iók,ahogy Kant állította? Ekkor mi rá vagyunk kényszerítve egy olyan er®feszítésre,amelyet mi nem tudunk sem elképzelni sem felépíteni az ellentétes álláspontról.Ekkor nin
s nem-Euklidészi geometria. Hogy meggy®zzük magunkat err®l, te-kintsük szintetikus a priori intuí
iónak példaként, a teljes induk
ió elvét : Ha egytétel igaz az 1 számra, és feltéve, hogy n-re igaz belátható hogy n+1-re is igaz,akkor igaz az összes pozitív egész számra. Próbáljunk meg megszabadulni ett®l,és elvetve ezt az állítást konstruálni egy hamis aritmetikus analogonját a nem-euklidészi geometriának. Nem fogjuk tudni meg
sinálni. Kezdetben 
sábító leszanalitikusan kezelni ezt az intuí
iót. Azonkívül, megint visszatérve a vastagságnélküli állatok példájára, mi bajosan tudjuk elképzelni, ha ezek a lények hason-lóképpen gondolkoznak mint mi, akkor úgy adoptálják az Euklideszi geometriát,mint ami ellentmond a kutatásaiknak. Azt kell lesz¶rnünk, hogy a geometriaaxiómái kísérleti igazságok? Nem tudunk kísérleteket végezni az ideális egye-nessel és az ideális körrel ; mi 
sak anyagi objektumnak tekinthetjük ®ket. Minalapulnak, eképpen, azok a kísérletek melyek a geometria alapjait szolgáltatják?A válasz egyszer¶. Fentebb láttuk, hogy mi állandóan úgy okoskodunk minthaa geometriai alakzatok testek lennének. Amely geometria a kísérletb®l születikezen testek tulajdonságaival rendelkezik. A fény tulajdonságai átvive az egyenesreszintén adnak állításokat ehhez a geometriához, spe
iálisan ez a projektív geo-



342 6. FEJEZET. A TÉRFOGATFOGALOMmetria, és pontosan ezért kívánjuk mondani, hogy a metrikus geometria a testektanulmányozása és a projektív geometria a fényé. Egy nehézség marad, és ezkikerülhetetlen. Ha a geometria kísérleti tudomány, akkor nem egzakt tudomány.Folytonos felülvizsgálat tárgyát kell képeznie. S®t, attól a naptól, amikor bizo-nyítva lenne hogy téves tudnánk, hogy nin
s szigorú értelemben vett változatlantest. A geometriai axiómák eképpen sem szintetikus a priori intuí
iók sem kísérle-ti tények. Konven
iók. A lehetséges konven
iók között választásunkat a kísérletitények vezetik ; de megmarad szabadnak, és 
sak az ellentmondások elkerülésé-nek szükségessége korlátozza, és eképpen a posztulálás teljesen szabad marad,amig a kísérleti törvények, amelyek determinálják a választást, 
sak közelít®legérvényesek. Más szavakkal, a geometria axiómái (nem beszélek az aritmetikaaxiómáiról) 
sak de�ní
iók álruhában. Mit kell gondolnunk a következ® kérdés-r®l : Az euklidészi geometria igaz? Ennek nin
s értelme. Ugyanígy kérdezhetnénkazt is, hogy vajon a metrikus rendszer igaz és a régi súlyok és mértékek hami-sak; vajon a derékszög¶ koordináták igazak és a polárkoordináták hamisak? Azegyik geometria nem tud igazabb lenni mint a másik, 
sak kényelmesebb. Nos,az Euklidészi geometria a legkényelmesebb és az is marad: el®ször is mert a leg-egyszer¶bb, az els® fokú polinomok egyszer¶bbek a másodfokuaknál ; másodszormert elegend®en megadja a természetes testek tulajdonságait, azokét a testekétmelyeket össze tudunk hasonlítani és mérni a mi fogalmaink szerint.
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Pilinszky János: Egy szenvedély margójára

A tengerpartot járó kisgyerek
mindíg talál a kavicsok közt egyre,
mely mindöröktől fogva az övé,
és soha senki másé nem is lenne.

Az elveszíthetetlent markolássza!
Egész szive a tenyerében lüktet,
oly egyetlen egy kezében a kő,
és vele ő is olyan egyedűl lett.

Nem szabadúl már soha többé tőle.
A víznek fordul, s messze elhajítja.
Hangot sem ad a néma szakitás,
egy egész tenger zúgja mégis vissza.

344



7. fejezetPoliéderek
7.1. Topológiai alapfogalmak.A Geometria azon területeinek gy¶jteményét, melyekben pontok, egyenesek ésfelületek egymáshoz viszonyított helyzetének leírását, azok méretét®lfüggetlenül tesszük, Analysis Situs -nak nevezzük.H.Poin
are: Analysis SitusLegyen a továbbiakban X tetsz®leges ponthalmaz. A G halmazrendszerelemei legyenek X részhalmazai.7.1.1. De�ní
ió. Ha a G halmaz teljesíti a következ® tulajdonságokat:
• ∅, X ∈ G,
• unióra zárt azaz, ha minden i ∈ I esetén Gi ∈ G akkor ⋃Gi ∈ G,
• véges metszet zárt azaz, ha i = 1, · · · , n esetén Gi ∈ G akkor ⋂Gi ∈ G,akkor azt mondjuk, hogy az {X,G} pár egy topológikus tér a G nyílthalmazrendszerrel, amelynek elemei a tér nyílt halmazai.A nyílt halmazok X-re vonatkozó komplementerei a zárt halmazok. Le-gyen H ⊂ X halmaza a topológikus térnek. A B pont bels® pontja H-nak, havan olyan G ∈ G nyílt halmaz, hogy B ∈ G ⊂ H teljesül. A H komplemente-rének Hc-nek bels® pontjait H küls® pontjainak nevezzük. H határpontjaiaz X azon pontjai, amelyek nem bels® és nem küls® pontjai H-nak.7.1.1. Lemma. H pontosan akkor nyílt halmaz, ha minden pontja bels® pont,és pontosan akkor zárt ha összes határpontját tartalmazza.345



346 7. FEJEZET. POLIÉDEREK7.1.1. Megjegyzés. Minden metrikus tér indukál egy topológiát, amelyben anyílt halmazok a nyílt gömbökb®l a végesmetszetre illetve unióra való lezárásútján adódnak. Ezt a metrika által indukált topológiának nevezzük. Nem nehézigazolni, hogy az n-dimenziós euklideszi tér nyílt halmazai tartalmaznak nyíltmetrikus gömböt.7.1.2. De�ní
ió. A {X,G} topológikus tér X ′ részhalmaza a G ′ := X ′ ∩ Gnyílt halmazok rendszerével topológikus térré tehet®. Az így kapott topológikusteret az eredeti alterének nevezzük.7.1.3. De�ní
ió. Az {X,G} topológikus tér összefügg®, ha nem bomlik felkét nem üres diszjunkt, nyílt halmazának uniójára.A továbbiakban el®ször topológikus terek folytonos leképezéseivel foglal-kozunk.7.1.4. De�ní
ió. Az f : {X,G} −→ {X ′,G ′} leképezés folytonos, ha nyílthalmaz teljes inverz képe nyílt.7.1.5. De�ní
ió. Az f : {X,G} −→ {X ′,G ′} leképezés homeomor�zmus,ha folytonos, invertálható és az inverz függvény is folytonos. Ha van f :
: {X,G} −→ {X ′,G ′} homeomor�zmus akkor azt mondjuk, hogy az {X,G}illetve {X ′,G ′} topológikus terek homeomorfak (vagy topológikusan ekviva-lensek) egymással.7.1.2. Megjegyzés. Könny¶ találni olyan példát, hogy invertálható folytonosleképezés inverze nem folytonos, ezért a homeomor�a fogalma általában nemegyszer¶síthet®. Tekintsük ugyanis az (X,P(X)), (X, ∅) topológikus tereket,ahol P(X) az X összes részhalmazát tartalmazó halmaz. A függvény legyenaz alaphalmaz identitása. Ez világos módon invertálható, mint

id : (X,P(X)) −→ (X, ∅)leképezés folytonos az inverze viszont nem az.A másik oldalról viszont megmutatható, hogy egy euklideszi téren értel-mezett folytonos bijek
ió inverze is folytonos. (v.ö f : R −→ R függvényinverzére vonatkozó ismert tétellel.)7.1.6. De�ní
ió. Az euklideszi tér egy szakasza mint a topológikus tér egyaltere a származtatott topológiával szintén topológikus tér. Elemi ívnek ne-vezzük ezen tér homeomorf képeit.Igazolható, hogy elemi görbeív meghatározza végpontjait.



7.1. TOPOLÓGIAI ALAPFOGALMAK. 3477.1.7. De�ní
ió. Két pontja a topológikus térnek ívvel összeköthet®, hatalálunk véges sok elemi ívet, melyek végpontjaikban szabályosan 
satlakoz-nak egymáshoz, azaz két végpont kivételével valamennyi végpont pontosan kétívhez tartozik, és a két szabad (
sak egy ívhez tartozó) végpont a két adottpont. A topológikus tér ívszer¶en összefügg®, ha tetsz®leges két pontja ívvelösszeköthet®.7.1.3. Megjegyzés. Ívszer¶en összefügg® topológikus tér összefügg®. Fordít-va ez nem igaz, a
{sin 1

x
|x ∈ R \ 0} ∪ {(0, y)|y ∈ [−1,1]}alaphalmaz az R2 szokásos topológiája által indukált altér topológiára nézveösszefügg®, három ívszer¶ komponensb®l álló topológikus tér.Alapvet® jelent®ség¶ fogalom a topológikus tér kompaktságának fogalma.7.1.8. De�ní
ió. Az {X,G} topológikus tér kompakt, ha tetsz®leges nyílthalmazokból álló fed®rendszeréb®l kiválasztható véges fed®rendszer, azaz ha
⋃
{Gi ∈ G|i ∈ I} ⊃ Xteljesül, akkor ∃{i1, · · · , iσ} ⊂ I úgy, hogy

⋃
{Gij |j = 1, · · · , σ} ⊃ Xis fennáll.El®ször vizsgáljuk meg kompaktság egyik térr®l a másikra vonatkozó át-vitelének lehet®ségeit.7.1.1. Tétel. Kompakt tér zárt részhalmazai kompaktak.Bizonyítás: Egy nyílt fedés kiegészítve a halmaz komplementerével a térfedését adja. Mivel ebb®l kiválasztható véges fedés az állítás világos.7.1.2. Tétel. Kompakt tér folytonos képe kompakt.Bizonyítás: Evidens a de�ní
iókból.7.1.9. De�ní
ió. A topológikus tér Hausdor�-féle (vagy rendelkezik a T2tulajdonsággal) ha tetsz®leges két pontjához található olyan diszjunkt nyílthalmazpár, melynek egyike az egyik, másika a másik pontot tartalmazza.7.1.3. Tétel. Hausdor� tér kompakt részhalmazai zártak.



348 7. FEJEZET. POLIÉDEREKBizonyítás: Ha a komplementer tetsz®leges �x eleme x a részhalmaz tet-sz®leges pontja pedig y a Hausdor� tulajdonság miatt ezek szeparálhatókdiszjunkt nyílt halmazokkal, melyek közül az y-t tartalmazó legyen Gy. ∪Gynyílt fedése a részhalmaznak, az ebb®l kiválasztott véges rendszer elemeiheztartozó párok metszete nyílt halmaz, x-t tartalmazza és diszjunkt a halma-zunkhoz.A következ® tétel képezi az alapot a homeomor�a de�ní
iója után tettmegjegyzésünk bizonyításához.7.1.4. Tétel. Legyen f : (X1,G1) −→ (X2,G2) folytonos injek
ió, ahol
(X1,G1) kompakt, (X2,G2) Hausdor�-féle topológikus terek. Ekkor f : X1 −→
R(f) homeomor�zmus.Bizonyítás: Elegend® látni, hogy nyílt halmaz képe nyílt. Legyen G az
X1 nyílt halmaza. Ekkor komplementere zárt így kompakt. Az ® képe tehátkompakt ezért zárt X2-ben. A kép komplementere X2-ben tehát nyílt ezzelállításunkat a leképezés injektivitása alapján igazoltuk.A következ® tételek jól mutatják egy metrikus tér korlátos és zárt rész-halmazai illetve kompakt halmazai között fennálló kap
solatot.7.1.10. De�ní
ió. Az (X, ̺) párt metrikus térnek nevezzük, ha ̺ : X ×
×X −→ R teljesíti a következ® tulajdonságokat:
• ̺(P,Q) ≥ 0, ha ̺(P,Q) = 0 akkor P = Q,
• ̺(P,Q) = ̺(Q,P )

• ̺(P,Q) + ̺(Q,R) ≥ ̺(P,R).Magát a fenti tulajdonságokkal rendelkez® függvényt metrika függvénynek vagyröviden metrikának nevezzük.7.1.4. Megjegyzés. Minden metrikus térben megadható a nyílt gömb fo-galma a szokott módon, a nyílt gömböket nyílt halmaznak tekintve, majd vé-gesmetszetre és unióra ezt a halmazrendszert lezárva egy olyan halmazrend-szerhez jutunk, mely topológiát ad meg az alaphalmazon. Ezt a topológiát ametrika indukálta topológiának nevezzük.Metrikus térben értelmes a korlátosság fogalma, korlátosnak nevezünkegy halmazt, ha tartalmazza egy gömb.7.1.5. Tétel. Metrikus tér kompakt részhalmazai korlátosak.



7.2. KONVEX POLIÉDEREK 349Bizonyítás: Minden pontja köré rajzolhatunk egy ε sugarú gömböt. Akompaktság miatt ezekb®l véges sok is lefedi. Ha ezek középpontjai x1, . . . , xnaz x1 középpontú R = 2ε + max{ρ(xi, x1)} sugarú gömb fedi a teljes hal-mazt.A két tétel alapján mondhatjuk, hogy metrikus tér kompakt részhalmazaikorlátosak és zártak. (Világos hogy minden metrikus tér Hausdor� féle.)Ezen állítás megfordítása nem igaz. Tekintsük ugyanis az X téren azt ametrikát, mely tetsz®leges két különböz® ponthoz az 1 értéket rendeli. (Haa két argumentumba ugyanazt a pontot tesszük 0-t kell felvennie értékként.)Ebben a metrikában nyílt gömbök az egyelem¶ halmazok, így az indukálttopológia nyílt halmazai a P(X) halmazrendszer. Egy végtelen halmaza atérnek nem lehet kompakt, de nyilván korlátos és zárt is mert a zárthalmazokrendszere is P(X).Euklideszi térben azonban igaz a Borel-féle fedési tétel :7.1.6. Tétel (Borel). Az n-dimenziós euklideszi tér korlátos és zárt részhal-mazai kompaktak.Így euklideszi tér kompakt részhalmazai éppen a korlátos és zárt halma-zok.7.2. Konvex poliéderek Határ az, ami vége valaminek.Euklidész I. 13. De�ní
ió7.2.1. Az euklideszi esetEl®ször az n-dimenziós euklideszi tér keretein belül értelmezzük a konvexpoliédert.7.2.1. De�ní
ió. A bels® ponttal rendelkez® konvex halmazt konvex testneknevezzük.7.2.1. Tétel. A nyílt félterek egybevágó konvex halmazok.Bizonyítás: Világos, hogy a Hc(n)
+ := {P |−→OP = r, 〈r|n〉 > c} féltér meg-adásánál feltehet®, hogy n egységvektor. A V altér egy ortonormált bázisátaz n egységvektorral kiegészíthetjük a tér egy ortonormált bázisává. Azon

A lineáris leképezést, amely ezen ortonormált bázist a standard {e1, · · · , en}



350 7. FEJEZET. POLIÉDEREKortonormált bázisba viszi, nyilván ortogonális mátrix reprezentál. Így a ho-mogén alakú (
A −r0
0T 1

)transzformá
ió egybevágóságot ad, mely nyílt félterünket az xn > 0 nyíltféltérbe viszi. Azaz tetsz®leges két nyílt féltér egymással is egybevágó. Akonvexitás azonnal adódik, mert 1 ≥ α ≥ 0 esetén:
〈αr1 + (1− α)r2|n〉 = α〈r1|n〉+ (1− α)〈r2|n〉 > c.Világos, hogy zárt félterekre analóg állítás érvényes.7.2.1. Lemma. Zárt félterek véges metszete konvex halmaz.7.2.2. De�ní
ió. Véges sok zárt féltér metszetét, ha korlátos és van bels®pontja konvex poliédernek nevezzük.A konvex poliédert megadó félterek közül azokat, melyek határoló hiper-síkján található a testhez tartozó olyan pont, mely egyetlen másik határolóhipersíkra sem esik, meghatározó féltereknek nevezzük. A továbbiakban el-hagyjuk azokat a féltereket, melyek nem meghatározóak. Világos, hogy így
sak azon egyenl®tlenségeket hagytuk el a meghatározó egyenl®tlenségek kö-zül, melyek a többinek következményei.7.2.2. Tétel. A meghatározó félterek határoló hipersíkjának metszetei a kon-vex poliéderrel maguk is n− 1-dimenziós konvex poliéderek.Az egyszer¶ bizonyítást elhagyjuk.7.2.3. De�ní
ió. Az n-dimenziós konvex poliéder (n−1)-dimenziós lapjai ameghatározó félterei határoló hipersíkjainak a poliéderrel való metszetei. Eze-ket hiperlapnak is nevezzük. Az (n− 1)-dimenziós lapok ((n− 2)-dimenziós)relatív hiperlapjai az eredeti poliéder (n − 2)-dimenziós lapjai. Az eljárástfolytatva eljutunk a null-dimenziós lapok de�ní
iójához, melyeket a poliéder
sú
sainak nevezünk. A poliéder határa az n-nél kisebb dimenziós lapjainakuniója.7.2.3. Tétel. A K konvex poliéder a 
sú
sainak konvex burka. Azaz ha

v1, · · · ,vm a 
sú
sokba mutató helyvektorok, akkor
K = {v ∈ En|v =

m∑

i=1

αivi, ahol m∑

i=1

αi = 0, αi ≥ 0∀i = 1, · · · , m}.



7.2. KONVEX POLIÉDEREK 351Bizonyítás: Az állítás a 
sú
sokra nyilvánvalóan teljesül. Tegyük fel, hogya poliéder legfeljebb (k − 1)-dimenziós lapjaira az állítás teljesül. Vegyükmost valamelyik k-dimenziós Fk lapjának egy tetsz®leges P pontját. Ha ezegyúttal Fk valamelyik lapjának is pontja akkor az induk
iós feltétel és alap de�ní
iója szerint rá teljesül az állítás. Ha nem esik Fk semelyik lapjárasem (ilyenkor azt mondjuk, hogy Fk relatív belsejébe esik), akkor tekintsünkegy t egyenest, mely P -t valamelyik Fk-hoz tartozó R 
sú

sal köti össze.Mivel a konvex poliéder korlátos ez az egyenes feltétlenül metszi Fk határátmég egy Q pontban. Az induk
iós feltétel szerint a Q pont az Fk 
sú
sainakegy konvex kombiná
iója, P pont pedig a QR szakasz pontja, ezért P is az
Fk 
sú
sainak konvex kombiná
iója. Az induk
ió szerint éppen állításunkatkapjuk.7.2.1. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy a poliéder tetsz®leges a 
sú
saitólkülönböz® pontja pontosan egy lap relatív bels® pontja, így poliéderünk el®ál-lítható a lapjai relatív belsejének diszjunkt uniójaként, ha számításba vesszükmagát a poliédert n-dimenziós lapnak, 
sú
sai relatív belsejeként, pedig ma-gukat a 
sú
sokat értjük.7.2.2. A hiperbolikus esetA hiperbolikus esetben a de�ní
iónk ugyanaz mint az euklidészi esetben,azaz:7.2.4. De�ní
ió. Véges sok zárt féltér metszetét, ha korlátos és van bels®pontja az n-dimenziós hiperbolikus tér konvex poliéderének nevezzük.A Cayley-Klein modell segítségével könnyen elképzelhetjük a hiperboli-kus poliédereket hiszen a modell gömbbe es® euklidészi poliéderek ábrázolják®ket. Ebb®l közvetlenül látszik, hogy a poliéderek topológiája és laphálójá-nak kombinatorikája abszolút, s®t ez euklideszi tételek síklapokkal határoltnem korlátos hiperbolikus poliedrikus halmazokra is kézzelfogható kombina-torikus állításokat adnak. Mivel a hiperbolikus tér pontjai nem azonosíthatókegy vektortér pontjaival, a konvex kombiná
ióról szóló állítások a tér kereteinbelül nem értelmezhet®ek. Minden metrikus tulajdonság felülvizsgálatra szo-rul, így az ilyen tulajdonságok alapján való osztályozási kérdések, spe
ializá-lások az euklideszi esett®l eltér® végeredményekhez vezetnek. Mint korábbanláttuk, hasonlóan nehéz kérdés a térfogatszámítás kérdése. A hiperbolikuspoliéderek lapazonosításai alapján kapható hiperbolikus sokaságok vizsgálataszintén messzire vezet, kap
solódik 
soportelmélethez, algebrai topológiáhozés algebrai geometriához egyaránt.



352 7. FEJEZET. POLIÉDEREK7.3. Euler tételBabonásak vagyunk, ha reménységünket a formaságokba helyezzük,de kevélységre vall, ha nem akarjuk elfogadni ®ket.Blaise Pas
al7.3.1. A konvex és 
sillagszer¶ poliéderek eseteiAz Euler tétel az elemi geometria egyik legismertebb és legtöbbet alkalmazotttétele. Legegyszer¶bb bizonyításai a konvex poliéderek osztályára adhatók.Két ilyen bizonyítást nézünk el®ször. Az egyik a 
entrális vetítés alaptulaj-donságait használja, a másik a gömb elemi geometriájának ismeretére épül.7.3.1. Tétel. Legyen egy három dimenziós konvex poliéder 
sú
sainak száma
c, élei száma e és lapjainak száma l. Ekkor fennáll a következ® összefüggés:

c− e + l = 2

7.1. ábra. A vetít®kúp és a vetületBizonyítás: Vetítsük 
entrálisan a poliédert az egyik lapjára úgy, hogy atöbbi lap ezen lap átfedésmentes kitöltését adja. Ez a lap egy bels® pontjá-hoz közeli, nem a poliéderhez tartozó 
entrumból végzett vetítéssel elérhet®.Számoljuk össze a keletkez® 
somópontokban fellép® szögek összegét, el®szöra megfelel® 
sú
sok felsorolása alapján. A kapott eredmény:
ξ = (k − 2)π + (c− k)2π,ahol a kiválasztott lap oldalszáma k. Másodszor ezt a szögösszeget megkap-hatjuk úgy is, ha laponként számoljuk össze. Ekkor észrevéve, hogy a kívánt



7.3. EULER TÉTEL 353eredményhez a k-oldalú kiindulási sokszög szögösszegét nem kell �gyelembevenni, adódik, hogy
ξ =

∑

i=3

αi(i− 2)π − (k − 2)π,ahol αi az i-oldalú lapok száma. Mivel
∑

i≥3

αi = l,és ∑

i≥3

αii = 2e,a kapott egyenlet egyszer¶sítése a keresett összefüggéshez vezet.A szférikus geometriai összefüggések vizsgálatakor meghatároztuk a szfé-rikus háromszög területét. Ebb®l induk
ióval azonnal adódik a következ®tétel :7.3.2. Tétel. Legyen P konvex gömbi sokszög az egységgömbön. Ha a szögei
ϕ1, · · · , ϕn, akkor P területe:

t(P ) =
n∑

i=1

ϕi − (n− 2)π.Legyen most poliéderünk 
sillagszer¶ poliéder , azaz legyen olyan bels®pontja, melyb®l tetsz®leges határpontjához húzott szakasz teljes egészében apoliéderhez tartozik. Ebben az esetben a következ®képpen igazolhatjuk Eulertételét :Bizonyítás: A poliéder 
sillagközéppontja köré írjunk egy akkora gömböt,amely már tartalmazza, és vetítsük ezen gömb felületére a poliéder felületét.Nyilván feltehet®, hogy a gömb sugara egységnyi és most a gömb F felszínéthatározhatjuk meg a fenti tétel formulája segítségével :
F =

ρ∑

j=1

(
nj∑

i=1

ϕji − (nj − 2)π

)
,ahol j indexeli a kapott gömbi konvex sokszögeket nj pedig a j-edik sokszög-lap oldalszámát jelenti. Mivel

ρ∑

j=1

nj∑

i=1

ϕji = 2cπ,
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7.2. ábra. Csillagszer¶ poliéderés használva az i-oldalú lapok számára az αi jelölést
ρ∑

j=1

nj∑

i=1

njπ = π
∑

n≥3

αnn = 2eπ,és
ρ∑

j=1

nj∑

i=1

2π = 2π
∑

n≥3

αn = 2lπ,

F = 4π �gyelembe vételével, megint az Euler egyenl®séget kapjuk.7.3.2. Zárt poliedrikus felületre vonatkozó bizonyítás7.3.1. De�ní
ió. A tér két egyszer¶ sokszöge szabályosan 
satlakozik, hametszetük mindkettejüknek éle, vagy mindkettejüknek 
sú
sa. Ha véges sokegyszer¶ sokszög oly módon 
satlakozik szabályosan, hogy tetsz®leges él leg-feljebb két sokszög éle, akkor uniójukat poliedrikus felületnek nevezzük. Apoliedrikus felület határa azon éleinek uniója, melyek pontosan egy laphoztartoznak. A poliedrikus felület zárt, ha határa üres. A zárt poliedrikus felü-let egy 
iklusa éleinek önmagát át nem metsz® zárt lán
a. A zárt poliedrikusfelület egyszeresen összefügg®, ha tetsz®leges 
iklusához találunk egy lapjaibólálló laphalmazt F ′ ⊂ F-t, a következ® tulajdonságokkal :
• A 
iklus közös határa F ′-nek és F \ F ′-nek,
• Ha F1, · · · , Fn laplán
ra (Fi ∩ Fi+1 él minden i = 1, · · · , n esetén),
F1 ∈ F ′ és Fn ∈ F \ F ′ akkor van olyan i, hogy Fi ∩ Fi+1 a 
iklushoztartozik.
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7.3. ábra. Nem 
sillagszer¶, zárt egyszeresen összefügg® poliedrikus felületA zárt poliedrikus felület lap-összefügg®, ha tetsz®leges két F ′, F” lapjáhoztalálható lapok F1, · · · , Fn lán
a úgy, hogy F ′ = F1 és F” = Fn.7.3.3. Tétel. Egyszeresen összefügg®, lap-összefügg® zárt poliedrikus felület-re teljesül a c− e+ l = 2 összefüggés.Bizonyítás: Két halmazt de�niálunk rekurzív módon. Az egyiket Fi-veljelöljük, ebbe a poliéder lapjait rakjuk egyesével, F0 = {F0}, ahol F0 a poli-éder egy tetsz®leges rögzített lapja. A másikat Ei-vel jelöljük, ebbe a poliéderbizonyos éleit rakjuk, lépésenként egyet, E0 = ∅. El®ször E1-t adjuk meg, eztartalmazza F0 egy tetsz®leges élét.Legyen ezután F1 = {F0, F1}, ahol F0 és F1 közös éle éppen az el®bbkiválasztott él. A továbbiakban 
sak olyan élet választunk, mely egyik olda-lán az el®z® laphalmazhoz tartozó valamelyik lap illeszkedik a másik oldalánpedig valamely az eddig kiválasztott lapok között nem szerepl® lap. Az élki-választást követ® lapkiválasztás során a kiválasztott él által meghatározott,az addig nem szerepl® lapot hozzá vesszük a laphalmazunkhoz. Világos, hogyaz eljárást addig folytathatjuk, amig találunk olyan élet, melyhez az egyikoldalon kiválasztott lap a másik oldalon nem kiválasztott lap illeszkedik. Afelület lapösszefügg®ség garantálja, hogy ilyen él van, amig nem tartalmazzalaphalmazunk a test valamennyi lapját. A lépések száma tehát (l − 1), ahol
l a lapok száma, így élhalmazunk (l− 1) élet tartalmaz. Vegyük azt is észre,
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7.4. ábra. A bizonyítás zárt poliedrikus felületrehogy a nem kiválasztott élek halmaza összefügg® és körmentes gráfot alkot.Valóban a kiindulási helyzetben a poliéder teljes élgráfja összefügg®. Az al-goritmus egy közbees® lépése során ebb®l a rendszerb®l olyan élet hagyunkel, melynek az egyik oldalán szerepl® lap élei közül ez az els® elhagyott él. Ezazt is jelenti, hogy ezen lap többi éle az elhagyott él végpontjait összeköt®gráfbeli utat jelent, az él elhagyásával a gráf 
sú
sainak összefüggése nem vál-tozik. Ugyanakkor a maradék élek alkotta gráf egy köre olyan zárt éllán
otjelent, mely által (a felület egyszeres összefügg®sége miatt) meghatározottegyik laphalmaz nem tartalmazhat kiválasztott lapot. Mivel minden lapot azalgoritmus során kiválasztottunk, az algoritmus utolsó lépése után már nemlehet kör a megmaradó élek gráfjában. Mivel a kiindulási helyzetben vala-mennyi 
sú
sa a testnek a vizsgált gráf egy 
sú
sa is volt, ez a tulajdonságsem változott meg, azaz a kapott gráf egy fa, melynek 
sú
sai éppen a po-liéder 
sú
sai. Így a megmaradó (nem hozzávett) élek száma c − 1, ahol c a
sú
sok száma. Az Euler összefüggés megint adódik.7.3.3. Az n-dimenziós formulaJelen paragrafusban n-dimenziós konvex poliéderre igazoljuk az Euler tételt.A továbbiakban jelöljeC a poliédert és fj(C) a poliéder j-dimenziós lapjainaka számát.7.3.4. Tétel (Euler formula). Az n-dimenziós C konvex poliéderre fennállaz alábbi összefüggés:
n−1∑

k=0

(−1)kfk(C) = 1 + (−1)n−1.



7.3. EULER TÉTEL 357Bizonyítás: A bizonyítást a dimenzióra vonatkozó induk
ióval végezzük.Az n = 3 esetet már láttuk. Tegyük fel, hogy n > 3. Tekintsünk egy olyanirányt a térben, amelyre mer®leges síkok C-nek legfeljebb 1 
sú
sát tartal-mazzák. Vegyünk fel a mer®leges síkrendszerb®l 2f0(C) − 1 darab Hi síkotúgy, hogy a páratlan sorszámúak 
sú
son haladjanak át a páros sorszámúakpedig a páratlanok között helyezkedjenek el, azaz H1, H3, · · · , H2f0(C)−1 tar-talmazzák C egy-egy 
sú
sát az (f0(C) − 1) darab páros index¶ pedig nemtartalmaz 
sú
sot. Legyen Ci := Hi∩C. Ekkor Ci n−1-dimenziós konvex po-liéder ha i 6= 1, (2f0(C)−1). De�niáljunk egy számláló függvényt a következ®módon: Ha Fj j-dimenziós lap, (j ≥ 1) legyen:
ρ(Fj , Ci) =

{
0 ha Ci ∩ relintFj = ∅
1 ha Ci ∩ relintFj 6= ∅ .Mivel tetsz®leges lap relatív belsejébe eggyel több páros index¶ hipersíkmetsz bele, mint páratlan index¶ ezért :

2f0(C)−2∑

i=2

(−1)iρ(Fj , Ci) = 1.Ezért a j-dimenziós lapokra összegezve, kapjuk, hogy
∑

Fj

2f0(C)−2∑

i=2

(−1)iρ(Fj , Ci) = fj(C).Így
n−1∑

j=1

(−1)jfj(C) =
n−1∑

j=1

(−1)j
∑

Fj

2f0(C)−2∑

i=2

(−1)iρ(Fj , Ci).Számoljuk ki ugyanezt az összeget más úton is. Ha el®ször a j-dimenzióslapokra összegzünk rögzített Ci esetén, két esetet kell megkülönböztetnünk.Ha i páros vagy i páratlan és j > 1, akkor
∑

Fj

ρ(Fj , Ci) = fj−1(Ci),hiszen éppen a Ci poliéder j − 1-dimenziós lapjait számoljuk össze a ρ függ-vénnyel. Ha i páratlan és j = 1 akkor a Ci poliéder 
sú
sait számoljuk megazon egy kivételével, mely nem élnek a Hi síkkal való metszeteként adódik,ezért kapjuk, hogy: ∑

Fj

ρ(Fj , Ci) = f0(Ci)− 1.



358 7. FEJEZET. POLIÉDEREKFolytassuk számolásunkat a j szerinti alternatív összegzéssel. Ha i páros,akkor a
n−1∑

j=1

(−1)j
∑

Fj

ρ(Fj , Ci) =
n−1∑

j=1

(−1)jfj−1(Ci),összeget kapjuk és a vizsgált összeg
n−1∑

j=1

(−1)j
∑

Fj

ρ(Fj , Ci) =

n−1∑

j=1

(−1)jfj−1(Ci)− (−1),ha i páratlan. Használva az induk
iós feltételt a Ci (n−1)-dimenziós konvexpoliéderre, páros i esetén
n−1∑

j=1

(−1)j
∑

Fj

ρ(Fj , Ci) = −
(
1 + (−1)n−2

)
= −1 + (−1)n−1,adódik, míg páratlan i-k esetére

n−1∑

j=1

(−1)j
∑

Fj

ρ(Fj , Ci) = −(1 + (−1)n−2) + 1 = (−1)n−1,adódik. Összegezzünk végül alternatívan i-re :
2f0(C)−2∑

i=2

(−1)i
n−1∑

j=1

(−1)j
∑

Fj

ρ(Fj , Ci) = −(f0(C)− 1) + (−1)n−1,adódik, amit az ugyanezen kifejezésre kapott korábbi eredménnyel összevetve,kapjuk, hogy:
n−1∑

j=1

(−1)jfj(C) = −(f0(C)− 1) + (−1)n−1.Ez éppen Euler formulája.7.3.4. Euler-Poin
are formulaSzimpli
iális komplexus7.3.2. De�ní
ió. Az n-dimenziós euklideszi tér x1, . . . ,xk pontjai a�n füg-getlen rendszert alkotnak, ha valamely α1, . . . , αk valós számok esetén fenn-állnak a
k∑

i=1

αixi = 0,

k∑

i=1

αi = 0



7.3. EULER TÉTEL 359egyenl®ségek, akkor a szerepl® együtthatók mind nullák. A pontrendszer a�nösszefügg®, ha nem a�n független.7.3.1. Megjegyzés. Az n-dimenziós Euklideszi teret egy (n+ 1)-dimenziósEuklideszi tér xn+1 = 1 hipersíkjának tekintve az a�n összefügg®ség jelentéseéppen az említett vektorok lineáris összefügg®sége. Világos, ezért, hogy az
n-dimenziós térben fellép® a�n független pontrendszerek számossága (n+1)-et nem haladhatja meg. Szintén evidens, hogy a�n független pontrendszerrészhalmaza a�n független pontrendszer.7.3.3. De�ní
ió. Szimplexnek nevezzük a�n független pontrendszer konvexburkát. A pontrendszer elemei a szimplex 
sú
spontjai. A szimplex egy lapjaa 
sú
shalmaz valamely részhalmazának konvex burka, azaz szintén szimplex.A lap dimenziója a 
sú
shalmazának elemszámánál eggyel kisebb szám.Könnyen igazolható az alábbi két állítás. Ezen bizonyításokat elhagyjuk.7.3.1. Lemma. A szimplex tetsz®leges, a 
sú
saitól különböz® pontja, kétmásik pont által meghatározott szakasz felez®pontja. A szimplex 
sú
spontjainem felez®pontjai a szimplexhez tartozó valamely szakasznak.7.3.5. Tétel. A szimplexet a 
sú
shalmaza egyértelm¶en meghatározza.7.3.4. De�ní
ió. A K szimplexekb®l álló véges halmazt geometriai szimpli-
iális komplexusnak nevezzük, ha1. Tetsz®leges szimplexével együtt annak minden lapját is tartalmazza (le-szálló rendszer tulajdonság),2. Ha két szimplexének van közös pontja, akkor metszetük mindkét szimp-lex lapja (a szabályos 
satlakozás tulajdonsága).A szimpli
iális komplexus dimenziója a benne szerepl® maximális dimenziósszimplex dimenziója, teste (vagy a hozzá rendelhet® poliéder) a szimplexeinekhalmazelméleti uniója.7.3.5. De�ní
ió. Egy absztrakt szimpli
iális komplexus egy V véges halmazés részhalmazainak egy olyan ∆ rendszeréb®l álló pár, aminek az üres hal-maz nem eleme, de tetsz®leges elemének tetsz®leges nem üres részhalmazaszintén eleme. Az absztrakt komplexus dimenziója a ∆ maximális elemszámúrészhalmaza számosságánál eggyel kisebb szám.7.3.6. Tétel. Egy k dimenziós absztrakt szimpli
iális komplexus mindig re-alizálható egy 2k+ 1 dimenziós Euklideszi tér geometriai szimpli
iális komp-lexusaként.



360 7. FEJEZET. POLIÉDEREKBizonyítás: Tekintsünk a d dimenziós tér φ(t) = (t, t2, . . . , td) t ∈ R mo-mentum görbéjét. Ezen tetsz®leges (d+1) darab t0, . . . , td pont a�n függetlenpontrendszert alkot, hiszen a d + 1 dimenziós tér (1, ti, . . . , tdi )T i = 0, . . . , dvektoraiból mint oszlopokból álló Vandermonde determináns különböz® ti-kesetén nem nulla. Helyezzük el a komplexus 
sú
spontjait a 2k+1 dimenzióstér egy momentum görbéjén. Igazoljuk, hogy két szimplexének konvex burkaa szimplexek metszetének konvex burkával azonos. (A szimplexek szabályo-san 
satlakoznak.) Legyen a két szimplex S1 és S2, x pedig egy közös pontjuk.Ekkor
x =

k1∑

i=1

α′
ix

′
i =

k2∑

i=1

α′′
i x

′′
i ,ahol k1∑

i=1

α′
i =

k2∑
i=1

α′′
i = 1 a nem negatív α′

i, α′′
i együtthatókkal. Mivel a szerepl®

x′
i, x′′

i pontok együttes száma nem haladja meg 2k + 2-t ezért a vizsgált
sú
sok együtt a�n független pontrendszert adnak a lemma szerint. A kétegyenl®séget kivonva egymásból a
0 =

k1∑

i=1

α′
ix

′
i −

k2∑

i=1

α′′
i x

′′
i =

=
∑

x′

i∋S2

α′
ix

′
i +

∑

x′

i∈S2

(α′
i − α′′

i )x
′
i −

∑

x′′

i ∋S1

α′′
i x

′′
iegyenl®séghez jutunk, melyben az együtthatók összege zérus. Az a�n függet-lenség miatt minden együttható nulla, így az eredeti együtthatók közül 
saka közös 
sú
sokhoz rendeltek nem nullák (és a két szimplexre vonatkozólagugyanazok.) Azaz a konvex burkok metszetének tetsz®leges pontja a szimp-lexek közös 
sú
sai konvex kombiná
iójaként áll el®, ahogy állítottuk.Homológia 
soport és a Betty számokA K komplexus azonos dimenziós szimplexeit egy rögzített sorrendben fel-sorolva egy alkalmas G 
soportból vett együtthatókkal formális kifejezése-ket hozunk létre, ezeket lán
oknak nevezzük. A lán
ok dimenziója a benneszerepl® szimplexek dimenziója, legyen például r. Az r dimenziós lán
okonde�niáljuk a komponensenkénti összeadás m¶veletét, mint additív 
soportm¶veletet. A G 
soportnak válasszuk pld. az egész számok 
soportját. Afenti m¶veletre az r-dimenziós lán
ok egy Lr(K) 
soportot alkotnak. A Kkomplexus szimplexeit irányítjuk, azaz ± el®jelekkel látjuk el a 
sú
saik egysorrendjét. Két sorrend kapjon azonos el®jelet, ha páros inverziószámban kü-lönbözik permutá
iójuk. Minden szimplex irányítása legyen koherens a többi-ével, azaz ha egy lap 
sú
sainak egy (v0, . . . ,vl) sorrendje az ǫ el®jelet kapta,
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sú
s elhagyásával kapott (v0, . . . ,vi−1,vi+1, . . . ,vl) sorrendel®jele legyen (−1)iǫ. Egy koherensen irányított Ar szimplex∆(Ar) határa azaz (r− 1)-dimenziós lán
, mely az irányított (r− 1)-dimenziós B(r−1)
i lapjaitegy a többit nulla együtthatóval tartalmazza, azaz

∆(Ar) := B
(r−1)
0 + · · ·+B(r−1)

r .A nulldimenziós szimplexek határa legyen nulla, az r-dimenziós lán
 hatá-ra a benne szerepl® szimplexek határainak ugyanazon együtthatókkal vettösszege, azaz
∆(x) = ∆(

αr∑

i=1

giA
r
i ) :=

αr∑

i=1

gi∆(Ari ).7.3.7. Tétel. ∆∆(x) = 0Bizonyítás: Az állítást nyilván elég szimplexekre belátni. Legyen Sr = +
+[P0, P1, P2, . . . , Pr] egy irányított szimplex. Jelölje Sr−1

i az Sr szimplex Pi
sú
sának elhagyásával kapott szimplexet az Sr szimplexszel koherens módonirányítva, és Sr−2
i,j (ahol i 6= j) az Sr−1

i szimplex Pj 
sú
sának elhagyásávalkeletkezett szimplexet koherens módon irányítva. Vegyük észre, hogy Sr−2
j,i =

= −Sr−2
i,j minden i 6= j esetén. Azaz:

∆∆Sr =
∑

i

Sr−1
i =

∑

i

(
∑

j,j 6=i
Sr−2
i,j

)
= 0.7.3.6. De�ní
ió. Az x r-dimenziós lán
 egy 
iklus, ha ∆x = 0. A 
iklusok
saládját Zr

G(K)-val vagy Zr-rel jelöljük.Megjegyezzük, hogy az el®z® tétel alapján egy tetsz®leges lán
 határa
iklus, mert a határa 0.7.3.7. De�ní
ió. Egy z r-dimenziós 
iklus 0-val homológ, ha határa egy (r+
+ 1)-dimenziós lán
nak. Jele z ∼ 0. A 0-val homológ 
iklusok rész
soportját
Hr
G(K)-val, vagy Hr-rel jelöljük.7.3.2. Megjegyzés. Az alábbi észrevételek a de�ní
iók következményei:
• Ha r = 0,1, . . . , n, akkor Hr ≤ Zr ≤ Lr.
• A ∆ : Lr → Lr−1 függvény egy homomor�zmus.
• Zr = Ker∆ és Hr−1 = Im∆.
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• Hr−1 ∼= Lr/Zr.7.3.8. De�ní
ió. Az x, y 
iklusok homológok, ha x− y ∼ 0. A K szimpli
i-ális komplexus r-dimenziós Betti-
soportja a Br = Br

G(K) = Zr/Hr faktor-
soport. Azaz a Br 
soport elemei az egymással homológ r-dimenziós lán
okekvivalen
iaosztályai.7.3.9. De�ní
ió. Ha K egy szimpli
iális komplexus, és L ⊆ K szintén egyszimpli
iális komplexus, akkor azt mondjuk, hogy L a K egy részkomplexusa.7.3.10. De�ní
ió. A K komplexus összefügg®, ha nem bontható fel két rész-komplexusa uniójára úgy, hogy a két részkomplexusnak nin
s közös szimplexe.Az L komplexus a K komplexus komponense, ha összefügg® és a tartalmazás-ra nézve maximális: azaz ha K-nak nin
s olyan összefügg® részkomplexusa,mely L-et valódi részkomplexusként tartalmazza.7.3.2. Lemma. A K komplexus pontosan akkor összefügg®, ha bármely P,Q
K-beli 
sú
sokra létezik K-beli 
sú
soknak egy olyan P0, P1, . . . , Pm sorozata,hogy P0 = P , Pm = Q, és i = 1,2, . . . , m esetén [Pi−1, Pi] egy K-beli szimplex.Bizonyítás: Tegyük fel, hogy K nem összefügg®, azaz felírható K = L∪̇Malakban, ahol L ésM K részkomplexusai. Legyen P ∈ L és Q ∈M. Legyen
P = P0, P1, . . . , Pm = Q egy tetsz®leges 
sú
ssorozat. Jelölje s a legnagyobbindexet, melyre Ps ∈ L. Mivel Q ∈M, így s < m. Vegyük észre, hogy ekkor
Ps ∈ L és Ps+1 ∈ M miatt [Ps, Ps+1] nem szimplexe sem az L, sem az Mrészkomplexusnak, és így nem eleme K-nak sem, tehát a 
sú
ssorozat nemfelel meg a lemmában szerepl® feltételeknek.Tegyük fel most, hogy léteznek P,Q ∈ K 
sú
sok, melyeket nem lehetösszekötni K-beli élekkel. Jelölje most rendre L és M K 
sú
shalmazánakazon részhalmazait, melyek K-beli élekkel összeköthet®ek, illetve nem köt-het®ek össze P -vel. Legyenek az L részkomplexus szimplexei azon K-beliszimplexek, melyek minden 
sú
sa L-beli. Hasonlóan de�niáljuk azM rész-komplexust. Belátjuk, hogy K = L∪̇M. Vegyük észre, hogy ehhez elegend®belátni, hogy nin
s olyan K-beli él, mely egy L-beli és egy M-beli 
sú
sotköt össze. Ez viszont következik abból, hogy ha X összeköthet® P -vel és
[X, Y ] ∈ K, akkor Y is összeköthet® P -vel.7.3.1. Következmény. Szimpli
iális komplexusokra, ellentétben a topologi-kus terekkel, az összefügg®ség és az élösszefügg®ség ekvivalens fogalmak.7.3.3. Megjegyzés. Belátható, hogy minden szimpli
iális komplexus végessok komponens, páronként diszjunkt uniójára bontható.



7.3. EULER TÉTEL 363A következ® (általunk most nem bizonyított) tétel jól használható a Betti
soportok meghatározásánál.7.3.8. Tétel. Jelölje a K szimpli
iális komplexus komponenseit K1,K2, . . . ,Kp.Ekkor Br(K) = Br(K1) +Br(K2) + . . .+Br(Kp).Az Euler-Poin
are formulameghatározásához emlékeztetünk néhány kom-mutatív 
soportokra vonatkozó de�ní
ióra ás állításra.7.3.11. De�ní
ió. Legyen G egy additív kommutatív 
soport. Ha {gi : i ∈
∈ I} egy olyan részhalmaza, hogy a 
soport tetsz®leges g eleme felírható g =
=
∑
i∈I′

nigi alakban, ahol tetsz®leges i indexre gi ∈ G, ni ∈ Z, és 
ard I ′ <∞,akkor azt mondjuk, hogy {gi : i ∈ I} a G 
soport egy generátorrendszere.Ha egy 
soportnak van véges generátorrendszere, akkor azt mondjuk, hogyvégesen generált.7.3.4. Megjegyzés. A végesen generált kommutatív 
soportok alaptétele ér-telmében tetsz®leges G végesen generált kommutatív 
soport el®áll
G = A1 + A2 + . . .+ Ap +B1 +B2 + . . .+Bqalakban, ahol tetsz®leges i-re Ai egy szabad 
iklikus 
soport (azaz Ai ∼= Z), és

Bi olyan véges 
iklikus 
soport, melyre a cardBi = τi jelöléssel τi|τi+1.7.3.12. De�ní
ió. Legyen G = A1 +A2 + . . .+Ap+B1 +B2 + . . .+Bq egykommutatív 
soport, ahol G komponensei rendelkeznek az el®z® megjegyzésbenszerepl® tulajdonságokkal. Ekkor G rangja ρ(G) = p. Ha G rangja nulla, de
τ1 = τ2 = . . . = τq = mvalamely m prímre, akkor G m-modulusra vonatkozó rangja (vagy röviden

mod m rangja) ρm(G) = q.Könnyen látható, hogy végesen generált kommutatív 
soport rész- és fak-tor
soportjai is végesen generáltak.A bizonyításhoz elég meggondolni, hogy egy generátorrendszernek egyadott rész
soportba es® elemei generálják a rész
soportot, és egy generátor-rendszer által a faktor
soportban indukált részhalmaz generátorrendszer.7.3.13. De�ní
ió. Legyen G egy végesen generált kommutatív 
soport. A
{g1, g2, . . . , gk} ⊆ G halmaz lineárisan független, ha k∑

i=1

nigi = 0 és ni ∈
∈ Z esetén bármely i-re ni = 0. Ha egy lineárisan független rendszer nemb®víthet®, akkor az a G 
soport egy bázisa.



364 7. FEJEZET. POLIÉDEREKVegyük észre, hogy a fenti de�ní
ió alapján véges rend¶ elem nem lehettagja egy lineárisan független rendszernek, ugyanis ha g rendje (0 <)|g| <
< ∞, akkor |g|g = 0. Így nulla-rangú 
soportnak nem lehet bázisa a fentiértelemben. Vegyük észre azt is, hogy a nullelem az egyetlen véges rend¶ elem,mely el®áll lineárisan független elemek lineáris kombiná
iójaként. Ugyanis ha
k∑
i=1

nigi = g, ahol |g| <∞, akkor k∑
i=1

|g|nigi = |g|g = 0, így az elemek lineárisfüggetlensége miatt minden i-re |g|ni = 0, azaz ni = 0. Ekkor viszont g =

=
k∑
i=1

nigi = 0.7.3.14. De�ní
ió. Legyen G egy nulla-rangú végesen generált kommutatív
soport, melynek van mod m rangja valamelym prímre. A {g1, g2, . . . , gk} ⊆
⊆ G halmaz az m-modulusra nézve lineárisan független, ha k∑

i=1

nigi = 0 és
ni ∈ Z esetén bármely i-re m|ni. Egy nem b®vithet® m-modulusra nézve line-árisan független rendszert m-modulusra nézett bázisnak nevezzük.Nem nehéz bizonyítani a következ® két tételt :7.3.9. Tétel. Legyen G egy végesen generált kommutatív 
soport. Ha G rang-ja p, akkor G minden bázisának elemszáma p. Ezenkívül, ha G rangja az m-modulusra nézve q, akkor minden m-modulusra nézett bázisának elemszáma
q.7.3.10. Tétel. Legyen G egy végesen generált kommutatív 
soport, és H egyrész
soportja. Ekkor ρ(G) = ρ(H) + ρ(G/H).Most már készen állunk az Euler-karakterisztika de�niálására.7.3.15. De�ní
ió. Egy K komplexus Euler-karakterisztikája a

χ(K) =
n∑

i=0

(−1)ifiösszeg, ahol fi jelöli a komplexus i-dimenziós szimplexeinek számát.Az Euler-Poin
are formula most már igazolható.7.3.11. Tétel (Euler-Poin
are formula). Legyen K egy n-dimenziós szimpli-
iális komplexus, Jelölje ρim a komplexus i-dimenziós Gm feletti i-dimenziósBetti-
soportjának rangját, ahol Gm = Zm, ha m > 0 egy prím, és G0 = Z.Ekkor
χ(K) =

n∑

i=0

(−1)iρim.



7.3. EULER TÉTEL 365Bizonyítás: Tetsz®leges i = 1,2, . . . , n esetén
fi = ρm(L

i
m) = ρm(Z

i
m) + ρm(L

i
m/Z

i
m) = ρm(Z

i
m) + ρm(H

i−1
m ),valamint i = 0,1,2, . . . , n

ρim = ρm(B
i
m) = ρm(Z

i
m/H

i
m) = ρm(Z

i
m)− ρm(H i

m).Így i = 1,2, . . . , n esetén
fi = ρim + ρm(H

i
m) + ρm(H

i−1
m ).Ezt, valamint az f0 = ρm(L

0
m) = ρm(Z

0
m) = ρ0m + ρm(H

0
m) azonosságot fel-használva:

χ(K) = ρ0m + ρm(H
0
m) +

n∑

i=1

(−1)i(ρim + ρm(H
i
m) + ρm(H

i−1
m )) =

n∑

i=0

(−1)iρim.Végül belátjuk, hogy a most de�niált fogalom konvex poliéderekre az el®z®fejezetben de�niált Euler összefüggéshez vezet. Ehhez használunk egy fontosállítást, amelyet a Betti 
soportok invarian
ia tételének is lehet nevezni,7.3.12. Tétel (Betti 
soportok invarian
ia tétele). Ha két komplexus po-liédere homeomorf, akkor tetsz®leges dimenziós Betti 
soportjaik izomorfakegymással.Ezen tétel bizonyítása meghaladja könyvünk kereteit, most 
sak egy ér-dekes következményét igazoljuk.7.3.13. Tétel. Ha S egy olyan szimpli
iális komplexus, melynek poliédereegy n-dimenziós P konvex poliéder, akkor S Euler-karakterisztikája 1.Bizonyítás: Az el®z® tétel szerint homeomorf topológikus terek megfe-lel® Betti-
soportjai izomorfak. Tehát minden szimpli
iális komplexusnak,melynek a poliédere egy n-dimenziós konvex politóp, megegyezik az Euler-karakterisztikája. Könnyen belátható, hogy egy n-dimenziós szimplex Euler-karakterisztikája 1. Mivel az n-dimenziós konvex poliéderek homeomorfak,ebb®l az állítás már következik.Az Euler-Poin
aré formula most az Euler összefüggéshez vezet, valóban:7.3.5. Megjegyzés. Ha P egy n-dimenziós konvex poliéder, mely i-dimenzióslapjainak száma gi, akkor az Euler tétel alapján
n−1∑

i=1

(−1)ifi = (−1)n−1 + 1 =

n−1∑

i=1

(−1)igi,



366 7. FEJEZET. POLIÉDEREKmutatja, hogy a konvex poliéder fenti topológikus invariánsa az Euler karak-terisztika a poliéder lapjainak számából az Euler összefüggés segítségével kap-ható. Így az Euler összefüggés kiterjesztésének tekinthet® az Euler-Poin
arekarakterisztika.7.3.5. Cau
hy-féle poliéder tételAz Euler tétel egy alkalmazásaként álljon itt két fontos és érdekes tételaz elemi háromdimenziós geometria köréb®l. A Cau
hy-féle merevségi tételegy olyan nem triviális alkalmazás, mely egy új vizsgálati irány els® téte-leként tekinthet®. Számos érdekes eredményhez vezettek azok a kutatások,melyek testek deformálhatóságának-merevségének kérdéskörében vetettek felúj problémákat. Az alapkérdés a következ®, van-e két olyan poliéder, melyekpáronként egybevágó lapokból azonos kombinatorikus szerkezettel állíthatókel®, és mégsem egybevágóak? Miután tisztáztuk, hogy mit jelent az azo-nos kombinatorikus szerkezet a válasz igenl®. Tekintve ugyanis egy ko
kát,egyik lapjára állíthatunk egy egyenl®-négyoldalú gúlát, melynek magasságaa ko
ka élhosszának a fele, de ugyanezt a tömörnek tekintett ko
kából el isvehetjük. Világos, hogy a két test nem egybevágó, de páronként egybevágólapokból, azonos kombinatorikus szerkezettel épül fel. A probléma az, hogykonvex testet hasonlítottunk nem konvex testtel. Ugyanakkor észrevehetjükazt is hogy a lapok alakjának változtatása nélkül folytonos módon a két testetnem tudjuk egymásba deformálni. Ez elvezet minket a konvex testek defor-málhatatlanságának gondolatához, két konvex test, azonos kombinatorikusszerkezettel, egybevágó megfelel® lappárokból felépítve talán már egybevá-gó. Célunk ezen állítás bizonyítása Cau
hy bizonyítását alapul véve.7.3.16. De�ní
ió. A poliéder laphálója a 
sú
sokból, élekb®l, lapokból mintelemekb®l alkotott azon par
iálisan rendezett halmaz, ahol a rendezést a hal-mazelméleti tartalmazás de�niálja. Két poliéder azonos kombinatorikus szer-kezettel rendelkezik, ha laphálójuk izomorf, azaz található olyan köl
sönösenegyértelm¶ leképezés, mely 
sú
sot 
sú
sba, élet élbe, lapot lapba visz úgy,hogy a tartalmazást mint relá
iót ®rzi.7.3.14. Tétel (Cau
hy-merevségi tétele). Két azonos kombinatorikus szerke-zettel rendelkez® konvex poliéder egybevágó, ha a megfelel® lapok egybevágóak.A bizonyítás el®tt szükségünk lesz némi el®készületre a szférikus geomet-ria köréb®l. Mint láttuk a gömbi koszinusz tétel alapján állíthatjuk, hogy hakét gömbi háromszögben két-két oldal megegyezik és az egyikben a közrezártszög nagyobb, akkor ezen háromszög harmadik oldala nagyobb mint a másikháromszög harmadik oldala. Ezt az állítást kiterjeszthetjük a gömbi konvexsokszögek úgynevezett �kar lemmájává�.



7.3. EULER TÉTEL 3677.3.3. Lemma (Kar lemma a gömbön). Legyen Ai, Ai két gömbi sokszög
sú
sai. Tegyük fel, hogy
AiAi+1 = AiAi+1 teljesül i = 1, . . . , n− 1esetén, és fennállnak az

Ai−1AiAi+1∡ ≤ Ai−1AiAi+1∡összefüggések, 2 ≤ i ≤ n− 1 esetén. Ekkor az
A1An ≤ A1Anegyenl®tlenség is teljesül.Bizonyítás: n-re vonatkozó induk
iót alkalmazunk. Az n = 3 esetet márláttuk. Ha n > 3, akkor három esetet különböztetünk meg:

• Van olyan i, hogy Ai−1AiAi+1∡ = Ai−1AiAi+1∡

• Nin
s ilyen i, de az utolsó An−2An−1An∡ szög növelhet® az els® sokszögkonvexitásának megtartásával az An−2An−1An∡ értékig,
• Nin
s ilyen i, és az utolsó An−2An−1An∡ szög els® sokszög konvexitá-sának megtartásával 
sak egy közbees® α < An−2An−1An∡ szög értékignövelhet®.

A i-1

A i

A i+1

A

A

A1 n

n-17.5. ábra. Van egyenl® megfelel® szögpárA második és harmadik esetet úgy értjük, hogy az utolsó An−1An szakasztaz An−1 pont körül forgatjuk oly módon, hogy a vizsgált szög növekedjen.Ilyenkor két eset fordulhat el®, vagy el tudjuk forgatni a kell® mértékben azélet, úgy, hogy az A1A2 egyenesének nem kerül An a túlsó oldalára (7.6. ábra),
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A i-1

A
i

A
i+1

A

A

A

A1
n ~

n-1

n7.6. ábra. Amikor nem romlik el a konvexitásvagy 
sak addig forgathatjuk, amíg A2, A1, An kollineáris ponthármassá nemválik. Ebben az esetben (lsd. 7.7. Ábra) az utolsó vizsgált szög még mindigkisebb, mint a második sokszögben neki megfelel® szög.Az els® két esetben az induk
iós lépés a közös szögértéknek megfelel®
sú
sok elhagyása a sokszögekb®l, a kiindulási feltételek örökl®dését pedigaz elhagyott háromszögek egybevágósága garantálja. Mindkét esetben az in-duk
iós feltétel alkalmazása és a Kar lemma n = 3 esete a kívánt eredményhezvezet.Ki
sit ügyesebben kell dolgozni a harmadik esetben. Ekkor a 7.7 Áb-rának megfelel®en az A2 . . . An−1Ãn (n − 1)-oldalú konvex gömbi sokszögethasonlítjuk az A2 . . . An konvex gömbi sokszöggel és megállapíthatjuk, hogy
A2Ãn ≤ A2An. Azonban A2A1 + A1Ãn = A2Ãn és A2An ≤ A2A1 + A1An,ezért a kérdéses egyenl®tlenség megint fennáll.

A

Ai
A

i+1

A
A

A

A1

2

n

~

n-1

n7.7. ábra. Amikor elromlik a konvexitásA �kar lemma� egy szép következménye a � jel lemma�. Ebben megint két



7.3. EULER TÉTEL 369konvex gömbi sokszöget hasonlítunk össze, most a megfelel® oldalak egyen-l®ségét tesszük fel. A megfelel® szögek összehasonlítását + és − jelek hozzá-rendelésével segítjük. Az els® sokszög egy 
sú
sára + jelet teszünk, ha abbana sokszögben a vizsgált 
sú
snál nagyobb szög található, mint a másik sok-szögben. A jele −, ha az els® sokszögben a megfelel® szög kisebb mint amásodikban. Nem írunk jelet egyenl®ség esetén. Jelváltásról beszélünk, ha azóramutató járásával megegyez® irányban az els® sokszög 
sú
sain haladva,olyan jelhez érünk, amely az el®tte talált jelt®l különbözik. (A nem jelölt
sú
sokon átlépkedünk a jelváltást mindig jelhez asszo
iáljuk.)7.3.4. Lemma (Jel lemma). Ha van jel, akkor legalább négy jelváltást talá-lunk.Bizonyítás: Mivel teljes kört írunk le a sokszög körül a jelváltások szá-ma páros. Ha van jel, akkor van másik típusú jel is ellenkez® esetben a karlemmával ellentmondásba kerülnénk. Elég azt igazolni, hogy pontosan kétjelváltás nem lehetséges. Két jelváltás 
sak úgy fordulhat el®, ha a + jelek és
− jelek két tömböt alkotnak, ahogy ezt a 7.8 ábrán ábrázoltuk.

A

A

A

A

1

l

k

j

+

+
+

-

-
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7.8. ábra. Kisebb vagy nagyobb?A + jelek helyezkedjenek el az A1 és Ak (i ≤ k) által meghatározottfels® íven, ahol A1 és Ak is +-al van jelölve a − jelek a komplementer ívenúgy, hogy az Al (k < l) illetve Aj (l ≤ j ≤ n) −-al jelöltek. Kössük össze az
AnA1 szakasz egy pontját az Al−1Al szakasz egy pontjával, és rajzoljuk meg amegfelel® szakaszt a másik sokszögben is. Világos, hogy a kar lemma feltételeimindkét �fél sokszög� esetében teljesülnek, akár azt tekintjük, amelyen a +jelek vannak, akár azt, amelyen a −-ok. Ez viszont azt jelenti, hogy az els®sokszögben általunk behúzott szakasz egyszer nagyobb a második sokszögbenbehúzottnál, másodszor pedig kisebb. Mivel ez nem lehetséges, lehetetlen azis, hogy két jelváltás lépjen fel.



370 7. FEJEZET. POLIÉDEREKMost igazoljuk Cau
hy merevségi tételét.Bizonyítás: A tétel bizonyítását két esetre bontjuk.Vegyük el®ször észre, hogy a laphálók izomor�zmusa, a megfelel® lapokegybevágósága és a megfelel® éleknél fellép® lapszögek egyenl®sége elegend®a két konvex poliéder egybevágóságához. Valóban az Euler tétel bizonyítá-sában megkonstruáltunk egy laplán
ot, mely felsorolja a poliéder lapjait. Alaphálóizomor�zmus az els® poliéderhez tartozó ezen lán
ot a második poli-éder egy megfelel® laplán
ába viszi. Építsük fel a második poliédert laponkéntezen meghatározott sorrendet �gyelembe véve. Egy újabb lap hozzáadása amegfelel® éleknél fellép® lapszögek egyenl®sége folytán kétféleképpen történ-het. A két lehet®ség azonban 
sak a második lap esetében azonos érték¶,hiszen a további lapok hozzávételekor �gyelembe kell vennünk a konvexitástis, egy lap síkja által meghatározott félterek közül 
sak az egyik tartalmaz-hat pontokat a poliéderb®l. Azaz a laplán
ban szerepl® lapok egymáshoz (amásodik kivételével) egyértelm¶en, ráadásul az els® poliédernek megfelel®módon 
satlakoznak. Mivel maguk a lapok az els® poliéderben szerepl® la-pokkal egybevágóak, a felépített poliéder egybevágó lesz az els® poliéderrel.Azaz állításunk igaz, ha a megfelel® lapszögek egyenl®k.Másodszor tegyük fel, hogy vannak olyan megfelel® lapszögek, melyeknem egyenl®ek. Az els® poliéder éleit jelöljük +-al és −-al, aszerint, hogya hozzá tartozó lapszög nagyobb vagy kisebb a második poliéder megfelel®élénél fellép® megfelel® lapszögnél. Egy nem jelölt él két oldalán fellép® la-pokat az él mentén ragasszuk össze az élet azonban tartsuk számon, hogya bizonyítás egy kés®bbi pontján újra vissza ragaszthassuk az élhálózathoz.Tekintsük a továbbiakban élnek a jelölt éleket, 
sú
snak azon poliéder 
sú-
sokat, melybe megy jelölt él, lapnak az összes összeragasztás elvégzése utánkapott lapuniókat. Az eképpen kapott 
sú
s-él-lap rendszerhez (melyet topo-lógikus poliédernek nevezhetünk) tartozó 
sú
sok köré rajzolt pi
ike gömbökfelszínéb®l a két eredeti poliéder olyan gömbi konvex sokszögeket metsz ki,melyek a � jel lemma� feltételeinek megfelelnek. ( Az eredetileg a poliéderéleire írt jelek, most a gömbi sokszögek szögeire írt jelekként tekinthet®k.) A
sú
skiválasztásaink azt is garantálják, hogy ezen sokszögek 
sú
saira vannakjelek írva. Megszámolhatjuk tehát 
sú
sonként a jelváltások számát, amelyösszegr®l a � jel lemma� alapján tudjuk, hogy legalább 4c′, ahol c′ jelöli az álta-lunk létrehozott topológikus poliéder 
sú
sainak számát. Ugyanezt a jelváltásszámot másképp is be
sülhetjük. A topológikus poliéder egy lapjának élein(valamely adott körüljárás szerint) körbehaladva érzékelt valamely jelváltásegy 
sú
s körüljárásával érzékelt (gömbi sokszögre vonatkozó) jelváltásnak ismegfelel és fordítva, minden els® módon érzékelt jelváltás a második módonis fellép. Ezért felülr®l is megbe
sülhetjük a poliéderre vonatkozó jelváltásokszámát, ha ezeket új poliéderünk lapjain azok oldalszámához viszonyítjuk.



7.3. EULER TÉTEL 371Tekintettel arra, hogy az új lapok új élei nem feltétlenül élei más új lapnakis, az éleket egyszer vagy kétszer vesszük �gyelembe a lap élszámának megha-tározásakor, aszerint, hogy a lap pontjain haladva azt az élek mentén körbejárva hányszor haladunk el mellette (lásd 7.9. ábra). Jelöljük az így kapottoldalszámokat a k′ paraméterrel, míg a lapok határán konkrétan fellép® élekszámát k-val.

7.9. ábra. Új lapokEkkor a ∑
k′≥3

k′αk′ = 2e′ összefüggés megint fennáll a topológikus poliéder
e′ élszámára ha αk′ a k′ oldalú topológikus lapok száma. (Hiszen minden életpontosan kétszer számolunk össze, legfeljebb ez két számlálás egy lap éleinek�gyelembe vételével megtörténik.) Azt is rögtön észrevehetjük, hogy egy k′oldalú lapon legfeljebb 2

[
k′

2

] el®jelváltást találhatunk így az el®jelváltások σszámára a
4c′ ≤ σ ≤

∑

k′≥3

2

[
k′

2

]
αk′ ≤

∑

k′≥3

(2k′ − 4)αk′ = 4(e′ − l′)áll fenn. Ez a
c′ − e′ + l′ ≤ 0összefüggéssel egyenérték¶. A továbbiakban egyesével adjuk az új élek háló-zatához azokat az éleket, melyek mentén lapokat ragasztottunk össze. Mindig



372 7. FEJEZET. POLIÉDEREKolyan élet adoptálunk, amely egyik végpontja a már rendelkezésre álló élhá-lózathoz tartozik. Evvel a feltétellel garantáljuk, hogy az élhálózat élszámamindig eggyel n® a 
sú
sszáma pedig legfeljebb eggyel. Ekkor a másik vég-pontra két lehet®ség adódik:
• Új 
sú
spont kerül vele a hálózathoz (
sú
sszám eggyel n®tt), ekkor alapszám nem n®het, új lap nem jöhetett létre;
• Egy már a hálózathoz tartozó 
sú
s a másik végpont is (a 
sú
sszámnem n®tt), ekkor a kapott új él vagy kettévág egy lapot és így növeltüka lapszámot, vagy nem vágott ketté egy lapot és a lapszám megint nemn®tt.Akármelyik esetet is tekintjük a �
sú
sszám minusz élszám plusz lapszám�mennyiség egy ilyen lépés során nem n®het. Amig van nem adoptált él azeredeti élrendszer összefügg®sége miatt olyan is van, amelyet az adott pil-lanatban adoptálni lehet, ezért eljárásunk 
sak akkor fejez®dik be, amikorvalamennyi élet vissza
satoltuk és a 
sú
s, él, lapszám paraméterek a kiindu-lási konvex poliéderhez tartozó értékeket veszik fel. Mivel konvex poliéderre

c− e + l = 2 áll fenn ellentmondáshoz jutottunk, mely feloldása, hogy ezenmásodik eset (nevezetesen, hogy van megfelel® élekhez tartozó különböz®lapszög pár) nem lehetséges.7.4. A 
sodák birodalmaA 
sodák nem természeti törvényekkel állnak ellentmondásban,
supán azzal, amit a természetr®l tudunk.Szent Ágoston7.4.1. Szabályos poliéderek kombinatorikus típusai7.4.1. De�ní
ió. Egy konvex poliéder adott 
sú
shoz tartozó 
sú
salakzata a
sú
sból induló élek másik végpontjainak konvex burka. A 3 dimenziós, konvexpoliéder szabályos, ha lapjai egybevágó konvex sokszögek, és a 
sú
salakzataiszintén egybevágó szabályos sokszögek.Az Euler tétel segítségével könnyen beláthatjuk, hogy szabályos poliéder
sak öt féle kombinatorikus típusnak felelhet meg, ezeket az alábbi táblázat-ban találhatjuk:



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 373n m e elnevezés3 3 6 tetraéder3 4 12 oktaéder3 5 30 ikozaéder4 3 12 ko
ka5 3 30 dodekaéderValóban, mivel de�ní
iónk szerint minden 
sú
sban ugyanannyi él (pld.
m darab) találkozik, a 
sú
sok számának m-szerese megegyezik az élek szá-mának kétszeresével. (Minden élet mindkét végpontjánál megszámoltunk.)Ha a lapjai n-szögek, a lapok számának n-szerese szintén megegyezik az élekszámának kétszeresével. (Minden élet mindkét ®t tartalmazó lapnál megszá-moltuk.) A kapott két egyenletb®l c-t és l-t kifejezzük majd Euler képletébehelyettesítünk. Átrendezve az

1

n
+

1

m
=

1

2
+

1

eösszefüggéshez jutunk. n és m kett®nél nagyobb egészek 1/e pozitív, ezért
sak a következ® természetes számok oldhatják meg az egyenl®séget:
(n,m) ∈ {(3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3)},ahogy ezt a táblázatban láthatjuk.A kombinatorikus típusnak megfelel®en az {n,m} számpárokkal jellemez-hetjük a szabályos testeket. Az {n,m} számpár els® eleme a kétdimenzióslapok oldalszáma a második a 
sú
salakzat kétdimenziós lapjainak oldalszá-ma, mely esetünkben a 
sú
salakzat oldalszámával egyezik meg. Ezt a szám-párt a szabályos test szimbólumának nevezzük (Kitalálója vezetékneve utánS
hä�i-szimbólumnak is szokás nevezni.) A szimbólum de�ní
iója nem 
sak aháromdimenziós esetben értelmes azt rögtön látjuk, hogy a kétdimenziós sza-bályos sokszögekhez egyelem¶ szimbólum adódik a sokszög oldalszáma {n}.A következ® fejezetben kiterjesztjük a szabályosság és a szimbólum fogalmátmagasabb dimenziós esetekre is.



374 7. FEJEZET. POLIÉDEREK7.4.2. Háromdimenziós szabályos poliéderekVilágos, hogy a lehetséges szimbólumok a kétdimenziós esetben a háromnálnem kisebb számokat tartalmazó egyelem¶ halmazok, és minden szimbólum-hoz találunk ®t realizáló szabályos sokszöget. Kérdésünk most az, hogy alehetséges háromdimenziós szimbólumokhoz is léteznek-e realizáló szabályostestek.7.4.1. Tétel. Az öt lehetséges kombinatorikus típus realizálódik, azaz a fentitáblázatban megjósolt szabályos poliéderek léteznek (lásd a 7.10. ábrát).

a

b

b

b

b

b
c

c

b

b

a

a

a

a

a

a:b:c= 2 :1:
5 -1

27.10. ábra. Az öt szabályos testBizonyítás: Tekintsünk egy négyzetet. Állítsunk a középpontján keresztüla síkjára mer®leges egyenest, majd mindkét irányban mérjük fel a négyzet fé-látlójának hosszát. A kapott két pont és az eredeti négy négyzet
sú
s konvex
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 egybevágó háromszög határolja, a 
sú
salakzatok az eredetivelegybevágó négyzetek. Ez a szabályos oktaéder. Az oktaéder két új 
sú
sánkeresztül húzzunk a négyzet oldalaival párhuzamos kétszeres oldalhosszúságúkét szakaszt, úgy, hogy az egyik az egyik 
sú
son a másik a másik 
sú
sonhaladjon át, és a 
sú
sok a rajtuk áthaladó szakaszok középpontjai legye-nek. A két szakasz négy 
sú
spontjának konvex burka a szabályos tetraéder.(Éleinek felez®pontjai éppen az eredeti négyzet 
sú
spontjai.) Ha kapott tet-raédert tükrözzük a négyzet középpontjára majd a két tetraéder 
sú
spont-jainak konvex burkát vesszük a ko
kát kapjuk eredményül. (A 7.11. ábránábrázoltuk ezen három testet.)

7.11. ábra. Ko
kában tetraéder és benne oktaéder.A dodekaéder el®állítása a ko
kát véve alapul a következ®képpen történ-het. A ko
ka egyik, például AB élét (lásd a 7.12. ábrát,) tekintsük egy szabá-lyos ötszög átlójának, ekkor van az ötszögnek egy (pld EF ) oldala, mely ezzelaz átlóval párhuzamos. Az ötszög síkját határozzuk meg úgy, hogy tartalmaz-za AB-t, ezen él pontjai kivételével ne legyenek közös pontjai a ko
kával ésaz EF él mer®leges vetülete az egyik (pld. ABCD ) négyzet lapon essena négyzet megfelel® középvonalára. (Az említett ko
kalap kiválasztására kétlehet®ség adódik, ezek közül válasszuk az egyiket.)A szabályos ötszög jelölt szakaszainak egyenl®sége miatt a pontozott sza-kaszok aránya az aranymetszéshez (lásd a következ® alfejezet) tartozó aránytadják, így a G pontnak az FAB oldaltól való távolsága a ko
ka élhosszát(azaz az ötszög átlóját) egységnyinek tekintve:
x =

1

2

2

1 +
√
5
=

1

1 +
√
5
.Mivel az ötszög élhossza ennek kétszerese 2

1+
√
5
, ezért az E pont y távol-



376 7. FEJEZET. POLIÉDEREK

A

BC

D

E

F

G

H I

F
,

B
,

: =1 : 1+ 5
2

a

a

b

b7.12. ábra. Dodekaéder konstruk
ió.

7.13. ábra. Ikozaéder konstruk
ió.



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 377sága az ABC lapsíktól az
(

2

1 +
√
5

)2

= y2 +

(
1− 2

1+
√
5

2

)2

+
1

4egyenl®ség alapján szintén
y =

1

1 +
√
5
.Ezért a ko
ka A 
sú
sán keresztülhaladó f®átló körüli harmadrend¶ forga-tás az AGB△-t a vele egybevágó AED△-be viszi így kiindulási ötszögünketa vele egybevágó AEDHI ötszögbe. Még egyszer az el®bbi harmadrend¶forgatást alkalmazva ezen ötszög átkerül az AIF ′B′G ötszögbe. A dodekaé-derhez jutunk, ha a ko
ka lapjaival párhuzamos szimmetriasíkjaira tükrözzüka már megkapott három lappal együtt mindazokat melyek az el®z® tükrözé-sekkel adódtak. (Három tükrözést kell végrehajtanunk, az els® lépésben kétúj lapot kapunk, a második tükrözés a meglév® öt lapból nyol
at generál,a harmadik után megkapjuk a dodekaéder tizenkét lapját.) Összefoglalva,látjuk tehát, hogy a dodekaéder az egységnyi oldalú ko
ka és a lapjaihozasszo
iált azok középvonalai felett 1/(1 +√5) magasságban szimmetrikusanelhelyezett (1 +√5)/2 hosszúságú szakaszokból álló szakaszrendszer konvexburka.

7.14. ábra. Dodekaéderben ko
ka és benne ikozaéder.Az ikozaéder el®állítása hasonló konstruk
ióval történhet. A dodekaéder



378 7. FEJEZET. POLIÉDEREKkonstruk
ióban szerepl® 2/(1 +√5) hosszú szakaszokat helyezzük a ko
ka fel-színére ugyanabban a szimmetrikus elrendezésben. Két-két szemközti szakaszekkor egy úgynevezett �arany téglalapot� határoz meg, ennek oldalaránya azaranymetszés arányával egyezik meg. A három arany téglalap 12 
sú
sánakkonvex burka ikozaéder. Valóban az elrendezés szakaszainak harmadrend¶forgásszimmetriája azon háromszögek szabályosságát jelenti, melyek 
sú
saihárom különböz® szakasz végpontjai. A kapott szabályos háromszög oldal-hossza:
d2 =

(
1

1 +
√
5

)2

+
1

4
+

(
1

2
− 1

1 +
√
5

)2összefüggés alapján éppen
d =

2

1 +
√
5azaz a többi háromszöglap is egyenl®oldalú háromszöget ad. A 
sú
salak-zat szabályos ötszög voltának igazolásához elegend® azt kimutatni, hogy egy
sú
s öt szomszédja egy síkban van, hiszen a szomszédos 
sú
sok távolsá-gai megegyeznek. Tekintsük a ko
ka valamely élirányú vetületét. A vetületinégyzeten az öt 
sú
s három pontra esik � a 7.13. Ábránkon ezeket különjelöltük � egysíkúság esetén ennek a három pontnak kell egy egyenesre esni.Azonban tekintettel az

(
1

2
− 1

1 +
√
5

)
:

1

1 +
√
5
=

1

1 +
√
5
:
1

2azonosságra a két-két pont által meghatározott szakaszok azonos meredeksé-g¶ek, ez állításunkat igazolja.7.4.3. AranymetszésAz aranymetszés az emberi kultúra egyik legszembeötl®bb és legtitokzato-sabb jelensége. Annyira er®sen kap
solódik a szép fogalmához, hogy megje-lenése a m¶vészetekben is magától értet®d®, az emberi alkotásokban mindigkiemelt szerepe van, a természetben pedig oly s¶r¶n találkozunk vele, hogyleginkább az a különös, ha valahol, valamely más jól meghatározott aránydominál. Matematikusok, �lozófusok, m¶vészek, mesteremberek... mindenalkotással foglalkozó emberi lény használja, 
sodálja vagy legalábbis érde-kesnek tartja. Némi ízelít® a vele kap
solatos elnevezésekb®l : aranymetszés,folytonos arány, vitruviusi arány, isteni arány, aranyháromszög, aranytégla-lap, aranyspirális. Listát szerkeszteni a kap
solható természeti jelenségekb®l,m¶alkotásokból, tanulmányokból, az aranymetszést tudatosan használó m¶-vészekb®l, mesterekb®l értelmetlen vállalkozás lenne, az aranymetszés tanul-mányozása az id®ben sem lokalizálható. Ha aranymetszést szeretne látni az
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sak körbe kell néznie...Ezen bevezet® sorok zárásaképpen � akár
sakH.S.M. Coxeter � én is J. Keplert idézném:Hiszem, hogy ez a geometriai arány adta az ötletet a Teremt®nek,mikor bevezette a hasonló dolgoknak hasonló dolgokból történ®folytonos származtatását.Az arány rövid bevezetése után egy heged¶n ellen®rizhetjük, hogy az arany-metszés az akusztikát és az esztétikát is összekap
solja mindkett® optimali-tása érdekében érdemes a méretezésnél ezen arányra törekedni.Matematikai észrevételek7.4.2. De�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az a, b hosszakkal rendelkez® szakaszpáraz a + b hosszú szakaszt az aranymetszés arányában osztja, ha a kisebbikszakasz úgy aránylik a nagyobbhoz, mint a nagyobbik az egészhez.Ha a a kisebb b a nagyobb, akkor a de�ní
ió alapján
b =

1 +
√
5

2
a és a+ b =

1 +
√
5

2
b =

(
1 +
√
5

2

)2

a.Az a = 1 választással b = 1+ 1
b
összefüggéshez jutunk. Ezen formula magábavaló sorozatos helyettesítése egy végtelen lán
tört el®állítást ad b-re :

b = 1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+ 1
1+···

.Az el®állítás alapján felírhatunk egy b-hez konvergáló sorozatot:
1, 1 + 1, 1 +

1

1 + 1
=

3

2
, 1 +

1

1 + 1
1+1

=
5

3
· · · ,mely nem más mint Fibona

i hires

1, 1, 1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, 2 + 3 = 5, · · ·sorozatából az egymást követ® elemek hányadosaként értelmezett sorozat.A Fibona

i sorozat és a folytonos arány együttes szemléltetése a síkon kétújabb geometria alakzathoz vezet, melyek egyikét Fibona

i spirálisnak, má-sikát aranyspirálisnak nevezhetjük. Vegyük észre, hogy a Fibona

i sorozatelemeinek megfelel® méret¶ négyzetek segítségével a sík kiparkettázható, aparkettázó négyzetek sorozatos uniója egy téglalap sorozatot eredményez,



380 7. FEJEZET. POLIÉDEREKmely téglalapok oldalainak aránya a Fibona

i sorozat egymást követ® ele-meinek a hányadosa. Mint láttuk ezek a hányadosok az aranymetszés szá-mához tartanak, tehát a téglalapok (az oldalarányukat tekintve) az aranytéglalaphoz konvergálnak. Vegyük észre, hogy nin
s két hasonló téglalap, ígya kitöltéshez tartozó de�niáló lépéssorozatot nem tudjuk univerzális forgatvanyújtáshoz igazítani.Egy rekurzív el®állítás történhet a következ®képpen: Jelöljük ki a kiindu-lási négyzet egyik 
sú
sát, legyen ez O0. A második négyzet megfelel® pontjalesz O1 a harmadik négyzeté O2 és így tovább. Jelöljük a Fibona

i sor ele-meit fi-vel i = 0,1, · · · . Ha az i-edik négyzetet már elhelyeztük és így Oi−i isismert a következ® lépésekkel származtassuk az i+ 1-edik négyzetet.
• Forgassuk el az i-edik négyzetet pozitív irányban kilen
ven fokos szög-gel. (Oi−1 átkerül az O′

i−1 
sú
sba.)
• Toljuk el a négyzetet az −−−−−−→Oi−1O

′
i−1 vektor, pozitív irányú kilen
ven fokoselforgatottjával. Oi−1 képe legyen Oi.

• Nagyítsuk Oi-b®l a kapott négyzetet az fi
fi−1

aránybanA 7.15. ábrán a mozgás jellegét jól érzékelhetjük egy körívekb®l álló �ál�-spirálissal, a pillanatnyi nagyítási 
entrumokat az Oi pontokat kötöttük összenegyed körívekkel, ahol az ívek sugarai a Fibona

i számok.Az aranyspirális már egy igazi spirális, azaz a sík egy pontja körüli alkal-mas forgatva nyújtással származtathatóak pontjai. A Fibona

i kitöltés szer-kezetét meg®rizve változtassunk a kiindulási objektumon. Az els® négyzetet
seréljük le egy aranytéglalapra, mely hosszabbik oldala mentén érintkezika második � egységnyi élhosszú � négyzettel. O′
0-t a téglalap megfelel® 
sú-
sának tekintjük a O0 pont most a téglalap megfelel® élének aranymetszésipontja, a téglalap további 
sú
sai legyenek P,Q (lásd a 7.16. ábrát). O1 legyena Fibona

i spirális O1 pontjának megfelel® pont, és alkalmazzuk a fenti re-kurziót a �x √

5+1
2

nyújtási aránnyal, annak második lépését®l. Ekkor mindentéglalap aranytéglalap lesz. Mivel a téglalapok hasonlóak, forgatva nyújtás-sal egymásba lehet ®ket transzformálni. Ennél több is igaz, egy �x forgatvanyújtás hatványai segítségével kapható az els®b®l az összes többi. Valóban azels® aranytéglalap P,Q,O′
0 
sú
sait a második téglalapQ,O′

0, O
′−1 pontjaibaviszi, ezért a mozgás egy kilen
ven fokos pozitív forgás (ha a téglalap irányítá-sát megtartjuk) kombinálva egy aranymetszés arányú ugyanazon középpontúnyújtással. A középpontból a PQ QO′

0 ésO′
0O

′
1 szakaszok egyaránt derékszögalatt látszanak, tehát az egyetlen lehetséges középpont a PO′

0, QO′
1 átlókmetszéspontja. Az aranymetszési arány választása miatt ez az O pont való-ban a keresett 
entrum. Azonnal látható hogy ezen transzformá
ió a második
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7.15. ábra. A Fibona

i spirális
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7.16. ábra. Az aranyspirális középpontjaaranytéglalapot a harmadikba, a harmadikat a negyedikbe viszi, stb ... ígyezen hasonlóság hatványai állítják el® az els® aranytéglalapból a többit. Az Opontot egy polárkoordinátákhoz tartozó koordinátarendszer kezd®pontjánakaz OO0 félegyenest a kezd®egyenesének kinevezve az Oi pontok távolságai
O-tól az

|OOi| = |OO0|
(√

5 + 1

2

)iformulával kaphatók és az OOi félegyenesek pozitív irányú kilen
ven fokoselforgatottjai egymásnak. Ezért ezen pontok pontjai a sík azon spirálisának,mely egyenlete polárkoordinátás alakban:
r(ϕ) = |OO0|

(√
5 + 1

2

)ϕ

.Jegyezzük meg. hogy az aranytéglalapok rendszere �befelé� is folytatható, akiindulási téglalapból levághatunk egy négyzetet (ennek három 
sú
sa Q0,
Q′

0 és Q1). A megmaradt téglalap egy aranytéglalap, melyb®l megint levág-hatunk egy négyzetet, és így tovább. A két irányban végtelen téglalapsorozatközös pontja O, a hasonlósági 
entrum. Az arany spirális �ebb®l a pontból in-dul�. Térjünk vissza az aranymetszési arány szerkesztéséhez. Már Euklidészis egyszer¶ eljárást adott, észrevéve, hogy a 36◦-os szárszöggel rendelkez®



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 383egyenl®szárú háromszög szár és alaphosszainak hányadosa a keresett érték.Ezt ugyanis az egyik alapon fekv® szögfelez®je két újabb egyenl®szárú há-romszögre bontja, melyek közül az egyik hasonló az eredetihez (lásd 7.17.ábra).
a

b

b

br

7.17. ábra. Az aranyháromszögTíz darab közös 
sú
sú szabályos tízszöget ad, ebben a másod szomszédos
sú
sokat rendre összekötve két szabályos ötszöget kapunk. Egymás mellet-ti két aranyháromszög a közös oldalukra szimmetrikusan helyezkedik el, ígyrögtön meghatározhatjuk a szabályos ötszög oldalhosszát. A Pitagorasz té-tel szerint ez √4b2 − a2 a 7.17. ábra jelölései mellett. A szabályos ötszög azaranymetszéshez leginkább kap
solható síkbeli alakzat. Ez annak köszönhet®,hogy középponti szöge 72◦, így egy oldal és a szemközti 
sú
s által meghatá-rozott egyenl®szárú háromszög aranyháromszög, míg a szomszédos 
sú
sokáltal meghatározott háromszögek 36◦-os szárszöggel rendelkeznek. Így bár-mely két 
sú
spárt összeköt® egyenespár 36◦ vagy 72◦ alatt metszi egymást.Valamennyi kérdezhet® arány (pld. az átlók metszése által az átlókon kapottosztási arányok, vagy az oldalak és átlók hosszának aránya) az aranymetszés-nek megfelel® arány. Ezen a módon tehát a 36◦, 72◦ a szabályos öt és tízszögszerkesztése az aranymetszés 1+
√
5

2
arányának szerkesztésével fonódik össze.Ha a 7.17. ábrán szerepl® r = a + b összeget tekintjük kiindulási alapnak a7.18. ábrán nyomon követhetjük a szabályos öt és tíz szög szerkesztését és azaranymetszés arányának meghatározását.Az r sugarú körben tekintve két mer®leges körátmér®t felezzük meg azegyiket. A kapott derékszög¶ háromszög átfogója √

5
2
(a+ b) hosszúságú ezértezt a szakaszt az ábrának megfelel®en a felez®pontból felmérve egy a közép-pontból induló b hosszú szakaszt kapunk. Err®l tudjuk, hogy az r sugarúkörbe írt szabályos tízszög oldalhossza. S®t mi több a kör alsó felén létrejött
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r=a+b

( )a+b

( )a+b

a+b
2

2
5

5
b=

-1
2

F

F

7.18. ábra. Az aranyháromszög szerkesztésederékszög¶ háromszög átfogójának hossza az
√

(a+ b)2 + b2 =
√

2b2 + 2a(a+ b)− a2 =
√
4b2 − a2összefüggés alapján az r sugarú körbe írt szabályos ötszög oldalhosszávalegyezik meg, így aranyháromszögünk mellé szerkesztettünk még egy egyediderékszög¶ háromszöget, ennek oldalai rendre egy adott sugarú körbe írtszabályos öt, hat és tízszög oldalhosszaival rendelkeznek.Az aranyháromszögre alkalmazva a szinusz tételt azonnal adódik, hogy

cos 36◦ =

√
5 + 1

4
és így cos 72◦ =

√
5− 1

4
.Ezért a 7.18. ábrán megrajzolt ötszögátló a baloldali vízszintes sugarat kétolyan darabra osztja melyeknek hossza rendre:

√
5− 1

4
(a+ b) =

1√
5 + 1

(a+ b) illetve √
5√

5 + 1
(a+ b).Ez az arány megegyezik az ábra fels® derékszög¶ háromszögében az F 
sú
s-pontjából induló oldalak hosszarányával, azaz az osztáspont az F -beli szög-felez® pontja. Megkaptuk tehát a 72◦ és a körbeli szabályos ötszög szerkesz-tésének legegyszer¶bb módját:1. Vegyünk a körben két mer®leges sugarat.2. Az egyik felez®pontja a másik sugár végpontja illetve a középpont ál-tal meghatározott háromszögben rajzoljuk meg a felez®pontból indulószögfelez®t.



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 3853. A szögfelez®nek a szemközti oldallal alkotott metszéspontjából állítsunkmer®legest a második sugárra, ez a mer®leges a körb®l kimetszi azonszabályos ötszög két 
sú
spontját, amely egyik 
sú
sa a második sugárköri pontja.



386 7. FEJEZET. POLIÉDEREKAz emberi test arányai az aranymetszésnek felelnek meg.

7.19. ábra. Ábra Heinri
h Cornelius Agrippa: Libri tres de o

ultaphilosophia 
. könyvéb®l

7.20. ábra. Le Corbusier : Le Modulor



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 387Szabályos ötszög a festészetben.

7.21. ábra. Mi
helangelo: A szent 
salád

7.22. ábra. Salvador Dali : Az utolsó va
sora szentsége



388 7. FEJEZET. POLIÉDEREKAranymetszés szerinti elrendezések.

7.23. ábra. Joseph Mallord William Turner: Norham Castle at Sunrise

7.24. ábra. Rembrandt: Önar
kép



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 389Aranymetszés az építészetben

7.25. ábra. A gizai piramis

7.26. ábra. Az atheni Parthenon.

7.27. ábra. A torontoi CN Tower



390 7. FEJEZET. POLIÉDEREKAranymetszés és katarzisEbben az alfejezetben irodalmi és zenei m¶vek aranymetszési pontjaiban ta-lálható 
sú
spontokra mutatunk példákat.
• Dante: Isteni színjáték 
ím¶, száz énekb®l álló m¶ben a hatvanket-tedik énekben Dante elengedi Vergilius kezét, hogy majdan a Paradi-
somon át Beatri
e vezesse tovább, a Fény felé ...
• Kodály Zoltán: Psalmus Hungari
us 
ím¶, 395 ütemb®l álló m¶-vének aranymetszési pontja a 245. ütem. Itt található a m¶ mondani-valója:Istenben vessed bizalmadat.
• Bartók Béla: Cantata Profana 
ím¶ 122 soros 
sodálatos m¶veels® epikai része 99 soros. Ennek aranymetszési pontja a 61-62.sor ittezt találjuk:Kedves gyermekeim,Gyertek, gyertek haza ...
• Bartók Béla: Kékszakállú her
eg vára 
ím¶ operájának aranymet-szési pontja az 5.ajtó, a zene modulárisan visszatér minden zenék alaphangneméhez a C-dúrhoz. A szövegben ezt találjuk:Kékszakállú:Lásd ez az én birodalmam,Messze néz® szép könyökl®m.Ugye, hogy szép nagy ország?Judit :Szép és nagy a te országod.Kékszakállú:Most már Judit mind a tied.Itt lakik a hajnal, alkony,Itt lakik nap, hold és 
sillag,S lészen neked játszótársad.



7.4. A CSODÁK BIRODALMA 391A heged¶ felépítésePitagorasz felfedezi a rezonan
ia alaptörvényét, miszerint a hang magasságaa rezg® húr hosszának a függvénye. Ennek értelmében a hangközöket a húr-hosszak arányaival fejezheti ki, a húrhossz felezése meghatározott mértékbenemeli a hangmagasságot, ugyanúgy mint a kétharmados vagy a négyharma-dos arány használata. Észreveszi, hogy az emberi fül számára kell®képpenszétválasztható magasságok elkülönítésére elegend®, ha a felezéshez tartozókülönbséget hét részre osztjuk, így a teljes húrhosszhoz tartozó hangról (aztis számolva) nyol
 lépésben érünk el a fél húrhosszhoz tartozó hangmagas-ságig, és innen minden ismételhet®. Ezen két hangot 
élszer¶ ugyanúgy ne-vezni. Mivel a nyol
adik hangról van szó (Pitagorasz nem használja és nemtartja természetes számnak a nullát) azt mondjuk, hogy a fél húrhosszhozegy oktávval magasabban fekv®, ugyanúgy nevezett hang tartozik, mint ateljeshez. A további beosztáshoz további kézenfekv® húrhossz arányokat te-kinthetünk kiindulási pontnak, a két-harmad húrhossz adja az ötödik hangot,a háromnegyed húrhosszhoz tartozzon a negyedik hang és így létre is hoz-tuk a kvint és kvart hangközöket. Az oktávhoz és a kvinthez tartozó nyol
asés ötös szám használata Pitagorasz és követ®i számára kézenfekv® volt hi-szen remekül beleillet a megfelel® húrhossz arányok sorába, lényegét tekintvema sem ismerünk tökéletesebb rendszert, annak ellenére, hogy nyilvánvalóanellentmondásokkal kell szembenéznünk. 12 kvint megtétele után ugyanúgynevezett hangot kapunk, mintha hét oktávot tennénk meg, hiszen mindkétesetben a negyvenkilen
edik hangra érünk. A két �zikai hang között azonbanmérhet® különbségnek kell lennie, mert a megszólaltatandó húrhosszak nemazonosak, hiszen az (
1

2

)7

,

(
2

3

)12számok egyenl®ségéb®l
312 = 531441 illetve 219 = 524288számok egyenl®sége következne. A frekven
ia viszony tehát

531441

524288
= 1,0136433,ami nyol
adhang magasság eltérést jelent a két hang között. Ezt nevezikpitagoraszi kommának. A pitagoraszi hangsor keretein belül egyetlen kvintmegváltoztatásával az ellentmondás feloldható, de más megoldás is lehetsé-ges. A temperált hangsorok megadásával többen foglalkoztak. Számunkrais érdekes, hogy a Bolyaiak is adtak meg hangsort. A pitagoraszi hangsor



392 7. FEJEZET. POLIÉDEREKmélyül® hangokkal a húrhosszak következ® növelésével kapható:
1,

9

8
,
81

64
,
4

3
,
3

2
,
27

16
,
243

128
, 2míg a Bolyai Farkasé:

1,
9

8
,
81

64
,
4

3
,
3

2
,
5

3
,
15

8
, 2.Nem meglep®, hogy ilyen el®zmények mellett a heged¶ felépítése sem nélkü-

7.28. ábra. Aranymetszés a heged¶nlözhetett némi számmisztikát. A pitagoraszi természetes számokhoz igazítottvilágegyetemet, a heged¶ kialakításának korára, azonban felváltja az istenibeavatkozást sugalló aranymetszés iránti rajongás, a nagy heged¶készít®k ál-tal megálmodott tökéletes akusztikájú hangszer minden tényleges arányábanaz isteni arányt sugallja. Nem tudhatjuk, hogy létezik-e teljesen más mére-tezés mellett, a hangszerek királyn®jénél tökéletesebben m¶köd® akusztikusszerkezet, az azonban bizonyos, hogy a mai hangi követelményeket kielégít®heged¶ méretezése a gyakorlatban tizedmilliméter pontosságig meghatáro-zott. A szerepl® arányokat a szerz® által készített heged¶ fotóján mutatjukbe. Lényegében az aranymetszés arányát lehet felfedezni a
• nyak: korpusz (a 7.28. ábrán a Hajós könyv: heged¶ test),
• korpusz fels® rész: korpusz maradék része (Hilbert könyv függ®legesirányban: Hilbert könyv alsó éle alatti rész),
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• korpusz homorú rész: korpusz fels® rész (heged¶ test középs® kar
súrésze: Hilbert könyv),
• korpusz homorú rész minimális szélessége:fels® rész maximális széles-sége,
• 
siga: nyak többi része
• fogólap korpusz feletti része: nyakhoz ragasztott részeviszonylatában.7.4.4. Különleges testekEbben az alfejezetben olyan testeket írunk le, melyek valamilyen szempont-ból különlegesnek tekinthet®k. Az informá
ió áramlás korunkban az internetrévén hihetetlenül felgyorsult. A könyvünk ezen fejezetében szerepl® érdekes-ségek zöme teljes részletességgel, remek illusztrá
iókkal tárgyalva van honla-pokon, internetes lexikonokban. Röviden leírjuk azon tulajdonságukat, melyalapján különlegesnek tekinthet®k, mell®zve a részletes ismertetést. Miel®tta megadott forrás alapján keresnénk részletes leírást, próbáljuk magunktólmegérteni (kitalálni) szerkezetüket, és azon jelenség okát, melyet illusztrál-nak.Kepler-Poinset-féle szabályos testekHa nem ragaszkodunk a konvexitáshoz a szabályosság de�ní
iójában, a Pla-tóni testeken kívül találunk még négy szabályos testet. Kett®t Kepler a másikkett®t Poinset írja le el®ször, Cau
hy igazolja, hogy nin
s több.Forrás: http://www.korthalsaltes.
om/
uadros.php?type=kMonogramko
kákÉrdekes kihívás olyan poliédereket (testeket) készíteni, melyek árnyéka kü-lönböz® irányokban el®re adott bet¶k. Egy ilyen test található Douglas R.Hofstadter: Gödel, Es
her, Ba
h 
. könyvének a 
ímlapján. Ennek árnyé-kai rendre a G,E,B bet¶ket formázzák utalva a látszólag távoli területekendolgozó intellektusok azonos gyökerére. Analóg módon elkészíthetjük saját�monogramko
kánkat�, ahogy azt ábránkon láthatjuk. A testnek a tér hatirányából készítettük el az árnyékát egy ko
kából kivágott térbeli hatoldalúvetít®falra.

http://www.korthalsaltes.com/cuadros.php?type=k
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7.29. ábra. Csillagtestek

7.30. ábra. Monogramko
ka
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7.31. ábra. A Császár-féle testA Császár-féle testA Császár-féle test egy olyan poliéder, aminek 7 
sú
sa 21 éle és 14 három-szöglapja van. Az érdekessége az, hogy átlói nin
senek, tetsz®leges két 
sú
sotél köt össze. Az Euler tételb®l azonnal következik, hogy ha a tetraédert®l kü-lönbözik, nem lehet a karakterisztikája 2, így a Császár-féle poliéder �egylyukat tartalmazó� a tórusszal homeomorf 0 karakterisztikájú poliéder. Azélgráfja egy hétpontú teljes gráf, a konstruk
iója tengelyes szimmetriával iselképzelhet®. Négy különböz® lehet®ség van az el®állítására, ahol a különbö-z®séget a folytonos deformá
ióval való átalakíthatóság alapján de�niálhatjuk.Magasabb dimenziókban, a szimplext®l különböz® (akár konvex), ugyan-ezzel a tulajdonsággal rendelkez® poliédereket a momentum görbe segítségé-vel adhatunk meg, ezeket �szomszédsági� politópoknak nevezik.Forrás: http://hu.wikipedia.org/wiki/Császár−féletestSzilassi poliédere

7.32. ábra. A Szilassi-féle test

http://hu.wikipedia.org/wiki/Cs�sz�r-f�le test


396 7. FEJEZET. POLIÉDEREKA Szilassi-poliéder a Császár-féle test duálisa. Konkáv poliéder hét hat-szöglet¶ lappal, 21 éllel, 14 
sú

sal. A tetraéder mellett az egyetlen olyanpoliéder, amire teljesül, hogy bármely két lapjának van közös éle. Természe-tesen ez is nulla karakterisztikájú test, azaz lyukas mint a tórusz. Ábránkrólrekonstruálható a szerkezete, mely kombinatorikusan igen egyszer¶.Forrás: http://hu.wikipedia.org/wiki/Szilassi−féletestS
hwartz-féle lampion

7.33. ábra. Mi a felszín?A felszín de�niálása a geometria egyik nehéz kérdése. A konvex test tér-fogata meghatározható a beírt poliéderek térfogatának legkisebb fels® hatá-raként. Ugyanez nem mondható el a felszínr®l. S
hwartz lampionja a körhen-gerbe írt háromszöglapokból álló felület darab, mely az adatainak alkalmasválasztásával a köré írt körhenger felszínénél nagyobb felszín értéket ad.Forrás: http://www.math
urve.
om/polyedres/lampion/lampion.shtmlKonvex test 
súnya árnyékhatárralA konvex test egy adott irányra vonatkozó árnyékhatára alatt azon felületipontjainak összességét értjük, amelyekben a testet az iránnyal párhuzamosegyenesek érintik. Az árnyékhatár a legtöbb esetben 1 és 2-dimenziós a fe-lületen elhelyezked® topologikus sokaságok uniója. Példánkban egy korlátos,zárt és konvex testet láthatunk, mely függ®leges irányú árnyékhatára igen
sak 
ikk
akkos, tetsz®leges ilyen irányú érint®egyenesén van olyan árnyék-határhoz tartozó pont, amelynek nin
s olyan környezete, melyre megszorítvaaz árnyékhatárt az topologikus sokaság lenne.Forrás: http://www.math.bme.hu/~ghorvath/bise
tor.htm

http://hu.wikipedia.org/wiki/Szilassi-f�le test
http://www.mathcurve.com/polyedres/lampion/lampion.shtml
http://www.math.bme.hu/~ghorvath/bisector.htm
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7.34. ábra. Mi az árnyékhatár?
7.35. ábra. Gömbö
A gömbö
A Gömbö
 egy konvex, homogén anyagú test, amelynek egy stabil és egyinstabil egyensúlyi helyzete van vízszintes felületen. A konvexitás fontos ki-kötés: a konkáv testek nem mindig a felületükön gördülnek, emiatt konkávGömbö
öt könny¶ létrehozni. Az egyetlen stabil helyzettel rendelkez® formá-kat monostatikusnak nevezzük, az egyetlen stabil és egyetlen instabil egyen-súllyal rendelkez® formákat pedig mono-monostatikusnak. A Gömbö
 egyhomogén mono-monostatikus test.Forrás: http://www.gombo
.eu/Alexander szarvas gömbjeA síkbeli Jordan-S
hön�ies tétel szerint a topológikus kör a síkot két részrevágja a gömb ezen részek közös határa, s®t mi több a két rész külön-különhomeomorf a metrikus kör által de�niált két síkdarabbal. Alexander pél-dája szerint a térben hasonló er®sítése a Jordan-Brouwer tételnek nin
s. Astandard gömb által létrehozott térdarabok egyszeresen összefügg®ek, azaztetsz®leges egyszer¶ zárt görbéjük pontra húzható. Alexander példájában ez
sak a bels® térdarabra igaz, a �szarvas gömb� által létrehozott korlátos térda-

http://www.gomboc.eu/
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7.36. ábra. Egyensúlyi helyzetek száma

7.37. ábra. Alexander gömbje



7.5. N-DIMENZIÓS SZABÁLYOS POLIÉDEREK 399rab a gömbbel együtt homeomorf egy tömör gömbbel. A nemkorlátos térrészviszont nem egyszeresen összefügg® így nem lehet homeomorf a metrikusgömb által létrehozott nem korlátos térdarabbal.Forrás: http://en.wikipedia.org/wiki/Alexanderhornedsphere7.5. n-dimenziós szabályos poliéderekAzt állítom, hogy az említett öt testen kívül nem szerkeszthet® más egyenl® oldalú,egyenl® szög¶ és egymással egyenl® lapok által közrefogott test.Euklidész: XIII. könyvEzen fejezetben a háromdimenziós szabályos poliéder fogalmát általáno-sítva az n-dimenziós szabályos poliéderek osztályozását adjuk. A fejezetbenkonvex poliéderekkel foglalkozunk, a szabályos poliéder nálunk de�ní
ió sze-rint konvex. El®ször a szabályosságot fogalmazzuk meg magasabb dimen-zióban is használható módon. A poliéder két 
sú
sa szomszédos, ha éllelvannak összekötve. A poliéder 
sú
salakzata alatt a továbbiakban az adott
sú
s szomszédainak konvex burkát értjük. Világos, hogy n-dimenziós poli-éder 
sú
salakzata általános esetben egy n-dimenziós konvex poliéder.7.5.1. De�ní
ió. A P konvex poliéder Γ(P ) szimmetria
soportja a tér azon
ϕ egybevágóságait tartalmazó 
soport, melyek P -t invariánsan hagyják.7.5.2. De�ní
ió. A P konvex poliéder egy Z zászlója a P lapjainak egymaximális lán
a a P laphálójára nézve. A P zászlóinak halmazát Z(P )-veljelöljük.7.5.3. De�ní
ió. A P konvex poliéder szabályos , ha szimmetria
soportja
Γ(P ) tranzitívan hat a zászlói halmazán Z(P )-n, azaz tetsz®leges két zászló-hoz van olyan szimmetria, amely az els®t a másodikba viszi.A szabályos poliéder alaptulajdonságai a következ®k:
• Irható köréjük gömb.
• A k-dimenziós lapjai, egybevágó szabályos poliéderek.
• A 
sú
salakzatai egybevágó (n− 1)-dimenziós poliéderek.Az els® tulajdonság bizonyításához tekintsünk egy koordinátarendszert azEuklidészi térben és jelöljük vi-vel a 
sú
sok helyvektorait, ahol i = 1 · · ·σ.Az

s =

∑
i

vi

σ

http://en.wikipedia.org/wiki/Alexander horned sphere


400 7. FEJEZET. POLIÉDEREKvektorra alkalmazva Γ(P ) egy elemét ϕ = ϕ0 + t-t, ahol ϕ0 lineáris t pedig�x vektor, azt tapasztaljuk, hogy
ϕ(s) = ϕ0(s) + t = ϕ0




∑
i

vi

σ


+ t =

∑
i

ϕ0(vi) + t

σ
= steljesül, következésképpen ϕ(s−vj) = s−ϕ(vj) = s−vk áll fenn a vj 
sú
s

vk = ϕ(vj) képére vonatkozólag. Mivel P szabályos és minden szerepl® ϕtávolságtartó, ezért az s helyvektor végpontjától P valamennyi 
sú
sa egyenl®távolságra van, tehát s a körülírt gömb középpontja.A második tulajdonságot 
sak az n − 1-dimenziós lapok esetére igazol-juk, az általános eset induk
ióval könnyen látható. Legyen F1, F2 két n− 1-dimenziós lap Z ′
1 Z

′
2 két tetsz®leges zászlójuk. Ezen zászlók kiegészítve P -vela P két Z1, Z2 zászlójának tekinthet®k. Van tehát olyan szimmetria, amely

Z1-t Z2-be viszi, ez egyúttal egybevágóság F1 és F2 között. Azaz az n − 1-dimenziós poliéderek egybevágó konvex poliéderek. Ezek után tekinthetjük
F1 két zászlóját, melyek szintén kiegészíthet®k a P teljes zászlóivá. Alkalmaz-va a szimmetria
soport tranzitivitását, majd a kapott egybevágóságot az F1a�n alterére megszorítva kapjuk, hogy Γ(P )|affF1

tranzitívan hat F1 zászló-in. Mivel ezen 
soport valamennyi eleme Γ(F1)-nek is eleme, F1 szabályospoliéder.A harmadik tulajdonság igazolásához, vegyük észre, hogy a 
sú
salak-zat (n − 1)-dimenziós konvex poliéder. Legyen C,C ′ szomszédos 
sú
spár,
O a szabályos poliéder középpontja. Tetsz®leges C-t és O-t helyben hagyóegybevágóság C ′-t egy C-vel szomszédos másik C ′′ 
sú
sba viszi, úgy, hogya CC ′O△ egy vele egybevágó háromszögbe megy át. A két háromszög C ′illetve C ′′ 
sú
saihoz tartozó magasságainak a talppontja, ugyanaz, követke-zésképpen a C ′C ′′ szakasz mer®leges CO egyenesre. Ebb®l azonnal kapjuk,hogy a C-vel szomszédos 
sú
sok a C ′-n keresztülhaladó OC egyenesre me-r®leges hipersík pontjai, így konvex burkuk n− 1-dimenziós konvex poliéder.Tekintettel el®z® állításunkra két különböz® 
sú
shoz tartozó 
sú
salakzatokegybevágóak, mert az egyik 
sú
shalmaza a P egy jól választott szimmetriá-jával a másik 
sú
shalmazába vihet®. Elég tehát egy 
sú
salakzat � például a
C 
sú
shoz tartozó � szabályosságát kimutatni. A továbbiakban jelöljük H-val a 
sú
salakzat hipersíkját, magát a 
sú
salakzatotQ-val. P és Q laphálójaközött felfedezhetjük a következ® kap
solatot, ha F a P valamely a C-
sú
sottartalmazó k-dimenziós lapja, akkor F ∩H a Q egy (k−1)-dimenziós lapja ésfordítva, tetsz®leges Q-beli G (k − 1)-dimenziós laphoz egyértelm¶en hozzá-rendelhetjük a P azon k-dimenziós lapját, mely részhalmazként tartalmazza
G-t és a C 
sú
sot is. Ezen lap nem más mint P ∩ aff({G∪C}). Q két zász-lója legyen Z ′

1, Z ′
2. El®bbi megfeleltetésünk alapján ezekhez rendelhetünk
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Z1, Z2 zászlókat Z(P )-b®l, melyek tetsz®leges lapjainak metszete H-val azugyanolyan index¶ Z ′

i eggyel kisebb dimenziós lapja. Ha ϕ(Z1) = Z2, akkor
ϕ(Z ′

1) = Z ′
2 is teljesül, ezért ugyanez áll a ϕ|H leképezésre is, ami Q a�nalterének egybevágósága így Q szimmetriája is. Így állításunkat igazoltuk, Qszintén szabályos poliéder.A következ®kben igazoljuk, hogy a fenti második és harmadik tulajdon-sággal rendelkez® poliéder szabályos a mi de�ní
iónk értelmében is. Így ezenkét tulajdonság segítségével induktív módon lehet de�niálni ugyanazt a poli-éder halmazt. Történetileg el®ször így de�niálták a szabályos poliédert kés®bbtértek át az általánosításokhoz jobban elvezet® zászlós de�ní
ióra. Vegyükészre, hogy a két és háromdimenziós esetek leírása is ezen klasszikus de�ní
ióalapján történt.7.5.1. Tétel. Ha egy konvex P poliéder (n − 1)-dimenziós lapjai egybevá-gó (n− 1)-dimenziós szabályos poliéderek, továbbá 
sú
salakzatai is (n− 1)-dimenziós egybevágó szabályos poliéderek, akkor a poliéder szabályos.Bizonyítás: Tekintsük a poliéder két 
sú
sát a C illetve D 
sú
sokat. Azezekb®l induló élek egyenl® hosszúak a hiperlapok egybevágó és szabályos vol-ta miatt. Mivel a tekintett végponttól különböz® 
sú
saik a hozzájuk tartozó
sú
salakzat 
sú
sait adják, ezek pedig szintén egybevágó szabályos poliéde-rek, a két gúla, amit a 
sú
s és a hozzátartozó 
sú
salakzat de�niál szinténegybevágó egymással. Ezért a gúla élek szakaszfelez®mer®leges síkjai a 
sú-
sot a 
sú
salakzat középpontjával összeköt® egyenest ugyanabban a pontbanmetszi, a C 
sú
s esetében ezen pont OC a D esetében OD. Ha most veszünkegy-egy eC illetve eD élet C-n illetve D-n keresztül, akkor ezek C1 illetve D1felez®pontjaira a CC1OC△, DD1OD△ derékszög¶ háromszögek egybevágó-ak. Továbblépve, vegyünk most a két élünkön keresztül egy-egy 2-dimenzióslapot, és ezek középpontját jelöljük C2-vel illetveD2-vel. Ekkor a 2-lapok egy-bevágó és szabályos volta miatt a kapott CC1C2OC orthoszkém egybevágóa DD1D2OD orthoszkémmel. Az eljárást folytathatjuk a 
sú
sot tartalmazóegy-egy hiperlap Cn−1, Dn−1 középpontjáig. Kapjuk, hogy a CC1 · · ·Cn−1OCilletve DD1 · · ·Dn−1OD orthoszkémek egybevágóak. Szomszédos 
sú
sokbólelindulva a közbees® lapokat i = 1, · · · , n− 1 esetén választhatjuk közösnek.Az egybevágóságból ekkor azonnal adódik, hogy OC = OD áll fenn. Mivel akonvex poliéder felszíne élösszefügg®, ezért minden C 
sú
shoz ugyanaz az

O = OC pont tartozik, ami a poliéder köré írható gömbjének a középpont-ja is egyben. Az els® orthoszkém megfeleltetése a másodiknak tekinthet® amegfelel® zászlók egybevágósággal való megfeleltetésének. Igazoljuk, hogy azindukált egybevágóság a poliéder szimmetriája is egyben. Ehhez elég látni,hogy minden 
sú
s képe szintén 
sú
sa a poliédernek. Ez világos azokra a
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sú
sokra, melyek olyan hiperlaphoz tartoznak, mely egyik 
sú
sa C. Te-kintsünk most egy, az ezen hiperlapok egyikével (F -el) szomszédos (azaz
(n − 2)-lapban 
satlakozó) G hiperlapot. A fentiekb®l rögtön látszik, hogytetsz®leges szomszédos hiperlappár hajlásszöge megegyezik. Mivel az egybe-vágóságunk F -t és lapját F ∩G-t a D-t tartalmazó egy F ′ lapba illetve annakvalamely F ′∩G′ lapjába viszi és F ′, G′ lapok hajlásszöge megegyezik a kérdé-ses hiperlapszöggel, G képe az egybevágóságnál éppen G′. Ezért a G 
sú
saiis poliéder 
sú
sba mennek. Használva a konvex poliéder lapösszefügg®sé-gét lépésr®l-lépésre kiderül, hogy a poliéder 
sú
sai rendre poliéder 
sú
sbamennek, azaz a zászlók megfeleltetését származtató egybevágóság a poliéderszimmetriája is egyben.7.5.1. Kombinatorikus típusokS
hlä�i sváj
i matematikus határozta meg a szabályos testek lehetséges kom-binatorikus típusait magasabb dimenziókban. Róla nevezték el a szabályospoliéderekhez rendelt szimbólumot, mely a kés®bbiekben Coxeter majd Dyn-kin által lett kiterjesztve általánosabb poliéder leírására.7.5.4. De�ní
ió. Legyen P szabályos n-dimenziós poliéder. A

σ(P ) := {r1, r2, · · · , rn−1}természetes számokból álló sorozatot induk
ióval de�niáljuk. Legyen r1 a P
2-dimenziós lapjainak az oldalszáma, a sorozat fennmaradó része pedig σ(Q),ahol Q a P 
sú
salakzata. σ(P ) a P S
hlä�i diagramja röviden diagramja.Bevezetünk még egy paramétert, mely a szabályos poliéder gömböly¶ségétméri. Legyen

ρ(P ) :=
l2

4r2
,ahol r a P köré írt gömb sugara l a poliéder élhossza. Nevezzük ρ(P )-t a Pparaméterének. Az osztályozás alapját a következ® összefüggés adja:7.5.1. Lemma. Legyen P n-dimenziós szabályos poliéder, Q a 
sú
salakzata,

r1 a P szimbólumának els® eleme, ekkor
ρ(P ) = 1−

cos2
(
π
r1

)

ρ(Q)7.5.1. Megjegyzés. A formulából azonnal levonható egy-két fontos követ-keztetés. Mivel r1 ≥ 3 és ρ(P ) > 0 ezért ρ(Q) > 1
4
kell, hogy teljesüljön.



7.5. N-DIMENZIÓS SZABÁLYOS POLIÉDEREK 403Ebb®l azonnal kapjuk, hogy olyan (n − 1)-dimenziós szabályos test, mely-nek paramétere nem nagyobb 1
4
-nél nem lehet n-dimenziós szabályos poliéder
sú
salakzata. Ha ismerjük az (n−1)-dimenziós szabályos poliédereket, akkorismerjük azok paraméterét. Ha egy paraméter nem haladja meg az 1/4 értéket,akkor a szimbólum nem egészíthet® ki egy els® elemmel n-dimenziós szimbó-lummá. Ha viszont a paraméter értéke meghaladja az 1

4
értéket, akkor végessok lehet®ségünk van a szimbólumhoz els® r1 érték ragasztásával n-dimenziósszimbólumot létre hozni, hiszen r1 növelésével az

ρ(P ) = 1−
cos2

(
π
r1

)

ρ(Q)érték monoton 
sökken, negatív pedig nem lehet. Azaz megadhatjuk dimenziószerinti növekedéssel a lehetséges kombinatorikus típusok el®állítását.
l

l
l

l
r

r
,

,
,

7.38. ábra. A lemma ábráiBizonyítás: Legyen ϕ a P poliéder éléhez tartozó középponti szög (a 7.38.ábrán két ívvel jelölt szög), r illetve r′ a P illetve Q köré írt gömb sugara lilletve l′ a P illetve a Q éleinek hossza. Ekkor láthatóan:
sinϕ =

r′

r
és sin

ϕ

2
=

l

2r
,ahonnan

ρ(P ) =
(
sin

ϕ

2

)2
=

(
l sinϕ

2r′

)2

.Ha x a kétdimenziós lapok köré írt kör sugara, akkor
l = 2 sin

2π

2r1
x és l′ = 2 sin

2π

r1
x,
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l

l′
=

sin 2π
2r1

sin 2π
r1

=
1

2 cos π
r1

.Innen
ρ(P ) =

(
l′ sinϕ

4r′ cos π
r1

)2

= ρ(Q)

(
sin ϕ

2
cos ϕ

2

cos π
r1

)2

=
ρ(Q)

cos2 π
r1

ρ(P ) (1− ρ(P ))egyenl®ség adódik, aminek egyszer¶sített és átrendezett alakja az állításbankimondott egyenl®ség.Kész vagyunk tehát a lehetséges szimbólumok el®állítására. Mivel a kezd®
d = 2 dimenziós eset megfelel® eredményeit ismerjük a következ® táblázathozjuthatunk el :

d = 2 d = 3 d = 4 d ≥ 5
σ(P ) ρ(P ) σ(P ) ρ(P ) σ(P ) ρ(P ) σ(P ) ρ(P )

{3,3, · · · ,3} d+1
2d
⇒

{3,3,3} 5
8
⇒

{3,3} 2
3
⇒ {4,3, · · · ,3} 1

d
;

{3} 3
4
⇒ {4,3,3} 1

4
;

{5,3,3} 7−3
√
5

16
;

{4,3} 1
3
⇒ {3,4,3} 1

4
;

{5,3} 3−
√
5

6
;

{4} 1
2
⇒ {3,4} 1

2
⇒ {3,3,4} 1

2
⇒ {3, · · · ,3,4} 1

2
⇒

{5} 5−
√
5

8
⇒ {3,5} 5−

√
5

10
⇒ {3,3,5} 3−

√
5

8
;

{n ≥ 6} sin2 π
n
;7.5.2. Szimplex, ko
ka, keresztpolitópA táblázatból nyomonkövethet®, hogy mely szabályos testnek lehet bármelydimenziós realizálása és melyik tekinthet® (ha létezik) az adott dimenzió sajátszingularitásának. Végül is 
sak három univerzális szabályos testet találunk, atetraéder, oktaéder és ko
ka megfelel®it. Ebben az alfejezetben ezek létezésétigazoljuk. Az n-dimenziós ko
ka de�niálása az induk
iós de�ní
ió alapjánigen egyszer¶.

n-dimenziós S szabályos szimplexAz S n-dimenziós szabályos szimplexet de�niáljuk, mint az (n+1)-dimenzióstér egy derékszög¶ koordinátarendszere ei i = 1, · · · , n+1 bázis egység hely-vektorai konvex burkát. A szabályosság könnyen ellen®rizhet®, hiszen minden
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7.39. ábra. Szimplexekzászló köl
sönösen egyértelm¶ megfeleltetésben van a de�niáló helyvektorokegy permutá
iójával és a koordináták permutá
iója a tér egybevágóságát in-dukálja, amely tehát a szimplex szimmetriája is egyben. A teljes szimmetria
soport az Sn+1-el jelölt permutá
ió 
soport. Elemszáma (n+1)!. A szimplex
sú
salakzata szimplex, ezért a szimbóluma σ(S) = {3,3, · · · ,3}.
n-dimenziós C ko
ka

7.40. ábra. Ko
kákAz 1-dimenziós ko
ka a szakasz a 2-dimenziós a négyzet, a 3-dimenziósa ko
ka. Ezek léteznek, ahogy ezt korábban láttuk. Az induk
iós feltevésszerint az (n − 1)-dimenziós ko
ka létezik egy tetsz®leges (n − 1)-dimenzióshipersíkban. Toljuk el a hipersíkra mer®leges irányban az élhosszával, majdtekintsük a kiindulási ko
ka és az eltolt konvex burkát. A kapott konvex po-liéder szabályos, mert a henger konstruk
ió miatt a két de�niáló hiperlapján



406 7. FEJEZET. POLIÉDEREKkívüli valamennyi hiperlapja szintén ezekkel egybevágó ko
ka és a 
sú
salak-zatok a szimplex de�ní
iója alapján (n − 1)-dimenziós egybevágó szabályosszimplexek. A szimbólum tehát σ(C) = {4,3, · · · ,3}. A szimmetria 
soportota középhipersíkokra mint koordinátahipersíkokra vonatkozó tükrözések és akoordinátapermutá
iók generálják. A 
soportot Bn-el jelöljük, elemszáma:
2nn!.
n-dimenziós K keresztpoliéder

7.41. ábra. KeresztpoliéderekAz n-dimenziós koordináta-egységvektorok 2n végpontjának a konvexburka. De�ní
ió szerint valamennyi hiperlapja (n − 1)-dimenziós szabályosszimplex. (Természetesen egybevágóak.) Csú
salakzatai induk
ió szerint (n−
−1)-dimenziós szabályos egybevágó keresztpoliéderek, azaz maga is szabályospoliéder. A háromdimenziós példánya az oktaéder, ennek 
sú
salakzata négy-zet, ezért a szimbóluma σ(C) = {3,3, · · · ,4}. Szimmetria 
soportja ugyanazmint a neki megfelel® ko
káé Bn. A ko
ka és a keresztpoliéder duális testek,azaz minden kombinatorikai adatvektoruk, a szimbólumuk, a lapvektoraikegymás fordított sorrendben való leírásával kaphatók. Geometriailag a ko
kahiperlap-középpontjainak konvex burka keresztpoliéder és fordítva is ez tel-jesül. A de�ní
iónknak megfelel® ko
kából a kétszer alkalmazott �vegyük alapközéppontok konvex burkát� el®írás egy 1

n
arányú középpontosan hasonlóko
kát állít el®.



7.5. N-DIMENZIÓS SZABÁLYOS POLIÉDEREK 4077.5.3. Négydimenziós szabályos poliéderekMint minden kett®-hatvány dimenziójú térnek, a 4-dimenziósnak is rend-kívüli tulajdonságai vannak. Ennek egyik kiemelked® példája a szimmetriagazdagság, ami hat szabályos testet is eredményez. Ebben a fejezetben iga-zoljuk, hogy a lehetséges kombinatorikus típusok realizálhatóak is.Mivel 4-dimenzióban is van szimplex (penta
horon), ko
ka (o
ta
horon),keresztpoliéder (hexade
a
horon), már 
sak a további lehet®ségek létezésétkell kimutatnunk. A hiperlapszáma ezen poliédereknek is különböz®, ezért aszokásnak megfelel®en ezen szám adja nálunk is az elnevezésüket. (A standardesetek egy elnevezése, ezen elv alapján: 5-
ella, 8-
ella illetve 16-
ella.) Az újlehet®ségek pedig rendre: 24-
ella, 120-
ella illetve 600-
ella.A duális szabályos testek egyesítésének gondolata három dimenzióban isfontos testekhez vezet. Próbáljunk meg ötvözni két szabályos testet, melyekegymás duálisai, azaz azonos a szimmetria
soportjuk. 3-dimenziós közönségesterünkben erre két lehet®ség adódik; ko
ka-oktaéder, dodekaéder-ikozaéder.Az elhelyezésük olyan kell, hogy legyen, hogy a szimmetria
soportjuk ugyan-azon egybevágóságokat tartalmazzák, ez határozza meg a duális pozí
iót, az-az az oktaéder legyen középpontosan hasonló a ko
ka lapközéppontjai általmeghatározott oktaéderrel, az ikozaéder a dodekaéder lapközéppontjai ál-tal meghatározott ikozaéderrel. Célunk megválasztani a hasonlóság arányátolyannak, hogy a két test 
sú
sainak uniója mint 
sú
shalmaz által, egyenl®hosszú élekkel rendelkez® testet származtathassunk. A duális pozí
ió szerintaz els® test minden lapját ilyen alapú szabályos gúlával szeretnénk helyette-síteni. Erre akkor van lehet®ségünk, ha a lap középpontja kisebb távolságravan a 
sú
saitól, mint a lap élhossza. Mivel szabályos test lapja legfeljebbötszög, ez a feltétel teljesül. Ezen a módon háromszöglapokkal határolt poli-édereket kapunk, ahol a lapok hajlásszögei determináltak, ezért el®fordulhat,hogy a háromszöglapok �összeállnak� egy nagyobb oldalszámú sokszöglappá.Tekintsük el®ször a ko
ka-oktaéder párost. Ha ko
ka lapokhoz adjungá-lunk újabb 
sú
sokat, ezeket a lapközéppontok felett fél lapátlónyi távolságrakell elhelyezni ahhoz, hogy az új háromszögek szabályosságát garantálhassuk.A szabályos gúlák alaplapon fekv® lapszöge ekkor
tan−1

√
2 >

π

4azaz konkáv testet kapunk. A 
sú
sai két osztályba sorolhatóak; a volt ko
-ka 
sú
sokban 6 él fut össze, ezek de�ní
iónk szerinti 
sú
salakzata egy 8háromszöglap által határolt konvex poliéder (két szabályos háromszög lap 1illetve a =

√
2 (1+

√
2)2

4
=
√

3+2
√
2

2
élhosszakkal, három-három egyenl®szárúháromszög a fenti élhosszak két típusának megfelel®en); az oktaéder 
sú-
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sokban 4-él fut össze a 
sú
salakzat négyzet. Ez tehát igen messze van aszabályostól.

7.42. ábra. Ko
kára írt szabályos gúlákMegválaszthatjuk a hasonlóság arányát úgyis, hogy az eredeti ko
ka élekne legyenek élei az új poliédernek. Ekkor az élegyenl®ség feltételét le
serél-ve arra a feltételre, hogy a ko
ka élek mentén egysíkú szomszédos lapokatkapjunk, a ko
ka lapok feletti pontokat fél-él magasságban kell elhelyezni.A kapott test minden éle √
3
2

hosszúságú lesz, lapjai azonban nem lesznekszabályosak, hiszen rombuszok (1 illetve √2 hosszú átlókkal). Kétféle 
sú
savan, az egyik típus szabályos háromszög, a másik négyzet 
sú
salakzattalrendelkezik. 12-lapú test a dodekaéderhez hasonló felépítéssel a neve romb-dodekaéder.Végül tekinthetjük az oktaédert els® testnek és ekkor egy nevezetes test-hez a Kepler által �stella o
tangulá�-nak hívott 
sillagtesthez jutunk. Ezt kétközös középponttal rendelkez® szabályos tetraéder uniójaként is származtat-hattuk volna.A dodekaéder-ikozaéder pár is érdekes testeket szolgáltat. Ha a dodeka-éder lapjaira szabályos ötoldalú gúlákat emelünk, a kapott test dodekaéder-élnél létrejöv® lapszöge:
α+2β > 139◦+2 cos−1

1
2 tan 36◦√

3
2

= 139◦+2 cos−1 1

tan 36◦
√
3
= 138◦+74◦ > π,
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7.43. ábra. Rombdodekaéder

7.44. ábra. Stella O
tangula (http://www.korthalsaltes.
om)

7.45. ábra. Egyenl®oldalú, dodekaéder szimmetriájú testek(http://en.wikipedia.org/wiki/Small_stellated_dode
ahedron)

http://www.korthalsaltes.com
http://en.wikipedia.org/wiki/Small_stellated_dodecahedron


410 7. FEJEZET. POLIÉDEREKkonkáv, így a test egyenl®-él¶ konkáv test, persze nem szabályos, de közelirokonságban van a Kepler-Poinset féle kis 
sillagosított dodekaéderrel. Ezenutóbbit úgy kapjuk testünkb®l, hogy szabályos ötoldalú gúla helyett olyanszabályos ötszög alapú egyenl®szárú gúlákat építünk, melyek oldallapjai adodekaéder lapsíkjaiba esnek. ( 59◦-os lapszögekr®l van szó 37◦-osak helyett.)Ilyenkor a gúla lapok összeállnak pentagrammákká, melyek szabályos 
sillagötszögek.

7.46. ábra. Egyenl®oldalú, ikozaéder szimmetriájú testek(http://en.wikipedia.org/wiki/Great_stellated_dode
ahedron)Az ikozaéderre épített egyenl®oldalú ikozaéder szimmetriájú test hason-lóan az el®z® esethez szintén Kepler-Poinset-féle testbe deformálható, ha aszabályos tetraédereket megint úgy nyújtjuk, hogy a lapok síkjai szabályospentagrammákká álljanak össze. Ekkor kapjuk a nagy 
sillagosított dodeka-édert. 7.46 ábránkon ezt a poliéderpárt látjuk.A 24-
ella (i
ositetra
horon)A 4-dimenziós térben a fentiekben vizsgált konstruk
ió újabb szabályos tes-tet eredményez. Mivel minden dimenzióban rendelkezésünkre áll a ko
ka-keresztpoliéder duális szabályos testpár, ezért megpróbálkozhatunk ezen tes-tekb®l egy t®lük különböz® szabályos testet létrehozni. Induljunk ki a ko
-kából és a hiperlapközéppontok felett vegyük fel egy keresztpoliéder 
sú-
sait, úgy, hogy az új pontoknak a ko
ka
sú
soktól mért távolsága a ko
kaélhosszával legyen egyenl®. Ez megtehet®, hiszen a 3-dimenziós egységko
kafél-testátlója √
3
2
< 1 hosszúságú, így keresett pontok hiperlap-középponttólmért távolságait 1
2
-nek választva éppen ilyen pontokhoz jutunk. A kapottnégydimenziós gúlák oldallapjai, négyzet fölé emelt szabályos négyoldalú

3-dimenziós gúlák, melyek hipersíkjai a 4-dimenziós gúla alaplapjával be-zárt szöge π
4
. Tetsz®leges 2-dimenziós négyzetlaphoz, pontosan 2 darab 3-

http://en.wikipedia.org/wiki/Great_stellated_dodecahedron
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7.47. ábra. A 24-
ella 3-dimenziós S
hlegel diagramja(http://en.wikipedia.org/wiki/24−
ell)dimenziós ko
ka lap illeszkedik, kiindulási ko
kánkban, ezért az új testbenkét ilyen szabályos négyoldalú 3-dimenziós gúla illeszkedik egymáshoz, ezenközös négyzetalap mentén. Azonban a π
4
hajlásszögekre tekintettel, ezen 3-dimenziós gúlák, közös 3-dimenziós hipersíkba esnek, azaz egy szabályos ok-taédert alkotnak. Így a 3-dimenziós rombdodekaéder esetével állunk szemben,a 4-dimenziós gúlák hiperlapjai kettesével 3-dimenziós szabályos oktaédereketalkotnak. Ezen oktaéderek mindegyike a ko
ka egy négyzetlapját tartalmaz-za, ezért 24 ilyen lapot találunk (a ko
ka 8 3-dimenziós lapja mindegyikénvan 6 négyzetlap, melyek mindegyike pontosan 2 darab 3-dimenziós lap lap-ja). A 24 oktaéder mindegyike tartalmaz 8 szabályos háromszöglapot, melyekmindegyike éppen 2 oktaéder közös lapja, azaz testünknek van 96 darab sza-bályos háromszöglapja. A 
sú
sok száma a ko
ka 
sú
sai és lapjai számánakösszege, ezért szintén 24. Végül az élek számát megkapjuk, ha a ko
ka éleinekszámához, (ami éppen 32) hozzáadjuk az általunk létrehozott 8 új 
sú
sbólinduló 8 ·8 = 64 új élet, így ez is 96. A test nyilvánvalóan konvex, így a szabá-lyosságának igazolásához elegend® 
sú
salakzatait megvizsgálni. A 8 új 
sú
s
sú
salakzata 3-dimenziós ko
ka, tekintsünk tehát egy eredeti ko
ka 
sú
sot.Ebb®l �mint a többib®l is� éppen 8 él indul ki, 4 darab a 
sú
sot tartalmazó

4 ko
ka hiperlaphoz adjungált új 
sú
sba, 4 pedig a 
sú
sot tartalmazó 4ko
kaélhez tartozó szomszédos ko
ka
sú
sba. A nyol
 pont konvex burkakéntkapott testet könnyen megvizsgálhatjuk, ha a 
sú
sokat alkalmas koordináta-

http://en.wikipedia.org/wiki/24-cell


412 7. FEJEZET. POLIÉDEREKrendszerben felírjuk. Kiindulási ko
kánk 
sú
spontjai legyenek a 1
2
(±1,±1,±

±1,±1)T koordinátákkal megadott pontok az új pontok ekkor ±ei helyvek-torú pontok. Az 1
2
(1,1,1,1)T 
sú
s szomszédai ekkor az (1,0,0,0)T , (0,1,0,0)T ,

(0,0,1,0)T , (0,0,0,1)T új 
sú
sok mellett a 1
2
(−1,1,1,1), 1

2
(1,−1,1,1), 1

2
(1,1,−

−1,1), 1
2
(1,1,1,−1) eredeti ko
ka 
sú
sok. Most már könnyen ellen®rizhetjük,hogy ezen pontok szintén egy 3-dimenziós egységko
ka 
sú
spontjai, mely-nek középpontja az 1

4
(1,1,1,1) pont, lapjait pedig két-két új illetve régi 
sú
salkot, mint egy négyzet átlóinak két-két végpontja. (Például az (1,0,0,0)T ,

1
2
(1,1,−1,1), (0,1,0,0)T , 1

2
(1,1,1,−1) pontnégyes egy négyzetlap négy 
sú-
sa.) Látjuk tehát, hogy a szimbóluma {3,4,3}. Diri
hlet-Voronoi 
ellaként isfellép, a 4-dimenziós lap
entrált ko
kará
s Diri
hlet-Voronoi 
ellája, és mintilyen érdekes extremális tulajdonságokkal rendelkezik.A 120-
ella (he
atoni
osa
horon)

7.48. ábra. A 120-
ella 3-dimenziós S
hlegel diagramja(http://en.wikipedia.org/wiki/120−
ell)Ahogy a dodekaédert fel lehet építeni szabályos ötszögekb®l használvaaz ötszög szimmetriáit, úgy a 120-
ellát is fel lehet építeni dodekaéderek-b®l, használva a dodekaéder szimmetriáit. Mivel a háromdimenziós tér egyszabályos tetraéder középpontjából kiinduló félegyenesek által négy egybe-vágó végtelen háromoldalú gúlára bontható, ahol a gúla élek hajlásszögei
2 cos−1

√
3
3
≈ 109,4◦ > 108◦ ezért egy ötödik, a tetraéder 3-dimenziós terére

http://en.wikipedia.org/wiki/120-cell


7.5. N-DIMENZIÓS SZABÁLYOS POLIÉDEREK 413mer®leges egyenes irányában a tetraéder középpontja felett van olyan pont,melyb®l a tetraéder valamennyi éle 108◦ alatt látszik. A szabályos tetraéder
sú
sait az (1,0,0,0)T , (0,1,0,0)T , (0,0,1,0)T , (0,0,0,1)T , koordinátákkal ellátvaaz említett P pont koordinátái (t, t, t, t) alakban kereshet®k, és így a
cos 108◦ =

2t(t− 1) + 2t2

(1− t)2 + 3t2
=

4t2 − 2t

4t2 − 2t + 1összefüggés alapján 0 = 4(1− cos 108◦)t2 − 2(1− cos 108◦)t− cos 108◦ össze-függés adódik t-re. Innen
t =

2(1− cos 108◦) +
√
4(1− cos 108◦)2 + 16(1− cos 108◦) cos 108◦

8(1− cos 108◦)
=

=
(1− cos 108◦) +

√
1 + 2 cos 108◦ − 3 cos2 108◦

4(1− cos 108◦)Mivel cos 108◦ = − cos 72◦ = 1−
√
5

4
, ezért (1− cos 108◦) =

√
5+3
4

és
t =

3−
√
5

4
.A P pontból a tetraéder 
sú
sokba mutató félegyenesek irányvektorai az

(
1 +
√
5

4
,−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4

)T

,

(
−3−

√
5

4
,
1 +
√
5

4
,−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4

)T

,

(
−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4
,
1 +
√
5

4

)T

,

(
−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4
,−3−

√
5

4
,
1 +
√
5

8

)Tvektorok. Ezekb®l kiszámolhatjuk a 3-dimenziós hipersíkok normálvektorait,melyek rendre (√
5, 1, 1, 1

)T
,
(
1,
√
5, 1, 1,

)T

(
1,1,
√
5, 1
)T

,
(
1,1,1,

√
5
)T

.



414 7. FEJEZET. POLIÉDEREKA normálvektorok hajlásszöge ekkor a
cosα =

1 +
√
5

4összefüggés alapján 36◦.Bármely három félegyenes, ami az említett pontból indul és tetraéder
sú
son halad át egy dodekaéder szögletet határoz meg saját 3-dimenziósterében, ahonnan láthatjuk, hogy a 4-dimenziós térben összeilleszthet® 4 pá-ronként 36◦-os szöget bezáró dodekaéder úgy, hogy egy közös 
sú
suk van,bármely kett® közös lappal rendelkezik és a közös 
sú
sból kiinduló élek pon-tosan 3 dodekaéderhez tartoznak. Azaz a 4-dimenziós tér egy 3-dimenzióspoliedrikus felület darabját alkotják. A szomszédos hiperlapok síkjainak haj-lásszögét a következ®képpen számolhatjuk ki. A dodekaéderek középpontjá-ból a hipersíkjukra állított mer®legesek a rendszer tengelyén metszik egy-mást, mely a közös 
sú
sot a tetraéder középpontjával összeköt® egyenes.Ett®l a ponttól a dodekaéder 
sú
sok, élfelez® pontok, lapok középpontjai,testközéppontok rendre egyenl® távolságra vannak. Rögzítsük kiindulási po-liédernek az egyik dodekaédert és vegyük a 4-dimenziós tér egy olyan egy-bevágóságát, mely a dodekaéder hipersíkjára mer®leges irányban identitás adodekaéder hipersíkjában viszont a dodekaéder egy szimmetriája. Ezen egy-bevágóság a már meglév® 3 másik poliédert a kiindulási dodekaéder újabbszomszédjaiba viszi oly módon, hogy tetsz®leges 4 közös 
sú

sal rendelkez®poliéder az eredetivel egybevágó dodekaéder négyesnek felel meg. A dodeka-éder teljes szimmetria
soportjának alkalmazása után egy olyan 4-dimenziós�hamutál
át� kapunk, mely központi poliédere a kiindulási dodekaéder, és aztkörülveszi 12 újabb dodekaéder, melyek hipersíkjai a kiindulási dodekaéderhipersíkjával a 4 dodekaéder konstruk
iónknak megfelel® hipersík hajlásszö-geket zárják be. Folytassuk konstruk
iónkat a 12 szomszéd szomszédainak amegkeresésével. Mindegyik szomszédnak van 12 szomszédja melyek közül 6-tmár felvettünk. A maradék hatból öt három dodekaédernél is fellép szom-szédként, egy viszont � amelyik az érintkezési ötszög átellenes ötszögébenérint � 
sak a választott szomszéd szomszédja. Ezért a második szomszédokszáma 12·5
3

+ 12 = 32. Hamutál
ánk most 45 dodekaéderb®l áll melyek közül
13-nak az összes szomszédja megvan, 20 darabnak 3 szomszédja 12-darabnak
6 szomszédja hiányzik. Ahogy azt megmutattuk, 2-dimenziós lap mentén való
satlakozás során a két egymást követ® dodekaéder síkja 36◦-os szöget zár beegymással. A kiindulási dodekaéder egy átellenes lappárjához 
satlakozó poli-édereknek tekintsük azon szomszédait, mely az érintkezési lappal átellenes lapmentén fellép® második szomszédja az eredetinek. Ezen öt poliéder egy olyanlán
ot alkot a felületünkön, melyben az egymást követö dodekaéderek hiper-sikjai rendre 36◦-ot zárnak be, és a dodekaéderek 
entrumai illeszkednek egy
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2-dimenziós a�n altérre, mely mer®leges a párhuzamos 
satlakozási alterekreés átmegy a hamutál
a középpontján. Ezen középpont körül a 2-dimenziósaltéren belüli 4 darab 36◦-os elforgatás az egyik széls® (eredetileg másodikszomszéd) dodekaéder középpontját átviszi a másik széls® dodekaéder (ezszintén eredetileg második szomszéd) középpontjába, így a lán
 folytatásasorán kapott hatodik dodekaéder (ami harmadik szomszéd lesz) középpontjaéppen 180◦-os elforgatottja az eredetinek. Ez azt jelenti, hogy ilyen lán
 men-tén elhelyezked® harmadik szomszéd el®áll, mint a lán
 els® dodekaéderéneka hamutál
a középpontjára való tükörképe. A hamutál
át a középpontjáratükrözve az eredetihez 
satlakozó újabb 45 db dodekaéderb®l álló összefügg®komplexust kapunk ezt 12 ötszög lap kap
solja az eredetihez, mely a két ha-mutál
a egy-egy dodekaéderének közös lapja. Egy ilyen összekap
soló ötszögélei mellé egy-egy dodekaédert ragasztva, egyszerre megkonstruálhatjuk a kétfélen elhelyezked® két-két dodekaéder teljes szomszédságát. Ezen harmadikszomszédok mindegyike két ilyen ötszög egy-egy élét kap
solja össze, ezért aszámuk 30.A kapott zárt poliedrikus felület, szabályossága a konstruk
ióból azonnalkövetkezik, mivel 120 
ellája van 120-
ellának hívjuk. A szimbóluma: {5,3,3}.Az analitikusan bizonyítás történhet a 600 
sú
s koordinátáinak konkrét meg-adásával.A 600-
ella (hexa
osi
horon)Az utolsó 4-dimenziós szabályos test a 120-
ella duálisa. Ennek származta-tása történhet a 120-
ella középpontjainak konvex burkaként. Minden 
sú-
sában 20 szabályos tetraéder találkozik, melyek mindegyikét 4 
sú
snál szá-moljuk így 20·120

4
= 600 tetraéder alkotja a test határát, a 
sú
salakzataikétszeres nyújtással kaphatóak a 120-
ella egy 
ellája lapközéppontjai általmeghatározott ikozaéderb®l, tehát egybevágó ikozaéderek. Egy további szin-tetikus el®állítása lehetséges a következ® igen plauzibilis módon: Tekintsükegy 24-
ella 
sú
shalmazát (az egységko
ka (2 élhosszú) és egy kétszeres mé-ret¶ (4 átlóhosszú) keresztpoliéder 
sú
shalmazának unióját) és helyezzünkel az aranymetszés arányának √

5+1
2

-nek megfelel® magasságban a koordiná-ta hipersíkokkal párhuzamos síkokat (8 darabot minden pozitív és negatívtengelyfélegyeneshez). Ezen hipersíkokban tekintsünk a koordináta hipersí-kokkal párhuzamos lapú egység élhosszú ko
kákban a felszínén elhelyezettszakaszrendszer által indukált ikozaédereket. A lehet®ségek közül válasszunkegy rögzítettel koherens másik hetet, azaz koordináta permutá
ióval a 
sú
s-halmazok legyenek egymásnak megfeleltethet®ek. A kapott pontrendszer 24+
+8·12 = 120 pontból áll. A szabályos 600-
ella nem más mint ezen pontrend-szer konvex burka. A szimbóluma {3,3,5} és a fent leírt 
sú
spontrendszer
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7.49. ábra. A 600-
ella 3-dimenziós S
hlegel diagramja(http://en.wikipedia.org/wiki/600−
ell)szintén könnyen megadható koordinátákkal.

http://en.wikipedia.org/wiki/600-cell


7.6. EULER 417

7.50. ábra. Leonhard Euler7.6. EulerLeonhard Euler egy német her
egn®nek számos �lozó�ai tartalmú levelet írt,melyek összegy¶jtve angol fordításban és kiadásban 1837-ben jelentek meg.Ezek közül idézzük az egyik levelet.L. Euler: CXV. levélAz Emberi Ismeretek igazi Alapjai. Az Igazság Forrása és abel®le származó Informá
iók Osztályai.Bátorkodom kifejteni Ön el®tt a véleményemet az emberi tudás legfontosabbfejezetére vonatkozóan, és azzal hízelgek magamnak, hogy el fogom oszlatniazon kétségeket, amelyek természetes módon merülnek fel a szellem szabadságafogalmának kérdésében.Engem ér a megtiszteltetés hogy felhívjam az Ön �gyelmét minden ismeretünkigazi alapjára, az igazság bizonyosságának jelentésére és a bizonyosságra abban,amit tudunk. Nagyon messze állunk attól, hogy mindig bizonyosak legyünk azonvéleményeink igazságában, amik hamisságát kés®bb felfedezzük; néha túlságo-san elkápráztat minket a látszat, néha túlságosan elhanyagoljuk azt. Eképpenfolytonosan az a veszély fenyeget bennünket, hogy be
sapjuk magunkat, egy



418 7. FEJEZET. POLIÉDEREKgondolkodó ember köteles minden erejét használni a hiba elkerüléséhez, bár nemlehet mindig olyan boldog mintha sikert érne el. Amit most itt f®vonalakban átte-kintünk, az azon bizonyítások megbízhatósága, amelyeket magunk meggy®zéséretalálunk bárminek valamilyen igazságáról ; feltétlenül szükséges olyan állapotot el-érnünk, hogy meg tudjuk ítélni, hogy ezek elegend®ek-e a meggy®zésünkre, avagysem. Ebben az értelemben el®ször is megjegyzem, hogy minden a mi hatáskörünk-be es® igazság besorolható három osztályba, amelyek lényegükben különböznekegymástól.Az els® tartalmazza az érzékelés igazságait ; a második, a megértését, és a harma-dik, a hitét. Mindegyik osztály a benne található igazságoknak sajátos bizonyí-tásait igényli, és ebbe a három osztályba minden emberi ismeret bennfoglaltatik.Az els® osztály bizonyításai az érzékelésre vezethet®k vissza és ezért eképpenfejezhet®k ki :Ez igaz, mert láttam, vagy meggy®z®dtem róla az érzékelésem bizonyossá-ga által.Ily módon tudom, hogy a mágnes vonzza a vasat, mert láttam, és ez kétségbe-vonhatatlan bizonyítékot szolgáltatott nekem erre a tényre. Ennek az osztálynakaz igazságait érzékelhet®nek nevezzük, mert az érzékeken alapul, vagy a tapasz-talaton.A második osztály bizonyításai a szellem képességein alapulnak:Ez igaz, mert igazolni tudom az okfejtés elveivel, vagy helyes szillogizmus-sal.Ehhez az osztályhoz alapvet® logika szükséges, amely leírja a konzekvensokfejtés szabályait. Eképpen tudjuk, hogy egy háromszög szögösszege két derék-szöggel egyenl®. Ebben az esetben én nem mondom, hogy ezt láttam, vagy azérzékeim meggy®ztek err®l ; de egy okfejtés alapján ennek az igazságáról meg va-gyok gy®z®dve. Az igazságok ezen osztályát intellektuális igazságnak nevezzük;és ide kell sorolnunk a geometria igazságait, és más tudományokéit, amennyibenezek bizonyítással alátámasztottak. Érzékelheti, hogy ezek az igazságok teljesenkülönböznek az els® 
soport igazságaitól, amelyek támogatására nin
s más bizo-nyításunk mint az érzékeink, vagy a tapasztalat, amelyek biztosítják, hogy ez atény, mégha nem is tudjuk az okát. A mágnes példájában, nem tudjuk hogy avasra gyakorolt vonzás szükségszer¶ hatása-e a vas és a mágnes természetének;de legkevésbé sem kételkedünk a tény igazságában. Az els® osztály igazságaieképpen ugyanolyan bizonyosak mint a második osztályé, habár a bizonyításokalapvet®en különböznek.Továbblépve a harmadik osztály igazságaira, a hitvallás igazságaira, amelyeketazért hiszünk mert hitelre méltó személy mondja ®ket; vagy, amikor azt mondjuk:Ez igaz, mert számos hiteles ember biztosított minket róla.Ez az osztály tartalmazza az összes történelmi igazságot. Kétségtelen, hogy aztgondolja, hogy volt korábban Makedóniának egy Nagy Sándornak nevezett kirá-



7.6. EULER 419lya, aki meghódította Perzsiát, habár sohasem látta ®t, és nem tudja geometriaimódon bizonyítani, hogy egy ilyen személy valaha is élt. De mi elhisszük azonszerz®k tekintélye alapján, akik megírták a történetét, és mi nem kételkedünk atörténetük h¶ségében. Miért ne lenne lehetséges, hogy ezek a szerz®k összebe-szélve be
saptak minket? Minden okunk meg van elvetni egy ilyen gyanúsítást ;és ezért meg vagyunk gy®z®dve ezen tények igazságáról, legalább olyan nagyrészükben, mint az els® vagy a második osztály igazságai esetében.Ezen három osztály igazságai széls®ségesen különböznek; de ha szilárdak,mindegyik fajta esetén, egyenl® mértékben meggy®z®ek. Nem tud abban kétel-kedni, hogy oroszok és osztrákok is vannak Berlinben, habár sohasem látta ®ket:ezt, tehát a harmadik osztály igazságának tartja, és ezt elhiszi mások beszámo-lója alapján; ugyanakkor nekem ez az els® osztályba tartozik, mert láttam �ket,és beszélgettem velük; és sokan mások is biztosak voltak jelenlétükben az érzé-keik útján. Önnek, azonban, ugyanolyan teljes bizonyossága lehet a tényr®l mintnekünk. 1761 Már
ius 31



420 7. FEJEZET. POLIÉDEREK



7.7. EUKLIDÉSZ: ELEMEK XII. ÉS XIII. KÖNYVEI 421

7.51. ábra. Ra�aello Santi : Az athéni iskola7.7. Euklidész: Elemek XII. és XIII. könyveiMi az analízis és mi a szintézis? Analízis az, ha az állítást bizonyítottnakvéve abból következtetünk, míg valamely elfogadott igazsághoz jutunk.Szintézis az, ha ebb®l az elfogadott igazságból következtetünk, míg azállítás teljességéhez vagy megragadásához jutunk.Euklidész: ElemekKönyvünkben Euklidész örök m¶vének az Elemeknek az els® könyvét idéz-tük el®ször, befejez® idézetünk, ugyanezen m¶ két záró könyve a XII. illetvea XIII. könyv. Ezen könyvek területtel, térfogattal, poliéderekkel kap
solatosállításokat tartalmaz, melyek bizonyításához Lemmákat is használ a szerz®.Most 
sak a tételeket idézzük kimondások sorrendjében.Euklidész: ElemekXII.könyvTételek :1. A körökbe írt hasonló sokszögek úgy aránylanak egymáshoz, mint az át-mér®k négyzetei.



422 7. FEJEZET. POLIÉDEREK2. A körök (területei) úgy aránylanak egymáshoz, mint átmér®ik négyzetei.3. Minden háromszög alapú gúla szétesik két egyenl®, egymáshoz és a teljesgúlához hasonló háromszög alapú gúlára és két egyenl® hasábra. A kéthasáb összege nagyobb a teljes gúla felénél.4. Ha van két azonos magasságú háromszög alapú gúla, és mindegyiket föl-bontjuk két, egymással egyenl® és a teljes gúlához hasonló gúlára és kétegyenl® hasábra [és a keletkezett gúlákat ugyanígy és így tovább℄, akkoraz egyik gúlában lev® valahány hasáb összege a másik gúlában lev® ugyan-annyi hasáb összegéhez hasonló.5. Az azonos magasságú háromszög alapú gúlák úgy aránylanak egymáshoz,mint az alapjuk.6. Az azonos magasságú sokszög alapú gúlák úgy aránylanak egymáshoz, mintaz alapjuk.7. Minden háromszög alapú hasáb szétesik három, egymással egyenl® három-szög alapú gúlára.8. Hasonló háromszög alapú gúlák a megfelel® éleikhez viszonyítva háromszo-ros arányban állnak.9. Az egyenl® háromszög alapú gúláknak fordítva arányos az alapjuk a magas-sággal ; s amely háromszög alapú gúláknak fordítva arányosak az alapjaika magassággal, azok egyenl®k.10. Minden kúp harmadrésze az egyenl® magasságú és ugyanazon alapon fekv®hengernek.11. Az azonos magasságú kúpok és hengerek úgy aránylanak egymáshoz mintaz alapjuk.12. Hasonló kúpok és hengerek egymással az alapjaik átmér®ihez viszonyítvaháromszoros arányban állnak.13. Ha egy hengert a szemközti lapokkal párhuzamos síkkal metszünk, akkora nyert hengerek úgy aránylanak egymáshoz, mint a tengelyeik.14. Az egyenl® alapokon fekv® kúpok és hengerek úgy aránylanak egymáshoz,mint a magasságaik.15. Az egyenl® kúpoknak és hengereknek fordítva arányos az alapjuk a ma-gassággal ; s amely kúpoknak és hengereknek fordítva arányos az alapja amagassággal, azok egyenl®ek.



7.7. EUKLIDÉSZ: ELEMEK XII. ÉS XIII. KÖNYVEI 42316. Írjunk két kon
entrikus kör nagyobbikába egy olyan páros oldalszámú,egyenl® oldalú sokszöget, mely diszjunkt a kisebb kört®l !17. Írjunk két kon
entrikus gömb nagyobbikába olyan poliédert, mely diszjunkta kisebb gömb felületét®l.18. A gömbök az átmér®ikhez viszonyítva háromszoros arányban állnak egy-mással.A következ® tételekben szerepl® "folytonos arány"-ban való osztás azaranymetszés arányában való osztást jelenti, azaz "a kisebb úgy aránylika nagyobbhoz mint a nagyobb az egészhez". Az "apotomé" a nagyobb darabés a "minor" a kisebb elnevezése.Euklidész: ElemekXIII.könyvTételek :1. Ha egy szakaszt folytonos arányban osztunk, akkor a nagyobb darab ésa teljes szakasz fele összegének a négyzetértéke ötszöröse a fél szakasznégyzetének.2. Ha egy szakasz négyzetértéke ötszöröse valamely darabjáénak, akkor amondott darab kétszeresét folytonos arányban osztva a nagyobb darab éppaz eredeti szakasz másik része.3. Ha egy szakaszt folytonos arányban osztunk, akkor a kisebb darab és anagyobb darab fele összegének a négyzetértéke ötszöröse a nagyobb szakaszfele négyzetének.4. Ha egy szakaszt folytonos arányban osztunk, akkor a teljes szakasz és akisebb darab négyzetösszege háromszorosa a nagyobb darab négyzetének.5. Ha egy szakaszt folytonos arányban osztunk és hozzáadunk egy, a na-gyobb darabbal egyenl® szakaszt, akkor a teljes szakasz folytonos aránybanosztatik, mégpedig az eredeti szakasz a nagyobb darabja.6. Ha egy ra
ionális szakaszt folytonos arányban osztunk, akkor mind a kétdarab irra
ionális, úgynevezett apotomé.7. Ha egy egyenl® oldalú ötszög három akár egymás melletti, akár nem egy-más melletti szöge egyenl®, akkor az ötszög egyenl® szög¶.



424 7. FEJEZET. POLIÉDEREK8. Ha egy egyenl® oldalú és egyenl® szög¶ ötszög két szomszédos szöggelszemközti átlóit meghúzzuk, akkor azok folytonos arányban osztják egy-mást, és a nagyobb darabjaik egyenl®k az ötszög oldalával.9. Ha az ugyanabba a körbe írt hatszög és tízszög oldalát összeadjuk, akkor ateljes szakasz folytonos arányban osztott, és a nagyobb darabja a hatszögoldala.10. Ha egy körbe egyenl® oldalú ötszöget írunk, akkor az ötszög oldala négy-zetértékben egyenl® az ugyanabba a körbe írt hatszög és tízszög oldalánakösszegével.11. Ha egy ra
ionális átmér®j¶ körbe egyenl® oldalú ötszöget írunk, akkor azötszög oldala irra
ionális, úgynevezett minor.12. Ha egy körbe egyenl® oldalú háromszöget írunk, akkor a háromszög oldalanégyzetértékben háromszorosa a kör sugarának.13. Szerkesszünk (szabályos háromoldalú) gúlát, vegyük körül adott gömbbel,és mutassuk meg, hogy a gömb átmér®je négyzetértékben másfélszerese agúla élének.14. Szerkesszünk ko
kát, vegyük körül a gömbbel, amellyel a gúlát is, és mu-tassuk meg, hogy a gömb átmér®je négyzetértékben háromszorosa a ko
kaélének.15. Szerkesszünk (szabályos) oktaédert, vegyük körül a gömbbel, amellyel azel®z® testeket is, és mutassuk meg, hogy a gömb átmér®je négyzetértékbenkétszerese az oktaéder élének.16. Szerkesszünk (szabályos) ikozaédert, vegyük körül a gömbbel, amellyel afönt említett testeket is, és mutassuk meg, hogy az ikozaéder éle irra
io-nális, úgynevezett minor.17. Szerkesszünk (szabályos) dodekaédert, vegyük körül a gömbbel, amellyela fönt említett testeket is, és mutassuk meg, hogy a dodekaéder éle irra
i-onális, úgynevezett apotomé.18. Állítsuk el® az öt test élét, és hasonlítsuk össze egymással.Azt állítom, hogy az említett öt testen kívül nem szerkeszthet®más egyenl® oldalú, egyenl® szög¶ és egymással egyenl® lapok általközrefogott test.



7.7. EUKLIDÉSZ: ELEMEK XII. ÉS XIII. KÖNYVEI 425Két háromszögb®l vagy egyáltalán lapból nem szerkeszthet® ugyan-is térszög. Három háromszögb®l a gúla, négyb®l az oktaéder, öt-b®l pedig az ikozaéder térszöge szerkeszthet®. Hat, egy ponthoz(mint közös 
sú
shoz) szerkesztett egyenl® oldalú és egyenl® szög¶háromszögb®l nem lesz térszög, hiszen mivel az egyenl® oldalú há-romszög egy szöge kétharmad derékszög, a hat négy derékszöggelegyenl®, ami nem lehetséges, mert valamennyi térszöget összegbennégy derékszögnél kisebb szögek fognak közre. Ugyanígy hatnáltöbb (ilyen) síkszögb®l sem szerkeszthet® térszög. Három négy-zet a ko
ka térszögét fogja közre. Négyb®l nem lehet, mert ismétnégy derékszög az összeg. Az egyenl® oldalú és egyenl® szög¶ öt-szögekb®l: háromból a dodekaéder térszöge szerkeszthet®, négyb®lviszont nem lehet, hiszen mivel az egyenl® oldalú ötszög egy szögeegy egész egyötöd derékszög, a négy nagyobb négy derékszögnél,ami nem lehetséges. Ugyanezen ellentmondás miatt más sokszögeksem fognak közre térszöget. Éppen ezt kellett megmutatni.



Isten oltó kése

Pénzt, egészséget és sikert
Másoknak, Uram, többet adtál,
Nem kezdek érte mégse pert,
És nem mondom, hogy adósom maradtál.

Nem én vagyok az első mostohád;
Bordáim közt próbáid éles kését
Megáldom, s mosolygom az ostobák
Dühödt jaját és hiú mellverését.

Tudom és érzem, hogy szeretsz:
Próbáid áldott oltó-kése bennem
Téged szolgál, mert míg szivembe metsz,
Új szépséget teremni sebez engem.

Összeszorítom ajkam, ha nehéz
A kín, mert tudom, tied az én harcom,
És győztes távolokba néz
Könnyekkel szépült, orcád-fényü arcom.

Tóth Árpád :

426



A függelékA térid®A geometria alapvet® tárgya a minket körülvev® tér, egyik legfontosabb fo-galma a pontpárok távolsága, legfontosabb kérdései közé tartoznak bizonyospontpárok távolságának konkrét meghatározása. Nem tudjuk magunkat ki-vonni ugyanakkor az id® hatása alól, bármit, amit vizsgálunk kénytelenekvagyunk egy adott id®tartam alatt tenni. Lorentz, Einstein, Minkowski mun-kássága fényt derített az igazi kap
solatra távolság és id® között, ezek nemönálló külön fogalmak 
sak �árnyékai� vetületei egy alkalmas, matematika-ilag jól de�niált struktúrára vonatkozó fogalomnak, a világ-pontpárok tá-volságának. Az id® és távolság mérése közös általános elvnek felel meg, egybeágyazó struktúrára a világra vonatkozóan. Jelen fejezetben, egy olyan álta-lános felépítést adunk, mely elvezet az ismert �konstans görbület¶� terek egyáltalánosításához is, például, a hiperbolikus geometria egy általánosításához.A.1. A skalárisszorzat általánosításaiAz euklidészi terek jellemz® fogalma a skaláris szorzat. A skaláris szorzathelyett gyengébb szorzat fogalmat használva euklidészi tereknél általánosabbterekhez jutunk. G. Lumer 1 vezeti be a fél-skalárszorzat fogalmát az elmúltévszázad közepén.A.1.1. Fél-skalárisszorzatA.1.1. De�ní
ió. Egy V komplex vektortéren értelmezett [x, y] : V ×V −→
C komplex függvényt fél-skalárisszorzatnak (röviden s.i.p.) nevezünk, ha ren-delkezik a következ® tulajdonságokkal :s1. : [x+ y, z] = [x, z] + [y, z],1Lumer, G.: Semi-inner produ
t spa
es. Trans. Amer. Math. So
. 100 (1961), 29-43.427



428 A FÜGGELÉK. A TÉRID�s2. : [λx, y] = λ[x, y] minden λ ∈ C,s3. : [x, x] > 0 ha x 6= 0,s4. : |[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y],Ha s V vektortéren értelmezett egy s.i.p. akkor a (V, [·, ·]) párt fél-skaláris-szorzatos térnek nevezzük.Ha tekintjük az ‖x‖ =√[x, x] de�ní
ióval adott függvényt, akkor a vek-tortér ezzel normált térré válik. Fordítva, minden normált tér tekinthet® fél-skalárisszorzatos térnek. Tekintsünk ugyanis egy adott y vektort majd ehhezkeressünk egy fy lineáris funk
ionált, mely az y egydimenziós alterén értel-mezett és fy(y) = ‖y‖2 teljesül rá. Ilyen nyilván van és a normája ‖fy‖ = ‖y‖.A Bana
h-Hahn tétel szerint ezen lineáris funk
ionál kiterjeszthet® a vektor-térre a norma megtartásával, tehát feltehet®, hogy lineáris funk
ionálunk ateljes V -n értelmezett. Minden konkrét y vektorhoz van egy ilyen egyértel-m¶en választott fy lineáris funk
ionál, tehát de�niálhatunk egy szorzást akövetkez® szabállyal :
[x, y] := fy(x).Ez automatikusan lineáris az els® változóban teljesíti s3 axiómát és az

[x, y] =
fy(x)

‖x‖ ‖x‖ ≤ ‖fy‖‖x‖ = ‖y‖‖x‖összefüggés miatt teljesül rá s4 is.J. R. Giles 2 veszi észre, hogy mindig lehet a s.i.p.-t választani úgy, hogyteljesüljön a második argumentum homogenitása is azaz fennálljon:s5. : [x, λy] = λ̄[x, y] λ ∈ Ctulajdonság is. Valóban a fenti fy funk
ionált az ‖y‖ = 1 feltételnek megfelel®
y vektorokra az fy(y) = 1 értékkel megadva, majd az fλy = λ̄fy szabálynakmegfelel® kiterjesztéssel az y 7→ fy leképezés konjugáltan lineárissá válikmutatván, hogy [·, ·] komplex értelemben homogén a második változójában.Szintén Giles vezeti be a folytonos s.i.p fogalmát a következ® módon:s6. : Tetsz®leges x, y ∈ S, egységvektor esetén valós λ→ 0mellett teljesüljön

ℜ{[y, x+ λy]} → ℜ{[y, x]}.2Giles, J. R.: Classes of semi-inner-produ
t spa
es. Trans. Amer. Math.So
. 129/3(1967), 436�446.



A.1. A SKALÁRISSZORZAT ÁLTALÁNOSÍTÁSAI 429A teret egyenletesen folytonosnak nevezzük, ha ezen határátmenet az egy-séggömbön egyenletesen fennáll.Egy normált tér esetén többféle di�eren
iálhatósági tulajdonsággal is ren-delkezünk. Felmerül a kérdés ezeknek mi a kap
solata a most bevezetett fo-galmakkal.A.1.2. De�ní
ió. Egy normált tér Gâteaux-értelemben di�eren
iálható, hatetsz®leges x, y egységvektor párra minden valós λ esetén, a
lim
λ→0

‖x+ λy‖ − ‖x‖
λhatárérték létezik. A normált tér egyenletesen Fré
het értelemben di�eren
i-álható ha az egységgömb pontpárjaira a fenti határátmenet egyenletesen állfenn.A.1.1. Tétel. Egy s.i.p. tér akkor és 
sak akkor folytonos (egyenletesen foly-tonos) ha a megfelel® normált tér Gâteaux (egyenletesen Fré
het) di�eren
i-álható.Ezen tétel bizonyítása (egyszer¶bb körülmények között) a de�ní
iók alap-ján hasonlóképpen elvégezhet® mint egy általunk a következ®kben igazolttétel ezért a bizonyítását elhagyjuk.A fenti gondolatmenetet folytassuk a s.i.p. tér di�eren
iálhatóságára vo-natkozó de�ní
ióval :A.1.3. De�ní
ió. A di�eren
iálható s.i.p. tér egy olyan folytonos s.i.p. tér,amelyben a következ® feltétel is teljesül :s6' : Tetsz®leges három x, y, z vektor és valós λ esetén, létezzen a

[x, ·]′z(y) := lim
λ→0

ℜ{[x, y + λz]} − ℜ{[x, y]}
λhatárérték. Azt mondjuk, hogy a tér folytonosan di�eren
iálható, ha a fentihatárátmenet mint y függvénye folytonos.Jegyezzük meg, hogy az ℑ{[x, y]} = ℜ{[−ix, y]} egyenl®ség a fenti felté-tellel együtt garantálja a:

lim
λ→0

[x, y + λz]− [x, y]

λhatárérték létezését és folytonosságát. A következ® tétel összekap
solja a s.i.pés a norma di�eren
iálhatóságára vonatkozó feltételeket.



430 A FÜGGELÉK. A TÉRID�A.1.2. Tétel. Egy s.i.p. tér akkor és 
sak akkor (folytonosan) di�eren
i-álható ha a norma függvény kétszer (folytonosan) di�eren
iálható Gâteauxértelemben.Az x irányban vett y pontbeli Gâteaux deriváltja a normának legyen:
‖ · ‖′x(y) := lim

λ→0

‖y + λx‖ − ‖y‖
λ

.Hasonlóképpen legyen
‖ · ‖′′x,z(y) := lim

λ→0

‖ · ‖′x(y + λz)− ‖ · ‖′x(y)
λ

,a norma második deriváltja az y pontban az x majd z irányokra vonatkozóan.Ekkor teljesül a következ® M
Shane-t®l 3származó lemma.A.1.1. Lemma. Ha E egy s.i.p. tér x, y ∈ E, akkor
‖y‖(‖ · ‖′x(y))− ≤ ℜ{[x, y]} ≤ ‖y‖(‖ · ‖′x(y))+áll fenn, ahol (‖ · ‖′x(y))− and (‖ · ‖′x(y))+ jelöli a bal- illetve jobb-oldali λszerinti deriváltakat. Spe
iálisan, ha a norma di�eren
iálható, akkor

[x, y] = ‖y‖{(‖ · ‖′x(y)) + ‖ · ‖′−ix(y)}.A lemma segítségével igazolhatjuk tételünket.Bizonyítás: Tegyük fel, hogy a norma kétszer di�eren
iálható. Ekkor alemma szerint
ℜ{[x, y + λz]} − ℜ{[x, y]}

λ
=
‖y + λz‖(‖ · ‖′x(y + λz))− ‖y‖(‖ · ‖′x(y))

λ
=

=
‖y‖‖y + λz‖(‖ · ‖′x(y + λz))− ‖y‖2(‖ · ‖′x(y))

λ‖y‖ ≥

≥ |[y + λz, y]|(‖ · ‖′x(y + λz))− ‖y‖2(‖ · ‖′x(y))
λ‖y‖ ,ahol úgy választottuk az ‖·‖′x(y+λz)

λ
kifejezés el®jelét, hogy az pozitív legyen.Mivel a norma deriváltja folytonos, a feltételekb®l következik, hogy ‖ · ‖′x(y)/λis pozitív. Ezen feltételt tekintve, kapjuk, hogy

ℜ{[x, y + λz]} − ℜ{[x, y]}
λ

≥3 M
Shane, E. J.: Linear fun
tionals on 
ertain Bana
h spa
es. Pro
. Amer. Math.So
., Vol. 1 (1950), 402�408.
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≥ ‖y‖2‖ · ‖

′
x(y + λz)− (‖ · ‖′x(y))

λ‖y‖ +
ℜ[z, y]
‖y‖ ‖ · ‖

′
x(y + λz).Ugyanakkor

‖y + λz‖(‖ · ‖′x(y + λz))− ‖y‖(‖ · ‖′x(y))
λ

≤

≤ ‖y + λz‖2(‖ · ‖′x(y + λz))− |[y, y + λz]|(‖ · ‖′x(y))
λ‖y + λz‖ =

=
‖y + λz‖2(‖ · ‖′x(y + λz))− (‖ · ‖′x(y))

λ‖y + λz‖ + λℜ[z, y + λz]
(‖ · ‖′x(y))
λ‖y + λz‖ .Hasonlóképpen ha ‖ · ‖′x(y)/λ negatív, akkor az egyenl®tlenségek iránya meg-fordul, és azt kapjuk, hogy a

lim
λ7→0

ℜ{[x, y + λz]} − ℜ{[x, y]}
λhatárérték létezik, és egyenl® az

‖y‖(‖ · ‖′′x,z(y)) +
ℜ[x, y]ℜ[z, y]
‖y‖2értékkel. Jegyezzük meg, hogy az ‖ · ‖′x(y)/λ = 0 esetben létezik egy kör-nyezet, amelyben a ‖ · ‖′x(y + λz)/λ függvény el®jele konstans. Ezért ezt azesetet nem kell külön vizsgálni.A másik irány bizonyításához, tekintsük a következ® törtet

‖y‖‖ · ‖
′
x(y + λz)− (‖ · ‖′x(y))

λ
.Feltéve, hogy a s.i.p. di�eren
iálható, de�ní
ió szerint folytonos is. Azaz anorma di�eren
iálható az els® tétel szerint. Használva a lemmát és feltéve,hogy ℜ[x,y]

λ
> 0, azt kapjuk, hogy

‖y‖‖ · ‖
′
x(y + λz)− (‖ · ‖′x(y))

λ
=
ℜ[x, y + λz]‖y‖ − ℜ[x, y]‖y + λz‖

λ‖y + λz‖ =

=
ℜ[x, y + λz]‖y‖2 −ℜ[x, y]‖y + λz‖‖y‖

λ‖y‖‖y + λz‖ ≤

ℜ[x, y + λz]‖y‖2 −ℜ[x, y]|[y + λz, y]|
λ‖y‖‖y + λz‖ =

=
ℜ{[x, y + λz]} − ℜ{[x, y]}

λ

‖y‖
‖y + λz‖ −

ℜ[x, y]ℜ[z, y]
‖y‖‖y + λz‖ .



432 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Ugyanakkor azonban használva a s.i.p. folytonosságát és a ℜ[x,y]
λ

> 0 feltételt,a következ® egyenl®tlenség is adódik:
‖y‖‖ · ‖

′
x(y + λz)− (‖ · ‖′x(y))

λ
≥

ℜ{[x, y + λz]} − ℜ{[x, y]}
λ

− ℜ[x, y + λz]ℜ[z, y + λz]

‖y + λz‖2 .Ha megfordítjuk a feltétel el®jelét, akkor az egyenl®tlenségek iránya is meg-fordul. A határátmenet mutatja, hogy az els® di�eren
iál függvény di�eren-
iálható és a deriváltak között a következ® kap
solat áll fenn:
‖y‖(‖ · ‖′′x,z(y)) = [x, ·]′z(y)−

ℜ[x, y]ℜ[z, y]
‖y‖2 .B. Nath4 észreveszi, hogy a s.i.p fogalmát általánosabban is meg lehetadni, ha a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenséget a Hölder egyenl®tlenséggel he-lyettesítjük. Igazolja, hogy a ‖x‖ = [x, x]

1

p 1 ≤ p ≤ ∞ de�ní
ió szinténnormát eredményez és minden normált tér ellátható egy ilyen általánosabbs.i.p. szorzattal.(A p = 2 esetén a tétele visszaadja Lumer megfelel® tételét.)Azonban a fenti általánosítás nem lehet lényegi, inkább 
sak formális, hiszena két s.i.p. tér közötti kap
solat egyszer¶. Minden p esetén a Giles-Lumer-féle
[x, y] szorzat de�niál egy p-hez tartozó Nath-féle s.i.p-t a következ® egyenl®-ség alapján:

[̂x, y] = [y, y]
p−2

2 [x, y].A Giles-féle homogenitás pontosan akkor teljesül, ha a Nath-féle s.i.p. kielégítegy (p − 1)-homogenitási tulajdonságot, azaz minden komplex λ-ra fennállaz:s5� . :
[̂x, λy] = λ̄|λ|p−2[̂x, y]egyenl®ség. Ezért az eredeti de�ní
ió pontosan ugyanolyan általános mint aNath-féle.A normált tereket geometriai szemüvegen keresztül is vizsgálhatjuk, hi-szen az n-dimenziós Euklideszi Rn tér egy origóra szimmetrikus 
entrálszim-metrikus konvex teste de�niál egy normát, aminek az egységgömbje maga a4Nath, B.: On a generalization of semi-inner produ
t spa
es. Math. J. OkayamaUniv. 15/1 (1971), 1�6.



A.1. A SKALÁRISSZORZAT ÁLTALÁNOSÍTÁSAI 433test. Egy ilyen teret a geometriában feltalálója után Minkowski térnek ne-vezünk. Fontos alaperedmények ezen végesdimenziós valós normált terekr®l,különféle összefoglaló 
ikkekben találhatók, melyek közül egyet különösen isajánlunk, ezt Horst Martini és társai írták. 5 6Ez a tér � de�ní
iója szerint � egy beágyazó n-dimenziós valós Euklidészitérrel rendelkezik, azon mérjük másképp a pontok távolságát. Ez is tekint-het® a Lumer-Giles elmélet szerinti s.i.p. térnek, ha a komplex fogalmakat amegfelel® valós fogalmakra 
seréljük.A.1.2. Inde�nit-skalárisszorzatMinkowski egy másik talán még fontosabb térfogalmat is létrehoz ezt az elmé-leti �zikában szokták Minkowski-térnek nevezni. Lorentz és Einstein nyománészreveszi, hogy a világ jelenségeinek vizsgálatára alkalmas, az id®t negyedikdimenzióként tartalmazó beágyazó négydimenziós euklidészi tér pontjainaka távolságait, alkalmas módon mérve az id® illetve térszer¶ koordináták azo-nos módon kezelhet®k. Ezzel elindítja a pszeudo-euklidészi terek vizsgálatát,mely nem más mint egy valós vagy komplex véges-dimenziós vektortér ellát-va egy olyan szorzással, mely nem pozitív de�nit. Az ilyen szorzást inde�nit-skalárisszorzásnak nevezzük. 7PontosabbanA.1.4. De�ní
ió. Egy V komplex vektortér inde�nit-skalárisszorzata (i.i.p.)egy olyan komplex [x, y] : V × V −→ C függvény, amely a következ® tulaj-donságokat teljesíti :i1. : [x+ y, z] = [x, z] + [y, z],i2. : [λx, y] = λ[x, y] minden λ ∈ C,i3. : [x, y] = [y, x] minden x, y ∈ V ,i4. : [x, y] = 0 minden y ∈ V then x = 0.Egy V vektortér egy i.i.p.-vel egy úgynevezett i.i.p. tér.5 Martini, H., Swanepoel, K., Weiss, G.: The geometry of Minkowski spa
es - asurvey. Part I. Expositiones Mathemati
ae 19 (2001), 97-142.6 Martini, H., Swanepoel, K.: The Geometry of Minkowski Spa
es - a survey. PartII. Expositiones Mathemati
ae 22(2) (2004), 93-144.7 Gohberg, I., Lan
ester, P., Rodman, L.: Inde�nite Linear Algebra and Appli
a-tions. Birkhäuser, Basel-Boston-Berlin 2005.



434 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Be lehet vezetni a pozitív (nem-negatív) illetve negatív (nem-pozitív) al-terek fogalmát, melyekben a nem nulla vektorok pozitív (nem-negatív) vagynegatív (nem-pozitív) skalárnégyzettel rendelkeznek. Spe
iális jelenség, hogyi.i.p. térben találhatunk olyan altereket, melyben minden vektor skalárnégy-zete nulla. A V i.i.p. tér N altere neutralis ha [v, v] = 0 minden v ∈ N esetén.Az
[x, y] =

1

4
{[x+ y, x+ y] + i[x+ iy, x+ iy]− [x− y, x− y]− i[x− iy, x− iy]},összefüggés alapján az N altér akkor és 
sak neutrális ha [u, v] = 0 teljesülminden u, v ∈ N vektorpárra. Egy ilyen altér nem-negatíve és nem-pozitívegyszerre és szükségszer¶en degenerált altér. Igazolható a következ® állítás:A.1.3. Tétel. Egy nem-negatív (illetve nem-pozitív) altér direkt összege egypozitív (illetve negatív) és egy neutrális altérnek.Jegyezzük meg továbbá, hogy ez a felbontás nem egyértelm¶, de a szerepl®komponensek dimenziói igen.A.1.3. Fél-inde�nit skalárisszorzatos térAz egyszer¶bb kommuniká
ió miatt nevezzük el a s.i.p. illetve i.i.p. tér de�-niáló axiómáit a következ®képpen:s1. az els® argumentum additivitási tulajdonsága,s2. az els® argumentum homogenitási tulajdonsága ,s3. a pozitív de�nitség tulajdonsága,s4. a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség,s5. a második argumentum homogenitásai3. az antiszimmetria tulajdonsága ,i4. a nem-elfajulás tulajdonsága .Ekkor i1=s1, i2=s2. Könnyen láthatjuk, hogy s1, s2, s3, s5 együttesfennállása maga után vonja a szorzat nem-elfajuló voltát, és minden nem-negatív (illetve nem-pozitív) N altéren teljesül a Cau
hy-S
hwartz egyenl®t-lenség. Próbáljuk meg ötvözni a két axióma-rendszert valamilyen értelmesmódon.



A.1. A SKALÁRISSZORZAT ÁLTALÁNOSÍTÁSAI 435A.1.5. De�ní
ió. Egy komplex V vektortér fél-inde�nit skalárisszorzatának(s.i.i.p-nek) nevezünk egy [x, y] : V × V −→ C komplex függvényt, ha rendel-kezik a következ® tulajdonságokkal :1. [x+ y, z] = [x, z] + [y, z] (additivitás az els® változóban),2. [λx, y] = λ[x, y] minden λ ∈ C (homogenitás az els® argumentumban),3. [x, λy] = λ[x, y] minden λ ∈ C (homogenitás a második argumentumban),4. [x, x] ∈ R minden x ∈ V (valós érték¶ség tulajdonsága),5. ha vagy [x, y] = 0 teljesül, minden y ∈ V vagy [y, x] = 0 teljesül, minden
y ∈ V , akkor x = 0 (nem-elfajulás tulajdonsága),6. |[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y] nem-negatív, és nem pozitív alterekhez tartozó x, yvektorpárra, (a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség teljesüljön nem-pozitívés nem-negatív altereken).Egy V vektorteret, melyen értelmezett egy s.i.i.p. fél-inde�nit skalárisszorza-tos térnek (s.i.i.p. térnek) nevezünk.A következ®kben illusztráljuk, hogy a s.i.i.p. tér fogalma nem 
sak triviálispéldákat tartalmaz.1.Példa: Egy s.i.i.p. tér pontosan akkor homogén s.i.p. ha pozitív de�nit azs.i.i.p. Egy s.i.i.p. tér pontosan akkor i.i.p. tér, ha az s.i.i.p. antiszimmetrikusis. Valóban [x, x] = [x, x] egyenl®ségb®l következik a nem-elfajulás tulajdon-sága. A második argumentumban való linearitás is teljesül, hiszen:
[x, λy + µz] = [λy + µz, x] = λ[y, x] + µ[z, x] = λ[x, y] + µ[x, z].Az is világos, hogy minden � akár geometriai, akár �zikai � Minkowskitér reprezentálható s.i.i.p. térként.2. Példa: Legyen V = 〈{e1, e2, e3}〉 egy három-dimenziós vektortér és C akövetkez® szabályos oktaéder felszíne:
C = ∪{
onv {εiei|i = 1,2,3}, ahol minden i-re εi ∈ {±1}}.Világos, hogy egy valós v ∈ C helyvektorhoz létezik legalább egy és kivá-laszhatunk pontosan egy v⋆ lineáris funk
ionált, a következ® tulajdonsággal,legyen v⋆(v) = (−1)k, ahol k a kombinatorikus dimenziója annak a C-beli Fvlapnak, amelyiknek v a relatív belsejébe esik. ( Nyilvánvaló, hogy k + 1 a vel®állításában szerepl® nem nulla koordináták száma.) Legyen λv ∈ V , ahol
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v ∈ C, és minden valós λ-hoz válasszunk egy (λv)⋆ = λv⋆ lineáris funk
ionált.Az így adott V -b®l a duális térbe V ⋆-ba men® leképezés generál egy

[u, v] = v⋆(u)szorzatot, amely teljesíti az 1-4 tulajdonságokat. Az 5 tulajdonság azért tel-jesül, mert nin
s olyan v vektor, amire v⋆(v) = 0 volna. Végül minden két-dimenziós altér tartalmaz olyan v illetve w vektorokat, amelyekre by v⋆(v) >
> 0 illetve w⋆(w) < 0 teljesül, ezért nin
s nem-negatív, vagy nem-pozitívaltér mutatva, hogy az utolsó 6 feltételnek is teljesülnie kell.3.Példa: Tetsz®leges V komplex normált térhez de�niálni tudunk számoss.i.i.p.-t melyek közül egy a normához tartozó valamelyik s.i.p.. Legyen C a
V tér egységszférája. A Bana
h-Hahn tétel szerint van legalább egy és ezértmi kiválaszthatunk pontosan egy folytonos lineáris funk
ionált, melyre ‖ṽ⋆
⋆‖ = 1 teljesül és ṽ⋆(v) = 1 is fennáll. Tekintsünk egy ε([v]) el®jel függvényt,
±1 értékekkel a C komplex projektivizáltján C/ ∼-en, ahol C/ ∼ jelenti a
C-nek az alábbi ekvivalen
ia relá
ió

”x ∼ y ⇔ x = λy ha λ 6= 0”szerinti faktorizáltját. Ha ε([v]) = 1 legyen v⋆ = ṽ⋆, ha viszont ε([v]) = −
−1 de�niáljuk v⋆-t az v⋆ = −ṽ⋆ egyenl®séggel. Végül terjesszük ki homogénmódon V -re a dualitás leképezést az (λv)⋆ = λv⋆ szabállyal. A dualitás leké-pezés kép lineáris funk
ionáljai teljesítik a v⋆(v) := ε([v])‖v‖2 és ‖v‖ = ‖v⋆‖feltételeket. Az

[u, v] = v⋆(u)de�ní
ióval kapott szorzás kielégíti az 1-5 feltételeket. Ha U nem-negatívaltér, akkor pozitív is és tetsz®leges u, v ∈ U esetén, az
|[u, v]| = |v⋆(u)| = |v

⋆(u)|
‖u‖ ‖u‖ ≤ ‖v

⋆‖‖u‖ = ‖v‖‖u‖,egyenl®tlenség bizonyítja 6-t.A.2. Általánosított tér-id® modellCélunk a Lorentz, Einstein, Minkowski által kidolgozott tér-id® modell általá-nosabb szituá
ióban való végig gondolása. Kiindulási ötletünk, hogy az el®z®fejezetben kidolgozott általános szorzatfogalom a s.i.i.p. is felhasználható egytér-id® modell felépítéséhez. El®ször megteremtjük az elvi alapokat.



A.2. ÁLTALÁNOSÍTOTT TÉR-ID� MODELL 437A.2.1. A modell de�niálásaEls® lépésben a két (geometria és �zikai) Minkowski tér kombinálását végez-ve, megadjuk az általánosított Minkowski tér fogalmát 8. Második lépésbenezt spe
ializálva jutunk el az általánosított tér-id® modell fogalmához.A továbblépéshez szükségünk lesz egy fontos segédtételre.A.2.1. Lemma. Legyenek (S, [·, ·]S) illetve (T,−[·, ·]T ) két s.i.p. tér. Ekkoraz S + T direktösszeg vektortéren az
[s1 + t1, s2 + t2]

− := [s1, s2]− [t1, t2]szabállyal értelmezett [·, ·]− : (S + T ) × (S + T ) −→ C függvény szintén egys.i.p..Bizonyítás: A [·, ·]− függvény nem-negatív. Az els® argumentumban valólinearitás a következ®képpen igazolható:
[λ′(s′ + t′) + λ′′(s′′ + t′′), s+ t]− = [λ′s′ + λ′′s′′, s]S − [λ′t′ + λ′′t′′, t]T =

= λ′[s′, s]S + λ′′[s′′, s]S − λ′[t′, t]T − λ′′[t′′, t]T =

= λ′[s′ + t′, s+ t]− + λ′′[s′′ + t′′, s+ t]−.A második argumentum homogenitása is teljesül, hiszen
[s′ + t′, λ(s+ t)]− = [s′, λs]S − [t′, λt]T = λ[s′ + t′, s+ t]−.Végül hátra van a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség igazolása.
|[s1 + t1, s2 + t2]

−|2 = [s1 + t1, s2 + t2]
−[s1 + t1, s2 + t2]− =

= ([s1, s2]S − [t1, t2]T )([s1, s2]S − [t1, t2]T ) =

= [s1, s2]S[s1, s2]S+[t1, t2]T [t1, t2]T+[s1, s2]S(−[t1, t2]T )+(−[t1, t2]T )[s1, s2]S ≤
≤ [s1, s1]S[s2, s2]S + [t1, t1]T [t2, t2]T + 2ℜ{[s1, s2]S(−[t1, t2]T )} ≤
≤ [s1, s1]S[s2, s2]S + [t1, t1]T [t2, t2]T + 2|[s1, s2]S||[t1, t2]T | ≤

≤ [s1, s1]S[s2, s2]S + [t1, t1]T [t2, t2]T + 2
√
[s1, s1]S[s2, s2]S[t1, t1]T [t2, t2]T ,és így a számtani és mértani közép közötti egyenl®tlenség miatt fennáll

[s1, s1]S[s2, s2]S + [t1, t1]T [t2, t2]T + 2
√
[s1, s1]S[s2, s2]S[t1, t1]T [t2, t2]T ≤,8 Á.G.Horváth: Semi-inde�nite inner produ
t and generalized Minkowski spa
es.Journal of Geometry and Physi
s 60 (2010) 1190-1208.
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≤ [s1, s1]S[s2, s2]S+[t1, t1]T [t2, t2]T+[s1, s1]S(−[t2, t2]T+(−[t1, t1]T )[s2, s2]S =

= ([s1, s1]S− [t1, t1]T )([s2, s2]S− [t2, t2]T ) = [s1+ t1, s1+ t1]
−[s2+ t2, s2+ t2]

−.Elképzelhet®, hogy egy V s.i.i.p. tér egy pozitív és egy negatív alterénekdirekt összegeként áll el®. Ekkor két további struktúrával ruházhatjuk fel, azegyik egy s.i.p. tér struktúra a másikat pedig Minkowski struktúrának fogjuknevezni. Pontosabban:A.2.1. De�ní
ió. Legyen (V, [·, ·]) egy s.i.i.p. tér. Tegyük fel, hogy S, T ≤ Vpozitív illetve negatíve alterek, melyek egymás direkt kiegészít® alterei V -renézve, S pozitív, T negatív. De�niáljunk egy szorzást V -n az
[u, v]+ = [s1 + t1, s2 + t2]

+ = [s1, s2] + [t1, t2]egyenl®séggel, ahol si ∈ S és ti ∈ T . Ekkor azt mondjuk, hogy a (V, [·, ·]+
+) pár általánosított Minkowski tér a [·, ·]+ Minkowski szorzással. Szinténhasználjuk V -re a valós általánosított Minkowski tér elnevezést, ha V valósvektortér és a s.i.i.p. egy valós-érték¶ függvény.A következ®kben a de�ní
ióhoz kap
solódó észrevételeket teszünk.A.2.1. Megjegyzés. A Minkowski szorzat fogalma nyilván teljesíti a s.i.i.p.1-5 tulajdonságait. Azonban 6 tipikusan nem teljesül. Az alábbi példában eztjól láthatjuk.Tekintsünk egy S 2-dimenziós l∞ síkot a beágyazó E3 euklidészi térben.Válasszunk egy {e1, e2, e3} ortonormált bázisát E3-nek úgy, hogy e1, e2 ∈ Steljesüljön. El®ször reprezentáljuk a sík l∞ normáját egy s.i.p.-vel. Legyen

[x1e1 + x2e2, y1e1 + y2e2]S :=

= x1y1 lim
p→∞

1
(
1 +

(
y2
y1

)p)p−2

p

+ x2y2 lim
p→∞

1
(
1 +

(
y1
y2

)p) p−2

p

.Lemmánk szerint
[x1e1 + x2e2 + x3e3, y1e1 + y2e2 + y3e3]

− := [x1e1 + x2e2, y1e1 + y2e2]S + x3y3egy s.i.p. a teljes E3 téren, ami a
√
[x1e1 + x2e2 + x3e3, x1e1 + x2e2 + x3e3]− :=

√
max{|x1|, |x2|}2 + x23normát reprezentálja. A 3. Példánk módszere szerint, tekinthetünk egy ε(v)el®jel függvényt, mely 1-el egyenl® ha v a vizsgált sík egységszférájának a
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x

y

z

z=

max |x|,|y|{ }
2 y 2

=1

y

2

-
4A.1. ábra. Az A.2.1. Megjegyzés példájapontja azaz S∩C-hez tartozik, és −1-el egyenl® ha v = e3. Az el®jel függvénytovábbi értékeit, válasszuk meg, a max{|x1|, |x2|}2 − x23 kifejezés el®jelének a

v = (x1, x2, x3)
T vektorhoz való rendelésével. Ez az el®jel függvény meghatározegy [·, ·] s.i.i.p. szorzatot és a két választott S illetve T altérre vonatkozóanegy [·, ·]+ Minkowski szorzatot, melyre vonatkozó hosszakat a következ®képpenfejezhetjük ki:

f(v) :=
√
[x1e1 + x2e2 + x3e3, x1e1 + x2e2 + x3e3]+ =

=
√
max{|x1|, |x2|}2 − x23.Tekintsük most az x3 = αx2 síkot valamely 0 < α < 1 esetén. Ez pozitívaltér az s.i.i.p és a Minkowski szorzat tekintetében is, és habár a s.i.i.p. szor-zat tekintetében teljesül rajta a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség a Minkowskiszorzat tekintetében nem, mivel f(v) olyan homogén függvény aminek az egy-ség gömbje a vizsgált síkon konkáv ezért nem lehet szubadditív. Azonban aCau
hy-S
hwartz egyenl®tlenségb®l a szubadditivitás következik, így nem tel-jesülhet a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség sem a vizsgált síkon.A.2.2. Megjegyzés. Az A.2.1 Lemma szerint a √[v, v]− egy norma függ-vény a V vektortéren, amit az általánosított Minkowski tér beágyazó nor-mált tere normájának nevezünk. A helyzet teljes analógiát mutat a pszeudo-Euklidészi tér és az ®t beágyazó Euklidészi tér kap
solatával. Az A.2. ábra ezta kap
solatot mutatja az egységgömbökön keresztül.
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S

T

[ ] [ ] 1s,s + t,t =

[ ] [ ]s,s + t,t =

[ ] [ ] 1s,s - t,t =

-1

A.2. ábra. Egységgömbök két-dimenzióban.A továbbiakban véges dimenziós, valós általánosított Minkowski tereketfogunk vizsgálni. Alapvet® különválasztani azon vektorokat, melyek skalár-négyzete pozitív így térszer¶en viselkednek, azoktól, melyek skalárnégyzetenegatív, tehát id®szer¶en.A.2.2. De�ní
ió. Legyen V egy általánosított Minkowski tér az S, T kiin-dulási pozitív illetve negatív alterei által meghatározva. Nevezzük egy vektoráttérszer¶nek, fényszer¶nek, vagy id®szer¶nek, aszerint, hogy a skalárnégyzetepozitív, zérus vagy negatív. Legyen S ⊃ S, L and T ⊃ T a térszer¶, fény-szer¶ illetve id®szer¶ vektorok halmaza. Ha a tér véges dimenziós, valós és
dimT = 1, akkor a teret általánosított tér-id® modellnek nevezzük.Általánosított térid® modellben T két darabjának az uniója, azaz

T = T + ∪ T −,ahol
T + = {s+ t ∈ T | ahol t = λen valamilyen λ ≥ 0} és
T − = {s+ t ∈ T | ahol t = λen valamilyen λ ≤ 0}.A következ® tétel alapján beszélhetünk fénykúpról, melynek belsejébentalálhatóak az id®szer¶ vektorok, külsejében pedig a térszer¶ek. Mint ezenkönyv kés®bbi oldalain (Minkowski el®adásában) olvashatjuk, a �zikában szo-kásos inde�nit szorzás a mienk−1-szerese, ezért az id®szer¶ vektorok halmaza



A.2. ÁLTALÁNOSÍTOTT TÉR-ID� MODELL 441tartalmazza a világ pontjainak világ-vonalait, melyek határhelyzetben a fény-kúp alkotói mentén éppen fénysebességgel haladnak, minden létez® sebességvektor ennél kisebb abszolútértékkel rendelkezik.A.2.1. Tétel. Legyen most V egy általánosított tér-id® modell. T egy nyíltkett®s kúp, melynek a határa éppen L. A pozitív része T + (ugyanúgy mint anegatív része T −) konvex.Bizonyítás: A kúpszer¶ség tulajdonsága azonnal következik a
[λv, λv]+ = λλ[v, v]+ = |λ|2[v, v]+egyenl®ségb®l. Tekintsük a tér (n− 1)-dimenziós valamely U = S + t, alakúa�n alterét, ahol t ∈ T tetsz®leges, de nem nulla. Ekkor a T ⋂U egy elemére,kapjuk, hogy
0 ≥ [s+ t, s+ t]+ = [s, s] + [t, t],azaz [s, s] ≤ −[t, t]. Mivel t �x, ebb®l rögtön következik, hogy a vizsgált met-szet vektorainak S-beli komponensei az S (n− 1)-dimenziós valós vektortérazon konvex testét alkotják, amely a s.i.i.p. által S-en is indukál norma egy-séggömbjének számszorosa. Azaz T tényleg egy kett®s kúp, amelynek pozitívilletve negatív darabjai konvexek. A határ pontjaira az egyenl®tlenség egyen-l®séggé válik, azaz éppen a fényszer¶ vektorokat kapjuk így meg. Mivel a tértöbbi vektora térszer¶, utolsó állításunk is adódik.A.2.2. Di�eren
iálgeometria általánosított térid® modell-benA továbbiakban általánosított tér-id® modellben végzünk di�eren
iálgeomet-riai vizsgálatokat. Els® lépésként de�niáljuk a hiperfelület fogalmát és a hozzákap
solható görbületi fogalmakat.Legyen f : S 7−→ R egy valós érték¶ az S altéren értelmezett függvény. Ha

e az S egy egységvektora, akkor de�niáljuk az e irányban tekintett iránymentideriváltat a szokásos módon a:
f ′
e(s) = lim

λ7→0

f(s+ λe)− f(s)
λhatárérték létezésével. Tekintsük a térid® modell egy {e1, . . . , en} bázisát,ahol az els® n − 1 vektor S bázisát adja en pedig T -hez tartozik −1 skalár-négyzettel.A.2.3. De�ní
ió. Az

F := {(s+ f(s)en) ∈ V , s ∈ S}



442 A FÜGGELÉK. A TÉRID�helyvektorok végpontjainak halmazát hiperfelületnek nevezzük. Az F hiper-felület érint®vektorai a p pontban az iránymenti deriváltak által a szokásosmódon meghatározott V -beli vektorok. Azaz u egy érint®vektora az F hiper-felületnek annak v = (s+ f(s)en) pontjában, ha
u = α(e+ f ′

e(s)en) ahol α valós és e ∈ S egységvektor.Az érint® vektorok s-kezd®pontú példányai alkotják az F s-beli érint®terét. Haaz érint®tér n− 1-dimenziós a�n altér, akkor érint® hipersíknak nevezzük.A következ® spe
iális függvény vizsgálata szoros kap
solatban van az ál-talánosított térid® modell egységgömbjeinek vizsgálatával. A függvény álta-lánosított Minkowski tér esetében értelmes a deriváltjait a komplex esetbenhatározzuk meg.A.2.2. Lemma. V most egy általánosított Minkowski teret jelent, ahol az
S-tér szorzata van [·, ·]|S-el jelölve. Tegyük fel a szorzat folytonosságát is.(Azaz a megfelel® s.i.p. térben teljesüljön s6.) Ekkor a megfelel® iránymentideriváltjai a

h : s 7−→
√
1 + [s, s]függvénynek a

h′e(s) =
ℜ[e, s]√
1 + [s, s]

.képlettel írhatók le.Bizonyítás: A de�ní
ió szerint
h(s+ λe)− h(s)

λ
=

√
1 + [s+ λe, s+ λe]−

√
1 + [s, s]

λ
=

=

√
1 + [s+ λe, s+ λe]

√
1 + [s, s]− (1 + [s, s])

λ
√

1 + [s, s]
.Mivel s+ λe, s ∈ S, és S pozitív altér, ezért

0 ≤ (
√

[s+ λe, s+ λe]−
√

[s, s])2 =

= [s+ λe, s+ λe]− 2
√
[s+ λe, s+ λe]

√
[s, s] + [s, s],és így

[s+ λe, s+ λe] + [s, s] ≥ 2
√
[s + λe, s+ λe]

√
[s, s] ≥ 2|[s+ λe, s]|,
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[s+ λe, s+ λe] + [s, s] ≥ 2|[s, s+ λe]|.Ezen egyenl®tlenségeket használva, kapjuk, hogy

h(s+ λe)− h(s)

λ
≥
√

1 + 2|[s+ λe, s]|+ |[s+ λe, s]|2 − (1 + [s, s])

λ
√
1 + [s, s]

=

=
1 + |[s+ λe, s]| − 1− [s, s]

λ
√
1 + [s, s]

≥ ℜ{[s, s] + λ[e, s]} − [s, s]

λ
√

1 + [s, s]
=

ℜ[e, s]√
1 + [s, s]

.De úgyszintén teljesül, hogy
h(s+ λe)− h(s)

λ
=

=
(1 + [s+ λe, s+ λe])−

√
1 + [s, s]

√
(1 + [s+ λe, s+ λe])

λ
√

1 + [s+ λe, s+ λe]
≤

≤ (1 + [s+ λe, s+ λe])− 1− |[s, s+ λe]|
λ
√
1 + [s + λe, s+ λe]

=

=
ℜ{[s+ λe, s+ λe]} − |[s, s+ λe]|

λ
√

1 + [s+ λe, s+ λe]
=

=
ℜ{[s, s+ λe] + λ[e, s+ λe]} − |[s, s+ λe]|

λ
√

1 + [s+ λe, s+ λe]
≤

≤ |[s, s+ λe]|+ ℜ{λ[e, s+ λe]} − |[s, s+ λe]|
λ
√
1 + [s + λe, s+ λe]

=

=
ℜ{[e, s+ λe]}√

1 + [s+ λe, s+ λe]
.A folytonosságról szóló s6 tulajdonság alapján a vizsgált határérték létezikés a derivált értéke

ℜ[e, s]√
1 + [s, s]

,ahogy állítottuk.Fontos következmények adódnak a fenti számításból.



444 A FÜGGELÉK. A TÉRID�A.2.2. Tétel. Tegyük fel, hogy az S tér [·, ·] s.i.p.-je di�eren
iálható. (Azazteljesül s6' is.) Ekkor tetsz®leges x,z S-beli vektorpárra:
[x, ·]′z(x) = 2ℜ[z, x]− [z, x],és
‖ · ‖′′x,z(x) =

ℜ[z, x]− [z, x]

‖x‖ .Ha a s.i.p.-r®l a folytonos di�eren
iálhatóságot is feltesszük (azaz a megfelel®norma egy C2 függvény), akkor még egy összefüggést ismerünk
[x, ·]′x(y) = [x, x],ami alapján adódik, hogy

‖ · ‖′′x,x(y) = ‖x‖2 −
ℜ[x, y]2
‖y‖2 .Bizonyítás: Mivel

1

λ
([x+ λz, x+ λz]− [x, x]) =

1

λ
([x, x+ λz]− [x, x]) +

1

λ
[λz, x+ λz],ezért ha λ tart nullához a jobb oldal a [x, ·]′z(x) + [z, x] kifejezéshez tart. Abaloldal egyenl® a

(√
1 + [x+ λz, x+ λz]−

√
1 + [x, x]

)(√
1 + [x+ λz, x+ λz] +

√
1 + [x, x]

)

λ
,kifejezéssel, ezért az el®z® állítás szerint tart a

ℜ[z, x]√
1 + [x, x]

2
√

1 + [x, x]kifejezéshez. Ebb®l adódik az els® egyenl®ség
[x, ·]′z(x) = 2ℜ[z, x]− [z, x].Használva a második deriváltról szóló tételünket, kapjuk, hogy

‖x‖(‖ · ‖′′x,z(x)) = [x, ·]′z(x)−
ℜ[x, x]ℜ[z, x]
‖x‖2 ,ami éppen a második állítás.



A.2. ÁLTALÁNOSÍTOTT TÉR-ID� MODELL 445Feltéve a norma C2 voltát a szorzat második argumentumának els® de-riváltja argumentumainak folytonos függvénye. Ezért azon A(y) : S −→ Rfüggvény, melyet az
A(y) = [x, ·]′x(y) = lim

λ7→0

1

λ
([x, y + λx]− [x, y])formula de�niál, szintén folytonos y = 0-ban. Ugyanakkor nem-nulla t ∈ Resetén használva a tλ′ = λ jelölést kapjuk, hogy

A(ty) = lim
λ7→0

1

λ
([x, ty + λx]− [x, y]) = lim

λ′ 7→0

t

tλ′
([x, y + λ′x]− [x, y]) = A(y).Ebb®l azonnal adódik, hogy

[x, ·]′x(y) = A(y) = A(0) = [x, x]teljesül y-tól függetlenül. Az utolsó állítás, megint a bevezet®ben levezetettazon formulánk következménye, mely összekap
solja a norma és a s.i.p. deri-váltak értékeit.Legyen S folytonosan di�eren
iálható s.i.p. tér, V egy általánosított tér-id® modell, F egy hiperfelület. Azt mondjuk, hogy F térszer¶ hiperfelület haa Minkowski szorzat az érint® hipersíkjain pozitív. A következ®kben a felü-letek di�eren
iálgeometriájának alap fogalmait de�niáljuk általánosított tér-id® modellben. Többek között el®kerül a konvexitás kérdése, az alapformák,és görbületek de�niálásának kérdései, az ívhossz és a geodetikus fogalma. Amegfelel® fogalmak pszeudo-Euklidészi9 illetve semi-Riemann10 terekben márde�niáltak, a mintát az ezen területeken található de�ní
iók szolgáltatják.A.2.4. De�ní
ió. Egy hiperfelület konvex ha minden érint®hipersíkjának azegyik oldalán fekszik. Szigorúan konvex ha konvex és minden érint®hipersíkonpontosan egy pontja van a hiperfelületnek.Egy Euklidészi térben az els® alapforma egy pozitív de�nit kvadratikusalak, melyet az érint®tér skalárisszorzata indukál.Az általánosított térid® modellben az els® alapformát az érint®tér vektora-inak, Minkowski szorzatra vonatkozó skalárnégyzet függvényével szeretnénkde�niálni.9 M. W. Dawis, G. Moussong: Notes on Nonpositively Curved Polyhedra, BolyaiSo
iety Mathemati
al Studies, 8, Budapest, 1999.10 B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov: Modern Geometry- Methods andAppli
ations, Part I. The geometry of Surfa
es, Transformation Groups, and Fields.Se
ond Edition, Springer-Verlag, 1992.



446 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Tekintsünk egy f : S −→ V leképezést és bontsuk fel térszer¶ illetveid®szer¶ komponensek összegére a természetes módon. Ekkor
f = fS + fT ,

fS : S −→ S illetve fT : S −→ T . A beágyazó normált térre vonatkozóan atotális (Fre
het) deriváltja:
Df =

[
DfS
DfT

]amib®l következik, hogy
Df(s) = DfS(s) +DfT (s).Legyen most f1, f2 : S −→ V két C2 leképezés és c : R −→ S egytetsz®leges C2 görbe. Tömörít® szándékkal vezessük be a következ® jelölésta Minkowski szorzat második argumentumának deriválásához:

[(f1 ◦ c)(t)), ·]+′
D(f2◦c)(t)(f2(c(t))) :=

:=
(
[(f1)S(c(t)), ·]′D((f2)S◦c)(t)((f2)S(c(t)))− (f1)T (c(t))((f2)T ◦ c)′(t)

)
.Ekkor teljesül a következ®:A.2.3. Lemma. Ha f1, f2 : S −→ V két C2 leképezés és c : R −→ Stetsz®leges C2 görbe, akkor

([(f1 ◦ c)(t)), (f2 ◦ c)(t))]+)′ =

= [D(f1 ◦ c)(t), (f2 ◦ c)(t))]+ + [(f1 ◦ c)(t)), ·]+′
D(f2◦c)(t)((f2 ◦ c)(t)).Bizonyítás: De�ní
ió szerint

([f1 ◦ c, f2 ◦ c)]+)′|t :=

:= lim
λ→0

1

λ

(
[f1(c(t + λ)), f2(c(t+ λ))]+ − [f1(c(t)), f2(c(t))]

+
)

= lim
λ→0

1

λ
([(f1)S(c(t+ λ)), (f2)S(c(t+ λ))]− [(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t))])+

+ lim
λ→0

1

λ
([(f1)T (c(t + λ)), (f2)T (c(t+ λ))]− [(f1)T (c(t)), (f2)T (c(t))]) .Igazoljuk, hogy az els® összeadandóra fennáll :
lim
λ→0

1

λ
([(f1)S(c(t+ λ))− (f1)S(c(t)), (f2)S(c(t+ λ))]+
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+[(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t+ λ))]− [(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t))]) =

= [D((f1)S ◦ c)|t, (f2)S(c(t))] + [(f1)S(c(t)), ·]′D((f2)S◦c)(t)((f2)S(c(t))).Ehhez tekintsünk egy {e1, · · · , en−1} S-beli koordinátarendszert és a megfe-lel® koordinátákkal való reprezentá
ióját (f2)S ◦ c-nek.
(f2)S ◦ c =

n−1∑

i=1

((f2)S ◦ c)ieiHasználva Taylor tételét a koordináta függvényekre, adódik, hogy vannakvalós ti ∈ (t, t+ λ) paraméterek úgy, hogy
((f2)S ◦ c)(t+λ) = ((f2)S ◦ c)(t)+λD((f2)S ◦ c)(t)+

1

2
λ2

n−1∑

i=1

((f2)S ◦ c)′′i (ti)ei.Eképpen kapjuk, hogy
[(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t+ λ))]− [(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t))] =

= [(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t)) +D((f2)S ◦ c)(t)λ+

+
1

2
λ2

n−1∑

i=1

((f2)S ◦ c)′′i (ti)ei]− [(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t))] =

= ([(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t)) +D((f2)S ◦ c)(t)λ]− [(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t))]) +

+[(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t)) +D((f2)S ◦ c)(t)λ+
1

2
λ2

n−1∑

i=1

((f2)S ◦ c)′′i (ti)ei]−

−[(f1)S(c(t)), (f2)S(c(t)) +D((f2)S ◦ c)(t)λ].A szorzat második argumentumában, elegend®en ki
si λ-kra teljesül a Lips
h-witz feltétel, valamely K konstanssal, így kapjuk, hogy az utolsó két tagkülönbségének abszolút értéke kisebb vagy egyenl® mint
K

[
(f1)S(c(t)),

1

2
λ2

n−1∑

i=1

((f2)S ◦ c)′′i (ti)ei
]
.Alkalmazva a határátmenetet λ→ 0 mellett a kívánt egyenl®séghez jutunk.A második tagban szerepl® (f1)T illetve (f2)T függvények valós-valós függ-vények, így

lim
λ→0

1

λ
([(f1)T (c(t + λ)), (f2)T (c(t + λ))]− [(f1)T (c(t)), (f2)T (c(t))]) =
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= −((f1)T ◦ c)′(t)(f2)T (c(t))− (f1)T (c(t))((f2)T ◦ c)′(t).Eképpen

([(f1 ◦ c)(t)), (f2 ◦ c)(t))]+)′ =
= [D((f1)S ◦ c)(t), ((f2)S ◦ c)(t))] + [(f1)S(c(t)), ·]′D((f2)S◦c)(t)(((f2)S ◦ c)(t)))−

−((f1)T ◦ c)′(t)(f2)T (c(t))− (f1)T (c(t))((f2)T ◦ c)′(t) =
= [D(f1 ◦ c)(t), f2(c(t))]++

+
(
[(f1)S(c(t)), ·]′D((f2)S◦c)(t)((f2)S(c(t)))− (f1)T (c(t))((f2)T ◦ c)′(t)

)
,adódik és az állítást így igazoltuk.Ezen el®készít® lemma után, legyen most F egy hiperfelület, amit az

f : S −→ Vfüggvény de�niál. Ekkor
f(s) = s+ f(s)enjelöléssel adhatjuk meg F pontjait. Ha c : R −→ S egy S-beli görbe, akkor ezegy F -hez tartozó felületi görbét is indukál. Tegyük fel, hogy c egy C2-görbe.Most már mondhatjuk:A.2.5. De�ní
ió. Az F hiperfelület (f(c(t)) pontjában vett els® alapformaaz (f(c(t)) ponton keresztülhaladó változó felületi c görbékre vonatkozó

If(c(t) := [D(f ◦ c)(t), D(f ◦ c)(t)]+kifejezés.Ahogy a de�ní
ióból világos a változója egy érint® vektor, amely a változó
c felületi görbe érint®je az (f(c(t)) pontban. Világos, hogy az els® alapformaa két változójában homogén, de (általában) nin
s bilineáris reprezentá
iója.Valóban, az f de�ní
iója alapján, egy {ei : i = 1 · · ·n − 1} S-beli bázisravonatkoztatva:

If(c(t)) = [ċ(t) + (f ◦ c)′(t)en, ċ(t) + (f ◦ c)′(t)en]+ =

= [ċ(t), ċ(t)]− [(f ◦ c)′(t)]2 = [ċ(t), ċ(t)]−
n−1∑

i,j=1

ċi(t)ċj(t)f
′
ei
(c(t))f′ej(c(t)) =

= [ċ(t), ċ(t)]− ċ(t)T
[
f′ei(c(t))f

′
ej
(c(t))

]n−1

i,j=1
ċ(t)



A.2. ÁLTALÁNOSÍTOTT TÉR-ID� MODELL 449mutatja, hogy az els® alapforma pontosan akkor tekinthet® kvadratikus alak-nak, ha a
[ċ(t), ċ(t)]− ċ(t)T ċ(t) = [ċ(t), ċ(t)]−

n−1∑

i=1

ċ2i (t)mennyiség elt¶nik. Ha a Minkowski szorzat skalárisszorzat a közönséges ér-telemben, akkor {e1, . . . , en−1} tekinthet® S ortonormált bázisának és azemlített különbség elt¶nik, továbbá ci(t) = 〈ei, c(t)〉 = 〈c(t), ei〉 és ċ(t) =

=
n−1∑
i=1

ċi(t)ei. Így
If(c(t)) = ċ(t)T

(
Id−

[
f′ei(c(t))f

′
ej
(c(t))

]n−1

i,j=1

)
ċ(t),ami visszaadja az els® alapforma klasszikus lokális el®állítását. Ha ci(t) = 0teljesül i ≥ 3 esetén, akkor

det I = 1− (f′e1(c(t)))
2 − (f′e2(c(t)))

2.A második alapforma is értelmezhet®, annak ellenére, hogy az érint®-hipersíkon vett szorzatunk nem szimmetrikus és nem bilineáris. Ha v egyérint®vektor és n a hiperfelület normálvektora az f(c(t)) pontban, akkor
0 = [v, n]+ = [D(f ◦ c)(t), (f ◦ c)(t)]+.Használva lemmánkat és az el®tte szerepl® jelölést kapjuk, hogy

0 = ([D(f ◦ c)(t), (n ◦ c)(t)]+)′ =

= [D2(f ◦ c), n(c(t))]+ + [D(f ◦ c)(t), ·]+′
D(n◦c)(t)(n(c(t))).Vezessük be az egységnormálvektorok n0 mez®jét a

n0(c(t)) :=

{
n(c(t)) ha n fényszer¶ vektor
n(c(t))√

|[n(c(t)),n(c(t))]+ |
egyébként.de�ní
ióval. Most már mondhatjuk, hogyA.2.6. De�ní
ió. A második alapforma az f(c(t)) pontban az alábbi ekvi-valens formulákkal de�niálható:

II := [D2(f ◦ c)(t), (n0 ◦ c)(t)]+(f◦c)(t) = −[D(f ◦ c)(t), ·]+′
D(n0◦c)(t)((n

0 ◦ c)(t)).



450 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Feltéve, hogy n(s) = s+ n(s)en kapjuk, hogy
II = [D2(f ◦ c)(t), (n0 ◦ c)(t)]+(f◦c)(t) =

=

[
D(ċ(t) +D(f ◦ c)(t)en),

c(t) + (n ◦ c)(t)en√
|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2|

]+
=

=

[
c̈(t) +

(
ċ(t)T

[
f′′ei,ej |c(t)

]
ċ(t) +

[
f′ei|c(t)

]
c̈(t)
)
en, c(t) + n(c(t))en

]+

√
|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2|

=

=

[
c̈(t) + [f′ei|c(t)]c̈(t)en, (n ◦ c)(t)

]+ −
(
ċ(t)T

[
f′′ei,ej |c(t)

]
ċ(t)
)
(n(c(t))

√
|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2|

=

=

[
D(f)|c(t)c̈(t), (n ◦ c)(t)

]+ −
(
ċ(t)T

[
f′′ei,ej |c(t)

]
ċ(t)
)
(n(c(t))

√
|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2|

=

= −


ċ(t)T

[
f′′ei,ej |c(t)n(c(t))√

|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2|

]n−1

i,j=1

ċ(t)


 .Ezen formula alapján a második alapformához rendelhetünk egy determi-nánst, a fenti kvadratikus alak determinánsát: :

det II := det



[

f′′ei,ej |c(t)n(c(t))√
|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2|

]n−1

i,j=1


 .Az érint® hipersík egy két-dimenziós síkját tekintve, ehhez tartozik az

S térben a Df lineáris leképezésre vonatkozó két-dimenziós ®skép. Ez a síkegy normált sík, amiben vehetünk egy {e1, e2} Auerba
h bázist.11 Most meg-fordítjuk a szek
ionális görbület illetve f®görbületek szokásos de�niálási sor-rendjét.A.2.7. De�ní
ió. Az {u = Df(e1) illetve v = Df(e2)} érint®vektorok két-dimenziós síkjában vett, a D(f ◦ c) változóra vonatkozó széls®értékeit a
ρ(D(f ◦ c)) := IIf◦c(t)

If◦c(t)11Tekinthetjük az egységvektor párok által kifeszített maximális terület¶ paralelog-ramma élvektorainak a bázis elemeit. Pontos de�ní
iót találhatunk a következ®
ikkben: Martini, H., Swanepoel, K., Weiss, G.: The geometry of Minkowski spa-
es - a survey. Part I. Expositiones Mathemati
ae 19 (2001), 97-142.
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ionális f®görbületeknek nevezzük. Jelölje ezen értékeket
ρ(u, v)max illetve ρ(u, v)min. A vizsgált c(t) pontban fellép® szek
ionális (Gauss)görbület κ(u, v) legyen a következ® szorzat:

κ(u, v) := [n0(c(t)), n0(c(t))]+ρ(u, v)maxρ(u, v)min.A szimmetrikus, bilineáris esetben, mindkét alapforma kvadratikus és aszek
ionális f®görbületek mer®leges irányokban lépnek fel. Nem mások minta sajátértékei a IIf◦c(t), If◦c(t) kvadratikus alak párnak. Azaz ρ(u, v)max illetve
ρ(u, v)min a

0 = det
(
IIf◦c(t) − λIf◦c(t)

)
= det

(
If◦c(t)

)
det
(
(If◦c(t))

−1IIf◦c(t) − λId
)egyenl®ség megoldásai, mutatván, hogy

κ(u, v) := [n0(c(t)), n0(c(t))]+ρ(u, v)maxρ(u, v)min =

= [n0(c(t)), n0(c(t))]+ det
(
I−1
f◦c(t)IIf◦c(t)

)
= [n(c(t)), n(c(t))]+

det IIf◦c(t)
det If◦c(t)

=

= [n0(c(t)), n0(c(t))]+

(
f′′e1,e1|c(t)f′′e2,e2|c(t) −

(
f′′e1,e2 |c(t)

)2)
(n(c(t)))2

(
1− (f′e1(c(t)))

2 − (f′e2(c(t)))
2
)
|[c(t), c(t)]− (n(c(t)))2| .De az n függvényt választhatjuk az

n(c(t)) := f′e1(c(t))e1 + f′e2(c(t))e2 + enalakban a n(c(t)) = 1 feltétel mellett és az érint® hipersík egy olyan síkjában,amelyben 
sak térszer¶ vektorok találhatók, és id®szer¶
[n(c(t)), n(c(t))]+ =

√
1− (f′e1(c(t)))

2 − (f′e2(c(t)))
2hossznégyzet¶ normál vektora van, kapjuk az ismert 12 formulát:

κ(u, v) =
−f′′e1,e1|c(t)f′′e2,e2|c(t) +

(
f′′e1,e2|c(t)

)2
(
1− (f′e1(c(t)))

2 − (f′e2(c(t)))
2
)2 .A Riemann hiperfelületek Ri

i görbülete a felület egy p = (f ◦ c)(t)pontjában a v = D(f ◦ c) rögzített irányra vonatkozóan nem más mint aszek
ionális görbületek összege mindazon kétdimenziós síkokra vonatkozóan,12 95. oldal B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov: Modern Geometry- Met-hods and Appli
ations, Part I. The geometry of Surfa
es, Transformation Groups,and Fields. Se
ond Edition, Springer-Verlag, 1992.



452 A FÜGGELÉK. A TÉRID�melyek kifeszít® vektorainak egyike v, másika pedig az érint®hipersíkban vortokomplementumaként el®álló altér valamelyik rögzített ortonormált bá-zisának valamelyik ui vektora. Ez az érték független a bázis választásától.Ha egyenletes eloszlás mellett véletlenül választjuk az ortonormált bázist akapott κ(ui, v) valószín¶ségi változók értékei várható értékei megegyeznek,ezek összege megint egy valószín¶ségi változó, amely várható értéke megfelela p pontban és v irányban fellép® Ri

i görbületnek. Ezért ezen érték nemmás mint az n − 2-szerese a v-n keresztülhaladó síkokban fellép® szek
ioná-lis görbületek közös várható értékének. Ezen okfejtés motiválja a következ®de�ní
iót:A.2.8. De�ní
ió. Az f(c(t)) pontban a v érint®vektor irányában fellép®
Ric(v) Ri

i görbület nem más mint:

Ric(v)f(c(t)) := (n− 2) · E(κf(c(t))(u, v)),ahol κf(c(t))(u, v) jelöli az érint® hipersík v vektora és valamely véletlenszer¶enválasztott az [u, v]+ = 0 feltételnek eleget tev® másik érint®vektor által kife-szített síkon fellép® szek
ionális görbület várható értékét. Hasonlóan vezetjükbe az f(c(t)) pontbeli skalár görbületet is a
Γf(c(t)) :=

(
n− 1

2

)
· E(κf(c(t))(u, v))de�ní
ióval.Emlékeztetünk rá, hogy a skalár görbület nem más, mint az érint® hiper-sík egy ortonormált bázisának vi elemeire vonatkoztatott Ri

i görbületekösszege, így várható értéke a fentihez hasonlóan a κf(c(t))(u, v) valószin¶ségiváltozó várhatóértékének az (n−1

2

)-szerese.A.3. Négy fontos hiperfelületA.3.1. A H képzetes egységgömbÁltalánosított térid® modellünkben az id®szer¶ vektorok egységgömbjét de-�niáljuk el®ször13.A.3.1. De�ní
ió. A
H := {v ∈ V |[v, v]+ = −1},halmazt képzetes egységgömbnek nevezzük.13A fejezet eredményei a következ® 
ikkben találhatók: Á.G.Horváth, Premanifolds,Note di Matemati
a 31/2 (2011) 17�51.



A.3. NÉGY FONTOS HIPERFELÜLET 453A beágyazó (V, [·, ·]−) normált térben H-nak egy kétköpeny¶ hiperboloidfelel meg egy-egy köpeny található az id®szer¶ vektorok T kett®s körkúpjá-nak egy-egy kúpjában. Mindkét köpeny pontjai el®állíthatók hiperfelületként,a meghatározó függvények egymás negatívjai. Igazoljuk, hogy az érint®terekérint®hipersíkok, világos, hogy elegend® 
sak az egyik köpeny pontjaira kon-
entrálni. Legyen v ∈ H tetsz®leges. Jelölje Tv a v+ v⊥ halmazt, ahol v⊥ a vortogonális komplementere a beágyazó s.i.i.p. térre vonatkozólag. Ez altér.A.3.1. Tétel. A v = s + t ∈ H pontnak megfelel® Tv altér a (V, [·, ·]+)általánosított térid® modell egy pozitív, (n-1)-dimenziós a�ne altere.Bizonyítás: AH de�ní
iója szerint a t komponense v-nek nem nulla. Ahogyazt korábban igazoltuk 14, ha [v, v] 6= 0, akkor v⊥ egy (n−1)-dimenziós altér
V -ben. Legyen w ∈ Tv − v tetsz®leges. Igazolnunk kell, hogy ha [v, v] = −1és w mer®leges v-re, akkor [w,w] > 0. Legyen w = s′ + t′ és tegyük fel, hogy
[t′, t′] = 0. Ekkor T de�ní
iója szerint, t′ = 0 és így [w,w] = [s, s] > 0 is tel-jesül. Feltehetjük, tehát, hogy [t′, t′] 6= 0, és így t′ = λt. Ugyanakkor tudjuk,hogy

0 = [w, v]+ = [s′, s] + [t′, t].A Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenséget használva a térszer¶ komponensben,adódik, hogy
[s, s][s′, s′] ≥ |[s′, s]|2 = | − [t′, t]|2 = |λ|2| − [t, t]|2 = |λ|2[t, t]2.Mivel

[s, s][t′, t′] = λλ[s, s][t, t] = |λ|2[s, s][t, t],kapjuk a következ® egyenl®tlenséget
[s, s][w,w]+ = [s, s]([s′, s′] + [t′, t′]) ≥ |λ|2([t, t]2 + [s, s][t, t]).A H de�ní
iója szerint

−1 = [v, v]+ = [s, s] + [t, t]is igaz, és
[s, s][w,w]+ ≥ |λ|2([t, t]2 + (−1− [t, t])[t, t]) = −|λ|2[t, t] > 0.Következésképpen, ha s nem zérus, akkor [w,w] > 0, ahogy állítottuk.14Megjegyzés Theorem 7 után az Á.G.Horváth: Semi-inde�nite inner produ
t andgeneralized Minkowski spa
es. Journal of Geometry and Physi
s 60 (2010) 1190-1208 munkában.



454 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Ha [s, s] = 0 akkor [t, t] = −1, és a
0 = [s′ + t′, t] = [s′, t] + [t′, t] = [t′, t]egyenl®ségb®l következik, hogy t′ = 0 és w ∈ S. Ezzel az állítást igazoltuk.Az eddigiek során nem kellett használnunk di�eren
iálgeometriai fogalma-kat, ezért a H illetve H+-hoz tartozó h(s) =

√
1 + [s, s] függvény felírásárasem volt szükségünk. Legyen most

h : s 7−→
√
1 + [s, s]a H+-t mint hiperfelületet de�niáló függvény. Ekkor persze −h(s) = −

−
√

1 + [s, s] adja meg a másik H− köpeny analitikus leírását. Teljesül ekkora következ® állítás:A.3.1. Lemma. Legyen H+ az általánosított tér-id® modell imaginárius egy-séggömbjének fels® köpenye. Ekkor H+-nak a
v = h(s) = s+ h(s)en = s+

√
1 + [s, s]enpontjában fellép® érint®vektorai alkotják a v v⊥ ortogonális direkt kiegészít®-jét.Bizonyítás: Az érint®vektorok általános alakja

u = α(e+ h′e(s)en),ahol korábbi lemmánk szerint
h′e(s) =

ℜ[e, s]√
1 + [s, s]

=
[e, s]√
1 + [s, s]

.Ezért [
α

(
e +

[e, s]√
1 + [s, s]

en

)
, s+ t

]+
=

= α[e, s] + α

[
[e, s]√
1 + [s, s]

en,
√
1 + [s, s]en

]
= α([e, s]− [e, s]) = 0.Így az érint® vektorok mer®legesek a v vektorra. Fordítva, ha egy

u = s′ + t′ = s′ + λen



A.3. NÉGY FONTOS HIPERFELÜLET 455vektorra
0 = [u, v] = [s′, s] + [t′, t]teljesül, akkor

[s′, s] = −[λen, t] = λ
√

1 + [s, s],mivel −[t, t] = 1 + [s, s] teljesül H+ de�ní
iója folytán. Vezessük be az
e =

s′√
[s′, s′]jelölést, ekkor kapjuk, hogy

[e, s] =

[
s′√
[s′, s′]

, s

]
=

λ√
[s′, s′]

√
1 + [s, s],amib®l

λ√
[s′, s′]

=
[e, s]√
1 + [s, s]

= h′e(s)adódik. Eképpen
u =

√
[s′, s′]

(
s′√
[s′, s′]

+
λ√
[s′, s′]

en

)
= α(e+ h′e(s)en).Azaz az ortogonális komplementum egy vektora érint®vektor is, ahogy állí-tottuk.A továbbiakban megvizsgáljuk H+-t di�eren
iálgeometriai szempontokszerint. Mint láttuk minden pontjában van érint® hipersík és a Minkowskiszorzatra az érint®vektorok halmaza egy pozitív altér. El®ször a konvexitástvizsgáljuk.A.3.2. Tétel. H+ konvex hiperfelület. Akkor és 
sak akkor szigorúan konvex,ha S az.Bizonyítás: Legyen w = s′ + t′ a H+ egy pontja és tekintsük a

[w− v, v]+ = [s′− s, s]+ [t′− t, t] = [s′, s]− [s, s]− (λ′−λ)λ = [s′, s]−λ′λ+1szorzatot, ahol t′ = λ′en, t = λen és s′, s ∈ S. (λ′ és λ pozitívak.) Mivel
√

1 + [s′, s′] = λ′ és √1 + [s, s] = λeképpen
[w − v, v]+ = [s′, s]−

√
1 + [s′, s′]

√
1 + [s, s] + 1 ≤
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≤
√

[s′, s′][s, s]−
√
1 + [s′, s′]

√
1 + [s, s] + 1 ≤ 0,tekintettel a

[s′, s′][s, s] + 2
√
[s′, s′][s, s] + 1 ≤ [s′, s′][s, s] + ([s′, s′] + [s, s]) + 1relá
ióra. (Itt használtuk a pozitív számokra vonatkozó számtani és mértaniközép között fennálló egyenl®tlenséget.)Jegyezzük meg, hogy egyenl®ség akkor és 
sak akkor teljesül, ha az s′ és

s normája megegyezik azaz λ′ = λ is fennáll. Így adódik, hogy
[s′, s]− [s, s] = 0,avagy

[s′, s] =
√

[s′, s′][s, s].A szigorú konvexitás ismert karakterizá
iója s.i.p. térben az, hogy ezen utóbbiösszefüggés teljesülése 
sak lineárisan összefügg® vektorokra lehetséges, 15azaz a szigorú konvexitás és, hogy Tv és H+ közös pontja 
sak v, egyszerreteljesülnek.Számoljuk ki az alapformákat.
I = [ċ(t) + (h ◦ c)′(t)en, ċ(t) + (h ◦ c)′(t)en]+ =

= [ċ(t), ċ(t)]− [(h ◦ c)′(t)]2,ahol ċ(t) jelenti a c görbe S-beli érint®vektorát a c(t) pontban. A korábbiakalapján
I = [ċ, ċ]−

(
[ċ(t), c(t)] + [c(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)2

4(1 + [c(t), c(t)])
= [ċ, ċ]− [ċ(t), c(t)]2

1 + [c(t), c(t)]
.Jegyezzük meg, hogy ebb®l a formulából és a Cau
hy-S
hwartz egyenl®t-lenségb®l új bizonyítást kaphatunk a megszorított Minkowski szorzat poziti-vitására.

H+ második alapformája:
II := [c̈(t)+(h◦c)′′(t)en, c(t)+(h◦c)(t)en]+(h◦c)(t) = [c̈(t), c(t)]−(h◦c)′′(t)h(c(t)),mivel

n ◦ c = h ◦ c = c(t) + (h ◦ c)(t)en.15 lásd.: Berkson, E.: Some types of Bana
h spa
es, Hermitian operators and Badefun
tionals. Trans. Amer. Math. So
. 116 (1965), 376�385.



A.3. NÉGY FONTOS HIPERFELÜLET 457El®ször határozzuk meg a
(h ◦ c)′(t) : R −→ Rfüggvény deriváltját a t pontban. Használva korábbi formuláinkat

(h ◦ c)′′(t) = ((h ◦ c)′)′ (t) =
(

[ċ(t), c(t)]√
1 + [c(t), c(t)]

)′

=

=
[ċ(t), c(t)]′√
1 + [c(t), c(t)]

−
[ċ(t),c(t)]√
1+[c(t),c(t)]

[ċ(t), c(t)]

(1 + [c(t), c(t)])adódik és ezért
(h ◦ c)′′(t)h(c(t)) = [ċ(t), c(t)]′ − [ċ(t), c(t)]2

1 + [c(t), c(t)]
=

(
[c̈(t), c(t)] + [ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)
− [ċ(t), c(t)]2

1 + [c(t), c(t)]
.Így a második alapforma

II = −[ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t)) +
[ċ(t), c(t)]2

1 + [c(t), c(t)]
,vagy használva az

‖y‖‖ · ‖′′x,z(y) = [x, ·]′z(y)−
ℜ[x, y]ℜ[z, y]
‖y‖2 ,egyenl®séget a vele ekvivalens

II = −‖c(t)‖‖ · ‖′′ċ(t),ċ(t)c(t)−
[ċ(t), c(t)]2

‖c(t)‖2(1 + ‖c(t)‖2)kissé bonyolultabb alakú képlettel adható meg. Tegyük fel a norma C2-függvény tulajdonságát is. Ekkor használhatjuk korábbi eredményeinket megintés kapjuk, hogy
II = −[ċ(t), ċ(t)] + [ċ(t), c(t)]2

1 + [c(t), c(t)]
= −I.Mivel az els® alap forma pozitív H+-n a második negatív de�nit és aszek
ionális f®görbületek értékei

ρ(u, v)max = ρ(u, v)min = −1.Azaz minden szek
ionális görbület−1, a Ri

i és skalár-görbületek pedig min-den pontban és minden irányban −(n− 2) illetve −(n−1
2

). Ezzel a következ®tételt bizonyítottuk:



458 A FÜGGELÉK. A TÉRID�A.3.3. Tétel. Ha S folytonosan di�eren
iálható s.i.p. tér akkor az általáno-sított tér-id® modell képzetes egységgömbje konstans negatív görbület¶ hiper-felület.Észrevehetjük, hogy valamennyi de�ní
iónk és állításunk � olyan Min-kowski szorzat esetén, mely inde�nit-skalárisszorzat is egyben � a semi-Riemannterekben szokásos de�ní
iókba és ismert állításokba transzformálódik, 16 ezért
H+ a hiperbolikus tér természetes általánosításának tekinthet®. H-t ezértkonstans negatív görbület¶ el®-sokaságnak nevezzük H+-ra pedig találó azel®-hiperbolikus tér elnevezés.A.3.2. A de Sitter gömbEbben az alfejezetben azon pontok G halmazát vizsgáljuk, melyeken az álta-lánosított térid® modell Minkowski szorzata 1 skalárnégyzetet ad. Az érint®-hipersíkokon a szorzat nem lesz pozitív de�nit. Mint látni fogjuk ezek pszeudo-euklidészi terek a skaláris szorzatos esetben, és így beágyazó pszeudo-euklidészitér esetén ezen G halmazt de Sitter gömb-nek nevezik. A teljes G halmaz nemhiperfelület ezért megint megszorítjuk magunkat az id®-tengely szerinti po-zitív rész vizsgálatára. Vezessük be a

G+ = {s+ t ∈ G : t = λen where λ > 0}jelölést. A G illetve G+ lokális geometriái megegyzenek és G+ már egy hi-perfelület, amit a
g(s) = s+ g(s)enleképezés de�niál, az [s, s] > 1-re értelmezett

g(s) =
√
−1 + [s, s] forfüggvény segítségével. Kiszámoljuk a

g : s 7−→
√
−1 + [s, s]függvény iránymenti deriváltjait az adott

u = α(e+ g′e(s)en)16 M. W. Dawis, G. Moussong: Notes on Nonpositively Curved Polyhedra, BolyaiSo
iety Mathemati
al Studies, 8, Budapest, 1999.G. O'Neill : Semi-Riemannian Geometry with Appli
ations to Relativity, A
ademi
Press, New-York, 1983.S. Verpoort: The Geometry of the Se
ond Fundamental Form: Curvature Propertiesand Variational Aspe
ts, Katholike Universiteit Leuven, Dissertation 2008.



A.3. NÉGY FONTOS HIPERFELÜLET 459vektorra vonatkozóan. Mivel a g és az f : s 7−→√
1 + [s, s] függvények közöttfennáll a

f2(s) + g2(s) = 2[s, s]kap
solat, a g deriváltját az e ∈ S egységvektor irányában kiszámolhatjuk a
2f(s)f′e(s) + 2g(s)g′e(s) = 4‖s‖‖ · ‖′e(s) = 4[e, s]egyenl®ségb®l. Eképpen

g′e(s) =
[e, s]

g(s)
=

[e, s]√
−1 + [s, s]ahonnan

[u, u]+ = α2

(
1− [e, s]2

(−1 + [s, s])

)
= α2−1 + [s, s]− [e, s]2

−1 + [s, s]
.Ebb®l közvetlenül látszik, hogy

[u, u]+ > 0 ha − 1 + [s, s] > [e, s]2

[u, u]+ = 0 ha − 1 + [s, s] = [e, s]2

[u, u]+ < 0 ha − 1 + [s, s] < [e, s]2.Azaz egy s′ vektora azon (n − 2)-altérnek, mely S-re nézve s ortogonáliskomplementeréhez tartozik; az érint®-hipersíknak térszer¶ vektorát adja ésaz s-hez tartozó érint®vektor pedig id®szer¶ vektor lesz.Megszeretnénk határozni az érint®-hipersík fényszer¶ vektorait. Ehheztekintsük az e ∈ S egységvektort a következ® alakban:
e =
±
√
−1 + [s, s]

[s, s]
s+ s′, ahol s′ ∈ s⊥.Egy ilyen egységvektor az S-beli egységgömb és az

s⊥ +
±
√
−1 + [s, s]

[s, s]
s

(n− 2)-dimenziós a�n altér metszetében fekszik. Mivel s⊥ az s S-beli orto-gonális komplementerének eleme, és fennáll
(
±
√
−1 + [s, s]

[s, s]

)2

[s, s] =
−1 + [s, s]

[s, s]
< 1,ezért a fenti metszet két (n− 3)-dimenziós gömb uniója.



460 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Eképpen a fényszer¶ vektorok irányai az érint® hipersík egy kúpját alkot-ják; az
u = α

((
±
√
−1 + [s, s]s+ [s, s]s′

)
± [s, s]en

)pontok kúpját.Emlékezzünk vissza arra, hogy az érint® hipersíkot a beágyazó vektortéregy alterével azonosítottuk, amelyen érvényes egy megszorított bels® Min-kowski struktúra, melynek de�niáló pozitív és negatív alterei :
S ′ := s⊥ ∩ S = s⊥ illetve T ′ = α

(√
−1 + [s, s]s+ [s, s]en

)
.Jegyezzük meg el®ször, hogyA.3.4. Tétel. G+ és az érint®-hipersíkjai metsz®dnek, következ®képpen nin
s

G-nek olyan pontja, melyben (lokálisan) konvex lenne.Bizonyítás: A G+ tetsz®leges pontjához találunk azt tartalmazó két hal-mazt, melyek a pontbeli érint®-hipersíkra nézve különböz® féltérbe esnek. Azegyik az en és egy s+ t ∈ G+ alakú vektor által kifeszített két dimenziós sík;a másik egy tetsz®leges görbéje azon (n− 2)-dimenziós hiperfelületnek, melya G-nek és az S + (s + t) a�n altérnek a metszeteként adódik. Valóban, az
s+ t pontbeli normál vektora az érint® hipersíknak maga s+ t, mert fennáll

[
e+

[e, s]√
−1 + [s, s]

en, s+
√
−1 + [s, s]en

]+
= 0.Eképpen α > 1√

[s,s]
esetén

[(
αs+

√
−1 + [αs, αs]en

)
−
(
s+

√
−1 + [s, s]en

)
, s+

√
−1 + [s, s]en

]+
=

= (α− 1)[s, s] + (
√
−1 + [s, s]−

√
−1 + [αs, αs])

√
−1 + [s, s] =

= −1 + α[s, s]−
√

(−1 + [αs, αs])(−1 + [s, s]) =

= α[s, s]−1−
√

1− (1 + α2)[s, s] + α2[s, s]2 ≥ 2(α[s, s]−1) > 2(‖s‖−1) ≥ 0.Ugyanakkor ha s′ + t ∈ G tetsz®leges, akkor ‖s′‖ = ‖s‖ így
[s′ − s+ (t− t), s+ t]+ = [s′, s]− [s, s] ≤

√
[s′, s′]

√
[s, s]− [s, s] = 0,ahol egyenl®ség 
sak az s′ = ±s esetben áll fenn.Számoljuk ki az alapformákat. Használva a g függvényt, az els® alap forma

I = [ċ(t) + (g ◦ c)′(t)en, ċ(t) + (g ◦ c)′(t)en]+ = [ċ(t), ċ(t)]− [(g ◦ c)′(t)]2.



A.3. NÉGY FONTOS HIPERFELÜLET 461Korábbi állításaink eredményei alapján
I = [ċ, ċ]−

(
[ċ(t), c(t)] + [c(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)2

4(−1 + [c(t), c(t)])
= [ċ, ċ]− [ċ(t), c(t)]2

−1 + [c(t), c(t)]
.Azonban szintén tudjuk, hogy n ◦ c = g ◦ c = c(t) + (g ◦ c)(t)en így kapjuk,hogy:

II := [c̈(t) + (g ◦ c)′′(t)en, c(t) + (g ◦ c)(t)en]+(g◦c)(t) =

= [c̈(t), c(t)]− (g ◦ c)′′(t)g(c(t)).Mivel a deriváltja a
(g ◦ c)′(t) = D(g ◦ c)(t) : R −→ Rvalós függvénynek a t pontban:

(g ◦ c)′′(t) = [ċ(t), c(t)]′√
−1 + [c(t), c(t)]

−
[ċ(t),c(t)]√
−1+[c(t),c(t)]

[ċ(t), c(t)]

(−1 + [c(t), c(t)])ezért
(g ◦ c)′′(t)g(c(t)) = [ċ(t), c(t)]′ − [ċ(t), c(t)]2

−1 + [c(t), c(t)]
=

=
(
[c̈(t), c(t)] + [ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)
− [ċ(t), c(t)]2

−1 + [c(t), c(t)]
.Összefoglalva:

II = −[ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t)) +
[ċ(t), c(t)]2

−1 + [c(t), c(t)]
.Használva megint a norma C2 tulajdonságát és az A.2.2. Tételt most már

II = −[ċ(t), ċ(t)] + [ċ(t), c(t)]2

−1 + [c(t), c(t)]
= −I,összefüggés adódik, ugyanúgy mint a H+ esetén. A szek
ionális f®görbüle-tek értéke −1. Ugyanakkor a normálvektorok skalárnégyzete minden G+-belipontnál pozitív, ezért a szek
ionális görbületek 1-el egyenl®k. A Ri

i görbü-let minden pontban és irányban (n−2), és a skalár görbület minden pontbanegyenl® (n−1

2

)-vel, ezért a következ® tételt kapjuk:A.3.5. Tétel. Ha S folytonosan di�eren
iálható s.i.p tér, a G de Sitter gömbpozitív konstans görbülettel rendelkezik.Ezen tétel alapján G-t pozitív konstans görbület¶ el®-sokaságnak tekint-hetjük és találó rá az el®-gömb elnevezés. .



462 A FÜGGELÉK. A TÉRID�A.3.3. A fénykúpAz L fénykúp bels® geometriája szintén meghatározható. Jelölje L+ a kett®skúp pozitív részét, melyet az
l(s) = s+

√
[s, s]enfüggvény ír le. Ha S egyenletesen folytonos s.i.p. tér, akkor az s pontbeliérint® vektorok

u = α (e + ‖ · ‖′e(s)en) = α

(
e +

[e, s]√
[s, s]

en

)alakúak. Eképpen minden érint® vektor mer®leges l(s)-re ; továbbá a lehetsé-ges e = s0, α = ‖s‖ választás miatt l(s) is érint® vektor. Azonban egy fénysze-r¶ vektor ortogonális komplementere egy s.i.i.p térben egy (n− 1)-dimenziósdegenerált altér, ami a vektort tartalmazza. 17 Így az érint®-hipersíkok min-den L+-beli pontban egy (n − 1)-dimenziós V -beli degenerált altér. Vegyükészre, hogy az ez által létrejöv® egyik féltér tartalmazza L+-t a másik L−-t.Valóban ha v = s+ t és w = s′ + t′ akkor
[w − v, v]+ = [s′, s] + [t′, t] = [s′, s]− λ′λ,ahol t′ = λ′en, t = λen, s′, s ∈ S a pozitív λ′ és λ konstansokkal. Mivel

√
[s′, s′] = λ′ és √[s, s] = λígy

[w − v, v]+ = [s′, s]−
√

[s′, s′]
√

[s, s] ≤ 0a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség miatt áll fenn. Jegyezzük meg, hogy egyen-l®ség akkor és 
sak akkor teljesül, ha s′ = αs. Azaz egyetlen félegyenese van
L+-nak, ami a Tv érint® hipersíkjához tartozik. Ezért a fénykúp konvex, kö-vetkezésképpen a második alapformája szemide�nit kvadratikus alak. Mivela többi vektor az érint®-hipersíkban térszer¶, ezért két típusú két-dimenziósérint® síkot találunk benne; az egyik térszer¶ vektorokat tartalmaz 
sak, amásik tartalmaz egy kétszeresen számítható fényszer¶ egyenest is. Az els®esetben, a megfelel® szek
ionális f®görbületek jól de�niáltak, értékük nega-tív. Meghatározásukhoz számítsuk ki az alapformákat.17 Á. G. Horváth: Semi-inde�nite inner produ
t and generalized Minkowski spa
es.Journal of Geometry and Physi
s 60 (2010) 1190�1208. Th. 7



A.3. NÉGY FONTOS HIPERFELÜLET 463Megint feltesszük, hogy S folytonosan di�eren
iálható, így az els® alapforma
I = [ċ, ċ]−

(
[ċ(t), c(t)] + [c(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)2

4[c(t), c(t)]
= [ċ, ċ]− [ċ(t), c(t)]2

[c(t), c(t)]
,a második pedig

II = −[ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t)) +
[ċ(t), c(t)]2

[c(t), c(t)]
= −[ċ(t), ċ(t)] + [ċ(t), c(t)]2

[c(t), c(t)]
= −I.A szek
ionális f®görbületek tehát −1-el egyenl®k mint az egység gömbök ese-tén. Azonban minden pontnál a szek
ionális görbület zéró, mert a normálvektor szintén zéró hosszúságú. A fenti számolás a második esetben is alkal-mazható. Megegyezve abban, hogy 
sak nem fényszer¶ irányban számoljukaz alap formákat, akkor a szek
ionális f®görbületek értéke −1 és a szek
ionálisgörbület nulla. Azaz a Ri

i és skalár görbületek szintén nullák. Kaptuk:A.3.6. Tétel. Ha S folytonosan di�eren
iálható s.i.p tér az L+ fénykúpgörbülete nulla .Eképpen L egy olyan el®-sokaság, melynek szek
ionális, Ri

i és skalárgörbületei egyaránt nullák, joggal nevezhetjük el®-euklidészi térnek.A.3.4. A beágyazó (V, [·, ·]−) tér egységgömbjeLegyen K azon pontok halmaza, melyek a beágyazó s.i.p. tér egységgömbjétalkotják. K megint nem hiperfelület, ezért bevezetjük ennek az id® tengelyszerinti pozitív darabját K+-t :

K+ = {s+ t ∈ K : t = λen where λ > 0}.A K+ de�niáló függvénye
k(s) = s+ k(s)en,ahol

k(s) =
√
1− [s, s] olyan s-ekre, melyekre [s, s] < 1.

[s, s] < 1 esetén, a
k : s 7−→

√
1− [s, s]függvény iránymenti deriváltjai adják az érint®vektorokat most is. Ezek álta-lános alakja:

u = α(e+ k′e(s)en).



464 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Mivel a
h : s 7−→

√
1 + [s, s],függvénnyel teljesül az

h2(s) + k2(s) = 2egyenl®ség, a keresett derivált az e ∈ S egységvektor irányában:
k′e(s) = −

[e, s]√
1− [s, s]

.Ez azt jelenti, hogy
[u, u]+ = α2

(
1− [e, s]2

(1− [s, s])

)
= α21− [s, s]− [e, s]2

1− [s, s]
.Mostmár közvetlenül látjuk, hogy

[u, u]+ > 0 ha 1− [s, s] > [e, s]2

[u, u]+ = 0 ha 1− [s, s] = [e, s]2

[u, u]+ < 0 ha 1− [s, s] < [e, s]2.Azaz az s-re mer®leges (n − 2)-dimenziós altér s′ vektora térszer¶ érint®vektort de�niál és az αs vektorhoz tartozók id®szer¶ vektorokat adnak.Mint a képzetes egységgömb esetében megint igazolhatjuk, hogy:A.3.7. Tétel. K+ konvex. Továbbá ha S szigorúan konvex akkor K+ szinténszigorúan konvex.Bizonyítás: Legyen w = s′ + t′ a K+ egy pontja és tekintsük a
[w − v, nv]+ = [s′ − s, s′′] + [t′ − t, t′′] = [s′, s′′]− [s, s′′]− (λ′ − λ)λ′′szorzatot, ahol t′′ = λ′′en, t′ = λ′en, t = λen és s′′, s′, s ∈ S valamely pozitív

λ′′, λ′ és λ valós számokkal. Mivel
√

1− [s′, s′] = λ′ és √1− [s, s] = λugyanakkor
nv = s−

√
1− [s, s]enezért

[w − v, nv]+ = [s′, s] +
√

1− [s′, s′]
√
1− [s, s]− 1 ≤

≤
√

[s′, s′][s, s] +
√

1− [s′, s′]
√
1− [s, s]− 1 ≤ 0,
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2
√
[s′, s′][s, s] ≤ [s′, s′] + [s, s].Jegyezzük meg, hogy egyenl®ség pontosan akkor teljesül, ha s′ és s normájaegyenl®. Azaz fennáll a következ® egyenl®ség

[s′, s]− [s, s] = 0,vagy ekvivalens megfelel®je :
[s′, s] =

√
[s′, s′][s, s].Az is adódik tehát, hogy v pontosan akkor az egyetlen közös pontja a K+ ésa Tv halmazoknak, ha S szigorúan konvex.A k függvény segítségével kiszámolhatjuk az els® alap formát:

I = [ċ(t), ċ(t)]− [(k ◦ c)′(t)]2.Korábbi összefüggéseinket megint alkalmazva adódik:
I = [ċ, ċ]−

(
[ċ(t), c(t)] + [c(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)2

4(1− [c(t), c(t)])
= [ċ, ċ]− [ċ(t), c(t)]2

1− [c(t), c(t)]
,és feltéve a 2[c(t), c(t)] 6= 1 egyenl®tlenséget kapjuk, hogy

II =

[
c̈(t) + (k ◦ c)′′(t)en,

c(t)− (k ◦ c)(t)en√
| − 1 + 2[c(t), c(t)]|

]+
(k◦c)(t) =

=
1√

| − 1 + 2[c(t), c(t)]|
([c̈(t), c(t)] + (k ◦ c)′′(t)k(c(t))) .Tovább számolva

(k ◦ c)′′(t)k(c(t)) = −[ċ(t), c(t)]′ + [ċ(t), c(t)]2

1− [c(t), c(t)]
=

= −
(
[c̈(t), c(t)] + [ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t))

)
+

[ċ(t), c(t)]2

1− [c(t), c(t)]
,ezért

II =
1√

| − 1 + 2[c(t), c(t)]|

(
−[ċ(t), ·]′ċ(t)(c(t)) +

[ċ(t), c(t)]2

1− [c(t), c(t)]

)
.



466 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Ha S-r®l feltesszük a folytonos di�eren
iálhatóságot is akkor adódik, hogy
II =

1√
| − 1 + 2[c(t), c(t)]|

(
−[ċ(t), ċ(t)] + [ċ(t), c(t)]2

−1 + [c(t), c(t)]

)
=

= − 1√
| − 1 + 2[c(t), c(t)]|

I.Így a k(c(t)) pontban vett szek
ionális f®görbületek
ρmax(u, v) = ρmin(u, v) = −

1√
| − 1 + 2[c(t), c(t)]|ezért a

κ(u, v) := [n0(c(t)), n0(c(t))]+ρ(u, v)maxρ(u, v)min =
1

−1 + 2[c(t), c(t)]szek
ionális görbületeket kapjuk. A k(c(t)) pontban minden irányban a Ri

igörbületre
Ric(v)k(c(t)) := (n− 2) ·E(κk(c(t))(u, v)) =

n− 2

−1 + 2[c(t), c(t)]adódik és a skalár görbület k(c(t))-ben
Γk(c(t)) :=

(
n− 1

2

)
· E(κf(c(t))(u, v)) =

(
n−1
2

)

−1 + 2[c(t), c(t)]
.Végül jegyezzük meg, hogy a K+ azon pontjaiban, melyekre az 2[c(t), c(t)] =

= 1 egyenl®ség teljesül, a görbületek a fénykúp esetének mintájára számol-hatók és nullának tekinthet®k.A.4. El®-sokaságok az általánosított térid® mo-dellbenMintahogy a fentiekben kimutattuk az el®z® fejezet el®-sokaságainak Tv-veljelölt érint®terei, olyan fél-metrikus tereknek tekinthet®k, ahol a fél-metrikaa Minkowski szorzásból származik. Emlékeztetünk arra, hogy a Minkows-ki szorzat nem teljesíti a Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenséget, ezért az általaindukált távolság függvény nem teljesíti a háromszög egyenl®tlenséget, az-az nem metrika hanem 
sak fél-metrika. Azonban egy fél-metrika léte az



A.4. EL�-SOKASÁGOKAZÁLTALÁNOSÍTOTT TÉRID�MODELLBEN467érint®-hipersíkokon elegend® a sokaság számára, hogy azon egy valódi távol-ság fogalmat indukáljon. 18 Ehhez persze szükséges, hogy a vizsgált sokaságelegend®en sima legyen. Érdekes összevetni néhány � a di�eren
iálgeomet-riában sokat használt � beágyazott sokaságokkal kap
solatos fogalmat. A
entrális fogalom a felület mint Riemann sokaság fogalma. Ennek az érint®-hipersíkjain klasszikus skaláris szorzat által indukált metrikát feltételezünk,ami a felület bels® geometriájára nézve egy új távolság fogalmat a Riemannmetrika fogalmát adja. Ki
sit általánosabb de sokkal messzebbre nem veze-t® fogalom a Finsler sokaság fogalma, amikor a megfelel® simasági feltételekmegtartása mellett az érint®-hipersíkokat normával látjuk el, ez származtat-ja mind az érint®-hipersík, mind a felület metrikáját, ezen utóbbit Finslermetrikának nevezzük. Végül ha meg®rizzük az érint®-hipersíkokon a szor-zat függvény bilinearitását és komplex vagy valós szimmetriáját, és elvetjüka pozitív de�nitség tulajdonságát, akkor az u.n. szemi-Riemann sokasághozjutunk, melynek érint®terein egy pseudo-euklidészi metrika uralkodik, és ezde�niál a sokaságon egy új metrikát a szemi-Riemann metrikát. A bels® met-rikák azonos módszerrel vannak de�niálva, ezen módszer az ívhosszat számítóintegrál érvényességén és annak alaptulajdonságain alapul. Az általánosítotttérid® modell keretein belül is lehet®ségünk van egy ilyen metrika felépítésére,mely spe
ializálódhat az említett három fontos metrikává.A.4.1. Ívhossz, görbület, Meusnier-tételA fejezetben végig feltesszük, hogy a s.i.p. S-en folytonosan di�eren
iálható.A.4.1. De�ní
ió. Legyen F egy általánosított tér-id® modell hiperfelülete.Tekintsük az egyformán irányított darabonként folytonosan di�eren
iálhatóazon
(f ◦ c)(t) (a ≤ t ≤ b)

F -beli görbék Γp,q halmazát, melyek p-b®l indulnak és q-ba érkeznek. Ekkorezen pontok el®-távolsága legyen
ρ(p, q) = inf





b∫

a

√
|I(f◦c)(x)|dx for f ◦ c ∈ Γp,q



 .Könnyen látható, hogy az el®-távolság kielégíti a háromszögegyenl®tlen-séget; azaz F -en metrika. Egy olyan hiperfelületen, ahol minden érint®vektor18 L. Tamássy: Finsler spa
es 
orresponding to distan
e spa
es. Pro
. of the Conf.,Contemporary Geometry and Related Topi
s, Belgrade, Serbia and Montenegro,June 26�July 2, (2005), 485�495.



468 A FÜGGELÉK. A TÉRID�térszer¶ az abszolút érték jel szükségtelen, ezen hiperfelületeket térszer¶neknevezzük. Ilyen például a képzetes egységgömb. Vezessük be azon f ◦ c gör-bék la(τ) ívhossz függvényét , melyeken a fényszer¶ pontok zárt, nullmérték¶halmazt adnak az
la(τ) =

τ∫

a

√
|[D(f ◦ c)(x), D(f ◦ c)(x)]+f(c(x))|dx =

τ∫

a

√
|If(c(x))|dxformulával. Csak azokat a pontokat lássuk el paraméterrel, amelyekben azérint®vektor nem fényszer¶. Ekkor kapunk egy jól-de�niált új paraméterezést,mely mellett egyaránt érvényes a:

(la(τ))
′ =
√
|If(c(τ))|,formula, illetve a τ(la) : [0, ε) −→ [a, l−1

a (ε)) inverz függvényre vonatkozó
(τ(la))

′ =
(
l−1
a (τ)

)′
=

1√
|If(c(τ(la)))|összefüggés is.A.4.1. Tétel. Tekintsük egy hiperfelület valamelyik ívhosszal rendelkez® gör-béjét, ez persze megfelel egy V -beli vektormez®nek. Ha az ívhossz szerint pa-raméterezzük, akkor az els® derivált vektormez® vektorainak abszolútértéke 1,továbbá a második deriváltak vektormezeje Minkowski szorzatra vonatkozóanmer®leges az els® deriváltak vektormezejére.Bizonyítás: De�ní
ió szerint az érint®vektorok nem fényszer¶ek. Ezért avizsgált di�eren
iahányados

D ((f ◦ c) ◦ (τ(la))) = D(f ◦ c) ◦ (τ(la)) · (τ(la))′ =

= D(f ◦ c) ◦ (τ(la))
1√

|If(c(τ(la)))|
,amib®l következik, hogy

[D ((f ◦ c) ◦ (τ(la))) , D ((f ◦ c) ◦ (τ(la)))]+ =

=
If(c(τ(la)))
|If(c(τ(la)))|

= sign(If(c(τ(la)))).A további deriváláshoz szükséges lesz kiszámítani a
D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la))))



A.4. EL�-SOKASÁGOKAZÁLTALÁNOSÍTOTT TÉRID�MODELLBEN469kifejezést. Az A.2.3 Lemma alapján kapjuk, hogy
D
(√
|If(c(τ(la)))|

)
=

sign(If(c(τ(la))))
2
√
|If(c(τ(la)))|

{
[D2(f ◦ c) ◦ (τ(la)), D(f ◦ c) ◦ (τ(la))]√

|If(c(τ(la)))|
+

+[D(f ◦ c) ◦ (τ(la)), ·]′D((Df◦c)◦τ(la))(D(f ◦ c) ◦ (τ(la)))
}
,és a folytonos di�ern
iálhatóságot is felhasználva az A.2.2 Tétel szerint ebb®l

[D(f ◦ c) ◦ (τ(la)), ·]′D((Df◦c)◦τ(la))(D(f ◦ c) ◦ (τ(la))) =

=
[D2(f ◦ c) ◦ (τ(la)), D(f ◦ c) ◦ (τ(la))]√

|If(c(τ(la)))|adódik. A keresett di�eren
iálhányados tehát:
D

(
D(f ◦ c) ◦ (τ(la))

1√
|If(c(τ(la)))|

)
=
D2(f ◦ c) ◦ (τ(la))
|If(c(τ(la)))|

−

−sign(If(c(τ(la)))) [D2(f ◦ c) ◦ (τ(la)), D(f ◦ c) ◦ (τ(la))]
(If(c(τ(la))))

2
D(f ◦ c) ◦ (τ(la)).Mostmár láthatjuk, hogy

[
D

(
D(f ◦ c) ◦ (τ(la))

1√
If(c(τ(la)))

)
, D(f ◦ c) ◦ (τ(la))

]
= 0teljesül, ahogy azt állítottuk.A bels® metrika meghatározza az el®-sokaság geodetikusait a szokásosmódon. Bevezethetjük a sebesség illetve gyorsulás vektormez®ket mint azels® illetve második derivált vektormez®ket. A geodetikusok most az Euler-Lagrange di�eren
iálegyenlet megoldásaiként de�niálhatók, a görbe görbületfüggvénye pedig az ívhossz szerinti második derivált abszolútértékével, pon-tosabban:A.4.2. De�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az f ◦ c, C2 osztálybeli görbe (amelyérint® vektorai majdnem mindenütt nem-fényszer¶ek) egy geodetikusa az Fhiperfelületnek, ha a gyorsulási vektorok vektormezeje mer®leges az F -beliérint®hipersikra a görbe minden pontjában. Azaz létezik egy α(τ(la)) : R −→

R-val jelölt függvény úgy, hogy
D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la)))) = α(τ(la))(n

0 ◦ c)(τ(la)).



470 A FÜGGELÉK. A TÉRID�áll fenn az értelmezési tartomány pontjaiban. Az f ◦ c görbe görbület függ-vénye a
γf◦c(τ(la)) :=

√
|[D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la)))) , D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la))))]+| =

= |α(τ(la))|nem-negatív függvény.Ha a görbület függvény nem-nulla, akkor de�niálni tudjuk az (m◦c)(τ(la))vektort a következ® egyenl®séggel :
(m ◦ c)(τ(la)) =

D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la))))
γf◦c(τ(la))

.Ebb®l azonnal következik, hogy
[(m ◦ c)(τ(la)), (m ◦ c)(τ(la))]+ =

=
[D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la)))) , D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la))))]+

γ2f◦c(τ(la))
.Használva a

D (D ((f ◦ c) ◦ (τ(la)))) = D

(
D(f ◦ c) ◦ (τ(la))

1√
|If(c(τ(la)))|

)
=

=
D2(f ◦ c) ◦ (τ(la))
|If(c(τ(la)))|

−

−sign(If(c(τ(la)))) [D2(f ◦ c) ◦ (τ(la)), D(f ◦ c) ◦ (τ(la))]
(If(c(τ(la))))

2
D(f ◦ c) ◦ (τ(la)),egyenl®séget és a D(f ◦ c) illetve n0 ◦ c vektorok mer®legességét, adódik aMeusnier tétel megfelel®je :

γf◦c(τ(la))[(m◦c)(τ(la)), (n0◦c)(τ(la)]+ =

[
D2(f ◦ c) ◦ (τ(la))
|If(c(τ(la)))|

, (n0 ◦ c)(τ(la)
]+

.Ez azt jelenti, hogy
γf◦c(τ(la))[(m ◦ c)(τ(la)), (n0 ◦ c)(τ(la)]+ =

IIf(c(τ(la)))
|If(c(τ(la)))|

.Az egyenl®séget szorzat alakban felírva, kapjuk, hogy
γf◦c(τ(la))[(m ◦ c)(τ(la)), (n0 ◦ c)(τ(la)]+|If(c(τ(la)))| = IIf(c(τ(la))),



A.4. EL�-SOKASÁGOKAZÁLTALÁNOSÍTOTT TÉRID�MODELLBEN471mely alak a fényszer¶ vektorok esetén is érvényes marad, ha a gyorsulásivektorok hosszát ilyen esetben nullának választjuk. Geodetikus görbére az
[(m◦c)(τ(la)), (m◦c)(τ(la))]+ =

(α(τ(la)))
2

(γf◦c(τ(la))

[
(n0 ◦ c)(τ(la)), (n0 ◦ c)(τ(la))

]+
,egyenl®ség azt mutatja, hogy az m ◦ c illetve n0 ◦ c vektorok ugyanolyantípusúak:

m ◦ c = sign(α(τ(la)))(n0 ◦ c).Így a Meusnier tétel a következ® alakra egyszer¶síthet®:
α(τ(la))[(n

0 ◦ c)(τ(la)), (n0 ◦ c)(τ(la)]+|If(c(τ(la)))| = IIf(c(τ(la))).Evvel ekvivalens a következ® forma:
α(τ(la)) = [(n0 ◦ c)(τ(la)), (n0 ◦ c)(τ(la)]+

IIf(c(τ(la)))
|If(c(τ(la)))|

=

= [(n0 ◦ c)(τ(la)), (n0 ◦ c)(τ(la)]+sign(If(c(τ(la))))ρ(D(f ◦ c)).Ha az érint®vektorok térszer¶ek, a normálvektorok pedig id®szer¶ek, ak-kor egy kétdimenziós altéren az
α(τ(la)) = −ρ(D(f ◦ c))függvény széls®értékei a szek
ionális f®görbületek mínusz egyszeresei. Az alap-formák homogenitása miatt ezen függvények vizsgálatát elvégezhetjük egyolyan részhalmazán a síknak, melyen az összes szükséges érték fellép. Hasz-nálhatjuk például az egységkörvonalat ilyen halmaznak. Ez kompakt ezértezen a függvény felveszi a széls®értékeit legalább két egységvektorhoz tarto-zó pontban. Ha a hiperfelület konvex is akkor a széls®értékek el®jele egyenl®,ezért a szek
ionális f®görbületek el®jele megegyezik, ahonnan látjuk, hogy aszek
ionális görbület negatív. (Vessük össze az el®z® fejezetben szerepl® konk-rét értékekkel, a képzetes egységgömb illetve a beágyazó tér egységgömbjénekesetével !)Ha a vizsgált két-dimenziós érint®sík tartalmaz két fényszer¶, és emellettpersze id®szer¶ vektorokat is, akkor a fenti függvény vizsgálatát szorítsukmeg a két egységkör (az imaginárius és a de Sitter féle) és a két fényszer¶egyenes pontjaira. Hagyjuk el a fényszer¶ vektorokhoz tartozó pontokat éshatározzuk meg a széls®értékeket a két egységkörre külön-külön. Például, haaz el®jele az α(τ(la)) és If(c(τ(la))) függvényeknek egyenl®, és a normál vektortérszer¶, akkor a szek
ionális f®görbületeknek ugyanaz az el®jele, azaz pozitívértéket adnak. Ekkor a szek
ionális görbület pozitív. (Vessük össze a de Sittergömb esetével !)



472 A FÜGGELÉK. A TÉRID�A.4.2. H+ izometriáiEgy általánosított térid® modellben a hiperfelületeket geometriai szempont-ból háromféleképpen tekinthetjük, ugyanúgy, mint az inde�nit skalárszorza-tos esetben. Tekinthetjük mint egy s.i.p. térbe szépen beágyazott struktúrát,mint di�eren
iálgeometriai értelemben vett el®-sokaságot, ahol a halmazhozautomatikusan hozzágondoljuk az érint®terek nyalábját, vagy mint egy met-rikus teret, ahol persze a metrika konkrét megadása alapul némi klasszikusdi�eren
iálgeometrián. Mindhárom esetben beszélhetünk izometriáról, attólfügg®en, hogy a felépítés mely pontján garantáljuk a végs® távolság függvényinvarian
iáját. Alapvet®en a távolság a Minkowski szorzattól függ, tehát biz-tosan invariáns lesz egy olyan leképezés mellett, mely a Minkowski szorzatot®rzi. Ez motiválja az els® de�ní
iót:A.4.3. De�ní
ió. A H hiperfelület egy lineáris izometriája egy olyan
F : V −→ V lineáris leképezés f : H −→ Hmegszorítása H-ra, amely meg®rzi a Minkowski szorzatot és H-t saját magáraképezi.Jegyezzük meg, hogy egy ilyen izometria az S altér és annak F (S) képeközött is izometriát létesít azaz ezen képaltér is egy s.i.p. tér a rá megszorí-tott Minkowski szorzatra vonatkozóan. Világos, hogy a szorzat invarian
iájaer®sebbnek t¶n® megszorítás mint a vektorok és képeik normájának egyen-l®sége. Ezen az úton azonban nem tudjuk lazítani a de�ní
iót, mert Koehlerigazolta19, hogy sima Bana
h tér egy leképezése pontosan akkor izometria,ha a s.i.p szorzatot ®rzi.Koehler azt is igazolja, hogy ha Riesz-Fis
her reprezentá
iós tétel teljesülegy normált térben, akkor minden korlátos lineáris A operátorhoz megadhatóegy AT -al jelölt általánosított adjungált leképezés, melye az

[A(x), y] = [x,AT (y)] ∀ x, y ∈ Vegyenl®ség de�niál. Ez szokásos Hilbert terekben a szokásos adjungált ope-rátort jelenti. Normált térben az adjungált leképezés nem marad lineárisde továbbra is fennmarad pár érdekes tulajdonsága. A Koehler által igazolttételek sima egyenletesen konvex Bana
h terekre érvényesek. Az egyenleteskonvexitásból következik a szigorú konvexitás. Azonban minden szigorúan19 Koehler D. O.: A note on some operator theory in 
ertain semi-inner-produ
tspa
es. Pro
. Amer. Math. So
. 30(2) (1971) 363�366.



A.4. EL�-SOKASÁGOKAZÁLTALÁNOSÍTOTT TÉRID�MODELLBEN473konvex véges-dimenziós Bana
h tér egyenletesen konvex 20 ezért a további-akhoz nekünk elegend® azt feltennünk, hogy S szigorúan konvex sima Bana
htér a rajta értelmezett s.i.p-re nézve.Igazoljuk a H képzetes egységgömb lineáris izometriáiról a következ® té-telt :A.4.2. Tétel. Legyen V általánosított térid® modell, mely S altere szigorú-an konvex, sima normált tér az s.i.i.p által indukált s.i.p.-re nézve. Ekkor
{V, [·, ·]−} szintén sima és szigorúan konvex. Legyen F T az F általánosí-tott adjungáltja a {V, [·, ·]−} s.i.p. térre nézve és de�niáljuk a J : V −→ Vinvolú
iót a J |S = id|S, J |T = −id|T egyenl®ségekkel. Ekkor az F |H =
= f : H −→ H leképezés a H+-nak pontosan akkor lineáris izometriája, hainvertálható és kielégíti az:

F−1 = JF TJ,egyenl®séget, és en-t a H+ egy pontjába képezi.Bizonyítás: Az els® állítás bizonyításához vegyük észre, hogy az
1 = [s+ t, s+ t]− = [s, s]− [t, t] = [s, s] + ‖t‖2egyenl®ség alapján a két egységgömb egyszerre sima. A szigorú konvexitáshoztekintsük a

[s + t, s′ + t′]− = ‖s+ t‖−‖s′ + t′‖−.egyenl®séget. Mivel dimT = 1, feltehetjük, hogy t′ = λt valamilyen valós
λ-ra. Azaz kapjuk a

[s, s][s′, s′] = [s, s′]2 + [t, t]([s′, s′]− 2λ[s, s′] + λ2[s, s])egyenl®séget. A Cau
hy-S
hwartz egyenl®tlenség szerint
[s′, s′]− 2λ[s, s′] + λ2[s, s] ≥

(√
[λs, λs]−

√
[s′, s′]

)2
≥ 0,és ezért

0 ≤ [s, s′]2 ≤ [s, s][s′, s′] = [s, s′]2 + [t, t]([s′, s′]− 2λ[s, s′] + λ2[s, s]) ≤ [s, s′]2,amib®l
[t, t]([s′, s′]− 2λ[s, s′] + λ2[s, s]) = 020 Wilansky, A.: Fun
tional Analysis. Blaisdell, New York 1964.



474 A FÜGGELÉK. A TÉRID�következik. Ha [t, t] = 0, akkor t = t′ = 0, és az S szigorú konvexitásából,adódik, hogy valamely valós µ > 0-val s′ = µs. Erre a µ-re s′ + t′ = µ(s+ t)is teljesül. Ezért feltehet®, hogy [t, t] 6= 0, és igaz
[s, s][s′, s′] = [s, s′]2 ugyanúgy mint ([s′, s′]− 2λ[s, s′] + λ2[s, s]) = 0.Azonban S szigorúan konvex tér. Ezért, nem nulla s-re van olyan valós µ > 0,amire s′ = µs. Azaz megint következik

0 = (µ− λ)2[s, s],ahonnan µ = λ és s′+ t′ = µ(s+ t). Használva a szigorú konvexitás szükségesés elégséges feltételét adódik, hogy a beágyazó tér is szigorúan konvex.Legyen F H+ egy lineáris izometriája. Világos, hogy a J operátor a Min-kowski szorzatot a beágyazó tér s.i.p.-jébe transzformálja. Pontosabban, tel-jesül, hogy
[v, w]+ = [v, Jw]−.Az általánosított adjungált létezik, tehát írhatjuk, hogy

[v, Jw]− = [v, w]+ = [Fv, Fw]+ = [Fv, JFw]− = [v, F TJFw]−teljesül, minden v, w vektor párra. A beágyazó tér nem-degenerált ; ezért vagya J = F TJF , vagy a vele ekvivalens F−1 = JF TJ egyenl®séghez jutunk. Az
F de�ní
iója szerint az utolsó F -re vonatkozó feltétel is teljesül.Fordítva, ha F egy olyan lineáris leképezés, ami kielégíti a tétel feltételeit,akkor ®rzi a Minkowski szorzatot. Valóban,

[Fv, Fw]+ = [Fv, JFw]− = [v, F TJFw]− = [v, Jw]− = [v, w]+.A H hiperboloidot homeomorf módon képezi magára, azaz a köpenyek kö-penybe mennek. Az utolsó feltételünk garantálja, hogy F (H+) = H+ és ezért
F a H+ egy lineáris izometriáját indukálja.A.4.1. Megjegyzés. Ahogy az el®z® tétel formulája mutatja H+ mindenlineáris izometriájának általánosított adjungáltja lineáris leképezés. Szinténfontos észrevétel, hogy a fenti tétel spe
iális esetként kiadja a hiperbolikus térizometriáiról szóló analóg tételt, elegend® s.i.i.p helyett i.i.p-t tekinteni.A második lehet®ség az izometria fogalmának bevezetésére az érint® hi-persíkok fogalmához kap
solható. Miel®tt kimondjuk a de�ní
iót értelmezzüka a hiperfelület egy f di�eomor�zmusára vonatkozó f ⋆(I) visszahúzás (pull-ba
k) leképezést, mely az érint® terek metrikáját felelteti meg egymásnak az
f leképezés segítségével.
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ió. Legyen f : H −→ H di�eomor�zmus, ekkor az els® alap-forma f szerinti visszahúzottját (pullba
k-jét) f ⋆(I)-t értelmezze a minden
v ∈ H u1, u2 ∈ T (v) hármasra teljesül®

f ⋆(I)v(u1, u2) := If(v)(Df(u1), Df(u2))egyenl®ség.A visszahúzás lényege, hogy az f szerinti képpont érint®terének metrikájáta kiindulási pont érint®terének egy f -t®l függ® metrikájába viszi. A másodikizometria fogalom ezen metrikák invarien
iáját 
élozza.A.4.5. De�ní
ió. Az általánosított térid® modell hiperfelületének valamelydi�eomor�zmusát sokaság (Minkowski-Finsler) izometriának nevezzük, ha azáltala de�niált visszahúzott leképezésre az érint®-hipersíkok metrikája invari-áns, azaz f ⋆(I)v(u1, u2) = Iv(u1, u2) teljesül minden v ∈ H és u1, u2 ∈ T (v)esetén.Belátjuk, hogy lineáris izometria egyben sokaság izometria is. A további-akban mindig feltesszük, hogy a beágyazó tér és szorzat megfelel® simasággalrendelkezik, azaz S folytonosan di�eren
iálható s.i.p. tér. Tekintsük az els®alapforma visszahúzottját a vizsgált F lineáris izometria f megszorításáravonatkozóan.
f ⋆(I)v(u1, u2) = If(v)(Df(u1), Df(u2)) = [Df(u1), Df(u2)]

+
f(v) =

= [DF (u1), DF (u2)]
+
F (v) = [F (u1), F (u2)]

+
F (v)a visszahúzás de�ní
iója és F linearitása miatt. Azonban F ®rzi a Minkowskiszorzatot, ezért

[F (u1), F (u2)]
+
F (v) = [u1, u2]

+
v = (I)v(u1, u2),ahogy azt állítottuk.Végül a harmadik lehet®ség izometria de�niálására közvetlenül az el®-sokaság szintjén nyílik. Ekkor olyan homeomor�zmust keresünk, mely köz-vetlenül a sokaság pontjainak távolságát tartja invariánsan.A.4.6. De�ní
ió. Az f : H −→ H legyen H homeomor�zmusa a metriká-ja által indukált topológiára nézve. Ha f ®rzi a H pontpárjainak az A.4.1.De�ní
ió szerinti el®-távolságát, akkor f -t H topológikus izometriájának ne-vezzük.



476 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Világos, hogy minden sokaság izometria egyúttal topológikus izometriais, hiszen ha az integrandusok megegyeznek akkor az integrálok is. Riemannilletve Finsler terek esetén a fordított állítások is teljesülnek, tehát ezen kétizometria fogalom között nin
s különbség21. Az is igazolható, hogy pseudo-euklidészi térben modellezett hiperbolikus térre mindhárom de�ní
ió ekvi-valens. Ehhez azt kell 
sak belátni, hogy minden topológikus izometria egy-úttal lineáris izometria is. A bizonyítás alapgondolata a következ®: a line-áris izometriák 
soportjának tranzitív hatását felhasználva expli
it módonmeghatározzuk a bels® metrikát a skalárszorzat segítségével. Ezen konkrétformula segítségével igazolhatjuk, hogy adott topológikus izometriának egya beágyazó vektortér alkalmas bázisán vett hatását lineárisan kiterjesztve azegész térre olyan leképezéshez jutunk, mely a teljes H halmazon megegyezika kiindulási topológikus izometriával. A mi esetünkben a gond az, hogy nemvalószín¶, hogy a lineáris izometriák 
soportja tranzitívan hatna a képzetesegységgömbön, ezért nin
s általános módszerünk a pontok távolságának exp-li
it felírására. További nehézséget jelent a lineáris kiterjesztés után annakigazolása, hogy a kapott leképezés megszorítása az egységgömbre az eredeti-leg adott izomor�zmus.Vizsgálatainkat most azzal zárjuk, hogy megadjuk az expli
it távolságformulát amellett a feltétel mellett, hogy a lineáris izometriák 
soportja tran-zitívan hat a képzetes egységgömbön, azaz H+ geometriája a lineáris izo-metriákra nézve homogén geometria.A.4.3. Tétel. Legyen V általánosított térid® modell. Tegyük fel, hogy S szi-gotúan konvex és sima, továbbá, hogy a H+ lineáris izometriái tranzitívanhatnak H+-n. Jelöljük az el®-távolságot d(·, ·)-vel. Ekkor igaz a következ®:
[a, b]+ = −ch(d(a, b)) minden a, b ∈ H+ esetén.Bizonyítás: A távolságot ®rz® leképezés geodetikust geodetikusba visz. Mi-vel a terünk homogén feltehetjük, hogy a = en. Legyen b 6= a és tekintsükaz 〈a, b〉 pontokat tartalmazó a, b vektorok által kifeszített két-dimenziós sí-kot. A s.i.i.p. megszorítása erre a síkra egy i.i.p. ; eképpen visszakaptuk a2-dimenziós pszeudo-euklidészi térbe beágyazott egydimenziós hiperbolikusgeometria esetét, ezért egy utat a-ból b-be paraméterezhetünk a következ®módon:

c(t) = sh(τ)e + ch(t)en ha t ∈ [0,1],21 Myers, S. B., Steenrod, N.: The group of isometries of a Riemannian manifold.Ann. of Math. 40 (1939), 400-416.Deng, S., Hou, Z.: The group of isometries of a Finsler spa
e. Pa
i�
 J. of Math.207/1 (2002), 149�155.



A.4. EL�-SOKASÁGOKAZÁLTALÁNOSÍTOTT TÉRID�MODELLBEN477ahol c(0) = a és c(1) = b. Egy ívnek a hossza 0-tól x-ig
x∫

0

√
ch2(τ)− sh2(τ)dτ = x,mutatván, hogy egyenl®séggel elégíti ki a háromszögegyenl®tlenséget. Követ-kezésképpen geodetikus és így megadja a és c(x) távolságát. Ugyanakkor azis világos, hogy

[a, b]+ = [en, sh(1)e+ ch(1)en]
+ = [en, ch(1)en] = −ch(1) =

= −ch(d(a, c(1)) = −ch(d(a, b)),ami állításunkat igazolja.
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A.3. ábra. Hermann MinkowskiA.5. Minkowski1908 szeptember 21.-én Minkowski Cologne-i Naturfors
her Versammlung 
.konferen
ián tartott el®adását a geometria �nagy pillanatai� közé kell sorol-nunk. Az el®adás 1920-ban megjelent angolul, Megh Nad Saha fordításában.Tisztelegve Minkowski el®tt ezen el®adást teljes terjedelmében idézzük.H.Minkowski: Tér és id®Medh Nad Saha angol fordítása alapjánUraim !Azon id® és tér fogalom, amelyet ma ki szeretnék fejteni Önök el®tt, kísérleti�zikai alapokból fejl®dött ki. Ebben rejlik az ereje. A tenden
ia radikális. Eképpena régi fogalma a térnek önmagában, és az id®nek önmagában puszta árnyékkáfog redukálódni, és 
sak valamiféle egysége a kett®nek ®rzi meg függetlenségét.IMeg szeretném mutatni, hogy juthatunk a tér és id® megváltoztatott fogal-mához, a me
hanikából kiindulva, ahogy az manapság elfogadott, tisztán mate-matika megfontolásokkal. A Newton-i me
hanika egyenletei kétszeres invarian
iát



480 A FÜGGELÉK. A TÉRID�mutatnak, (i) változatlan alakúak, ha tér-koordináták vonatkoztatási rendszeréttetsz®legesen megváltoztatjuk, (ii) amikor egyenesvonalú egyenletes mozgást al-kalmazunk rá, az id® null-pontjának helye nem játszik szerepet. Megszoktuk,hogy a geometria axiómáira mint egyszer és mindenkorra kijelölt állandókra te-kintsünk, amig ritkán tekintünk a me
hanikával kap
solatos axiómákra ugyanilyenmeggy®z®déssel, ezért ezen két invariánst ritkán tekintjük egyszerre. Mindkett®a me
hanika di�eren
iálegyenleteinek bizonyos transzformá
ió 
soportjait jelen-ti. Az els® 
soport létezésére úgy tekintünk mint a tér alapvet® jellemvonására.Inkább elhagyjuk a második 
soportot, és könny¶ szívvel arra a következtetésrejutunk, hogy a �zikai megfontolások alapján soha sem tudjuk eldönteni, hogy amegmaradó térben lehet-e végül is egyenletes mozgás. Ez a két 
soport függet-lenül létezik egymás mellet. A teljesen heterogén jellegük elrettent attól, hogymegkíséreljük komponálni ®ket. Mégis a teljes komponált 
soport ad lehet®ségetnekünk a továbbgondolkodásra.Szeretnénk a teljes kap
solatot gra�kus úton szemléltetni. Legyen (x, y, z) a térderékszög¶ koordinátarendszere és t jelentse az id®t. A felfogásunk lényege a térés id® összekap
solása. Senki sem �gyelt meg egy helyet ha
sak nem egy bizo-nyos id®pontban, és nem �gyelte meg az id®t, ha
sak nem egy bizonyos helyen.Mégis tudomásul veszem azt a dogmát, hogy az id® és tér független létez®k. Egytér-pont és egy id®-pont együttesét, azaz egy x, y, z, t négyest világ-pont-nakfogok nevezni. Ezen négyesek sokasága alkotja a világot. Négy világ-tengelyttudok rajzolni a krétával. Minden tengely gyorsan vibráló molekulákat tartalmaz,és emellett, részét képezi valamennyi földi utazásnak, módot adva elmélkedésre.A legnagyobb absztrak
ió, amit a négy tengely igényel, a matematikusok körébensemmi zavart sem okoz. Nem engedhetjük meg semmilyen tátongó rés létezését,fel fogjuk tenni, hogy minden helyen és minden id®ben létezik valami. Nem kü-lönítjük el az anyagot az elektromosságtól, ezeket egyszer¶en szubsztan
iákkénttekintjük. A �gyelmünket egy x, y, z, t világ-pontra irányítjuk és feltesszük, hogyolyan pozí
ióban vagyunk, amib®l ezt a pontot fel tudjuk ismerni minden kés®bbiid®pontban. Legyen dt a térkoordináták dx, dy, dz megváltozásához tartozó id®elem. Ekkor kapunk (mint egy képet, hogy úgy mondjam, az élet-pályáját a pont-nak), � egy görbét a világban � a világ-vonalat, azon pontok halmazát, melyeka t paraméter értékeinek mid®n azt −∞-t®l ∞ változtatjuk, félreérthetetlenülmegfelelnek. Úgy t¶nik, hogy a teljes világ ilyen világvonalakra bomlik, és énéppen eltérhetek az álláspontomtól, ha azt mondom, hogy véleményem szerinta �zikai törvények legteljesebb kifejtése ezen vonalak köl
sönös kap
solata útjánlehetséges.A tér és id® ezen fogalma szerint a t = 0 hoz tartozó (x, y, z) sokaság és a
t > 0, t < 0 oldalai szétválnak. Ha az egyszer¶ség kedvéért �xnek tartjuk a térés id® kezd®pontját, a me
hanika els® nevezett t = 0-hoz tartozó transzformá
ió
soportja megkapható mint az x, y, z-tengelyek lehetséges elforgatásai az origó



A.5. MINKOWSKI 481körül, amelyek megfelelnek a
x2 + y2 + z2kifejezés homogén lineáris transzformá
ióinak. A második 
soport azt jelenti,hogy a me
hanikai törvények kifejezéseinek megváltoztatása nélkül helyettesíthe-tünk x−αt, y−βt, z−γt, t változókat az x, y, z változók helyett, ahol (α, β, γ)tetsz®leges konstansok. Figyelemmel erre a t > 0 féltér bármely lehetséges irá-nyában felvehetjük az id®-tengelyt. Mit lehet a térbeli ortogonalitás igényévelkezdeni, az id®-tengely választás fels® féltérben való teljes szabadsága esetén?Ennek a kap
solatnak a felépítéséhez, válasszuk a c paramétert pozitívnak éstekintsük a

c2t2 − x2 − y2 − z2 = 1alakzatot.

A.4. ábra.A kétköpeny¶ hiperboloid analógiája képpen ez a t = 0 altérrel elválasztott kétrészb®l áll. Tekintsük a fels® darabot, ami a t > 0 tartományba esik és alkal-mazzunk rá egy transzformá
iót, mely az x, y, z, t változókat az új x′, y′, z′, t′változókba viszi úgy, hogy a fenti kifejezés változatlan maradjon. Nyilván a térorigót �xen tartó forgatásai ezen transzformá
iók 
soportjához tartozik. Ezentranszformá
iók teljes leírásához egy szemléletes képet társíthatunk, azon spe
i-ális transzformá
iókból, amelyeket úgy kapunk ha az (y, z) síkot változatlannaktekintjük. Rajzoljuk le az x és t tengelyek síkjával való metszetét a fels® darabnak,azaz, az c2t2 − x2 = 1 hiperbolát az aszimptotáival ( A.4 ábra).Rajzoljuk meg az OA′ sugarat, az A′B′ érint®t A′-ben, és egészítsük ki a hárompontot egy OA′B′C ′ parallelogrammává; messe továbbá D′-ben az x-tengelyta B′C ′. Ha az új tengelyeink Ox′, OA′ és az egységet OC ′ = 1 OA′ = 1
cösszefüggésnek megfelel®en választjuk, akkor ugyanez a hiperbola kifejezhet®

c2t′2−x′2 = 1 t′ > 0 formában is és a kapott transzformá
ió az általunk vizsgáltakegyike. Tetsz®leges térbeli ponthoz és id®beli zérus-ponthoz 
satolva egy ilyenkarakterisztikus transzformá
iót egy c-t®l függ® transzformá
ió 
soportot kapunk,amelyet Gc-vel fogunk jelölni.



482 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Tartsunk most c-vel végtelenhez. Ekkor 1/c a nullához tart és az ábra alapjánészrevehetjük, hogy a hiperbola az x-tengelyre simul, az aszimptoták szöge pe-dig egyenesszöggé válik, és minden egyes transzformá
ió a határátmenet soránváltozik, hogy a t-tengelynek minden lehetséges felfelé mutató iránya lehet és
x′ egyre inkább megközelíti x-t. Visszaemlékezve erre világos, hogy a Newtonime
hanikához tartozó teljes 
soport éppen Gc a c =∞ választás mellett áll el®.Ebben a helyzetben, és mivel Gc matematikai szempontból intelligensebb mint
G∞, egy matematikusnak, a képzelet szabadságával, az a gondolata támadhat,hogy a természeti jelenségek invarian
iával rendelkeznek nem 
sak a G∞ 
so-portra de a Gc 
soportra vonatkozóan is, ahol c véges, mégha rendkívül nagy is aszokásos mér® egységhez viszonyítva. Egy ilyen prekon
ep
ió rendkívüli gy®zelemaz elméleti matematika számára.Ugyanakkor meg fogom jegyezni, hogy mely c érték esetén tudjuk meggy®z®nektartani az invarian
ia igazságát. c helyébe a szabad tér c fénysebességét fogjukhelyettesíteni. Annak érdekében, hogy elkerülhessük a tér és vákum fogalmakrólvaló beszédet, vehetjük ezt a mennyiséget mint az elektromosság elektrosztatikusés elektro-mágneses egységeinek arányát.A következ® módon tudjuk a természeti törvények Gc transzformá
ió-
soportravonatkozó invarian
iájának jellegét de�niálni.A természeti jelenségek összességéb®l, magasabb approximá
ióval következtetnitudunk egy (x, y, z, t) koordinátarendszerre, amire vonatkozóan, a jelenséget de-�niált törvények reprezentálják. Ez a koordinátarendszer nem egyértelm¶en meg-határozott a jelenség által. A Gc transzformá
ió-
soportra vonatkozóan, mindenlehetséges módon megváltoztatjuk a koordinátarendszert, de a természeti törvé-nyek mégse fognak változni.Például, az el®bbi ábrához kap
solódva, t′-t id®nek hívhatjuk, de akkor a szük-ségképpen hozzákap
solódó tér az (x′yz) sokaság kell, hogy legyen. A �zikaitörvények az x′, y, z, t′ paraméterekkel vannak kifejezve � és a kifejezés ugyanazmint az x, y, z, t paraméterek esetén. Tekintettel erre, a világban nem 
sak egyterünk lesz, hanem sok, � analóg módon azzal, ahogy a három-dimenziós térbenvégtelen sok síkot találunk. A három-dimenziós geometria a négy-dimenziós �zi-kának egy fejezete lesz. Most már észrevehetjük, hogy miért mondtam az elejénhogy ez az id® és tér puszta árnyékká válik és egy világunk lesz, ami önmagábanteljes. IIFelmerül most a kérdés, � milyen következményekhez vezet minket a térr®l ésid®r®l alkotott szemlélet változása, nin
senek-e ezek ellentmondásban a meg�-gyelt jelenségekkel, végül jelent-e el®nyt a természeti jelenségek leírásában?Miel®tt a részletezésbe kezdenénk, egy igen fontos megjegyzést kell tennünk.Tegyük fel, hogy valamilyen módon individualizáltuk a teret és az id®t; ekkor egy
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t tengellyel párhuzamos világ-egyenes egy sta
ionárius pontnak felel meg; egyvilág-egyenes, ami ferde a t-hez képest egy egyenletesen mozgó pontnak; és egyvilág-görbe felel meg egy tetsz®legesen mozgó pontnak. Képzeljünk el egy világ-egyenest, amely valamely x, y, z, t világ-ponton halad keresztül ; ha azt találjuk,hogy párhuzamos az OA′ hiperbola sugár vektorral, akkor be tudjuk vezetni az
OA′ vektort egy új id®-tengelynek, és az új id® és tér fogalomra nézve az anyaga tekintett pontban nyugalomban van. Felállítjuk a következ® axiómát:Alkalmasan választott id® és tér koordináták mellett egy adott (de tetsz®lege-sen választott) világ-pontban létez® anyagot nyugalomba lev®nek tekinthetünk.Ezen axióma azt jelenti, hogy egy világ-pontban a

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2kifejezés mindig pozitív vagy ekvivalens módon, minden V sebességnek c-nélkisebbnek kell lennie. c eképpen a fels® határa lesz az anyag sebességének éseképpen adódik egy mély jelent®sége a c mennyiségnek. Els® benyomásra, ez azaxióma kielégíthetetlennek t¶nik. Nem szabad elfelejteni, hogy 
sak egy módosí-tott me
hanikát fogunk tekinteni, amiben a négyzetgyöke a fenti di�eren
iálnaka tér és id® egy kombiná
iója, így azok az esetek, amiknél c-nél nagyobb a se-besség nem játszanak szerepet, ugyanúgy mint valamilyen képzetes koordináta ageometriában.Az indítéka és az igazi mozgató ereje annak, hogy a Gc transzformá
ió 
soportotfeltételezzük, az a tény, hogy vákuumban a fény terjedésére vonatkozó di�eren-
iál egyenlet rendelkezik a Gc transzformá
ió 
soporttal. 22 A másik oldalról,a merev testek elmélete bármilyen értelemben 
sak a G∞ 
soporttal rendelke-zik me
hanikai rendszerben. Ha most van egy fénytanunk egy Gc 
soporttalés vannak ugyanakkor merev testeink is, könnyen látható, hogy a t irányt úgykell de�niálni a két hiperboloid tartományhoz, hogy közös legyen a G∞ illetve
Gc 
soportokhoz, ami egy további következményhez vezet, nevezetesen alkalmasmerev laboratóriumi eszközök használatával, változást tudunk érzékelni a termé-szeti jelenségekben, amikor a föld mozgása haladási irányához képest különböz®irányításokat tekintünk. De minden erre irányított er®feszítés, még a Mi
helson-féle interferen
ia-kísérlet is negatív eredménnyel zárult. Annak érdekében, hogymagyarázatot találjon erre az eredményre H. A. Lorentz felállított egy hipotézist,mely gyakorlati összegzése a Gc 
soport fénytanra vonatkozó invarian
iájának.Lorentz felteszi, hogy minden anyag hosszában 1 :

√
1− v2

c2
arányban rövidül ahaladási irányában.Ez a hipotézis elég fantasztikusnak t¶nik. Az összehúzódás nem az éter ellen-állásának következményeképpen képzelend® el, hanem mint az ég egy ajándéka,22 Ennek a ténynek a lényegi alkalmazása az W. Voigt. Göttinger Na
hr. 1887, p.41helyen megtalálható.



484 A FÜGGELÉK. A TÉRID�mint egyfajta állapot, amely a mozgás állapotának kísér®je.Az ábrámon meg fogom mutatni, hogy Lorentz hipotézise ekvivalens a tér ésid® új kon
ep
iójával. Ezt most érthet®bben is kifejtjük. Tegyük fel, az egy-szer¶ség kedvéért, hogy (y, z) nin
s és �gyelmünket egy két-dimenziós világrafordítjuk, amiben a t-tengellyel párhuzamos jobb-fels® sáv egy nyugalmi álla-potot reprezentál és egy másik a t-tengellyel ferdeszöget bezáró másik sáv egyegyenletesen haladó testet, aminek konstans a térbeli kiterjedése (lásd A.4. áb-ra). Ha OA′ a második sávval párhuzamos, tekinthetjük t′-t a t tengelynek és
x′-t az x-tengelynek, ekkor a második test lesz nyugalomban és az els® haladegyenletesen. Tegyük fel a továbbiakban, hogy az els® nyugalomban lev® test lhosszúságú, azaz a PP metszete az els® sávnak az x-tengely felett l · OC, ahol
OC az x-tengely irányában vett egység � és a második test, amikor nyugalom-ban van ugyanilyen l hosszú, jelentvén, hogy a Q′Q′ metszete a második sávnakaz x′ tengely irányában l · OC hosszú. Ezekben a testekben, elképzelhetünk kétLorentz-elektront, melyek közül az egyik nyugalomban van a másik egyenletesenhalad. Ha az eredeti koordinátarendszerre gondolunk, a második elektron kiterje-dése a sáv QQ metszetével adott, mely az x-tengely irányában van mérve. Mivel
Q′Q′ = l ·OC ′ ezért QQ = l ·OD′. Ha dx

dt
= v, könny¶ számítással adódik, hogy

OD′ = OC

√
1− v2

c2
és így PP

QQ
=

1√
1− v2

c2

,alátámasztva a Lorentz-i hipotézist az elektronok mozgással kap
solatos össze-húzódásáról. Ugyanakkor, ha a második elektront tekintjük nyugalmi helyzet¶-nek, és az (x′, t′) rendszerben tekintve az OC ′-vel párhuzamos P ′P ′ metszetethossznak, azt találjuk, hogy az els® elektron ugyanavval az aránnyal rövidült amásodikhoz képest, azaz
P ′P ′

Q′Q′ =
OD

OC ′ =
OD′

OC
=
QQ

PP
.Lorentz a t′ kombiná
ióját (t-nek és x-nek) az egyenletesen mozgó elektron lo-kális idejének (Ortszeit) nevezte, és a �zikai konstruk
ióját ennek az elvnek akontrak
ió-hipotézis jobb megértéséhez használta. Azonban világos, hogy egyelektron ideje ugyanolyan jó más elektron számára is, azaz t, t′ id®ket ekvivalens-nek kell tekintenünk, ahogy azt Einstein állította. 23 Megmutatta, hogy az id®fogalma teljesen és egyértelm¶en létrehozott a természeti jelenségek által. De atér fogalmához, sem Einstein sem Lorentz nem jutott el, valószín¶leg azért, merta fent-említett spe
iális transzformá
iók mellett, amelyekre az (x, t) illetve (x′, t′)23A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 1905, p. 891; Jahrb. d. Radioaktivität u. Elektronik4, 1907, p. 411.



A.5. MINKOWSKI 485síkok megegyeznek, el®fordulhat, hogy az x-tengely valamiképpen konzerválódika kiindulási pozí
iójában.Fel tudjuk építeni a tér fogalmát hasonló módon, még ha ez méginkább fantasz-tikusnak is t¶nik.Ezekre a fogalmakra tekintettel, a �Relativitás-Posztulátuma�, mely megalkotó-dott a G 
soportbeli invarian
ia igényének alapján, kevéssé t¶nik hatékonynak a
Gc 
soport illetve további folyamatok vizsgálata szempontjából. Mivel a posztu-látum értelmében a négy-dimenziós világ adott id®ben és térben a jelenségei által,de a vetítés térben és id®ben bizonyos szabadsággal kezelhet®, jobban szeretnémezen állítást az �Abszolút világ Posztulátumának� [Világ-Posztulátum℄ tekinteni.IIIA világ-posztulátum segítségével a világ-pontok x, y, z, tmeghatározó mennyi-ségeinek egy új felépítése lehetséges. Ezáltal azon formákat, amelyekb®l a �zikaitörvények következnek, érthet®bbé tesszük, ahogy azt mindjárt látni fogjuk. Min-denekel®tt, a gyorsulás fogalma válik élesebbé és világosabbá.Megint geometriai módszert használunk a kifejtéshez. Hívjunk egy O pontot a�Tér-id®-zérus-pontjának�. A

c2t2 − x2 − y2 − z2 = 0kúp két O 
sú
sú részb®l áll az egyikre t < 0 a másikra t > 0 teljesül. Az els®,amelyet el®re-kúpnak nevezünk tartalmazza azokat a pontokat, amelyekb®l O-ba fényt lehet küldeni, a második, amelyet hátra-kúpnak nevezünk tartalmazzaazokat a pontokat, amelyekbe fény érkezhet O-ból. Azon tartomány melyet azel®re-kúp határol az O el®re-része, és a hátra-kúp tartománya az O hátra-része(lásd A.5. ábra).

A.5. ábra.Az O hátra kúpja tartalmazza az általunk már vizsgált
F = c2t2 − x2 − y2 − z2 = l, t > 0



486 A FÜGGELÉK. A TÉRID�hiperboloid tartományt. A két kúp tartomány közötti rész kitölthet® a
−F = c2t2 −−x2 − y2 − z2 = k2hiperboloidokkal, ahol k2 minden lehetséges pozitív értéket felvesz. Az ábránfekv® O 
entrumú hiperbolák fontosak számunkra. A világosság kedvéért az ágaitezen hiperboláknak �O-
entrumú bels® hiperboláknak fogjuk nevezni. Egy ilyenhiperbola ág, amikor világ-vonalnak gondoljuk, egy olyan mozgást reprezentál,amely sebessége a t = −∞ illetve t = ∞ id®pillanatokban megközelíti a fénysebességét.Ha a szokásos vektorok analógiájaként irányított szakaszt rendelünk az x, y, z, tmennyiségekhez, akkor meg tudunk különböztetni id®szer¶ vektort, amely O-bólaz F = 1, t > 0 pontjaiba mutat, és térszer¶ vektort, amely O-ból a −F =

= 1 pontjaiba mutat. Az id®-tengely bármely id®szer¶ vektorral párhuzamoslehet. Bármely világ-pont az el®re illetve hátra kúpokban jelenthet egy O-valszinkronizált referen
ia rendszert, amely O-nál korábbi vagy kés®bbi. Az el®rerészek világpontja korábban volt, a hátra részé kés®bb volt mint O. A c = ∞határátmenet megfelel annak, hogy az el®re illetve hátra kúpok közötti ék formájútartományt a t = 0 sokaságra lapítjuk. Az ábránkon ezt a keresztmetszetetszándékosan más szélességgel rajzoltuk.Bontsunk fel egy O-ból (x, y, z, t)-be men® vektort komponenseire. Ha két vektoregyikének az iránya megegyezik az OR sugár ve
tor irányával, ahol R az ±F =
= 1 egy pontja és a másik iránya pedig ezen felület valamely RS érint®vektorá-val párhuzamos, akkor a vektorokat mer®legesnek nevezzük. Megfelel®képpen az
(x, y, z, t), (x1, y1, z1, t1) vektorok mer®legességének a feltétele komponensekbenaz

c2tt1 − xx1 − yy1 − zz1 = 0egyenlet.A vektorok különböz® irányokban való méréséhez, az egységet rögzítsük a kö-vetkez® módon; � térszer¶ vektor egységnyi ha a −F = 1 felületre mutat, ésid®szer¶ vektor ha az O-ból az F = 1, t > 0 felület pontjába mutat, akkor legyen
1/c hosszú.Fordítsuk �gyelmünket egy anyagi pont világ-vonalára ami az (x, y, z, t) pon-ton halad keresztül ; ekkor követve a világvonal haladását, feleltessük meg a
(dx, dy, dz, dt) id®szer¶ vektornak a

dτ =
1

c

√
c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2mennyiséget. Egy �x P0 ponttól egy változó P pontig véve a τ =

∫
dτ integrált,nevezzük ezt a P0 ponton áthaladó anyagi pont világ-vonalához tartozó �valódi-idejének�. Az OP vektor (x, y, z, t) komponenseit tekinthetjük, mint a valódi τ



A.5. MINKOWSKI 487id® függvényeit ; ekkor a τ -ra vonatkozó els® (ẋ, ẏ, ż, ṫ) illetve második (ẍ, ÿ, z̈, ẗ)di�eren
iál-hányadosokat hívjuk a P anyagi pont sebesség illetve gyorsulásvektorának. Azonnal adódik, hogy
c2ṫ2 − ẋ2 − ẏ2 − ż2 = c2

c2ṫẗ− ẋẍ− ẏÿ − żz̈ = 0

}azaz a sebességvektor P -nél id®szer¶ egységnyi hosszúságú vektor a gyorsulás-vektor P -nél pedig egy a sebességvektorra mer®leges vektor, így minden esetbentérszer¶ vektor.Ahogy az könnyen látható, van egy hiperbola, mely harmadrendben érintkezik avilág-vonallal P -ben és aszimptotái alkotói egy el®re-kúpnak és egy hátra-kúpnak.Ezt a hiperbolát a P -beli �görbületi hiperbolának� nevezzük (lásd A.6. ábra).

A.6. ábra.HaM a középpontja, akkor úgy tekinthetünk rá, mint egyM 
entrumú közbees®hiperbolára. Legyen ρ az MP vektor hossza, ekkor a gyorsulás vektor P -nél egy
MP irányú c2/ρ hosszú vektor.Ha ẍ, ÿ, z̈, ẗ eltünnek, akkor a P -beli görbületi hiperbola egyenes, ami a világvo-nalat P -ben érinti és ρ =∞. IVAnnak igazolásához, hogy a �zikai törvényekre vonatkozó Gc 
soport feltételnem vezet semmilyen ellentmondásra, szükségszer¶ megérteni a teljes �zikát ezen



488 A FÜGGELÉK. A TÉRID�
soportfeltételek alapján. A revízió szeren
sésen megtörtént a �Termodinamikaés Sugárzás� 24, �Elektromágneses jelenségek� 25 és végül � Me
hanika a tömegfogalmának a fenntartásával� 
. m¶vekben.Ezen utóbbi fejezetében a �zikának a következ® kérdést lehet tárgyalni : legyen egyer® az az (x, y, z, t) világpontban a a tér tengelyek irányában vett X, Y, Z kom-ponensekkel adva, az (ẋ, ẏ, ż, ṫ) sebesség vektor mellett. Hogy tekintsük az er®t,ha a referen
ia rendszert minden lehetséges módon megváltoztatjuk? Ismert,hogy vannak jól-ellen®rzött tételek elektromágneses terekben fellép® pondero-motive er®kr®l, ahol a Gc 
soport kétségtelenül megengedhet®. Ezek a tételeka következ® egyszer¶ szabálynak tesznek eleget ; ha referen
ia rendszert bár-hogy megváltoztatjuk, akkor a tekintett er®ket úgy kell az új tér-koordinátákbaner®ként felírni, hogy a megfelel® vektor, aminek koordinátái
ṫX, ṫY, ṫZ, ṫT,ahol

T =
1

c2

(
ẋ

ṫ
X +

ẏ

ṫ
Y +

ż

ṫ
Z

)változatlan marad (az arány a világ-pontban m¶ködik). Ez a vektor mindig mer®-leges a P -beli sebesség-vektorra. Egy ilyen P -ben reprezentált er®-vektort, P -belimozgó er®-vektornak nevezünk.A P ponton keresztülhaladó világ-vonal egy anyagi pont által van leírva, ami-nek a me
hanikai tömege m. Nevezzük a P -beli sebesség-vektor m-szeresétimpulzusvektornak és a P -beli gyorsulásvektor m-szeresét a P -beli mozgás er®-vektorának. Tekintettel ezen de�ní
iókra, a következ® törvény írja le, hogy egymozgó er®-vektor hatására miként mozog a tömegpont26.A mozgás er®-vektora megegyezik a mozgó er®-vektorral.Ez a kijelentés négy egyenletet jelent a négy komponens irányaiban, amelyek közüla negyedik levezethet® az els® háromból, mivel az említett vektorok mer®legeseka sebesség vektorra. A T de�ní
iójából láthatjuk, hogy a negyedik nem más,mint az �Energia-törvény�. Úgy de�niáljuk a tömegpont kinetikus-energiáját,hogy c2-szer tekintjük az impulzusvektor komponenseit a t-tengely irányában.Ekkor ennek a kifejezése
mc2

dt

dτ
=

mc2√
1− v2

c2

,24 M. Plan
k, Zur Dynamik bewegter Systeme, Berliner Ber. 1907, p. 542 (also Ann.d. Phys. 26, 1908, p. 1).25 H. Minkowski, Die Grundglei
hungen für die elektromagnetis
hen Vorgänge inbewegten Körpern, Göttinger Na
hr. 1908, p. 53.26H. Minkowski, l.
. p. 107. � see also M. Plan
k, Verh. d. Physik. Ges. 4, p. 136, 1906



A.5. MINKOWSKI 489azaz, ha kifejezzük az mc2 additív konstansot, visszakapjuk a Newtoni me
ha-nika 1
2
mv2 kifejezését egy 1/c2 rend¶ szorzótól eltekintve. Eképpen látjuk, hogyaz energia a referen
ia rendszert®l függ. Azonban a t-tengely minden id®szer¶vektor irányában elképzelhet®, eképpen az energia törvény egybes¶rítí, bármelyreferen
ia rendszer esetén, a mozgás egyenletrendszerek teljességét. Ez a ténykülönösen jelent®s a c =∞ határesetben, amikor a Newtoni me
hanika axioma-tikus felépítését adja, ahogy erre T.R.S
hütz 27 rávilágított.A kezdetekben a tér és id® egységeit úgy választottuk meg, hogy a fény sebességeváljon egységnyivé. Ha a t helyébe √−1t = s változót helyettesítjük, akkor adi�eren
iál kifejezés

dτ 2 = −(dx2 + dy2 + dz2 + ds2)

x, y, z, s-ben szimmetrikus alakot ölti ; ez a szimmetria megjelenik minden tör-vényben, ami nem mond ellent a világ-posztulátumnak. Ennek a posztulátumnaka lényegét beöltöztethetjük a következ® misztikus, ámde matematikailag szigni-�káns formulába:
3 · 105km =

√
−1Se
.VA világ-posztulátum felírásából fakadó el®nyt semmi sem illusztrálja olyanfeltün®en, mint azok a kifejezések, amelyek egy a Maxwell-Lorentz elméletnekmegfelel® mozgású pontszer¶ töltések köl
sönhatásainak kifejtéséb®l adódnak.Tekintsük a világvonalát egy ilyen (e) töltéssel rendelkez® elektronnak, és ve-zessük be a τ kiszámított �Valós-idejét� tetsz®leges lehetséges kiindulási pontravonatkozólag. Az elektron által egy P1 pontban létrehozott mez® meghatározá-sához konstruáljuk meg a P1-beli el®re-kúpot P1-ben (lsd A.5. ábra jobb oldala).Világos, hogy a végtelen világ-vonalat ez egyedül a P pontban metszi, mivel ezekaz irányok mind id®szer¶ vektorok. P -nél rajzoljuk meg a világvonal érint®jét, és

P1-b®l az erre bo
sátott mer®legest. Legyen r a P1Q hossza. Az el®re-kúp de�-ní
iója szerint, r/c ekkor számítható a PQ mértékeként. A P1 világ-pontban az
e elektron által gerjesztett mez® vektor-poten
iálja a PQ vektor irányába muta-tó e/r hosszúságú vektor x-,y-,z-tengelyek irányában fellép® tér-komponenseivelvan reprezentálva; a skalár-poten
iál ugyanezen vektor t-tengely irányában fellé-p® komponense. Ez az A. Lienard és E. Wei
hert 28 által talált elemi törvény.27 J. R. S
hütz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie. Göttinger Na
hr.1897, p. 110.28A. Liénard, Champ éle
trique et magnétique produit par une 
harge 
on
entrie enun point et animée d'un mouvement quel
onque, L'É
lairage éle
trique 16 (1898),p. 5, 53, 106; Wie
hert, Elektrodynamis
he Elementargesetze, Ar
h. néerl. (2), 5(1900), p. 549.



490 A FÜGGELÉK. A TÉRID�Az elektron mezejében a fenti módon felvázoltak alapján az elektromos és mág-neses er®kre való felbontás relatíve, és az id® tengely választásától függ; a kéter® együtt tekintve valamiféle analógiát mutat a me
hanikai er®-nyomaték párral,mégha ez az analógia tökéletlen is.Most leírjuk a ponderomotive er®t, mely egy mozgó elektron által egy másik moz-gó elektronra gyakorolt hatás. Tegyük fel, hogy a második elektron-pont világ-vonala a P1 ponton halad keresztül. Határozzuk meg P -t, Q-t és r-et ugyanúgymint az el®bb és szerkesszük meg a P -beli görbületi hiperbola M középpont-ját, és azon MN-re mer®leges egyenest, mely P -n keresztül halad és QP1-elpárhuzamos. A P pontban létrehozhatunk egy referen
ia rendszert a következ®módon: a t-tengely legyen PQ, az x-tengely a QP1-el párhuzamos. Az y-tengelyazMN-irányába mutasson, és a z-tengely automatikusan meghatározódik, mintaz x-,y-,t-tengelyekre mer®leges egyenes. Legyen ẍ, ÿ, z̈, ẗ a gyorsulás-vektor
P -ben, ẋ1, ẏ1, ż1, ṫ1 a P1-beli sebesség vektor. Ekkor az e elektron által a má-sodikra vonatkozóan létrehozott P1-beli er®-vektor, (minden lehetséges mozgásesetén), reprezentálható a

−ee1
(
ṫ1 −

ẋ1
c

)
Rvektorral. Az Rx, Ry, Rz, Rt komponensek között a következ® relá
iók állanakfenn:

cRt −Rx =
1

r2
, Ry =

ÿ

c2r
, Rz = 0és a vektor mer®leges a P1-beli sebességvektorra, ami miatt ezen utóbbi sebes-ségvektortól való függése is felmerül.Ha összevetjük ezt a kifejezést az elemi törvényb®l adódó korábbi, a mozgóelektronok egymásra való ponderomotive hatásáról szóló formulával 29, akkornem tudunk mást tenni, mint elismerni, hogy az itt fellép® relá
iók a lényegüketalkotó els®rend¶ egyszer¶ségükben négy dimenzióban lépnek fel, nem pedig abbana három dimenzióban, ahová vetített képük igen komplikált.A me
hanikában a világ-posztulátum alapján történ® reformá
ió, eltünteti aNewtoni-me
hanika és az elektrodinamika között fennálló zavaró diszharmóni-át. Tekintsük most a Newtoni hatás törvényének helyzetét erre a posztulátumratekintettel. Fel fogjuk tenni, hogy két m illetvem1 tömeg-pont a világ-vonalukkalvan leírva; és a mozgó er®-vektor, amit m generált hat m1-re, ekkor a kifejezésugyanaz mint az elektronok esetében, 
sak a −ee1 szorzó a +mm1 szorzóra 
se-rél®dik. Azt a spe
iális esetet tekintjük, amikor a gyorsulás-vektora m-nek zéró;ekkor t bevezethet® oly módon, hogy m �xnek tekinthet®, az m1 mozgása 
sak29K. S
hwarzs
hild, Göttinger Na
hr. 1903, p. 132. - H. A. Lorentz, Enzykl. d. math.Wissens
h., Art. V, 14, p. 199.



az m mozgó-er® vektorából származik. Ha most ezt a vektort (1/c2 helyett 1-tírva) módosítjuk a
ṫ−1 =

1√
1− v2

c2kifejezéssel, azt kapjuk, hogy a Kepler törvény30 
sak a t1 id® minden id®-pillanatában teljesül az m1 tömegre annak x1, y1, z1 pozí
iójában, ezért le kellírnunk m1 τ1 valódi idejét. Ezen egyszer¶ megjegyzés alapján látható, hogy ajavasolt hatás törvény a Newtoni me
hanikával együtt nem kevésbé alkalmasaz asztronómiai jelenségek leírására, mint a Newtoni hatás törvény a Newtonime
hanikával kombinálva.A mozgó testre vonatkozó elektro-mágneses alapegyenleteknek a világ-posztulá-tumra való kifejtésével ugyanez a helyzet. Meg fogom mutatni egy kés®bbi al-kalommal, hogy ezen egyenletek levezetését, ahogy Lorentz tanította, egyáltalánnem kell feladni.A tény, hogy a világ-posztulátum kivétel nélkül teljesül, úgy hiszem, ez az iga-zi lényege a világ elektromágneses képének; az elképzelés el®ször Lorentz általmerült fel, a lényegét Einstein ragadta meg, és most fokozatosan és teljesenmegvalósult. Az id® el®rehaladtával, a matematikai következmények fokozatosanlevezet®dnek, és hamarosan elegend® javaslat fog születni a posztulátum kísérle-ti igazolásához; így még azok is, akiknek nem rokonszenves, vagy fájdalmasnaktalálják a régi, hagyományos kon
ep
iók elvetését, bele fognak nyugodni a térés id® új fogalmába, � azon esély miatt, hogy ez elvezet a tiszta matematika ésme
hanika közötti harmónia megteremtéséhez.

30H. Minkowski, l.
., p. 110. 491



Radnóti Miklós: Nem tudhatom...

Nem tudhatom, hogy másnak e tájék mit jelent,
nekem szülőhazám itt e lángoktól ölelt
kis ország, messzeringó gyerekkorom világa.
Belőle nőttem én, atörzsből gyönge ágamint f
s remélem, testem is majd e földbe süpped el.
Itthon vagyok. S ha néha lábamhoz térdepel
egy-egy bokor, nevét is, virágát is tudom,
tudom, hogy merre mennek, kik mennek az uton,
s tudom, hogy mit jelenthet egy nyári alkonyon
a házfalakról csorgó, vöröslő fájdalom.
Ki gépen száll fölébe, annak térkép e táj,
s nem tudja, hol lakott itt Vörösmarty Mihály,
annak mit rejt e térkép? gyárat s vad laktanyát,
de nékem szöcskét, ökröt, tornyot, szelíd tanyát,
az gyárat lát a látcsőn és szántóföldeket,
míg én a dolgozót is, ki dolgáért remeg,
erdőt, füttyös gyümölcsöst, szöllőt és sírokat,
a sírok közt anyókát, ki halkan sírogat,
s mi föntről pusztitandó vasút, vagy gyárüzem,
az bakterház s a bakter előtte áll s üzen,
piros zászló kezében, körötte sok gyerek,
s a gyárak udvarában komondor hempereg;
és ott a park, a régi szerelmek lábnyoma,
a csókok íze számban hol méz, hol áfonya,
s az iskolába menvén, a járda peremén,
hogy ne feleljek aznap, egy kőre léptem én,
ím itt e kő, de föntről e kő se látható,
nincs műszer, mellyel mindez jól megmutatható.

Hisz bűnösök vagyunk mi, akár a többi nép,
s tudjuk miben vétkeztünk, mikor, hol és mikép,
de élnek dolgozók itt, költők is bűntelen,
és csecsszopók, akikben megnő az értelem,
világít bennük, őrzik, sötét pincékbe bújva,
míg jelt nem ír hazánkra újból a béke ujja,
s fojtott szavunkra majdan friss szóval ők felelnek.

Nagy szárnyadat borítsd ránk virrasztó éji felleg.
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Utószó helyett...Mid van ugyanis, amit nem kaptál volna?Pál apostol : 1. Kor. 4,7

A.7. ábra. Pas
al dolgozikMert mi végre is az ember? Semmi a végtelenséghez, minden asemmihez viszonyítva, közép a semmi és a minden között.B.Pas
al : Gondolatok
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Deus fe
it omnia in pondere, innumero, et mensura.
Blaise Pas
al : De l'Esprit géométrique
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