0.1. Egyenesek kolcsonos helyzete a térben

0.1.1. Abszolit gondolatok

0.1.1. Lemma. A hdromszog kézépvonala a hozzatartozo alap felénél nem hosszabb.
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1. abra. Tétel a kozépvonalrol

Bizonyitas. Az ABC haromszog FiF, kozépvonalara, vetitsiik merdlegesen az
A, B, C pontokat, igy adédnak az A", B', C' pontok. Az AA'F,, CC'F} illetve BB'F5,
CC'F, haromszogpéarok egybevagésiga alapjan 2|FyFy| = |A'B’| teljesil (lsd. 1
abra). Az AA’, BB’ egyeneseknek kozos merdlegese A’ B’ mig az AB szakasz egy Sac-
cheri négyszog szemkozti alapja, azaz a ?Lemma szerint |[AB| > |A'B'| = 2|F1 F5|.
(]

0.1.1. Definicié. A P pont a térben egyenesvonali egyenletes mozgdst végez,
ha helyzetét eqy P(t) : R — R3, leképezés irja le, ami rendelkezik a kovetkezd két
tulajdonsdggal:

1, a P(t) pontok kollinedrisak,

2, minden ¢ € RT pozitiv valds szdm és tetszdleges t € R valds szdm esetén

|P(0)P(ct)| = [ P(0)P(1)]

0.1.2. Lemma. A_P és Q) pontok az abszolit térben egyenesvonali egyenletes mozgdst
végeznek. Ekkor a PQ(t) szakasz hossza az eltelt t iddnek folytonos, konvex figguénye.
Ha egyenestk kitérd, a vizsgdlt fligguény szigorian konvex.

Bizonyitas. A folytonossag kozvetlen kovetkezménye a haromszog egyenlotlenségnek
és definici6 masodik feltételének. Ezért az altalanos konvexitasi feltétel helyett
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2. dbra. A transzverzalis fiiggvény konvexitasa.

elegend6 a felezépontokra vonatkozé konvexitasi feltételt igazolni. Tekintsiik eh-
hez a t = 0,1,2 idépillanatokat és a megfelels P(0), P(1), P(2), Q(0),Q(1),Q(2)
kollinedris pontharmasokat. Igazolnunk kell, hogy 2|P(1)Q(1)| < |P(0)Q(0)] +
|P(2)Q(2)]. Legyen a P(0) pont tiikorképe @Q(1)-re P’ (Isd. 2 dbra). Ekkor
|P(0)Q(0)] = |P'Q(2)] a megfeleld haromszogek egybevigésiga miatt, és igy a
haromszogegyenlStlenség szerint |P(0)Q(0)|+|P(2)Q(2)| = |P'Q(2)|+|P(2)Q(2)| >
|P'P(2)|. Ugyanakkor a P(0)P(2)P’" haromszogre alkalmazva ?Lemmat, kapjuk,
hogy |P'P(2)| > 2|P(1)P(2)|, ami éppen az &llitdst jelenti. A szigoru konvexitds a
haromszogegyenlotlenségnek az adott szituacidéban nem elfajulé voltabdl kovetkezik.
O

A tétel bizonyitasa elott jegyezziik meg, hogy egy a teljes szimegyenesen értelmezett

pozitiv folytonos szigoruan konvex f fliggvényre a kovetkezo esetek fordulhatnak el6:

lim f(t) =c< o0 és tlim f(t) =00

t——o00

lim f(t) = o0 és 1tlim f(t) =c< o0

t———00
. lim f(t) = tlim f(t) = 0.

Az els6 két esetben az egyértelmii minimum hely csak a kibévitett szamegyenesen
létezik a harmadik esetben ez a valds szamegyenesiink szokasos kozonséges pontja.

0.1.1. Tétel. Abszolut tér nem eqysiki egyeneseinek van egyértelmi kézos merdlegese,
a két metszéspontot 0sszekotd szakasz az 0sszekoto szakaszok kozil a legrovidebb. Ezt
nevezzik a két eqyenes normdaltranszverzalisanak.

Bizonyitas. Legyen két egyenestink a és b. Tiikrozziik a pontjait rendre a b egye-
nesre. Vildgos, hogy a tiikdrképek egy a’ egyenes pontjait adjék. Az a egyenesen



végezzen az A(t) pont egyenesvonali egyenletes mozgast. Ennek merdleges vetiilete
b-n legyen B(t), mig tiikorképe b-re legyen A’(t). Ekkor egybevdgd haromszogek
Osszehasonlitdsaval azonnal adédik, hogy A’(t) szintén egyenesvonali egyenletes
mozgdst végez. (Ugyanezt nem tudjuk elmondani B(t)-rél is!) Igy alkalmazhatjuk
a f(t) : t — |A(t)A'(t)| figgvénylinkre a 7 Lemmat. Sziikséges még igazolnunk,
hogy ha a és b kitér6 egyenesek, akkor f(t) fliggvény hatérértékei a két végtelenben
végtelen. A szimmetria miatt elegend6 igazolnunk, hogy thlnw f(t) = oco. Ehhez

vizsgaljuk az A(t)A'(t) szakasz helyett a fele akkora A(t)B(t) szakasz hosszat. Le-
gyen b egyenesen keresztiilhaladé A(0) ponton athaladé stk 5. Az a egyenes illetve
A(t) pont mer6leges vetiilete 8-n legyen a” illetve A”(t). Az a, a” egyenespéar metszé
igy konnyen lathatéan 1tliﬁmoo |A(t)B(t)| > tE}noo |A(t)A” ()| = oo.
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3. abra. A metsz0 egyenesek exponencialisan tavolodnak.
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4. abra. A normaéltranszverzalis a legrovidebb 0sszekot6 szakasz.



(Metsz6 egyenespérra az allitds leolvashaté az 3 abrardl.) A tétel elotti esetek koziil
tehat a harmadik teljesiil igy az f(t) fiiggvénynek van egy egyértelmiien létez6 mini-
mum helye ¢y = 0. Ezek szerint az A(0)B(0) szakasz a és b egyenesek legrovidebb b-re
merdleges Osszekotd szakasza. Tegyiik fel, hogy a-ra nem merdleges. Ekkor a B(0)a
sikban B(0) pontbdl a-ra bocsatott merdleges egy rovidebb B(0)A(1) sszekdtd sza-
kaszt eredményezne. Ennél viszont az A(1) metszéspontbdl b-re bocsatott meréleges
A(t1)B(t) szakasz rovidebb, ami nem lehet, igy A(0)B(0) merdleges a-ra is. Mivel
to egyértelmi a normaltranszverzélis is az. (Lasd 4 abrat.)
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