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Definicié

p(l‘) = apz" + anflwn_1 +...+ta1x+ap

polinom foka: n (feltéve a,, # 0)
jelolése: degp =n

a,, f6egyiitthatéd

ap konstans tag

Specialis esetek:

p(x) = 0 nullpolinom (deg = —oo vagy —1)

p(x) = ¢ konstans polinom (deg = 0 feltéve, hogy ¢ # 0)
p(x) = azx + b linearis polinom (feltéve a # 0) (deg = 1)

Polinom nullhelye vagy gydke: az az x¢ szam, melyre p(z¢) = 0.

Algebra alaptétele:

Minden legalabb els6foki polinomnak van gyoke a komplex szamok
korében.

Azaz egy n-edfokd polinomnak n darab gydke van a komplex szamok
korében multiplicitassal szamolva.



Polinomosztas
Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok Ggy, hogy

f(x) =q(x)g(x) +r(z),  degr <degy.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Analégia: maradékos osztés: pl. 25-6t maradékosan osztjuk 3-mal:
25 =8-3+ 1: a maradék (1) mindig kisebb, mint az oszt6 (3).

Példa: f(z) =22 +32° + 222 + Tx — 10 és g(z) = 2® —z + 2

22t + 325 4+ 222 + T2 — 10 = (222 + 52 — 1) (2 — x + 2) + (—4a — 8)

Specialis eset: g(x) = & — a els6foka polinom, akkor r(x) = ¢ konstans:

f(x) = q(@)(x—a)+c
Ha z helyébe a-t helyettesitiink, akkor f(a) = g(a)(a — a) + ¢, azaz
fla)=c. A c=0eset

(kis) Bézout-tétel:
Ha egy polinomnak gydke egy a szam, akkor az (x — a) kiemelhet6 beléle.



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bxr + 3 =(z-2)



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

¥ 4+ 322 — Bxr + 3 =(x-—2)(z?
3 — 222



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

¥ 4+ 322 — Bxr + 3 =(x-—2)(z?
3 — 222

522 — 5z



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

x> + 322 — 5x + 3 =(x-2)(z?+5x
x> - 222
522 — bz

522 — 10z



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

x> + 322 — 5x + 3 =(x-2)(z?+5x
x> - 222

507 —  bx

522 — 10z

5¢ + 3



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

¥ 4+ 322 — Bxr + 3 =(x—-2)(z®+5r+5
3 — 222
502 — 5w
5022 — 10z
°or + 3

52 — 10



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

¥ 4+ 322 — Bxr + 3 =(x—-2)(z®+5r+5
3 — 222
5022 — 5z
522 — 10z
5z + 3
5 — 10

13



Egy példa

Példa: f(z) = 23 + 322 — 5z + 3 és g(x) = x — 2 polinomok osztasa

2 + 322 — Bxr + 3 =(r—-2)(2>+5r+5)+13
3 — 222
5022 — 5z
522 — 10z
5z + 3
5 — 10
13

Tehat a maradék 13.



Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa



Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

22+ 323 — 222 + Tx — 10 = (2% -z +2)(



Még egy példa
Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

221 4+ 323 — 222 + Tz — 10 = (2? —z+2)(22?
2z — 223 +  4a?




Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

221 4+ 323 — 222 + Tz — 10 = (2? —z+2)(22?
2z — 223 +  4a?
52 — 627 + Tz




Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

2zt 4+ 323 — 222
2¢t — 223 4 422
5x5 — 622
523 —  Bz?

+

_|_
_|_

Tx

Tx
10z

10 = (2% —z +2)(222 + 5z



Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

2zt 4+ 323 — 222 Tx
2¢t — 223 4 422

5x5 — 622 Tx

523 —  Bz? 10x

x° 3x

10 = (2% —z +2)(222 + 5z

10



Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

220+ 323 - 222 + Tz — 10 =(2?-2+2)(222 +5z -1
2t — 223 4+  42?
5z — 6z2 4+ Tz
523 — 5z + 10z
x? - 3xr — 10
-2 + x — 2




Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2

polinomok osztasa

22t + 323 — 22?2 + Tx
2¢t — 223 4 422

5z — 6z2 4+ Tz

523 — 5z + 10z

x? - 3x

—z? + x

10 =(@?—z+2)(222 +52—1

—4x



Még egy példa

Példa: f(z) = 22* +32% — 222 + Tr — 10 &s g(z) = 22 —x + 2
polinomok osztasa

220+ 323 — 222 + Tz — 10 = (22 —2+2)(22% + 5z — 1)+
2z — 223 +  4a? + (—4z —8)
525 — 622 + Tz
502 — 5z 4+ 10z
z? - 3z — 10
22 + r — 2
—4x — 8

Tehat a maradék —4z — 8.



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t + 228 - T+ 8 — 1= (z+1)



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t o+ 228 - T+ 8 — 1=(z+1)(3
4 3



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t o+ 228 - T+ 8 — 1=(z+1)(3
4 3

- r -
T2



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t + 228 — T+ 8 — 1=(z+1)(z3+22
zt + a3
z° 722




Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t + 228 — T+ 8 — 1=(z+1)(z3+22
zt + a3

z° 722

- 22




Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t o+ 228 - T+ 8 — 1l=(@+1)(23+22-82
zt + a3
z° 722
- 22
82?2 + S8z




Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t o+ 228 - T+ 8 — 1l=(@+1)(23+22-82
¢ + 28
z° T2
- 22
827 4+ Sz
—8z2 — 8z

16z — 1



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2+ 228 - T+ 8 — 1=(r+1)(23+22—-8x+16
4+ 28
z° T2
P 22
—8z2 + 8z
822 — 8z
16z — 1

16z + 16



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2+ 228 - T+ 8 — 1=(r+1)(23+22—-8x+16
4+ 28
z° T2
P 22
—8z2 + 8z
822 — 8z
16z — 1
16z + 16

17



Mar feladat

Példa: f(z) = 2% +22% — 722 + 8x — 1 és g(x) = x + 1 polinomok osztésa

2t 4+ 228 — 72 + 8
4+ 28

z° T2
P 22

—8z2 + 8z

822 — 8z

16x

16z

+

1= (z+1)(z3+ 2% -8z +16)—17

16
17



Gyokok multiplicitasa

A p(x) polinom a gybkének multiplicitasa m, ha (z — a)™ kiemelhetd
p-bél, de (x — a)™* mar nem (m-szeres gyok).

Példaul: p(x) = 23 + 222 + z polinomban a —1 hanyszoros gydk?
P2t tr=(r+1)(2*+2)=(2+1)(z+ Dz = (z +1)%z,

azaz kétszeres gyok (m = 2).

Gyoktényezés alak:
Ha a p(x) n-edfokd polinom f&egyiitthatéja a,, és gydkei z1, zo, ..., zk,
melyek multiplicitdsa mq,mo, ..., my, és ezek dsszege n, akkor

p(x) =an(x —x1)™ (. —29)™2 ... (x — )™



Tétel a racionalis gydkokrdl

A p(z) = apz™ + an_12" 1 + ...+ a12 + ag egész egyiitthatés polinom
% racionalis gydkeire (p, ¢ egészek és relativ primek) teljesiil, hogy
p osztja ap-t és q osztja a,-et.

Bizonyitas: Ha = = g gyok, akkor

p\" p\" p
an <) + an_1 () +"'+a17+a0:0
q q q

anp"™ + @n_1p" g+ o+ aipg™ "t + agg™ = 0.

oszthaté g-val

Igy a,p™ oszthaté g-val, igy a,, is (p, ¢ relativ prim).
Hasonléan p osztja ag-t.

Specialis eset: a,, = 1, ekkor az 6sszes racionalis gyok egész (¢ = +1), és
az ag konstanstag osztdja.



Gyokkeresés

Keressiik meg az 2 + 622 + 10x + 3 polinom gydkeit!
g g

El6szor keresiink egy racionalis gyokot, amit kiemelve egy masodfokd
polinomot kapunk, melynek a megoldéképlettel meghatarozzuk a gyokeit.

Lehetséges gyokok a 3 osztéi: —3,—1,1,3.
Ezeket behelyettesitgetve ©1 = —3 gyok (t6bbi nem).
Ekkor az (z + 3)-at kiemeljiik:

23+ 622 +10x +3 = (z +3)(2? + 3z + 1)
Végiil az 22 + 3z + 1 = 0 masodfok( egyenletet megoldjuk:

-3+v9—-4 -3+5
2 2

Ta3 =

Tehat a gydksk: —3, =315 =3-v5



