19. el6adas

Feltételes szélséérték

Horvath Marton

BME, Matematika Intézet, Geometria Tanszék

2021. aprilis 27.



Bevezets feladat

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + y2 + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.

Ha 22 4 y? = 1, akkor a fiiggvény:

fle,y) =142y —1=2y

Y
Az 22 + 92 = 1 feltételbsl az is —
kovetkezik, hogy —1 <y <1, igy
a figgvény minimuma —2, -
a fliggvény maximuma 2.

Feltételes szélséérték:
Egy tdbbvaltozés f: R™ — R filiggvény szélssértékeit keressiik egy g: R — R¥
fiiggvény nullhelyein.



Lagrange-fliggvény

Az f(x,y) fuggvény lokalis szélsGértékeit keressiik a g(z,y) = 0 feltétel mellett.
Ekkor tekintsiik az
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)

Lagrange-fiiggvényt, ahol A a Lagrange-multiplikator.

Tétel (lokalis szélséérték létezésének sziikséges feltétele):

Ha az f: R? — R fiiggvénynek az (xq, o) € R? pontban lokalis széls6értéke
van a g(z,y) = 0 feltétel mellett, akkor a megfelel6 pontban az F(z,y, A)
figgvény mindharom parcialis derivaltja 0.

Megjegyzés:

F{(x,y,\) = g(z,y) eltiinése pontosan a feltétel.



Elégséges feltétel

Tétel (lokalis szélséérték létezésének elégséges feltétele):
Ha a Py(xo,yo) kdrnyezetében az f(x,y) fliggvény masodik parcialis derivaltjai
léteznek, és folytonosak, tovabba egy (xq, yo, Ag) harmasra

Fr (20,90, Mo) = Fy (20,90, Ao) = Fi(x0,0,A0) =0 (stacionarius pont)

és
Fi (20,90, A0)  Fyy (@0, 90, Ao)  Fy\ (%0, Y0, Ao)
EFy (0,90, A0)  Fyy (20,90, Xo)  Fy\(T0,Y0, Ao) | =
(0,90, X)) FY, (20, Y0, Ao) (20, Y05 Ao)
F. (20,90, o) F’(x » Y0, A0) 9y (%o, Yo)
= Fyx(%,yo,/\o) (0,90, M) gy(T0,y0) | =
95 (%0, Yo) g; o, Yo) 0

= 2F,, (20, Y0, X0) 9% (0, Y0) 9, (x0: yo) — Fy, (20,90, Ao)gh (0, y0)* —
— F/.(0,90, 20) gy (%0, y0)*

» pozitiv, akkor lokalis maximuma van
» negativ, akkor lokalis minimuma van

a Py(xo,yo) pontban az f(x,y) fliggvénynek a g(z,y) = 0 feltétel mellett.



Példa

Keressiik meg az f(x,y) = 6x + 8y — 10 fliggvény szélsGértékeit az
% 4 y? = 25 feltétel mellett!

A g(z,y) = 2% +y? — 25, és igy
F(z,y,\) = 6z + 8y — 10 + M\(z* + y* — 25)

A parcialis derivaltjai:

Fl(z,y,A) =6+ X2z =6+2\z éz:’%:%

8 4
'(z = N == = —— = — —
Fj(z,y,A) =8+ X-2y =8+ 2)\y S y=—o7 =3

Fi(z,y,A) =2 +y* — 25

Az utolsé egyenletbe helyettesitve:

() () -

25
A==1

lgy © = 3, és y = F4. Tehat a stacionarius pontok: (—3, —4,1) és (3,4, —1).



Példa folytatasa

A masodrend( parcialis derivaltak:

FN ($ y7 ) - 2)‘
Fl(z,y,\) =6+ 2\z Ey (x,y,\) =
Fy(z,y,\) = 842Xy = Ej@,(w Y, A) = 2A
F)/\(xaya/\):x2+y2_25 (Q? Y, )_Q.I
Fy(z,y,A) =2y
Igy a Hesse-determinans:
20 0 2z
0 2\ 2y |=—8z2\—8y%)\,
2¢ 2y O

ami a (—3,—4,1) pontban negativ, igy itt lokalis minimum van,
mig a (3,4, —1) pontban pozitiv, igy itt lokalis maximum van.
Az adott feltétel mellett a fiiggvény

(lokalis) minimuma: f(—3,—4) = —60,

(lokalis) maximuma: f(3,4) = 40.



Mennyi a maximuma zy-nak, ha =z + y = 107



Feladat
Mennyi a maximuma zy-nak, ha =z + y = 107

f(z,y) =y
g(z,y) =z +y—10

A pacialis derivaltak:

Fy(z,y, ) =y + A =y=-A
Ey(z,y,\) =z + X =>x=-\
Fl(z,y,\) = +y — 10 = A+ (=A\)—10=0

A= =5, ésigy x = y = 5. Azaz egyetlen stacionarius pont van: (5,5, —5).
Hesse-féle determinans:

=2>0

= o
=
O~ =

Tehat az (5,5) pont lokélis maximumhelye a fliggvénynek az adott feltétel
mellett. A maximum értéke: f(5,5) = 25.



