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Aszimptotak

Az aszimptota olyan egyenes, melyet a fliggvény grafikonja tetszélegesen
megkozelit.

Ez haromféle lehet:
> fliggbleges aszimptota

» vizszintes aszimptota

» ferde aszimptota



Fliggbleges aszimptota

Az f(x) fuggvénynek fliggbleges aszimptotédja van az xo pontban, ha

lim f(z) = £oo, esetleg csak az egyik oldali hatarérték.

T—rTo

Ekkor az x = z( egyenletii egyenes az aszimptota.

Példak:
Az f(x) = — fiiggvénynek az o = 0

pontban fﬁgg6|eges aszimptotaja van.

Egyenlete: z = 0.
1
Az f(z) = w22 figgvénynek az

o = 2 pontban fiiggbleges
aszimptotaja van.
Egyenlete: x = 2.

A




Vizszintes aszimptota

Az f(x) fiiggvénynek vizszintes aszimptotdja van, ha t+oo-ben a hatarértéke egy
véges szam.

Ha xgr—ir-loc f(x) = a, akkor az y = a egyenletii egyenes a vizszintes aszimptota a
+oo-ben.

A —oo-ben hasonléan definialjuk. Y
Példak: 37
Az f(x) = e” fiiggvénynek az y =0 2

egyenes vizszintes aszimptotaja a M/ x

—oo-ben. 3 2 1 1 2 3

: 2%
Az f(z) = o) fliggvénynek a

hatarértéke a végtelenben:
. 22
lim — = lim — =2,
z—oo x4+ 1 z—o0 14 o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ T

[\

igy az y = 2 egyenletii egyenes a -6 —4 -2 2 4 6
vizszintes aszimptotdja a +oo-ben.
A —oo-ben hasonléan ugyanez az egyenes.



Ferde aszimptota

Az f(x) fiiggvénynek ferde aszimptotaja van, ha a fiiggvénygrafikon az
y = ax + b egyeneshez ,simul” a végtelenben.

Az a és a b egyiitthatok kiszamitésa: Y
a= lim M
r—oo I

b= GEILH;O (f(z) — ax)
A —oo-ben hasonléan szamithato.

Ha valamelyik hatarérték nem létezik
vagy végtelen, akkor nincs ferde
aszimptota.

Az a értékét gyakran a
L'Hospital-szabaly segitségével
szamolhatjuk ki:

, /
a= lim F@) v lim Flo) lim f/(x)
r—o00 I T—00 T —00



Ferde aszimptota — példak

2¢2 — 6 4
Az f(z) = % figgvény ferde aszimptotéi



Ferde aszimptota — példak

2¢2 — 6 4
Az f(z) = oo brtd figgvény ferde aszimptotéi
x
. fl@ . 22%—6o+4 . 222 —6x+4
a= lim —= = lim —%— = lim — =
r—o00 I T — 00 T T—00 €T

4
= lim (26+2)2
T—00 €T €T

b= lim (f(z) —az)= lim <2m2—6:c+42x> =

T —00 T—00 T
222 — 4 — 222 - 4 4
T kT S (—6+>:—6
T—00 x T—00 x T—00 €T

Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = 2z — 6.
Hasonléan a —oo-ben is.

Az f(x) = 2? fiiggvény ferde aszimptotai



Ferde aszimptota — példak

2¢2 — 6 4
Az f(z) = oo brtd figgvény ferde aszimptotéi
x
. fl@ . 22%—6o+4 . 222 —6x+4
a= lim —= = lim —%— = lim — =
r—o00 I T — 00 T T—00 €T

4
= lim (26+2)2
r—00 xT T

b= lim (f(z) —az)= lim <2m2—6:c+42x> =

r—00 r—00 €T

222 —6x 44— 222 —6x +4
= lim = =

= lim — lim (—6—1— 4> =—6
T —00 €T T —00 €T T—00 T

Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = 2z — 6.
Hasonléan a —oo-ben is.

Az f(x) = 2? fiiggvény ferde aszimptotai

o fl) 2
a= lim —= = lim — = lim x = 400,
T—00 I T—00 I T—00

tehat ebben az esetben nem létezik ferde aszimptota.



Feladat

Milyen aszimptotai vannak az f(z) = va2 + 1 fliggvénynek?



Feladat

Milyen aszimptotai vannak az f(z) = va2 + 1 fliggvénynek?
Fiiggdleges aszimptotaja nincs (mindeniitt értelmes és folytonos).
A hatarértéke:
lim f(z)= lim V224 1= 400,
T—Fo0 T—Fo0
igy csak ferde aszimptotaja lehet.
o) _ py, VT

a= lim lim = lim 4/1+ —
r—oo I T—00 T—r00 g;2

b= h_)m f(z) —ax = li_)rn Vat+l—z=
Va2 +1
— hm(,/x2+1,x)u:

T—00 Vaz+ 1+

i 2 +1— 22 T 1 0
= mm — = Il — =

m~>oo,/x2+1+x T—00 xg_‘_l_i_x

Igy az aszimptota egyenlete a +o0o-ben y = x.



Feladat — folytatas

A —oo-ben hasonléan szdmolhatunk,
de figyelni kell az eléjelekre:

. flx . 2 +1

a= lim — = lim — =

rT——00 I T——00 T
A /Z'2 + 1 A/ 1 =+ x%
= lim —— = lim ——=-1

T——00 —|fE| T——00 —1

b= lim f(z)—ar= lim Va2+1+z=
r——00 T——00

2171
(VAT e
@——00 Vaz+1l-—z
I 241 — 22 I 1 0
= lim ————= lim —— =
zo—00 /g2 +1—x wo-co/pZ4+1—z

Igy az aszimptota egyenlete a —oo-ben y = —z.



Konvexitas

Egy K C R? halmaz konvex, ha barmely P,Q € K pontra a P(Q) szakasz teljes
egészében benne van a K-ban.

Az f: D; — R fiiggvény (D; C R) az

[a,b] C Dy intervallumon konvex, ha a
grafikonja feletti tartomany konvex:

{(z,y) eR* |z € [a,b] és y > f(x)}

Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) az
[a,b] C Dy intervallumon konkav, ha a
grafikonja alatti tartoméany konvex:

{(z,y) eR?* |z € [a,b] &s y < f(x)}




Ekvivalens tulajdonsagok a konvexitasra

Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) az [a,b] C Dy intervallumon pontosan
akkor konvex, ha

» minden z,y € [a,b]-re az Yy
(z, f(2)) és az (y, f(y)) pontokat -
Osszekotd szakasz a grafikon felett
van, azaz 1
a x ¥y b
Af(@)+(1=A)f(y) = fAz+(1-N)y) y
mlr.l.den ,)\ € [O,_l]—re. o _ /
> a fliggvénygrafikon az érint6 felett
halad, azaz :
a To b
f(@) = f(wo) + f'(xo)(x — x0)
minden x, g € [a, ] esetén. y\ e
> az érint8 meredeksége, azaz f’(x) —
monoton né az [a, b ‘ ‘
intervallumon. a b

> f"(x)>0 az [a, ] intervallumon.



Ekvivalens tulajdonsagok a konkavitasra

Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) az [a,b] C Dy intervallumon pontosan
akkor konkav, ha

» minden z,y € [a,b]-re az Yy
(z, f(x)) és az (y, f(y)) pontokat
sszekots szakasz a grafikon alatt /ﬁ
van, azaz — —
a x v b
M (@)+(1=Nf(y) < fAa+(1-A)y) y
minden A € [0, 1]-re.
> a fliggvénygrafikon az érinté alatt ~ \
halad, azaz ‘ : ‘
a o b
f(@) < (o) + f'(zo)(x — x0)
minden x, g € [a, ] esetén. Y
> az érinté meredeksége, azaz f'(x) ~ > ~
monoton csokken az [a, D] ‘ -
intervallumon. a b

> f"(z) <0 az [a,b] intervallumon.



Inflexiés pont

Az f: Dy — R fiiggvény (Dy C R) xo € Dy pontja inflexiés pont, ha a
fliggvény xo-ban differencidlhatd, és a fliggvény xo-ban konvexitast valt, azaz
el6tte konkav, utana konvex vagy forditva.

Formalisan: van olyan ¢ > 0, hogy Y
[xo — d, xg]-ban konkav és
[0, zo + d]-ban konvex vagy forditva.

Példa: o
A sin z fliggvénynek a 7 egész szam( tobbszordsei az inflexiés pontjai.

Tétel:
Ha az z inflexi6s pont, akkor f”(z¢) = 0. /
Ez visszafelé nem feltétleniil igaz: M \/jﬂ

fla)=a"
f'(z) = 4a°
f"(x) = 122" igy f"(0) =0,

de a 0 nem inflexi6s pont (a fliggvény mindeniitt konvex).




Példa

1
Az f(z) = - fliggvény konvexitasa.

3 4
1 2
flz) = - 1
fa) =
1! 2
f(@) = P

A masodik derivalt sehol sem 0, igy
nincs inflexiés pont.

A masodik derivalt el6jelébél leolvashatjuk a konvexitast:
‘ z <0 ‘ 0 ‘ O0<z
7 mel +
f | konkav | n. é. | konvex




Feladat

Az f(z) = 2" — 23 — 32% + 22 + 3 fiiggvény konvexitasa.



Feladat

Az f(z) = 2" — 23 — 32% + 22 + 3 fiiggvény konvexitasa.

Kiszamoljuk a fiiggvény masodik derivaltjat:

flz)=a* — 23— 322 422+ 3

Yy
f(z) = 42® — 32 — 62+ 2
f(x) =122% — 62 — 6
A masodik derivalt nullhelyei:
f'(x) =0
1222 — 62 —6 =10 i 1
202 —x—1=0 2
(D) EV(-1)2—4-2-(-1) 10 1+£3 1
F12= 2.2 IR
A masodik derlvalt eIOJeIebol Ieolvashatjuk a konvexitast:
z<-i] -1 | -l<cz<i 1 1<z
f7 + 0 — 0 +
f konvex | inf. pont konkav inf. pont | konvex




