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Pontbeli folytonossag

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény folytonos az zy € Dy pontban, ha a
fliggvény hatarértéke és a fliggvény értéke megegyezik xo-ban:

Jim f(2) = f(xo)
Ekvivalens definicio:
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény folytonos az zy € Dy pontban, ha minden
€ > 0-hoz létezik § > 0, hogy |z —x¢| < ¢ esetén x € Dy és |f(x) — f(zo)| < e.
Hasonléan egyoldali folytonossag:
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény jobbrdl folytonos az zy € Dy pontban, ha
Jim f(z) = f(zo).
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény balrdl folytonos az xy € Dy pontban, ha
im f(z) = f(xo)
Ha egy fliggvény egy pontjaban jobbrdl és balrdl is folytonos, akkor folytonos
abban a pontban.
Példak:
f(z) = [z] fliggvény az egész helyeken jobbrdl folytonos, de balrél nem.
f(z) = \/x figgvény a 0-ban csak jobbrol folytonos.



Tételek

A hasonlé hatarértékes tételekbdl:
Tétel:

Egy adott z¢ pontban folytonos fiiggvények Gsszege, kiilonbsége, szorzata és
hanyadosa (feltéve, hogy a nevezé nem 0) is folytonos az xy pontban.

Tétel:

Ha a g fliggvény folytonos z-ban és f fiiggvény folytonos a g(z¢)-ban, akkor
f o g is folytonos xg-ban.



Fliggvények folytonossaga

Altalaban egy f: Dy — R (D; C R) fiiggvény folytonos, ha minden o € Dy
pontban folytonos.

Az f: [a,b] — R fiiggvény folytonos, ha minden z € (a,b) pontban folytonos,
és a-ban jobbrdl, b-ben balrél folytonos.

Példak:

z,2?, |z],e”, sinz, L folytonosak.

[x] figgvény csak az egész pontokon kiviil folytonos.

A Diriclet-fiiggvény sehol sem folytonos.

Téetel:

Ha az f fiiggvény szigorian monoton és folytonos, akkor az f~! inverz létezik
és folytonos (és monoton).



Feladat

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alabbi fliggvény folytonos

legyen.
20+1, ha0<z<2

f(z) = a, haz =2
22+1, haz>2

A fliggvény az z # 2 pontokban folytonos.
Az x = 2 pontban:

lim f(z)= lim 2z+1)=5

r—2— r—2—
. T 2 _ .

lim f(z) =5

A fiiggvény pontosan akkor folytonos = = 2-ben, ha 111% fl@) = f(2).
r—r
Tehat az kell, hogy a = f(2) = 5 legyen.



Még egy feladat

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alabbi fliggvény folytonos

legyen.
cosxz, haxz<0
f(x)_{3:c+a, haz>0



Még egy feladat

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, hogy az alabbi fliggvény folytonos

legyen.

fz) = cosz, haz<0
| 3xr+a, haz>0

A fliggvény az x # 0 pontokban folytonos, tovabba 0-ban jobbrdl folytonos.
Az z = 0 pontban a bal oldali hatarértéke:

lim f(z) = lim cosz =1
z—0— r—0—

Igy az kell, hogy 1 = f(0) = a legyen.



Szakadasi pontok

Haegy f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény egy zo € D pontban nem folytonos,
akkor az x( szakadasi pont.

Osztalyozasuk:
» megsziintethetd szakadas
> ugras (elséfaja) szakadas
» szingularis (masodfaja) szakadas



Megsziintethetd szakadas

Az xzy pontban megsziintethet$ a szakadas, ha az xg-beli fliggvényérték
médositasaval (esetleg értelmezésével) folytonossa tehetd a fliggvény.
Azaz xg-ban létezik véges hatarérték, de az nem egyezik meg a fliggvényértékkel.
Példak:

27 +1, hao<z<?2
> f(z) = 3, ha z =2

22+1, haz>2

Ha f(2) = 3 helyett f(2) =5, akkor folytonos.

1, ha z # 2
nincs értelmezve, ha x =2

x—2

Ha 2-ben értelmezziik 1-nek a fiiggvényt, akkor folytonos.

>f(x)=x_2—{

x? — 3z x—1)(z—

Mivel hm1 fl@) = liml(x —2) = —1, igy ha 1-ben —1-nek értelmezziik, akkor
T— T—
folytonos.



Ugras szakadas

Az o pontban ugrés szakadas van, ha létezik és véges a jobb és bal oldali

hatarérték, de nem egyezik meg:

lim f(z) #

r—xTo—

Példak:

» Egészrész fiiggvény egész helyeken.

2c+1, hao<z <2
>f(x):{ 22 haz >2

lim f(z) = hm (2x—|—1) 5

T—2—

> A szignum (el6jel) fiiggvény O-ban:
1, haz>0
sgn (z) = 0, haz=0
1

, haz <0
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Szingularis szakadas

A szakadas szingularis, ha legalabb az egyik oldali hatarérték nem létezik vagy
létezik, de végtelen.

Példak: 5ty
L' ha 0
>f(gg):{g(g) haﬁi()
y /\

x

)
oz
1

in (1
o= =) 1!

Ekkor lim f(x) nem létezik.
z—0+4



Korlatos, zart intervallumon folytonos fliggvények

Tétel:
Az f: [a,b] — R folytonos fiiggvény korlatos, azaz létezik k, K € R, hogy

k < f(z) < K minden z € [a, b]-re.
Lényeges, hogy az értelmezési tartomany zart intervallum, pl: f(z) = % a (0,1]

intervallumon nem korlatos.

Weierstrass-tétel:
Az f: [a,b] — R folytonos fiiggvény felveszi a minimum és maximum értékét,
azaz van olyan «, 8 € [a, b], hogy

fla) < f(z) < f(B) minden z € [a, b]-re.

A zart intervallum itt is lényeges, pl: az f(z) = «x fliggvényt csak a (0,1)
intervallumon értelmezve nincs megfelels o, 8 (0,1 ¢ (0,1)).



Korlatos, zart intervallumon folytonos fliggvények

Bolzano-tétel:

Az f: [a,b] — R folytonos fiiggvény az f(a) és f(b) kdz6tt minden értéket
felvesz, azaz ha f(a) <y < f(b) vagy f(b) <y < f(a), akkor létezik olyan
z € [a,b] hogy f(x) =

A folytonossag lényeges, mert pl. az egészrész fiiggvény nem veszi fel az 3
értéket.

Bolzano és Weierstrass tételének kdvetkezménye:
Korlatos, zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvény a minimuma és a
maximuma koz6tt minden értéket felvesz. Azaz:

Az f: [a,b] — R folytonos fiiggvényhez van olyan a, 8 € [a, ], hogy
» minden z € [a,b]-re f(a) < f(z) < f(B), és
> f(a) <y < f(B) esetén van olyan x € [a, b], hogy f(x) =



