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Bevezet6 mese: sebességmérés

Meg szeretnénk mérni a pillanatnyi sebességiinket.
Ha csak az id6t és a helyzetiinket tudjuk mérni, akkor mit tehetiink?

Megmeérjiik, hogy egy rovid utat mennyi id6 alatt tesziink meg, és e kett6
hanyadosa a sebességiink (pontosabban atlagsebességiink).

Minél rovidebb utat mériink, annal pontosabban kapjuk meg a pillanatnyi
sebességet.



Differenciahdnyados

Az f: Dy — R ((xo — 6,20 + ) C Dy C R) fiiggvény x-hoz tartozé
differenciahdnyadosa
f(zo 4+ h) — f(z0)

Fﬂco(h) = h s

ahol 0 < || < 4.
Ez a szel6k meredeksége.
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Differencidlhanyados

Az f: Dy = R ((xzo — 6,20 + J) C Dy C R) fiiggvény x(-hoz tartozé
differenciadlhanyadosa (vagy derivaltja)

lim Fyy (h) = lim &R = f@0) @) = fwo),

h—0 h—0 h T—T0 T — T

Jelslése: f'(xq), f(xo), %(Jﬁo) vagy % , stb.

Ha az f fliggvénynek létezik a differencidlhdnyadosa az xg pontban,
akkor az f fiiggvény differencialhaté/derivalhaté/diffhat6 az ag-ban.

Az f fliggvény differencialhatd, ha az értelmezési tartomanyanak minden
pontjaban differencialhaté.

Egy differencialhatéd f fiiggvény derivalt figgvénye:

f/Z o — f/(.%‘o).



Egy példa

Legyen f(x) = 22 fiiggvény.
Differenciahdnyadosa az xy pontban:

f(wo+h) = flxo) _ (wo+h)*—af  af+2xoh+h* —af

2 2
2t

A differencidlhanyadosa:
p L L _
(o) = ;1113% Fpo(h) = ’lllir%)@xo + h) = 2.

Igy az f fiiggvény derivalt fiiggvénye az o — 2z fiiggvény.

Ezt igy is irhatjuk:
(xQ)/ = 2z.



Még egy példa

Legyen f(x) = sinx fuggvény.



Még egy példa
Legyen f(x) = sin« fiiggvény. Differenciahanyadosa az z pontban:

Fu(h) = flzo+h) — f(xo) _ sin(zg + h) — sin(xg) _

h h
sin(zp) cos h + cos(zg) sin h — sin(zg)
= . =
_sin(xo)(cos h — 1) + cos(x) sin h
N h

A differencidlhanyadosa:

sin(zg)(cosh — 1) +cos(xg)sinh

}lbii% F,,(h) = lim

h—0 h
o —9sin? (L sin h
= }lll_% sm(xo)?(” + cos(xo) =
. . . (R sin(%) sinh
= }lllg% — sin(zg) sin <2> : + cos(zo) =

= —sin(zg) - 0+ 1 4 cos(zg) - 1 = cos(xg).

Tehat (sinz) = cos .




Néhany derivalt

(cosz) = —sinz
, 1
(tg ) (cosx)?
() =0
() =1
(1’2)/ =2z
(xn)/ _ nxn—l
() ="




Egyoldali derivaltak

Jobb oldali derivalt z¢-ban: lim F, (h).
h—0+
Bal oldali derivalt zo-ban: lim F, (h).
h—0—
Példa: f(z) = |z|.
Differenciahanyadosa xg = 0-ban:

Fo(h):f(0+h)*f(0) _lo+n]—o| |h|{ _17 ha h> 0

h h h 1, hah<0
Ennek h = 0-ban nincs hatarértéke, de Y
van jobb és bal oldali hatarérték: 27

lim Fy(h) =1
h—0+

i Fot) =1




Kapcsolat a folytonossaggal

Tétel
Ha egy fiiggvény egy x( pontban differencialhaté, akkor az 2y pontban

folytonos a fiiggvény.

Visszafelé nem igaz, pl. az abszolutérték-fiiggvény a 0-ban.



Erinté

Az f fliggvény grafikonjanak érint&je az xg pontban az (xzo, f(x¢)) ponton
atmend, f'(xp) meredekségli egyenes, melynek egyenlete:

y = f(zo) + f'(x0) - (x — 20)

Példa:
Irjuk fel az f(x) = x? fiiggvény y
érint6jét az o = 1 pontban. 2
f(@) =2z, igy f'(1) =2.
Masrészt f(1) =1, igy 1+
y=1+4+2(z—1) azaz
y=2x—1




Feladat

Irjuk fel az f(x) = tg (z) fiiggvény érintsjét az 29 = 0 pontban.



Feladat

Irjuk fel az f(x) = tg (z) fiiggvény érintsjét az 29 = 0 pontban.

1
(2) = ——, igy f'(0) = 1.
£'@) = for 80 10) )
Masrészt f(0) = 0, igy 20
y=0+1(z —0) azaz 11
y=um.




Linearis atfogalmazas

Az f: Dy = R ((zo — 0,29+ 0) € Dy C R) fiiggvény az x( pontban
differencialhaté, ha van olyan A € R szam és egy (z) fliiggvény, melyre igaz,
hogy
f(@) = f(zo) + A~ (x — z0) + £(2) - (x — o),
ahol lim e(z) = 0.
r—rxo
A derivalt értéke ekkor az A szam.

Tehat a fliggvény:
f(@) = f(zo) + f'(x0) - (x — x0) + () - (x — x0) .

érint§ hibatag

Flwo) | —_
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