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Bevezetd mese: Q (\/§)

Q(v2) ={a+b\/5‘a,be(@} CR
Ha a; + bl\@, as + bQ\/i cQ (\@), akkor
(a1 + b1\[2) + (az + bz\@) = (a1 +az) + (b1 + b2)\/§

(Cl1 + bl\@) — (Cl2 + bg\@) = (a1 — CLQ) + (b1 — bg)\/§
(a1 + b1\/§) < (az + b2\/§) = (a1ag 4 2b1by) + (a1by + azb)V2

Még osztani is tudunk:

a1 +b01vV2  ar +bvV2 as — b2  (ajaz — 2b1bs) + (ashy — a1ba)V/2 _

a3+ V2 as+bv2 az— V2 a3 — 2b3
aiag — 2b1b2 Clgbl — albg
= 2
2 T V2

A racionalis szamok korében az 22 — 2 = 0 egyenletnek nincs megoldasa, de a
Yy

Q (v/2)-ben mér van.



A komplex szamok

Az 22 +1 =0, azaz az 2 = —1 egyenletnek nincs val6s megoldasa.
Legyen i = v/—1 egy szimbélum, amivel szamolunk (i? = —1).

Ekkor minden szdm a + bi alakd (a,b € R), és agy szamolunk, mintha ¢ egy
valtozé lenne, de kihasznaljuk, hogy i? = —1.

Osszeadas:
(2+30) + (4+ 5i) =



A komplex szamok

Az 22 +1 =0, azaz az 2 = —1 egyenletnek nincs val6s megoldasa.
Legyen i = v/—1 egy szimbélum, amivel szamolunk (i? = —1).

Ekkor minden szdm a + bi alakd (a,b € R), és agy szamolunk, mintha ¢ egy

valtozé lenne, de kihasznaljuk, hogy i? = —1.
Osszeadas:

(24 3i) + (4 + 5i) = 6 + 8i

Kivonas:

(2+3i) — (44 5i) =



A komplex szamok

Az 22 +1 =0, azaz az 2 = —1 egyenletnek nincs val6s megoldasa.
Legyen i = v/—1 egy szimbélum, amivel szamolunk (i? = —1).

Ekkor minden szdm a + bi alakd (a,b € R), és agy szamolunk, mintha ¢ egy

valtozé lenne, de kihasznaljuk, hogy i? = —1.
Osszeadas:

(24 3i) + (4 + 5i) = 6 + 8i

Kivonas:

(2430) — (44 5) = — 2+ (~2)i=—2— 2
Szorzas:

(2 + 3i)(4 4 5i) =



A komplex szamok

Az 22 +1 =0, azaz az 2 = —1 egyenletnek nincs val6s megoldasa.
Legyen i = v/—1 egy szimbélum, amivel szamolunk (i? = —1).

Ekkor minden szdm a + bi alakd (a,b € R), és agy szamolunk, mintha ¢ egy

valtozé lenne, de kihasznaljuk, hogy i? = —1.
Osszeadas:

(24 3i) + (4 + 5i) = 6 + 8i

Kivonas:

(2430) — (44 5) = — 2+ (~2)i=—2— 2
Szorzas:

(2+ 30)(4+ 5i) = 8 + 100 + 12 + 15i> = 8 + 22/ — 15 = —7 + 22i

A komplex szamok z = a + bi alakdak (a,b € R), ahol
a a valos rész, jelolés: a = Rez = Rz
b a képzetes rész, jelolés: b = Im z = 3z

Komplex szamok halmazanak jel6lése: C.



Osztas

A z = a + bi komplex szam Imz
konjugaltja: z =a — bi b .Z Rez
megjegyzés: i a

2Z = (a+bi)(a—bi) = a*—abi+abi—b** = a®+b?, - "

ami mindig nemnegativ valds

abszolut értéke: |z| = V2Z = Va2 + b2
Osztas:

bévitiink a nevezé konjugaltjaval:

24+3i  2+3i 4-5i
445 44+5i 4—5




Osztas

A z = a + bi komplex szam Imz
oz
konjugaltja: z =a — bi b Rez
megjegyzés: a
—b °z

2% = (a+bi)(a—bi) = a*—abit+abi—b*i* = a*+b?,

ami mindig nemnegativ valds

abszolut értéke: |z| = V2Z = Va2 + b2

Osztas:
bévitiink a nevezé konjugaltjaval:
243  2+3i 4-5i  (2+43i)(4—5i)  8—10i+12i — 152
44+5i 445 4-5  (4+5i)(4—5i) 16 —20i +20i — 252
23420 23 2

o aTa






Feladat

8—i  8—i 3+2  (8—i)(3+2i) 24+ 16i—3i— 2i

3-2 3-2 3+2 (3—-2)(3+2i) 32 4 22

24+ 16i —3i+2 26+ 13i
944 13

=24




Polinomok gyoke

i?=—1, igy (2)? = —4 és (—2i)? = —4.
Egy negativ g szdm négyzetgydke: +./—qi.
Masodfoki egyenlet a komplex szamok kérében:
> —3r+3=0
3+xy9-12 3+v-3 3+£V3i 3 N \/éi
- 2 T2 27 2

5 =

x1,2

Algebra alaptétele:
Egy (legalabb elssfokd) polinomnak mindig van gydke a komplex szamok
korében.

Kovetkezmény:
Egy n-edfokd polinomot n darab gyoktényez8 szorzatara bonthatunk a komplex
szamok korében:

Anz" + ap_12" P+ tajz4ag = an(z—21)(z —22) - (2 — 2z)

A 21,29, ... 2, az n darab gydke a polinomnak (nem feltétleniil kiilonbdzéek).



Trigonometrikus alak

Egy komplex szam a + bi alakban valé felirdsat algebrai alaknak nevezziik.

A komplex szam trigonometrikus alakja r(cos ¢ + ¢ sin ¢), ahol

r = |z| az abszolut érték és

(o az argumentum, azaz a komplex szam helyvektora és a valés tengely altal
bezart szég a komplex sikon (jeldlés: arg z).

tgp = g amibél Imz
arctgg haa>0 b , o
. arctgg—&—ﬂ haa<0 Rez
o z haa=06ésb>0 u
-3 haa=06éb<0

Példa attérésre:
z2=14++/3i



Trigonometrikus alak

Egy komplex szam a + bi alakban valé felirdsat algebrai alaknak nevezziik.

A komplex szam trigonometrikus alakja r(cos ¢ + ¢ sin ¢), ahol

r = |z| az abszolut érték és

(o az argumentum, azaz a komplex szam helyvektora és a valés tengely altal
bezart szég a komplex sikon (jeldlés: arg z).

tgga—f amibdl Imz
arctgg haa>0 b . o
_ ) arctg+7 haa<0 Rez
o z haa=0ésb>0 i
-3 haa=06éb<0
Példa attérésre: Imz
2=143i ~ a=1ésb=+3 NeEl >
T—m V1+3=2 /
w—arctg%:g(a—l>0) 3 Rez
fgy1+\f3i:2( sf—i-zsm ) 1



Mdveletek a trigonometrikus alakkal

Osszeadas, kivonas altalaban nehéz a trigonometrikus alakkal.

Szorzas:
r1(cos 1 +isin ) - ro(cos o +isinpy) = rira(cos(p1 + p2) +isin(pr + p2))

Osztas:

r1(cos 1 + isin 1) T o
12(cos @ + isin @o) Ty (cos(p1 — p2) +isin(p1 — ¢2))

Hatvanyozas (Moivre-képlet):
(r(cosp +ising))” = r"(cos(ny) + isin(ny))

Gyokvonas:

k-2 k-2
Y/r(cos p +isin ) = W(CostrisinW) k=0,1,...,n—1
n n



/—1 komplex szamok kdrében



Példa

v/ —1 komplex szamok kdrében Imz

El6szor at kell irni trigonometrikus alakba: 14

T:\/mzl ‘ ‘RBZ

p=arctg(0)+r=7m (—-1<0) 1 1
Tehat -1

—1=1(cosm +isinm)

Gyokvonas:
. k-2 k-2
V1= \ﬁ(costrisinw) k=0,1,2
1 3

k=0 1(cos§+isin§):§+gi
3 3

k=1 1<cos;+isin;>:cos7r+isin7r:—l
5 5 1 3

k=2 1<cos;+isin;):2—\2fz



Komplex szamok abrazolasa

|2 =2



Komplex szamok abrazolasa

2] =2
Ha z = a + bi, akkor |z| = Va2 + b2, igy az egyenlet:
Vaz+b2=2
a? + b = 4,

ami egy kor egyenlete (origd kdzéppontd, 2 sugar().

Imz

A
L




Komplex szamok abrazolasa

|z + 23| <2



Komplex szamok abrazolasa

|z +2i] <2
Ha z = a + bi, akkor z + 2i = a + (b + 2)i, igy az egyenlet:
|z +2i| <2
Va2 +(b+2)2<2

a4 (b+2)? < 4,
ami egy kor belsejét hatarozza meg (kdzéppontja: (0, —2), sugara 2).
Ugy is tekinthetjiik, hogy a z komplex szam legfeljebb 2 tavolsagra van a —2i
komplex szamtol (z + 2i = z — (—2i)).
| Imz Rez
- 2




Komplex szamok abrazolasa

Imz> -1



Komplex szamok abrazolasa

Imz> -1
Ha z = a + bi, akkor Im z = b, tehat b > —1, ami egy félsikot hataroz meg.




Komplex szamok abrazolasa

Rez+Imz=0



Komplex szamok abrazolasa

Rez+Imz=0
Ha z = a + bi, akkor Rez = a és Im z = b, igy

Rez+Imz=0
a+b=0,
ami egy egyenes egyenlete.
Imz
2 1
‘ Rez
-2 2
-2+




