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Vektorértéki fliggvények

Vektorértéki vagy vektorfiiggvény:
példa: vektor ellentettje: R® — R?, (z,y,2) — (—2,—y, —2)

Vektorfiiggvény altaldban:
f:R* = R™vagy f: Dy - R™ (Dy CR").

f(x17x2,~-- ;xn) = (fl(xlaan" .,xn),fQ(xl,l'Q,...,xn),.. .

f1, f2, -y fm: R™ — R komponens fiiggvények

Példa:

f:R? 5 R3

f(xvy) = (xy,x2 + y2,1’3 - 1)
fi(z,y) =y

fo(z,y) = a* 4+ 3
f3(‘ray) = xS -1



Hatarérték

Emlékeztetd (tobbvaltozds eset):

Az f: R™ — R fiiggvénynek az a = (ay,as,...,a,) € R™ pontban a
hatarértéke A € R, ha minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy 0 < |[x —a| < §
esetén |f(x) — A| < e.

Jelolés: )11_}11’13 f(x) =A.

Az f: R™ — R™ fliggvénynek az a = (ay,as, ...,a,) € R™ pontban a
hatarértéke b = (by, b, ..., b,) € R™, ha minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0,
hogy 0 < |x —a] < § esetén |f(x) —b| < e.

Jelolés: }11_)11; f(x)=h.

Az f fiiggvény folytonos az a pontban, ha lim f(x) = f(a).
X—a



Eddigi tobbvaltozés derivaltak

f: R™ — R fliggvény derivaltjai:

» parcialis derivalt
» gradiens

> iranymenti derivalt



Totalis derivalt

Emlékeztetd:
f: R = R fiiggvény differencialhaté zg-ban, akkor

f(w) = f(zo) + f'(xo) (& — wo) +&(x) - (x — wo),
ahol lim e(z) = 0.

T—x0

Az f: R™ — R™ fuggvény az xo € R™ pontban totélisan differencialhaté, ha
létezik m x n-es A matrix és ¢: R — R™ fuiggvény, hogy

e(x

f(x) = f(x0) + A(x —x0) +&(x) és lim (x)

x—Xo |X — Xq

=0.

Jeldlés az A matrixra: f/(x¢) vagy 0f(xo) vagy Df(xo), stb.

A totalis derivalhatosdgnak sziikséges feltétele, hogy a fliggvény komponens
fliggvényei parcialisan derivalhatéak minden valtozé szerint az x¢ helyen.
Az A matrix a komponens fiiggvények parcialis derivaltjaibél all (Jacobi-méatrix):

o 1o)
3;( X0) a§;< X0) .- %;;ﬁ (%0)
oo, (X0)  gr(X0) . gt (%o)
A= _ , .
Ofm Ofm Ofm
a%l(xo) 8{;2 (x0) ... a{n (x0)



Totélis derivalhatésag elégséges feltétele

Tétel:

Ha az f: R™ — R™ fliggvény komponens fliggvényeinek parcialis derivaltjai az
xg € R™ pont kornyezetében léteznek, és ezek folytonosak az xg-ban, akkor az
f fliggvény az xg-ban totalisan derivalhaté.



Jacobi-matrix — példa

Szamitsuk ki az f(x,y, z) = (2%y, re¥?, xIn(y)) fiiggvény Jacobi-matrixat a
(3,1,0) pontban.



Jacobi-matrix — példa

Szamitsuk ki az f(x,y, z) = (2%y, re¥?, xIn(y)) fiiggvény Jacobi-matrixat a
(3,1,0) pontban.

fi(z,y, 2) = 2%y fo(z,y,2) = xe¥® fs(z,y,2) = xIn(y)
flo(@,y,2) = 22y 50 (.Y, 2) = e¥* 50(7,9,2) = In(y)
Ay =2 fiywy)=a®s f (e =
fi(z,y,2) =0 fou(@,y,2) = e’y 5:(2,y,2) =0
A parcialis derivaltak értékei a (3,1,0) pontban:
f1:(3,1,0) =6 f32(3,1,0) =1 f3:(3,1,0) =0
£1,03,1,00=9 f4,(3,1,00=0 £4,(3,1,0)=3
f1:(3,1,0) =0 f5.(3,1,0) =3 f3:(3,1,0) =0

Igy a Jacobi-matrix a (3,1,0) pontban:

S = O
w o o
o w o



Iranymenti derivaltrol sz6l6 tétel

Tétel:
Ha az f: R™ — R fiiggvény totalisan derivalhat6é a P, pontban, akkor ott az
iranymenti derivaltjat kiszdmolhatjuk a kovetkez§ skalaris szorzat segitségével:

fL(Py) = gradf(P) - e



Lancszabaly
Emlékeztets:
(fog)(x0) = f'(g(x0)) - g’ (20)

g: RF - R™, f: R® - R™,

g differencialhaté xo € R*-ban és

f differencialhaté g(x¢) € R"-ben,

akkor f o g: R¥ — R™ fiiggvény differencialhaté x(-ban, és

(f 09)'(x0) = f'(9(x0)) - g'(x0)-

tipusok: m x k mxn nxk

Specidliseset: k=1,n=2,m=1

g(t) = (‘T(t)vy(t)) és f(xvy)
(fog)(t) = flz(t),y(t)



Lancszabaly — példa

Legyen f(z,y) = 2% + y? és g(t) = (cost,sint).
Szamitsuk ki az (f o g)(¢) fuggveény derivaltjat.



Lancszabaly — példa

Legyen f(z,y) = 2% + y? és g(t) = (cost,sint).
Szamitsuk ki az (f o g)(¢) fuggveény derivaltjat.

fz,y) = 2%+ 9 z(t) = cost y(t) = sint
fo(x,y) =22 2/ (t) = —sint y'(t) = cost
fyla,y) =2y

lgy

(fog)(t) = fo(a(t), y()2'(t) + £ (x(t), y()y'(t) =
= 2cost- (—sint) 4+ 2sint - cost =
=0

Ami nem meglepd, mert

(fog)(t) =cos’t+sin’t =1



