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Bevezetés

<

Van két pontunk a sikon/térben: A, B.

Az altaluk meghatarozott vektor: B
v=AB (kézirassal: v)

a vektor hossza: |v| = ’ﬁ‘ A

1, akkor egységvektor
0, akkor nullvektor (0)
Osszeadas (paralelogramma szabaly):

e kommutativ:a+b=b+a

e asszociativ: (a+b)+c=a+ (b+c)

ha ez pontosan

kiszamolasa koordinatakkal:

a—= (al,a2,a3) B
b= (bl, b2’ b3) }a—i—b = ((L1+bl,a2+b2,a3+b3)

Kiilonbség: b
a — b az a vektor, melyet b-hez adva az a-t kapjuk. A .
Ellentett: a-

a ellentettje: —a



Vektorok szammal valé szorzasa

A valés szam (,skalar”) és v egy vektor
Av az a vektor, melynek hossza |\| - |v] és
e iranya v-vel megegyezd, ha A > 0

e irdnya v-vel ellentétes, ha A < 0

e nullvektor, ha A =0.

Tulajdonsagai (A, 1 € R és a, b vektorok):

o p(Xa) = (pr)a

o (A +pa=JXa+pa

e Ma+b)=Xa+Xb

Kiszamolasa koordinatakkal:

a= (a17a27a3) = Ja= ()\al,)\ag,)\ag)

Az a iranyd/iranydba mutaté egységvektor (a # 0):
1

ap = —a
||



Skalaris szorzas

Két vektorhoz rendel egy valés szamot:

a-b=|a]|b|-cosy, ahol ¢ az &ltaluk bezart szdg.

Tovabbi bevett jeldlések: ab, (a,b), (a, b)
a-b>0<=0°<p<90°
a-b<0<+<=90° < p<180°

a-b=0<= ¢ =90° vagy a, b egyike nullvektor
Tulajdonsagai:

e a-b=Db:akommutativ

e a-(b+c)=a-b+a-c disztributiv

e (Aa)-b=A(a-b)=a-(Ab), ahol A e R
Kiszamolasa koordinatakkal:

a = (a17a27a3)

b = (b1, bz, bs) }a bbb azhy tashs

Specialis eset: |a| = y/a-a = \/a? + a3 + a2
Két vektor szoge:

a.
COS = —
PR

a
= ( = arccos (
la] - |bl



Példa

Legyen a = (1,2,3) és b = (3,-2,0).
A hosszuk:

la| =

b =
A skalaris szorzatuk:
a-b=
A két vektor szoge:

SO:



Példa

Legyen a = (1,2,3) és b = (3,-2,0).
A hosszuk:
la| = V12422432 =V14+4+9=V14
bl =324+ (-22+02=v9+4+0=13

A skalaris szorzatuk:

a-b=1-3+2-(-2)+3-0=3+(-4)+0=-1

A két vektor szoge:

a-b -1 1
(p = arccos (| = arccos | ———— | = arccos | ——— | =~ 94,25°
al - |b|> (\/14 ' \/13) ( \/182>



Vektorok felbontasa

Egy v vektort szeretnénk egy adott a vektorral parhuzamos és arra meréleges

komponensre felbontani.
) a-v
A parhuzamos komponens hossza |v|cos p = T
a

Ennyiszer kell venni az a irany( egységvektort:

. 1 . a-v

VH = ﬂ —a | = %a = —a \ s Vv
[l \[al @2 " " aa [

A meréleges komponens a maradék [

(a két komponens 6sszege a v vektor): r;a Ml a
a-v
V] ZV—VH =V -——a.
a-a
Példa:

v=(1,-3,4) ésa=(1,2,3)

Vi =

V] =



Vektorok felbontasa

Egy v vektort szeretnénk egy adott a vektorral parhuzamos és arra meréleges

komponensre felbontani.
a-v

lal
Ennyiszer kell venni az a irany( egységvektort:

a-v/(1 a-v a-v v, v
—a _
= Tal \al

ViI= 77 =-—ya=_——a
E:X a-a [
A meréleges komponens a maradék [

A parhuzamos komponens hossza |v|cos p =

(a két komponens 6sszege a v vektor): r;a Ml a
a-v
V] ZV—VH =V -——a.
a-a

Példa:
v=(1,-3,4) ésa=(1,2,3)

a-v 7 1 3
VIS aat= b3 (2’ ’2)

13 1 5
v - (313) = (345)



Vektorialis szorzat

Csak 3 dimenziéban m(ikodik! a
a, b haromdimenziés vektorok, bezart szogiik ¢ f
vektorialis/kereszt szorzatuk az a c vektor, melyre "b\

e lc|=a]-[b| -sin

e c merGleges a-ra és b-re “

e a, b, c jobbrendszert alkot (ebben a sorrendben).

Jelolés: ¢ = a x b. axb
Tulajdonségai: b

e a x b = —b x a antikommutativ |b| sin ¢ ;
o ax (b+c)=axb+axc disztributiv b

e (Ma) xb = \(axb)=ax (Ab), ahol A € R la| @

e a x b = 0 pontosan akkor, ha a=0,b = 0 vagy siny = 0, azaz ¢ = 0°
vagy ¢ = 180°: egyik a masiknak valésszam-szorosa.

A vektorialis szorzat hossza |a - |b| - sin¢ pontosan a vektorok altal kifeszitett
paralelogramma teriilete.

Kiszamolasa koordinatakkal:

a=(ai,az,a3)

b — (bl,bg,b:;) }a X b= (a2b3 — agbg,agbl — albg,albg — agbl)



Vektorialis szorzat — példa

Kiszamolasa koordinatakkal:

(a1,a2,a3)

iz (b, by, bs) } a x b = (agbs — asbe, asby — a1bs, a1bs — asby)

a=(1,2,3) _
b= (3,-2,0) }aXb_



Vektorialis szorzat — példa

Kiszamolasa koordinatakkal:

((11 , A2, (Ig)

Ei (b, by, bs) } a x b = (agbs — asbe, asby — a1bs, a1bs — asby)

}axb:(2-0—3~(—2),3-3—1-0,1-(—2)—2-3):

= (6,9, —8)



Vegyes szorzat

a, b, ¢ haromdimenziés vektorok

Vegyes szorzatuk egy valés szam:

abc=(axb)-c=a-(bxc)

Az a, b, c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon el&jeles térfogata.

abc > 0 < a, b, c jobbrendszert alkot axb
abc < 0 < a, b, c balrendszert alkot '
abc =0 < a, b, c egy sikba esik c

Tulajdonsagok:
e abc = bca =cab "
e abc = —cba = —acb = —bac

a
Kiszamolasa koordinatakkal:
a = (ai,az,a3)
b= (bl, bg, b3) abc = a1b203 + a2b301 +a3b162 — agbgcl - a2b1C3 - a1b302
C = (61762763)



Feladat

Szamitsuk ki az A(1,0,2), B(3,1,0),C(1,2,4), D(0,3,5) csacspontd tetraéder
térfogatat.



Feladat

Szamitsuk ki az A(1,0,2), B(3,1,0),C(1,2,4), D(0,3,5) csacspontd tetraéder
térfogatat.

ElGszor felirjuk az A-bdl indulé élvektorokat:

b=AB = (2,1,-2) DR
c=AC = (0,2,2)

d
d=AD = (-1,3,3) M

b B

Az ABCD tetraéder térfogata éppen a b, c,d vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogatanak hatoda.
A paralelepipedon el&jeles térfogatat a vektorok vegyes szorzata adja meg:

bed=2-2-3+1-2-(=1)+(=2)-0-3—(=2)-2-(-1)—1-0-3-2-2-3 =
=12+ (-2)+0—-4—-0—12=—6

Tehat a paralelepipedon térfogata 6, és igy a tetraéderé 1.



