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Bevezetés

A 2 dimenziós síkon minden pontot két koordinátával jellemezhetünk: (x, y).
Ennek helyvektora: v = xe1 + ye2, ahol e1 = (1, 0) és e2 = (0, 1).

A 3 dimenziós térben minden pontot három koordinátával jellemezhetünk: (x, y, z).
Ennek helyvektora: v = xe1 + ye2 + ze3,
ahol e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) és e3 = (0, 0, 1).

Általánosítás: n dimenziós tér.

Itt n darab koordinátával jellemezhetünk egy pontot: (x1, x2, . . . , xn).

Ennek helyvektora: v = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen =
n∑

i=1

xiei, ahol

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

...

en = (0, 0, . . . , 0, 1)

Az n dimenziós tér pontjait azonosíthatjuk a szám n-esekkel.

Jelölés: Rn



M¶veletek vektorokkal

A háromdimenziós vektorokhoz hasonlóan végezhetjük a vektorm¶veleteket az n
dimenziós térben:

a = (a1, a2, . . . , an)

b = (b1, b2, . . . , bn)

Összeadás:
a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)

Kivonás:
a− b = (a1 − b1, a2 − b2, . . . , an − bn)
Skalárral való szorzás (λ ∈ R):
λa = (λa1, λa2, . . . , λan)

Skaláris szorzás:
a · b = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

Hossz:
|a| =

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

Vektoriális és vegyes szorzás csak három dimenzióban lehetséges!



Példa

Legyen

a = (3, 2, 0, 1)

b = (2, 4, 3, 1)

Számítsuk ki a következ®ket:

a+ b =

(5, 6, 3, 2)

3a =

(9, 6, 0, 3)

a · b =

6 + 8 + 0 + 1 = 15

|a| =

√
9 + 4 + 0 + 1 =

√
14
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Lineáris kombináció

A v1,v2, . . . ,vk n dimenziós vektorok lineáris kombinációja:

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk,

ahol λ1, λ2, . . . , λk ∈ R.
Példa:

v1 = (0, 1, 3) λ1 = 1

v2 = (1, 2, 4) λ2 = −1
v3 = (3,−1, 2) λ3 = 0

v4 = (4, 0, 0) λ4 = 2

λ1v1+λ2v2+λ3v3+λ4v4 = 1·(0, 1, 3)+(−1)·(1, 2, 4)+0·(3,−1, 2)+2·(4, 0, 0)=
= (0, 1, 3) + (−1,−2,−4) + (0, 0, 0) + (8, 0, 0) =

= (7,−1,−1)



Lineáris függ®ség

A v1,v2, . . . ,vk vektorok lineárisan (össze)függenek, ha van olyan
λ1, λ2, . . . , λk ∈ R nem mind 0, hogy

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk = 0.

Példa: Az (1, 2, 0), (2, 4, 0), (3, 5, 1) vektorok lineárisan függenek:

(−2) · (1, 2, 0) + 1 · (2, 4, 0) + 0 · (3, 5, 1) = (−2,−4, 0) + (2, 4, 0) = (0, 0, 0) = 0

A v1,v2, . . . ,vk vektorok lineárisan függetlenek, ha a

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk = 0

egyenl®ségb®l következik, hogy λ1 = λ2 = · · · = λk = 0.

Példa: A (0, 5, 0), (4, 2, 3), (2, 3, 0) vektorok lineárisan függetlenek:

(0, 0, 0) = λ1(0, 5, 0)+λ2(4, 2, 3)+λ3(2, 3, 0) = (4λ2+2λ3, 5λ1+2λ2+3λ3, 3λ2)

Tehát: 0 = 4λ2 + 2λ3

0 = 5λ1 + 2λ2 + 3λ3

0 = 3λ2

Ebb®l következik, hogy λ1 = λ2 = λ3 = 0.



Feladat

Lineárisan függetlenek-e a (4, 2, 8), (5, 2, 1), (6, 3, 12) vektorok?

(0, 0, 0) = λ1(4, 2, 8) + λ2(5, 2, 1) + λ3(6, 3, 12) =

= (4λ1 + 5λ2 + 6λ3, 2λ1 + 2λ2 + 3λ3, 8λ1 + λ2 + 12λ3)

Tehát:

0 = 4λ1 + 5λ2 + 6λ3

0 = 2λ1 + 2λ2 + 3λ3

0 = 8λ1 + λ2 + 12λ3

Az els® két egyenletb®l: λ2 = 0, így

0 = 4λ1 + 6λ3

0 = 2λ1 + 3λ3

0 = 8λ1 + 12λ3

Ezek az egyenletek ekvivalensek, így λ1 = 3, λ3 = −2 megoldás, tehát nem
lineárisan függetlenek:

(0, 0, 0) = 3(4, 2, 8) + 0(5, 2, 1)− 2(6, 3, 12)
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Generátorrendszer

A v1,v2, . . . ,vk n dimenziós vektorok az Rn tér generátorrendszere, ha minden
v n dimenziós vektor el®áll ezek lineáris kombinációjaként.
Azaz vannak olyan λ1, λ2, . . . , λk ∈ R, hogy

v = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk.

Példák:
e1(1, 0, . . . , 0), e2(0, 1, . . . , 0), . . . , en(0, . . . , 0, 1) generátorrendszer, mert
minden v = (x1, x2, . . . , xn) vektor el®áll lineáris kombinációként:

v = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.

v1(1, 1, 0),v2(1,−1, 0),v3(0, 0, 3) is generátorrendszer:

(x, y, z) = λ1(1, 1, 0) + λ2(1,−1, 0) + λ3(0, 0, 3)

x = λ1 + λ2

y = λ1 − λ2
z = 3λ3

Tehát λ3 = z
3 , λ1 = x+y

2 , λ2 = x−y
2 . Így:

(x, y, z) =
x+ y

2
(1, 1, 0) +

x− y
2

(1,−1, 0) + z

3
(0, 0, 3)



Bázis

Az n dimenziós térben n darab lineárisan független vektort bázisnak nevezünk.

Példa:
Standard bázis: e1(1, 0, . . . , 0), e2(0, 1, . . . , 0), . . . , en(0, . . . , 0, 1)

De van sok más is, például: (0, 5, 0), (4, 2, 3), (2, 3, 0).

Tétel:
Minden vektort fel tudunk írni egy bázis elemeinek lineáris kombinációjaként,
vagyis minden bázis generátorrendszer.

Tétel:
Egy n dimenziós térben ha

I k darab lineárisan független vektor van, akkor k ≤ n.
I k darab vektor generátorendszert alkot, akkor k ≥ n.
I k darab vektor bázist alkot, akkor k = n.

Következmény:
Ha néhány lineárisan független vektor generátorrendszert alkot, akkor bázis.



Altér

Az Rn tér egy V (nemüres) részhalmazát altérnek nevezzük, ha

I v1,v2 ∈ V , akkor v1 + v2 ∈ V
I v ∈ V és λ ∈ R, akkor λv ∈ V

Példák:
{0} és Rn

R3-ben {(x, y, 0) | x, y ∈ R}, azaz azon vektorok, melyeknek harmadik
koordinátája 0 (xy koordinátasík).

R3-ben az (x, 2x, z) alakú vektorok is alteret alkotnak. Úgy is írhatjuk, hogy
{(x, y, z) | y = 2x}:

(x1, 2x1, z1)+(x2, 2x2, z2)=(x1+x2, 2x1+2x2, z1+z2)=(x1+x2, 2(x1+x2), z1+z2)

λ(x, 2x, z) = (λx, λ · 2x, λz) = (λx, 2λx, λz)

R3 alterei: {0},R3, bármilyen origón átmen® sík, origón átmen® egyenes.

Az (x, y, 1) alakú vektorok nem alkotnak alteret, mert 2(x, y, 1) = (2x, 2y, 2)
már nem ilyen alakú.



Generált altér

A v1,v2, . . . ,vk vektorok által generált altér azon vektorokból áll, melyek
el®állnak v1,v2, . . . ,vk lineáris kombinációjaként.
Jelölése: 〈v1,v2, . . . ,vk〉.
Példa:
Az (1, 2, 0) és a (0, 0, 1) vektorok által generált altér az (x, 2x, z) alakú vektorok
altere:

λ1(1, 2, 0) + λ2(0, 0, 1) = (λ1, 2λ1, λ2)



Feladat

Milyen alteret generálnak a (2, 6, 4) és (3, 9, 6) vektorok?

λ1(2, 6, 4) + λ2(3, 9, 6) = (2λ1 + 3λ2, 6λ1 + 9λ2, 4λ1 + 6λ2) =

= (2λ1 + 3λ2, 3(2λ1 + 3λ2), 2(2λ1 + 3λ2))

Ez az (x, 3x, 2x) alakú vektorok altere, azaz az (1, 3, 2) vektor számszorosai,
ami egy origón átmen® egyenes.
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