5. eladas

Az n dimenziés val6s tér vektorai

Horvath Marton

BME, Matematika Intézet,
Algebra és Geometria Tanszék

2026. marcius 2.



Bevezetés

A 2 dimenzi6s sikon minden pontot két koordinataval jellemezhetiink: (x,y).
Ennek helyvektora: v = ze; + yes, ahol e; = (1,0) és e; = (0, 1).

A 3 dimenzi6s térben minden pontot harom koordinataval jellemezhetiink: (x,y, z).
Ennek helyvektora: v = ze; + yes + zes,

ahol e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) és e5 = (0,0, 1).

Altalanositas: n dimenziés tér.

Itt n darab koordinataval jellemezhetiink egy pontot: (z1,22,...,zp).

n
Ennek helyvektora: v = z1e; + zoe3 + - - + zpe, = > 2,€;, ahol
i=1

e; = (1,0,0,...,0)
e> = (0,1,0,...,0)

e, = (0,0,...,0,1)

Az n dimenziés tér pontjait azonosithatjuk a szdm n-esekkel.

Jelolés: R™



Miveletek vektorokkal

A haromdimenziés vektorokhoz hasonléan végezhetjiik a vektormiiveleteket az n
dimenzids térben:

a=(a1,aa,...,a,)
b = (by,b2,...,b,)

Osszeadas:

a+b= (a1 —|—b1,a2+b2,...,an+bn)
Kivonas:

a—b=(a; —by,a2 —ba,...,a, —by,)

Skalarral valé szorzas (A € R):
Aa = (Aag, Aag, ..., Aay,)

Skalaris szorzas:

a-b=ab +axby+ - +anb,
Hossz:

la] = Vel +ai+ - +af

Vektorialis és vegyes szorzas csak harom dimenziéban lehetséges!




Példa

Legyen

a=(3,2,01)
b =(2,4,3,1)

Szamitsuk ki a kovetkezéket
at+b=

3a =



Példa

Legyen

a=(3,2,01)
b =(2,4,3,1)

Szamitsuk ki a kovetkezéket:
a+b=(56,3,2)
3a=1(9,6,0,3)

a-b=64+8+0+1=15

la| =vV9+4+0+1=+14



Linearis kombinacié

A vy,vs,..., Vi n dimenzids vektorok linearis kombinacidja:
A1vi+ Aavay + -+ A v,

ahol )\1,)\2,...,Ak € R.

Példa:
=(0,1,3) A =1
=(1,2,4) Ay = —1
vy =(3,—-1,2) A3 =0
V4—(4,0,0) A =2

AMVit+Aova+A3vy+ vy = 1- (0, 1,3)+( ) (1,2,4)4—0 (3, —1,2)+2-(4,070):
= (0,1, 3) (-1,-2,-4)+(0,0,0) + (8,0,0) =
=(7,-1,-1)



Linearis fliggdség
A vi,va, ..., v vektorok linedrisan (6ssze)fiiggenek, ha van olyan
A1, A2, ...y Ak € R nem mind 0, hogy
AV + Aovy + -+ Apv = 0.
Példa: Az (1,2,0), (2,4,0), (3,5, 1) vektorok lineérisan fiiggenek:
(=2)-(1,2,0)+1-(2,4,0)+0-(3,5,1) = (=2, —4,0) + (2,4,0) = (0,0,0) = 0
A vi,va, ..., v vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
AVi+ Aovo + -+ Apve =0
egyenlGséghbdl kovetkezik, hogy Ay = Ao =--- = X, = 0.
Példa: A (0,5,0), (4,2,3), (2,3,0) vektorok linearisan fiiggetlenek:
(0,0,0) = A1(0,5,0)+A2(4,2,3)+3(2,3,0) = (4Aa+2A3, 5A1+2A2+3)3, 3)2)

Tehat: 0 =4\y +2)\3
0=>5A1 4+ 2\ + 33
0=3\

Ebbdl kovetkezik, hogy Ay = Ao = A3 = 0.



Feladat

Linedrisan fiiggetlenek-e a (4,2,8), (5,2,1), (6,3,12) vektorok?



Feladat

Linedrisan fiiggetlenek-e a (4,2,8), (5,2,1), (6,3,12) vektorok?

(0,0,0) = A1(4,2,8) + A2(5,2,1) + A3(6,3,12) =
= (4A1 + B2 + 6A3, 2A1 + 22X + 3A3, 8A1 + Ao + 12)3)
Tehat:
0 =4X + 52 +6A3
0=2\+2X2+3X3
0 =8\ + X2+ 12)3
Az els6 két egyenletbdl: Ay = 0, igy

0 =4\ +6X3
0=2XA1 +3X3
0=28\; + 123
Ezek az egyenletek ekvivalensek, igy A\; = 3, A3 = —2 megoldas, tehat nem

linedrisan fiiggetlenek:

(0,0,0) = 3(4,2,8) + 0(5,2,1) — 2(6,3,12)



Generatorrendszer

A vy,vs,..., Vi n dimenziés vektorok az R™ tér generatorrendszere, ha minden
v n dimenziés vektor el6all ezek linearis kombinacidjaként.
Azaz vannak olyan A1, Ag, ..., A; € R, hogy

V=ANV]+ Avy+ -+ AV

Példak:
e1(1,0,...,0),e2(0,1,...,0),...,e,(0,...,0,1) generatorrendszer, mert
minden v = (z1, 2, ..., ;) vektor elgall linearis kombinacidként:

v =€ + 2282+ -+ Tpepn.
vi1(1,1,0),va(1,—1,0),v3(0,0,3) is generatorrendszer:
(J?, Y, Z) = )‘1(13 170) =+ )‘2(13 _170) =+ /\3(0707 3)

T =M+ Ao
y=A—A
2’23)\3

Tehat A3 = %,)\1 = ETer,)\g = L;y igy:

(o,92) = 5 2(1,1,0)+ 21, -1,0 + £(0,0,3)



Bazis

Az n dimenzids térben n darab linearisan fiiggetlen vektort bazisnak neveziink.
Példa:

Standard bazis: e;(1,0,...,0),e2(0,1,...,0),...,e,(0,...,0,1)

De van sok més is, példaul: (0,5,0), (4,2,3), (2,3,0).

Tétel:

Minden vektort fel tudunk irni egy bazis elemeinek lineéris kombinacidjaként,
vagyis minden bazis generatorrendszer.

Tétel:

Egy n dimenziés térben ha
» k darab linearisan fiiggetlen vektor van, akkor k < n.
» k darab vektor generatorendszert alkot, akkor k > n.
» k darab vektor bazist alkot, akkor k = n.

Kovetkezmény:
Ha néhany lineérisan fiiggetlen vektor generatorrendszert alkot, akkor bazis.



Altér

Az R”™ tér egy V (nemiires) részhalmazat altérnek nevezziik, ha

> vi,vo €V, akkor vi +vo €V

> veVés\eR, akkor Av e V
Példak:
{0} és R™
R3-ben {(x,y,0) | z,y € R}, azaz azon vektorok, melyeknek harmadik
koordinataja 0 (zy koordinatasik).
R3-ben az (x,2x, z) alaki vektorok is alteret alkotnak. Ugy is irhatjuk, hogy
{(z,9,2) |y =2z}

(w1,221, 21) + (22, 272, 22) = (X1+ T2, 2014222, 21+ 22) = (T 1+ 22, 2(21+22), 21+ 22)
Mz, 2z, 2) = Az, A - 22, A2) = (Ax, 2M2, A\z)

R? alterei: {0}, R?, barmilyen origén 4tmend sik, origén atmené egyenes.

Az (z,y,1) alaka vektorok nem alkotnak alteret, mert 2(z,y, 1) = (2z,2y,2)
mar nem ilyen alaka.



Generalt altér

A vy,vo,..., vy vektorok altal generdlt altér azon vektorokbdl all, melyek
elgallnak vy, vo,. .., vy linedris kombinacidjaként.

Jelolése: (vq,va, ..., V).

Példa:

Az (1,2,0) és a (0,0, 1) vektorok altal generalt altér az (x, 2x, 2) alak(a vektorok
altere:

A1(17 270) + A2(0707 1) = ()\1; 2)\17 >\2)



Feladat

Milyen alteret generélnak a (2,6,4) és (3,9,6) vektorok?



Feladat

Milyen alteret generélnak a (2,6,4) és (3,9,6) vektorok?

)\1(2, 6,4) + )\2(3, 9,6) = (2)\1 + 32, 6A1 + 9o, 4N + 6)\2) =
= (2)\1 + 32, 3(2)\1 + 3)\2), 2(2)\1 + 3/\2))

Ez az (z, 3z, 2x) alaka vektorok altere, azaz az (1,3,2) vektor szamszorosai,
ami egy origén atmend egyenes.



