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Bevezetés:

egy példa

r+y+5z=3
—x+2y+42=6
2043y + 122 =8



Bevezetés: egy példa

T+y+52=3 (1)
—r+2y+42=6 (2)
2r+3y+122=38 (3)

1) +(@2): 3y+92=9=y+32=3 Z_1:>y+3:3:>a:+0+5:3
(3) —2x(1): y+22z=2 o y=0 x=-2
Ugyanez matrix alakban:

1 1 5|3 s2+s1 1 1 5|3 s2/3 1 1 513
-1 2 416 ~ 0 3 919 ~ 01 3|3 ~
2 3 128 s3—281 0 1 2|2 01 2|2 s3—82
1 1 ) 3 1 1 513 s1—5s3
83 —S2 0 0 71 71 83-(71) 0 0 1 1 827353
s1—5Hs3 -2 S1—S2 -2 xr = -2



Altalanosan

Linearis egyenletrendszer:
véges szamii, elséfokl egyenletbdl all6 véges sok ismeretlent tartalmazé
egyenletrendszer.

Altalanos alakja:

1121 + a12%2 + - + a1 Ty, = by

21T + G22T2 + -+ - + a2p Ty = bo

k11 + Qa2 + - -+ ApnTn = by

Matrixos alak:

Z1
a1 a2 ... Qin T b1
2
a1 G22 ... Q2n bo
. xs3 =
Qar1 a2 Qfn, ’ bk
Tn

Ax=Db



Kib&vitett matrix

a1121 + a12%2 + - + A1pTn = by

a21%1 + a22%2 + -+ + A2 Ty = by

aK1%1 + apaa + - + gy = by
egyenletrendszerhez tartozé kibdvitett matrix:

air G2 ... ai, | by

a21 Q2 ... G2 | b2

= (Afb)

ar1 ar2 cee Qkn bk



Még egy példa

201 — 220 +x3+ 424 =5
T1 4+ 3rs +5x3 + Ty =7
xr1 + 11.1'2 + 14,(63 + 17;54 =12
egyenletrendszer kibGvitett matrixa:

2 -2 1 4] 5
1 3 5 7| 7
1 11 14 17|12

Oldjuk meg:



Még egy példa

201 — 220 +x3+ 424 =5
T1 4+ 3rs +5x3 + Ty =7
x1 + 11xs + 14a3 + 1724 = 12
egyenletrendszer kibGvitett matrixa:
2 =2 1 4|5

1 3 5 7| 7
1 11 14 17|12

Oldjuk meg:

2 72 1 4 5 S51<4>S2 1 3 5 7 7 S9—281
1 3 5 7|7 ~ 2 -2 1 4] 5 ~

1 11 14 17|12 1 11 14 17|12 s3—s1
s2—281 1 3 5 7 7 1 3 ) 7 7
~ 0 -8 -9 —-10| -9 ~ 0 -8 -9 10| -9

s3—s1 0o 8 9 10 S s3+s2 0o 0 0 0| —4

Az utolsé sor jelentése: 0xq + O0xo + Ox3 + 0xy = —4.
Ez soha nem teljesiilhet, igy nincs megoldas.



1 +3r3 —x3=2>5
3x1 + 229 + 423 =29
x1 — 11xg + 1323 = 33



Es még egy

xr1 + 31’2 — X3 = 5
3r1 + 2x9 + 4x3 = 29
1 — 11axe + 1323 = 33

1 3 —=1] 5

s3—351 1 3 -1 ) s2/(=T7)
3 2 4|29 ~ 0 -7 7|14 ~
1 —11 13[33 | s-s | 0 —14 14|28
w/en [1 3 -1 5 13 -1] 5
~ 0 1 —1]|-2 ~ 01 —1]|-21| ~
0 —14 14| 28 | ss414s | 0 0 0] 0
13 -1 571 710 2|11
0 1 —1]|—2 0 1 —1] -2

Ekkor végtelen sok megoldas van. Az x5 szabad paraméter, a tobbi valtozdt
ennek fliggvényében tudjuk megadni:

1+ 2x3=11 = x1=11—2x3

3 €R
To—X3=—2 = X9=1x3—2 3 €



Gauss-eliminacié

Megengedett miiveletek: sormiveletek/sortranszformaciok:

1. Egy sorhoz egy masik sor valahdnyszorosat hozzaadjuk vagy levonjuk.
2. Egy sor szorzasa (vagy osztasa) egy nemnulla szammal.
3. Sorok cseréje.

Megoldasi modszer:

1. Elerjiik, hogy a matrix bal fels6 eleme 1-es legyen (vezéregyes).

2. Ez alatt az 1-es alatt kinullazunk: minden sorbdl kivonjuk az elsé sor
megfelels t6bbszordsét.

3. Ugyanezt megcsinéljuk az eggyel kisebb métrixszal: innentdl az els§ sorral
és az els6 oszloppal nem foglalkozunk.
4. Ha végeére értiink, akkor felfelé nullazunk ki.

Ha kapunk egy csupa 0 sort (bal oldalon):

» ha a jobb oldalon nem nulla szam &ll: nincs megoldas
» ha a jobb oldalan nulla all: elhagyjuk ezt a sort

Ha valamelyik oszlopban nincs sor eleji 1-es (vezéregyes), akkor a megfelels
valtoz6 szabad paraméter.



Homogén egyenletrendszerek

Az Ax = b egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha b = 0.
llyenkor x = 0 (azaz minden ismeretlen nulla) mindig megoldas.
Tovabba, ha x megoldas, akkor Ax is (A € R).

Példa:

2.%1 +3.’E2 +5£L’3 =0
2561 72562 +6I3 =0

5$2—$3:0



El6z6 példa megoldasa

2x1 4+ 3x2 + 523 =0
21‘1 —2$2 +61’3 =0

51‘2—563:0



El6z6 példa megoldasa

2x1 4+ 3x2 + 523 =0
21‘1 —2$2 +61’3 =0

51‘2—563:0

2 3 5 O 814>S2 2 _2 6 O 51/2 1 _]. 3 O 52—281
2 =2 60 ~ 2 3 510 ~ 2 3 510 ~
0 5 —-1|0 0 5 =110 0 5 =110
1 -1 310 |sa/5| 1 —1 310 | s3—5s2| 1 —1 310
0 5 -1/0| ~ |0 1 —32|/0| ~ [0 1 —3/0]|~
0 5 —1]0 0 5 —11]0 0 0 01]0
{1—1 30}51”2{10 1540]
1 ~ 1
0 1 —%|0 01 —2|0
Igy x3-at valasztjuk szabad paraméternek, ekkor a megoldas:

14
Ir1 = —=I3
1 )5 T3 € R



Matrixok inverze

Ha A négyzetes n x n-es matrix, akkor az inverze az az A~! matrix, melyre
AA'=E, & A 'A=E,.

Nem biztos, hogy létezik ilyen matrix, de ha létezik, akkor egyértelmii.

Ha tudjuk az egyiitthatomatrix inverzét, akkor egyszeriien meg tudjuk oldani az
egyenletrendszert:

Ax=b A~ '-zel balrél beszorozva:
A'Ax=A""'b
E,x=A"1b
x=A"'b

Az inverz matrix elsé oszlopa az az a oszlopvektor, melyre Aa = e, amihez az
Ax = e; egyenletrendszert kell megoldanunk.

A masodik oszlop az Ax = e, egyenletrendszer megoldasa, stb.

Ezeket az egyenletrendszereket szimultan is megoldhatjuk.



Példa
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Egyenletrendszer megoldasa matrixokkal

r—y—22=206
2 +32=2
—br—y+2z=1
Ugyanez matrixos alakban:

1 -1 =2 z 6
0 2 3 yl=12
-6 -1 2 z 1
Igy az egyenletrendszer megoldasa:
x 1 -1 217" [6 7 4 116 51
Y 0 2 3 2| =1-18 —-10 -3 2 —131
z -6 —1 2 1 12 7 2 1 88
Azaz
=51
y=—131

z =88



Még egy inverz

1 -1 0 1

2 1 0 2 L. )
Az A = 3 .3 1 _1 matrix inverze:

0 0 0 1



Még egy inverz

matrix inverze:
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Szoveges feladat

Meéricskéliink a konyhaban egy kétkari mérleggel, de a salyt csak a végén
talaljuk meg. Igy ezeket tudjuk:

Két darab csésze tomege megegyezik egy tanyér, két bogre és két villa tomegével.
Egy darab bogre két villaval annyi, mint egy tanyér.

Egy bogre és egy villa pont négy villa tdmegével egyezik meg.

Egy tanyér és az 5 dkg-os saly pont két bogrét tesz ki.

Mennyi a felsorolt dolgok tomege kiilon-kiilon?



Szoveges feladat

Meéricskéliink a konyhaban egy kétkari mérleggel, de a salyt csak a végén
talaljuk meg. Igy ezeket tudjuk:

Két darab csésze tomege megegyezik egy tanyér, két bogre és két villa tomegével.
Egy darab bogre két villaval annyi, mint egy tanyér.

Egy bogre és egy villa pont négy villa tdmegével egyezik meg.

Egy tanyér és az 5 dkg-os saly pont két bogrét tesz ki.

Mennyi a felsorolt dolgok tomege kiilon-kiilon?

Mindent a megfelel§ kezdébetiivel jeldliink és dkg-ban szdmolunk:

2¢c =1t +2b+ 2v

1b+2v =1t
16+ 1v = 4v
1t+5=2b

Atrendezve:
2c—1t—2b—-2v =0

1b+2v—1t=0
1b—3v=0
1t —2b=-5



Széveges feladat megoldasa

2 -1 -2 —2| 0] 1
0 -1 1 2| o o -
0 0 1 -3| 0 ~ 0
0 1 -2 0]-5] 0
(1 -3 -1 —1] 0] 1
0 1 -1 =2 o ™™ |o
0 0 1 -3] 0 ~ 0
0 1 -2 0|5 0
(1 -1 -1 -1 0] 1
0 1 -1 —2| ol =Y |o
0 0 1 -3] 0 ~ 0
0 0 0 —1|-5 0
1 =2 —1 0| 5 Ju+ssf 1 =5 0 0
0 1 =1 0[10 lats 0 1 0 0
0 0 10[15]|~|l0 010
0 0 0 1] 5 L0 001

Igy a megoldas: ¢ = 32,5,t = 25,b = 15,v = 5.
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Egy csésze 32,5 dkg, egy tanyér 25 dkg, egy bogre 15 dkg, mig egy villa 5 dkg.



