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Bevezetés
Csak négyzetes matrixoknak van determindnsa.
1x1 A =la det A =a

2x2A:[z ] det A = ad — be
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3x3 A=]|d det A = aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh
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> 00 o
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Sarrus-szabaly

Nagyobb méret esetén nincs ilyen egyszerii szabaly.

Példak:
31 31
det{4 5}—’4 5‘—3-5—14_11
1 0O 1|1 0O
1 -2 1|1 =1(-2)2+01-1+1-1-3—-1-(-2)-1-1-1-3—-0-1-2 =
1 3 2 1 3

= —440+34+2-3-0=-2



Determinans altalaban
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ahol 7 egy permutécié és o az inverzidk szama.

Bastyaelhelyezés: minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy elemet valasztunk




Aldeterminans

Aldeterminans: Egy matrixnak kivalasztjuk & sorat és k oszlopat, az ezekben
all6 elemek altal meghatéarozott matrix determinansa.

Példa:
35327
345 21 45
13215 ‘1 3‘4'35'17
01330

Ha A egy n x n-es matrix, akkor A;; jeldli az i-edik sor és a j-edik oszlop
elhagyasaval kapott (n — 1) x (n — 1)-es matrix determindnsat (aldeterminans).
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Kifejtési tétel

a1 ai2 ... Q1n
az1 G2 ... Q2n . L .
Az A = ) S ] matrix determinansidnak meghatirozasahoz:
an1 Ap2 ... Qapn
k-adik sor szerinti kifejtés: k-adik oszlop szerinti kifejtés:
n n
— k+j i
det A = Z(—l) Tay; Ay det A = Z(—l)“kamAik
Jj=1 i=1

Az el6jel a sakktabla-szabaly szerint:

+

I+
|

_|_



Példa a kifejtésre

1 3 4
A= 15
4 3 1|
els6 sor szerinti kifejtés:
1 5 2 5 2
anmr |l 2] s ]2 2 o2
—1-(1—15)—3-(2—20)+4-(6—4

= —14—-3.(—18)+4-2 =48

masodik oszlop szerinti kifejtés:

det A =



Példa a kifejtésre

>
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els6 sor szerinti kifejtés:

2 5
4 1
—1-(1—15)—3-(2—20)+4-(6—4
=-14-3-(-18)+4-2=48

+4-
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detA:1~’

=~ N

masodik oszlop szerinti kifejtés:

2 5 1 4 1 4
IR

=-3-(2-20)+1-(1-16)-3-(5—-8) =
=-3-(-18) —154+9 =48



A determinans kiszamitasa

A determindans és a sortranszformaciok:
» A determinans nem valtozik, ha a matix egy sorahoz egy masik soranak
valahanyszorosat hozzaadjuk.
> A determinans az ellentettjére valtozik, ha a matrix két sorat megcseréljiik.
> A determinans A-val szorzédik, ha a matrix egy sorat A-val megszorozzuk.

Ugyanezek igazak oszloptranszformacidkra is.

Egy négyzetes matrixot fels6 hdromszégmatrixnak neveziink, ha a f6atléja alatt
minden elem 0.

A felsé haromszogmatrixok determinansa a f64tldbeli elemek szorzata.
Példak:



Egy példa

1 3 4
A | 2 1 5 | méatrix determinansa sormiiveletekkel:
4 3 1
1 3 4 s2—281 1 3 4 So4>S3 1 3 4 s2/(—9)
2 1 5 = 0 -5 =3 = (-1)]0 -9 -15 =
4 3 1| s3—4s, |0 -9 —15 0 -5 =3
1 3 4 s3+5sa 1 3 4 16
=(-1)-(-9|0 1 3 = 9/0 1 % =9-1-1-— =48
0 -5 -3 00 %



Egy feladat

4 2 3 0
. . 2 6 0 8 . . .
Szamitsuk ki a 120 1 matrix determinansat sormiiveletekkel!
33 1 2



Egy feladat

] matrix determinansat sormiiveletekkel!

4 2 30
2 6 0 8
0 1
1 2

1 2
3 3

Sa 7351

3 3 1 2

Szamitsuk ki a

1 2 0 1

3 3 1 2

2

534>S4

0 0 3 14
1

000 —10
2.1-1-1-(=10) = —20

0 0 3 14



Feladat

Szamitsuk ki az A = matrix determinansat tetsz6leges médon!

N N
W N =N
SO W o
— O = N



Feladat

1 2 0 2
. . 2 1 11 - L . L
Szamitsuk ki az A = 42 3 0 matrix determinansat tetsz6leges médon!
2 3 01

Kifejtés a harmadik oszlop szerint:

detA=0-|-|— —0-]--|=-104+18=8
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Gyorsabb, ha elébb csinalunk egy sortranszformaciot, és csak utana fejtiink ki:

1 2

120 2 0 2
053 1 2 2
2 1 1 1% 9 11 1
detA=1|, 5 3 9 —1 ¢ —3|= 1 _g_é_i’_
2 3 0 1 29 30 1
=(=1) (-1 -12—12+4+4+9) = (-1)-(-8) =8



Néhany tétel

> det(A) =det (AT)

> A n x n-es matrixra det A # 0 < r(A) = n (rang maximalis).

» A m x k-as matrix rangja a benne levs legnagyobb méretii nem nulla
aldetermindns mérete.

» A, B ugyanakkora négyzetes matrixokra: det(AB) = det(A) det(B).

» A pontosan akkor invertdlhaté, ha det(A) # 0.

1 =det(E,) = det (AA™") = det(A) det (A1)



Inverz matrix

1 i Am
—1 %
A 7detA(( D™ Aji); o
1 2 0
A= 1 3 -1
-2 0 1

1. Determinans kiszamolasa:

det A =1-3-142-(—=1)-(~=2)+0-1-0—0-3-(=2)—2-1-1—1-(=1)-0 =5

2. Aldeterminansok kiszamolasa: 4. A kapott matrixot sakktabla-szabaly
3 -1 ¢ szerint szorozzuk: s o o
(Aij)ijor =1 2 1 4 (A" =11 1 1
-2 -1 1 I 45=1
L J 6 —4 1

3. A kapott méatrixot transzponaljuk:

5. Végiil leosztjuk a determinanssal:

3 2 -2 3 2 _2

(Aj); = -1 1 -1 AL = ? i i
! 6 4 1 81 1

L - 5 5 5



2 X 2-es matrix inverze
a b
A= a]

1. determinans: det A = ad — be
2. aldetermindnsok matrixa: { (; 5 }

s d b
3. transzponalas:

c a

—C a

4. sakktabla: [ d _b}

5. determinanssal osztas:

ol

Példa:

_ |3 2 1
A_[14}:>A =



X 2-es matrix inverze

a b
A= a]
1. determinans: det A = ad — be

2. aldetermindnsok matrixa: { (; 5 }

(14 d b

3. transzponalas:
c a
d —b }

—C a

4. sakktabla: [

5. determinanssal osztas:

Példa:



Cramer-szabaly

» ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen
> a megoldas egyértelmii (A rangja maximalis: determinansa nem 0)

@112 + @12T2 + -+ - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2 Ty = by

Ap121 + Ap2X2 + - + AppTn = bn

b1 a12 e A1n all b1 ai13 N A1n
b2 a2 .o Q2 as1 b2 azs3 ... Qa2n
b an2 ... apn a1 bn  Gns3 Ann
xr1 = ) T2 =
aiq a12 co. Q1 aiq a12 oo Q1n
a1 a922 ... Qop a1 a922 ... Q2p
Gnp1  an2 co. Qpn Gp1  Qan2 Ann

A k-adik ismeretlen kifejezésében az egyiitthatématrix k-adik oszlopat
kicseréljiik a b oszlopvektorra.



Cramer-szabaly — példa

r+2y=4 1 2 0 4
r+3y—2==6 A= 1 3 -1 b= 6
—2x4+2z=-5 -2 0 1 -5

detA=3+44+0-0-2-0=5

0

L] _1241040-0-12-0_10
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Cramer-szabaly — példa

r+2y=4 1 2 0 4
r+3y—2==6 A= 1 3 -1 b= 6
—2x4+2z=-5 -2 0 1 -5

detA=3+44+0-0-2-0=5

= 7:_1

5

42 0
6 3 —1
150 1] 1241040-0-12-0 10
e 5 - 5 =5 "
1 4 0
1 6 -1
L2 5 1] 6+48+0-0-4-5 5
vy= 5 - 5 =5
1 2 4
13 6
~2 0 5| 154 (-24) 40— (~24) — (-10)—0 _ —5
5



Vektorok szorzasa

Vegyes szorzat:

a= (01,02703) ay az ag
b = (b1,ba,b3) vektorok vegyes szorzata az | by by b3 | determinans.
c = (c1,c2,¢3) 1 c2 c3

Vektorialis szorzat (utolsé sor szerinti kifejtés):

ayp az ag
by by b3 |=e- (fl2b3 - ang) — €y (0153 - asbl) +es3- (alb2 - 0251) =
€ €3 €3

= (agbz — azba,azby — aibz, a1by —azby) =axb



Sor- és oszlopmiiveletek

Sor- és oszlopmiiveletek hasznalhatéak:

» egyenletrendszer megoldasa (csak sormiveletek!)
> inverz szamolasa (elsé modszer) (csak sormiiveletek!)
» matrixok rangjanak meghatarozasa

» determinans kiszamitasa

> csere: (—1)-es szorzd
> sor/oszlop szorzasanal ki kell emelni a szorzét



