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Feladatok

1. Számítsuk ki az 1 +
√
3i komplex szám négyzetgyökeit. Az eredményt

algebrai alakban adjuk meg.

2. Számoljuk ki a

 −1 −2 −2
0 0 1
1 2 2

 mátrix sajátértékeit, és minden

sajátértékhez adjunk meg egy-egy sajátvektort.

3. Számítsuk ki az f(x, y) = yexy függvény iránymenti deriváltját a P (0, 3)
pontban a v = (2, 1) irányban.

4. Keressük meg az f(x, y) = x2 − 6xy + y3 + 3y2 függvény lokális
széls®értékeit, és azok típusát.



1. feladat

Számítsuk ki az 1 +
√
3i komplex szám négyzetgyökeit. Az eredményt algebrai

alakban adjuk meg.

El®ször áttérünk trigonometrikus alakra:

r = |z| =
√
12 +

(√
3
)2

=
√
1 + 3 = 2

ϕ = arctg

(√
3

1

)
= arctg

(√
3
)
= 60◦

Tehát:
1 +
√
3i = 2(cos(60◦) + i sin(60◦))

A két négyzetgyök:

z1 =
√
2

(
cos

(
60◦

2

)
+ i sin

(
60◦

2

))
=
√
2(cos(30◦) + i sin(30◦)) =

√
3√
2
+

1√
2
i

z2 =
√
2

(
cos

(
60◦ + 360◦

2

)
+ i sin

(
60◦ + 360◦

2

))
=

=
√
2(cos(210◦) + i sin(210◦)) = −

√
3√
2
− 1√

2
i



2. feladat

Számoljuk ki a

 −1 −2 −2
0 0 1
1 2 2

 mátrix sajátértékeit, és minden sajátértékhez

adjunk meg egy-egy sajátvektort.∣∣∣∣∣∣
−1− λ −2 −2

0 −λ 1
1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)(−λ)(2− λ)− 2 + 0− 2λ− 0− 2(−1− λ) =

= −λ3 + λ2 + 2λ− 2− 2λ+ 2 + 2λ = −λ3 + λ2 + 2λ = λ
(
−λ2 + λ+ 2

)
=

= −λ(λ− 2)(λ+ 1)

Tehát a sajátértékek 0, 2,−1.
Sajátérték λ = 0-hoz: −1 −2 −2

0 0 1
1 2 2

 s1/(−1)

∼

 1 2 2
0 0 1
1 2 2

 s3−s1
∼

 1 2 2
0 0 1
0 0 0

 s1−2s2
∼

 1 2 0
0 0 1
0 0 0


Tehát x3 = 0, x2 szabad paraméter, és x1 = −2x2. Egy sajátvektor: (−2, 1, 0).



2. feladat folytatása

Sajátérték λ = 2-höz: −3 −2 −2
0 −2 1
1 2 0

 s1↔s3

∼

 1 2 0
0 −2 1
−3 −2 −2

 s3+3s1

∼

 1 2 0
0 −2 1
0 4 −2

 s3+2s2

∼

 1 2 0
0 −2 1
0 0 0

 s1+s2

∼
[

1 0 1
0 −2 1

]

Tehát x3 szabad paraméter, és x1 = −x3 és 2x2 = x3.
Egy sajátvektor: (−2, 1, 2).
Sajátérték λ = −1-hez: 0 −2 −2

0 1 1
1 2 3

s1↔s3

∼

 1 2 3
0 1 1
0 −2 −2

s3+2s1

∼

 1 2 3
0 1 1
0 0 0

s1−2s2
∼

 1 0 1
0 1 1
0 0 0


Megint x3 szabad paraméter, és x1 = −x3 és x2 = −x3.
Egy sajátvektor: (−1,−1, 1).



3. feladat

Számítsuk ki az f(x, y) = yexy függvény iránymenti deriváltját a P (0, 3)
pontban a v = (2, 1) irányban.

Kiszámoljuk a parciális deriváltakat az adott pontban:

f ′x(x, y) = yexyy = y2exy f ′x(0, 3) = 9

f ′y(x, y) = 1 · exy + yexyx = exy + xyexy f ′y(0, 3) = 1

Így a gradens a (9, 1) vektor.
A v vektort normáljuk:

e =
v

|v|
=

(2, 1)√
22 + 12

=
(2, 1)√

5
=

(
2√
5
,
1√
5

)
Az iránymenti derivált a két kiszámolt vektor skaláris szorzata:

f ′e(0, 3) = (9, 1) ·
(

2√
5
,
1√
5

)
=

19√
5
≈ 8,50



4. feladat

Keressük meg az f(x, y) = x2 − 6xy + y3 + 3y2 függvény lokális széls®értékeit,
és azok típusát.

A parciális deriváltak:
f ′x(x, y) = 2x− 6y
f ′y(x, y) = −6x+ 3y2 + 6y
Az els® elt¶néséb®l: 2x− 6y = 0 ⇒ x = 3y.
Ezt a második egyenletbe helyettesítve:
−6 ·3y+3y2+6y = 0 ⇒ 3y2−12y = 0 ⇒ y2−4y = 0 ⇒ y = 0 vagy y = 4
Két stacionárius pont van: (0, 0) és a (12, 4).

A másodrend¶ parciális deriváltak:
f ′′xx(x, y) = 2
f ′′xy(x, y) = −6
f ′′yy(x, y) = 6y + 6
Hesse-determináns: 2(6y + 6)− (−6)2 = 12y − 24
(0, 0)-ban −24, ami negatív, így ez nyeregpont, nem lokális széls®érték,
(12, 4)-ban 48− 24 = 24, ami pozitív, így ez lokális széls®érték,

f ′′xx(12, 4) = 2 > 0, így lokális minimum,
értéke: f(12, 4) = −32.


