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1. feladat

Szamitsuk ki az a = (0, —1,5) és b = (—2,1,2) vektorok skalaris szorzatat és a
két vektor hajlasszogét.
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Szamitsuk ki az a = (0, —1,5) és b = (—2,1,2) vektorok skalaris szorzatat és a
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1. feladat

Szamitsuk ki az a = (0, —1,5) és b = (—2,1,2) vektorok skalaris szorzatat és a
két vektor hajlasszogét.

A skalaris szorzat kiszamolasa koordinatakkal:

a= (a17a2>a3)
b - (b17b27b3)

( a . b )
(p = arccos | ———
fal - b
A skalaris szorzat:

a-b=0-(-2)+(-1)-14+5-2=0-1+10=9
A vektorok hossza:

la] = /02 + (—=1)2 +52 = V0 + 1 + 25 = V26

bl = /(-2)2 +12+22=\/4+1+4=\/§:3

}a'b = a1b1 +a2b2 +a3b3

Két vektor szoge:

A hajlasszog:

(1225) ~on () o
— arccos _ — arccos E— ~
4 a] - b] 23



2. feladat

Bontsuk fel a v = (3, —1,5) vektort az a = (3,1,0) vektorral parhuzamos és
arra merdleges komponensek Osszegére.



2. feladat

Bontsuk fel a v = (3, —1,5) vektort az a = (3,1,0) vektorral parhuzamos és
arra merdleges komponensek Osszegére.

A parhuzamos és a mer6leges komponens képlete:

a-v vV v
VIlE 7 ad

a-a
VLZV—VH

V|| a




2. feladat

Bontsuk fel a v = (3, —1,5) vektort az a = (3,1,0) vektorral parhuzamos és
arra merdleges komponensek Osszegére.

A parhuzamos és a mer6leges komponens képlete:

a-v V] V.
VH=73

a-a
VLZV—VH

V|| a

A sziikséges skalaris szorzatok:
a-v=3-3+(-1)-1+45-0=9-1=38
aa=3"+1240=9+1=10

A parhuzamos komponens:

a-v 8
= — a=—(3:1:0) = (2.4: .
VI =g 10(3, ;0) = (2,4;0,8;0)

Ebbdl a meréleges komponens:

vi=v-—v=(3-1,5) - (2408;0) = (0,6; ~1,8; 5)



3. feladat

Szamitsuk ki az a = (1,3,—2) és b = (—1,2,0) vektorok vektorialis szorzatat.



3. feladat

Szamitsuk ki az a = (1,3, —2) és b = (—1,2,0) vektorok vektorialis szorzatat.
A vektorialis szorzat kiszdmolasa koordinatakkal:

a= (afl7a27a3)

b — (bl,bQ,bg) }a X b= (a2b3 — agbg,agbl — albg,albg — agbl)



3. feladat

Szamitsuk ki az a = (1,3, —2) és b = (—1,2,0) vektorok vektorialis szorzatat.
A vektorialis szorzat kiszdmolasa koordinatakkal:

a= (a17a27a3)

b — (bl,bQ,bg) }a X b= (a2b3 — agbg,agbl — albg,albg — agbl)

a=(1,3,-2)
b= (-1,2,0)

(1,3,-2) x (=1,2,0) = (3-0— (=2) - 2,(=2) - (=1) =1-0,1-2 =3 (1)) =
= (4,2,5)



4. feladat

Szamitsuk ki az A(—1,0,2), B(2,1,0),C(3,2,1) cstcspontd haromszog
teriiletét.



4. feladat

Szamitsuk ki az A(—1,0,2), B(2,1,0),C(3,2,1) cstcspontd haromszog

teriiletét.
C
A B

c=AC = (4,2,-1) b

Az ABC haromszog teriilete fele a b és c altal kifeszitett paralelogramma
teriiletének. Utébbi pontosan a

bxc=(—1—(-4),-8—(=3),6—4) = (3,-5,2)

vektor hossza, ami

bxcl=1/32+(-5)2+22=v9+25+4=138

Igy a haromszog teriilete % ~ 3,08.



5. feladat

Hatarozzuk meg az a = (2,—1,5), b = (—1,0,4) és ¢ = (0,2, —3) vektorok
abc vegyes szorzatat, valamint a vektorok &ltal kifeszitett paralelepipedon
térfogatat.
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5. feladat

Hatarozzuk meg az a = (2,—1,5), b = (—1,0,4) és ¢ = (0,2, —3) vektorok
abc vegyes szorzatat, valamint a vektorok &ltal kifeszitett paralelepipedon

térfogatat.

A vegyes szorzat kiszamolasa koordinatakkal:

a= (a17a27a3)
b= (bl, bg, bg) abc = a1b203+a2b301+a3b1 CQ*(ZngCl*aleCg*albgCg

c = (e1,c9,c3)
o A
) c

abc = 2:0-(=3) + (—=1)-4-0 + 5-(—=1)-2 = 5:0:0 — (=1)-(—1)-(=3) — 2:4-2 =
=0+0-10—0+3—16=—23

Az altaluk kifeszitett paralelepipedon térfogata ennek abszolit értéke, azaz 23.



6. feladat

Irjuk fel a Py(1,2,4) ponton atmend n = (2, 1, 3) normalvektora sik egyenletét.



6. feladat

Irjuk fel a Py(1,2,4) ponton atmend n = (2, 1, 3) normalvektora sik egyenletét.

Az n normélvektor( sik egyenlete
2r+y+3z2=c,
ahol a ¢ konstans gy hatarozzuk meg, hogy a P, pont rajta legyen a sikon. Azaz
c=2-1+2+3-4=16,
igy a kérdéses sik egyenlete

2z +y + 3z = 16.



7. feladat

Hatérozzuk meg a P(3,4,6) ponton atmené n = (1, —2,1) normalvektora sik
egyenletét, és szamitsuk ki a Q(—1,5,4) pontnak ettdl a siktdl vett tavolsagat.



7. feladat

Hatérozzuk meg a P(3,4,6) ponton atmené n = (1, —2,1) normalvektora sik
egyenletét, és szamitsuk ki a Q(—1,5,4) pontnak ettdl a siktdl vett tavolsagat.

A sik egyenlete az eléz6 feladathoz hasonléan:
r—2y+z=1

Ennek a Hesse-féle normalegyenlete:
x—2y+z—-1 0
V12422412
A Q pontnak ettdl a siktol val6 tavolsagat a fenti egyenlet bal oldaldnak
abszolit értéke adja meg:
-1-2-5+4-1

-8 8
= |—=|=—=~327
o I




8. feladat

Irjuk fel a vi = (1,2, —1) és vy = (2,4, 3) vektorokkal parhuzamos, a P(2,3,7)
ponton atmend sik egyenletét.



8. feladat

Irjuk fel a vi = (1,2, —1) és vy = (2,4, 3) vektorokkal parhuzamos, a P(2,3,7)
ponton atmend sik egyenletét.

Mivel a vektorialis szorzat a két tényezére mer6leges vektor, igy ezen sik egy
normalvektora
vy X vg=(6—(—-4),-2-3,4—4) =(10,-5,0).
Igy a sik egyenlete
10z — by =5,

amivel ekvivalens, hogy
20 —y = 1.



9. feladat

Mi az A(1,5,2), B(3,6,0), C(0,8,4) pontokon dtmené sik egyenlete?



9. feladat

Mi az A(1,5,2), B(3,6,0), C(0,8,4) pontokon dtmené sik egyenlete?

b= AL = (2,1,-2)
c=AC = (~1,3,2)

Ezzel az el§z8 feladathoz hasonléan a sik normalvektora:
bxc=(2-(-6),2—-4,6—(-1)) =(8,—-2,7).

Igy a sik egyenlete
8r — 2y + 7z = 12.



10. feladat

Mutassuk meg, hogy a 3z +y — 2 =1 és a 6x + 2y — 2z = 1 egyenlet(i sikok
parhuzamosak, és hatarozzuk meg a két sik tavolsagat.



10. feladat

Mutassuk meg, hogy a 3z +y — 2 =1 és a 6x + 2y — 2z = 1 egyenlet(i sikok
parhuzamosak, és hatarozzuk meg a két sik tavolsagat.

A sikok normalvektorai:
r+y—z=1=mn; =(3,1,-1)
6x+2y—2z=1=mny=(6,2,-2)
Lathatd, hogy ny = 2n,, azaz a két sik valéban parhuzamos.

A két sik tavolsaganak a kiszamitasahoz valasszunk egy Q pontot az elsé sikrdl.
A Q(0,1,0) pont rajta van az elsé sikon, mert kielégiti az egyenletet:
3-0+1-0=1.

A két parhuzamos sik tavolsaga a () pont tavolsaga a masodik siktdl, amihez a
masodik sik Hesse-féle normalegyenlete:

6r +2y —2z—1

62 + 22 + (_2)2

Es igy a tavolsag:
6~0+2~1—2-0—1‘_‘ 1 ‘_ 1
V44 V44 2v/11

~ 0,151



Bonuszfeladatok

Tiikrozzitk a v = (—2,6,1) vektort az a = (1, —1,0) vektorra. Hatarozzuk meg
a tiikorkép vektor koordinatait.

Hatérozzuk meg a Py(—2, —1,8) ponton atmend és az

33—z
3

Yy
1:77:
T+ 9

egyenlet(i egyenesre merGleges siknak az egyenessel valé doféspontjat.



Hazi feladatok

Bontsuk fel a v = (3,5,7) vektort az a = (1,2, —1) vektorral parhuzamos és
arra mergleges komponensek Osszegére.

Irjuk fel a P(3,—1,2) ponton 4tmend n = (2,3, —4) normalvektort sik
egyenletét, és szamitsuk ki a Q(0,3,1) pontnak ettdl a siktdl vett tavolsagat.



Hazi feladatok végeredményei

v = (1,2,-1)
V] = (2, ,8)

A sik egyenlete: 2z 4 3y — 4z = —5.
10
A @ pont tavolsaga: — ~ 1,86.

V29



