FELADATOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022 /23 /tavasz, 10. hét

1. Keressiik meg a kovetkez§ fliggvények lokalis szélsGértékeit!

a) f(ﬂf,y):($—3y+3)2+<$_y_1)2 b) f($,y):($—y+1)2_(x2_2)2
¢) flay)=a’—32"+ 20y +y" —4 d) f(x,y)=?+5_;+xy

e) flz.y)=dzy—a'—y'
Megoldas a) A parcidlis derivaltak
folwy) =20 =3y +3) +2(x —y — 1) =4z — 8y + 4

fol@,y) = 2(x — 3y +3)(=3) + 2(z —y — 1)(—1) = —8x + 20y — 16.
A fiiggvény stacionarius pontjai az f,(v,y) = f,(7,y) = 0 egyenletrendszer megoldasai. Jelen
esetben az egyetlen megoldas Py(3,2). Azt, hogy itt van-e lokalis széls6érték, a masodrendd

parcialis derivaltakbol 4ll6 Hesse-determinans vizsgalataval dontjiik el. A masodrendi
derivaltak:

foe(xy) =4 fl(zy) = fl.(x,y) =8 [, (x,y)=20.

A vizsgélt pontban (és minden egyéb pontban) igy a Hesse-determinans:

4 -8
-8 20

‘:4-20—(—8)2216>0,

tehat a fiiggvénynek a vizsgalt pontban van lokalis szélsGértéke. Minthogy f7 (3,2) =4 > 0,
igy a szélséérték egy lokalis minimum. A minimum értéke f(3,2) = 0.
b) Az elsérendii parcialis derivaltak

fi(z,y) = 2(x—y+1)—2(2>—2)(27) = —42° +102—2y+2; fol@,y) = 2(x—y+1)(—1) = —22+2y—2.

Megkeressiik a stacionarius pontokat. A masodik derivaltat egyenlévé téve O-val y = x + 1
adodik. Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve —4z® + 82 = 0, amib6l x = 0, vagy = = +v/2.
Tehat a stacionarius pontok P(0,1), Py(v2,v2 + 1) és P3y(—v2,1 — v/2). A mésodrendi
derivaltak:

fro(woy) = =122 +10;  fi(z.y) = fro(z.y) = -2 fy(z.y) =2

[gy a Hesse determindns D(xz,y) = (—1222+10)-2— (—2)? = 16 — 242>, A vizsgilt pontokban
D(P)) =16 > 0, D(P,) = D(P3) = —32 < 0, tehat egyediil P;-ben van lokalis szélsGérték.
Mivel f (0,1) = 10 > 0, ezért itt lokalis minimum van. Ennek értéke f(0,1) = —4.

¢) Az els6rendii derivaltak

filzy) =32" =6z +2y;  f)(z,y) =2z +2y.
Igy a stacionaris pontok Py(0,0) és P (%, —%). A masodrendii derivaltak:

foo(xy) =62 —6;  fl(v,y) = [(x,y) =2 fp(r,y) =2,

igy a vizsgalt pontokban a Hesse-determinans D(P;) = —16 < 0 és D(P,) = 16 > 0, tehat
egyediil a P, pontban van lokalis szélsGérték. Most 7/, (%, —%) =10 > 0, azaz P»-ben lokalis
minimum van, melynek értéke f(Py) = —32.

d) Az els6rendii derivaltak

. 20 50
filwy) = =200 +y=y——; [,



Megkeressiik azokat a pontokat, ahol mindkét derivalt nulla. Az y = i—g kifejezést a masodik
derivaltba behelyettesitve az © = % egyenlet adodik. Minthogy x = 0 esetén f(x,y) nem
értelmezett, az egyetlen megoldas az x = 2, melybdl y = 5. Tehét az egyetlen stacionarius

pont a P(2,5). A masodik derivaltak:

40 100
fo@y)=—i  f@y)=fu@y =15 f@y)= e

amibdl D(2,5) = 3 > 0, tehat P-ben van lokalis szélsGérték. Mivel f7 (2,5) = 5, ez minimum,
melynek értéke f(2,5) = 30.
e) Az els6rendi derivaltak:

filz,y) =4y —42%  fl(z,y) =4z — 49",

Ebbdl az el6z6 feladatokhoz hasonléan kaphatok a stacionarius pontok: P;(0,0), P(1,1),
P3(—1,—1). A masodrendd derivaltak kiszdmolasa utén adodik a Hesse-determinans:
D(x,y) = 144a’y” = 16. Mivel D(0,0) = ~16 < 0, D(1,1) = D(~1,~1) = 128 > 0, fgy
Py-ben és Py-ban van lokalis szélsGérték. Minthogy fr (1,1) = fr(-1,—-1) = —12 < 0,
ezekben a pontokban lokalis maximum van, melyek erteke f(1,1) = ( 1,-1)=2.

. Keressiik meg az 2% + y* +y — 1 fiiggvény maximumat és minimumét az {(z,y) | 22 +y* < 1}
halmazon!

Megoldas Vizsgaljuk meg elGszor a lehetséges szélsGértékhelyeket a halmaz belsejében.
Mivel f(x,y) = 2>+ y*+y—1 minden pontban (totalisan) derivalhato, igy a halmaz belsejében
f csak stacionarius pontokban veheti fel a szélsGértékeit. A parcidlis derivaltak:

folw,y) =22, fi(z,y) =2y +1,

melyek egyetlen zérushelye a P, (O, —%) pont. Minthogy P; a halmaz belsejében van, P; egy
lehetséges szélsGértékhely.

Elsfordulhat, hogy egy szélsGérték a halmaz hataran taldlhat6. A halmaz hatarpontjainak
koordinataira teljesiil az 22 = 1 —y? dsszefiiggés, ahol —1 < y < 1. Tehat ezekben a pontokban
az [ fiiggvény értéke g(y) = (1 —y?) +y*> +y — 1 = y. Ezen egyvaltozos fiiggvénynek a
[—1, 1] intervallum belsejében nincs lokalis szélsGértéke, globalis szélsGértékei az y = +1 helyen
talalhatok. Ezekben a pontokban z = 1 — (£1)? = 0, tehat a hatarpontok kozti lehetséges
szélsGértékhelyek a PQ(O, —1) és a P3(0,1) pontok. Igy f minimuma és maximuma a megadott
halmazon az f(Py) = —2, f(Py) = —1 ¢s f(P3) = 1 értékek koziil keriﬂ ki. Tehat a megadott
halmazon f a P, (0 — ) pontban minimélis és minimuma f(P;) = —2, mig a (0,1) pontban
maximalis, és maximuma f(0,1) = 1.

. Legyen f(z,y) = 2°y°. Keressiik meg f lokalis szélsGértékeit! Keressiik meg f minimumat és
maximumat a (0,0), (1,0), (0,1) csticsok altal meghatarozott haromszoglapon!

Megoldas A fliggvény maximuma és minimuma lehet a haromszog belsejében, valamelyik
élének belsejében, valamint valamelyik cstcsban. A haromszoglap belsejében mindegyik
lehetséges szélsGértékhely egy stacionarius pont. Minthogy fi(z,y) = 32%° és f)(z,y) =
S5a3y*, a stacionarius pontok a koordinitatengelyek pontjai amik nem esnek a tartomany

belsejébe. )
A (0,0) és (1,0) cstcsu él pontjai felichatok (z,0) alakban, ahol, x € [0,1]. Igy itt a
g1(x) = f(z,0) = 0 fliggvény szélsGértékeit keressiik, ami minden pontban felvevidik, és

értéke 0. Hasonloan, a (0,0) és (0, 1) cstcst él pontjai felirhatok (0,y) alakban, ahol y € [0, 1].
Ekkor az él pontjain f értékei ¢go(y) = f(0,y) = 0, igy minden pont szélsGértékhely. Az
(1,0) és (0,1) cstcsu él pontjai felirhatok (z,1 — x) alakban, ahol z € [0,1]. Itt a fliggvény



g3(x) = f(z,1—2) = 23(1 —x)5. Mivel g4(x) = 32*(1 —z)° —523(1 —x)* = 22(1 — 2)*(3 — 8x),
melynek lehetséges szélsGértékhelyei az x = 0, x = 1 és az ¢ = % pontok. Igy f lehetséges

szélsertekei az f(x,0) =0, f(0,y) = 0ésaz f (2,1 - 2) = £5° koziil keriil ki, igy a megadott

33 55 __ 84375
haromszoglapon a minimum 0, a maximum 8 16777216

A lokalis szélsGértékek meghatarozasahoz megvizsgaljuk a Hesse-determinans értékét a két

koordinatatengely pontjaiban, azaz a stacionarius pontokban. Mivel f” (z,y) = 6xy°,
_ _ 2,4 _ 3,3 : e s
(T, y) = fr(x,y) = 152%y%, f7 (z,y) = 202°y°, a determinans értéke mindegyik ilyen

pontban 0, tehat ezen vizsgalattal nem donthetd el, hogy ezeken a helyeken f-nek van-e lokalis
szélsGértéke. Ettol fliggetleniil is lathato viszont, hogy f elGjele az els§ és harmadik negyed
belsejében pozitiv, mig a masik két negyed belsejében negativ, igy f-nek egyik ilyen pontban
sincs lokalis szélsGértéke.

. Géza a pajtija faldhoz egy 1 m? térfogati, feliilrsl nyitott, téglatest alakii szénatarolot szeretne
épiteni. A tarolo egyik oldalat a pajta fala alkotja, csak a maradék 3 oldalat és az aljat
kell elkészitenie. Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehetd legkevesebb anyagot kelljen
felhasznalnia? Oldjuk meg a feladatot tgy is, hogy a tarol6 aljat a fold alkotja!

Megoldas Jelolje a szénatarolo vizszintes élei koziil a pajta falara merclegesek hosszat z, a
vele parhuzamosak hosszat y, és a szénatarold6 magassagat z. Ekkor, mivel a tarold térfogata
1 m3, fennall a xyz = 1 egyenlGség. A tarolo elkészitéséhez felhasznalando anyag ardnyos az
elkészitett feliilet nagysagaval, igy az A = 2xz + yz + xy kifejezés minimumat keressiik. Az
zyz = 1 egyenl6séghdl y = -, amib6l A = A(z,z) = 222+ 2 + 1, 2,2 > 0 adodik. Ezen

kétvaltozos fiiggvény els6rendd parcidlis derivaltjai Al (x,2) = 2z — &5 és Al(z, 2) = 2z — &.

1
Mindkét derivalt a P(\/v i”f)

minimum ebben a pontban. A Hesse determinéms D(z,y) = =5 — 4, azaz D(P) = 12 > 0,
tehat van lokalis szélsGérték P-ben. Mmthogy " (P) =4 >0, itt lokalis minimum van. Az
optimélis téglatest méretei x = z = %, y = V4.

pontban nulla. Megvizsgéﬂjuk hogy tényleg van-e lokilis

Ha most a tarolo aljat a fold alkotja, akkor a minimalizalando kifejezés az A = 2xz+yz = %—f—%,
ahol x,y > 0. Ennek a kifejezésnek nincs stacionarius pontja, azaz lokalis minimuma
sem. Megfigyelhet6 az is, hogy ha z,y elegendGen nagy, akkor A tetszGlegesen kicsi pozitiv
szam lehet, azaz ebben az esetben tetszélegesen kevés anyaghol tudunk egységnyi térfogati
szénatarolot épiteni, ha a tarold magassagat elegendGen kicsire, és a maéasik két méret
mindegyikét elegendGen nagyra tervezzik.

. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények lokalis szélsGértékeit!

4
a) flz,y)=2>—9z+¢y*—6y D) f(x>y)=2x+y+@

c) flz,y) = %+y3—3;y d) flz,y)=y"— 12y +2(z+y)* — 8z +y)
e) f(a:,w:xiy%y—x £) fla,y) = 2 + o + day + 9y

Megoldas A megoldas menete megegyezik az 1) feladat megoldasainak menetével, igy csak

a végeredményt kozoljiik.

a) A stacionarius pontok P (—v/3,3) és P»(v/3,3). A Hesse determinans értéke P-ben negativ

¢és Py-ben porzitiv, igy csak Pp-ben van lokalis szélsGérték. Mivel f7 (Py) > 0, itt lokalis

minimum van, melynek értéke f(Py) = —6v/3 — 9.

b) Az egyetlen stacionarius pont P(1,2). Mivel D(P) = 3 > 0, itt van szélsGérték; mivel
" (P) =4 >0, ez lokalis minimum, melynek értéke f(P)

¢) Az egyetlen stacionarius pont P(1,1). Minthogy D(P) = 7 > 0, itt van szélsGérték; mivel

" (P) =6 >0, ez lokalis minimum, melynek értéke f(P) = —

t D(P )—48 > 0¢és D(Py) = —48 < 0,

rx

d) Két stacionarius pont van: P;(0,2) és Pa(4, —2). Most



igy egyediil Pj-ben van lokalis szélséérték. Mivel f7 (P;) = 4 > 0, ez minimum, melynek értéke
£(0,2) = —24.

e) Az egyetlen stacionarius pont P(2,—%l). D(P) = 48 > 0, tehat itt van szélsGérték.
Minthogy f7.(P) = —1 < 0, ez lokilis maximum, melynek értéke f(P) = —6.

f) Az egyetlen stacionarius pont P (—3, %) Mivel D(P) = —12 < 0, a fiiggvénynek nincs
lokalis szélsGértéke.

. Hatarozzuk meg a 2z = 4 — 22 — y? egyenletii felillet z > 0 része és az wxy sik altal
hatarolt térrészbe irhaté maximéalis térfogatu téglatest oldalait, ha a téglatest lapjai a
koordinatasikokkal parhuzamosak.

Megoldas Feltehets, hogy a téglatest alapja a z = 0 sikban van. Legyen a téglatest
valamelyik csiicsa (a,b,0), ahol a,b > 0, és 4 —a* —b* > 0. Ekkor a téglatest alaplajanak tobbi
csticsa (—a, b,0), (a,—b,0) és (—a, —b,0). Igy a téglatest éleinek hossza 2a,2b,4 — a® — b2 A
terfogata V = 4ab(4 — a® — b*) = 16ab — 4a®b — 4ab®. Ezen fiiggvénynek egyetlen stacionérius
pontja van a,b > 0 esetén: a P(1,1) pont, mely beliil esik a vizsgalt tartomanyon. Minthogy
D(1,1) =512 > 0, itt van lokalis szélsGérték, és mivel V! (1,1) = —24 < 0, ez lokalis maximum.
Vegyiik észre, hogy a = 0, b = 0 vagy 4 — a? — 1? = 0 esetén a téglatest térfogata nulla, igy a
térfogat a maximumat tényleg a vizsgélt tartoméany belsejében veszi fel, azaz P-ben abszolut
maximum is van. A maximum értéke V(1,1) = 8, és a téglatest oldalainak hossza 2, 2 és 2.

. Egy téglatest egy pontban Gsszefutd éleinek osszege 60 cm. Mekkordk az élek, ha a téglatest
térfogata maximalis?

Megoldas Jelolje a téglatest éleinek hosszat x,y,z. Mivel az egy pontban osszefuto élek
Osszhossza 60, igy 2z = 60 —x — y, ahol 0 < x,y és  +y < 60. A téglatest térfogata
V(z,y) = xy(60 — x — y). Ezen fiiggvénynek egyetlen stacionarius pontja van a vizsgalt
tartomanyon: P(20,20). Most D(P) = 1200 > 0 és V” (P) = —40 < 0, tehat P-ben lokalis
maximum van, melynek értéke V/(20,20) = 8000. Mivel a vizsgalt tartoméany hataran a térfogat
nulla, az el6z6 feladathoz hasonléan koévetkezik az is, hogy P-ban globalis maximum van.
Ebben a pontban a téglatest mindegyik éle 20 cm hosszii.



