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1. Szamoljuk ki:

b) //Axsin(xy)d(:c,y):? A:{(x,y)llgxgig, 0§y<Z}
c) //Txd(m,y):? T:{(x,y))x2§y§$+2}
) /Tj—zd(x,y)z? T= {(%y)

e) //TysinxQd(x,y):? T={(z,y)|0<y<Vz, 0<z <1}

S <y<u, 1§x§2}

Megoldas a) Az integralasi hatarok 0 < x <1 és 0 <y < 1, azaz az integral
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¢) A hatargérbék metszéspontjainak z-koordinatai az 2 = z + 2 egyenlet megoldasai, azaz
1 = —1 és x5 = 2. Tehat az integralasi hatarok —1 <z <2és 2?2 <y <z + 2.
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2. Cseréljiik fel az integralas sorrendjét, és szamoljuk ki az alabbi integralokat:
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Megoldas a) Felrajzolva a tartomanyt leolvashatoak az forditott sorrendi integralas hatéarai:
0<y < xés0<z<1 Arzazazintegral éppen az eléz6 feladatban szerepls utolso integral,
melynek értékét mar kiszdmoltuk.

b) A forditott hatarok: 0 <y < £ és 0 < x < 2. Igy az integral:
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¢) A forditott hatarok: 0 <y <2zrxés0<x < 1. gy
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d) A forditott hatarok 0 < z < g3 és 0 < y < 2. Tehat:
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3. Szamoljuk ki:

1
) // 1122 d(z,y) =7 A=a(0,0), (1,1) és (1,0) csticsit hAromszog
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=7  A={(z,y) eR}2>0,2" <y <4}

b) //Aﬁd(m,y)

c) // zyd(z,y) =7 T hatargorbéi: y =0,y =6 —z,y = /x
T

d) //sian—yzd(Ly) =7 T={(z,y)|y* <sin’z,0 <z <}
T

Megoldas a) Az integralas hatarai 0 <y <z és 0 <z < 1. Tehat
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b) Mivel az y = 2% gorbe és az y = 4 egyenes metszéspontjai x = +2, vazolva a tartomanyt
leolvashatok az integralasi hatarok: 22 <y <4¢és0 <z < 2. Igy
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¢) Azy = \/x ésazy = 6—x gorbék egyetlen metszéspontja P(4,2). Az integralas sorrendjének
megfelelGen kétféle paraméterezés kozt valaszthatunk. Az els§ esetben két norméaltartomany
unidjara bontjuk az eredeti tartomanyt, melyek hatarai: 0 < y < /z, 0 < x < 4, valamint



0<y<6-—2x 4<x<6. A masodik esetben egy norméltartoményként irjuk fel a hatarokat:
y? <x<6—yés0<y <2 Miaz utébbi utat kivetjiik.
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d) Mivel < z < 7 esetén sinz > 0, ezért az integralas hatarai —sinz < y < sinx. Tehat:
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4. Szamitsuk ki az /// xy?2> dV integral értékét, ha az elsé térnyolcadba esé V korlatos térrész
1%
hatarai a z = zy egyenletd feliilet, valamint a 2 =0, x = 1, y = 0, y = x egyenlet sikok.

Megoldas Az integralas hatdrai 0 < z <uzy, 0 <y <z és 0 < x < 1. Tehat:
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5. Szamitsuk ki a megadott feliiletekkel hatarolt korlatos térrész térfogatat!

a) y=0,y=2,2=0,2=2— 222
b) *=y+2,y=02=0z=2

Megoldas a) A z = 2 — 22 feliilet és a 2 = 0 koordinatasik metszete az © = +1 egyenesek
uniéja. Igy a térfogatot kettds integrallal kiszamolhatjuk, ahol a fiiggvény 2z = 2 — 222, és az
integralas hatarai 0 <y <2 és —1 < x < 1. Tehat:
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b) A térbeli tartomanyt vazolva a hatarok: 0 < z < 2% —y, 0 <y < 2?és 0 < 2 < 2. Igy akar
kettds, akar harmasintegrallal meghatarozhato a térfogat. Most az utobbit valasztjuk, ekkor
az integralando fiiggvény az (x,y, z) — 1. Tehat:
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