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1. Számoljuk ki:

a)

∫∫
T

y2 dT =? T =
{
(x, y)

∣∣∣x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y ≤ x
}

b)

∫∫
T

x2y dT =? T =
{
(x, y)

∣∣∣ 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0
}

c)

∫∫
T

7xy4 dT =? T =
{
(x, y)

∣∣∣ 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≥
√
3x
}

2. Számítsuk ki az

∫∫
T

xy√
x2 + y2

dT integrál értékét, ha T az 4 ≤ x2 + y2 ≤ 25, x ≤ 0, y ≥ 0

egyenl®tlenségekkel adott tartomány.

3. Számoljuk ki az x2 + y2 = 1 egyenlet¶ henger és a z = 0, valamint a z = 2− x− y egyenlet¶
síkok által határolt térrész térfogatát!

4. A V korlátos térrész határai a z =
√
x2 + y2, illetve a z = 1 egyenlet¶ felületek. Számítsuk ki

az

∫∫∫
V

√
x2 + y2 dV integrál értékét!

5. Számoljuk ki a z =
√
x2 + y2 és a z = 6 − x2 − y2 egyenlet¶ felületek által határolt korlátos

térrész térfogatát!

6. Számítsuk ki az

∫∫∫
V

xyz dV integrál értékét, ahol a V korlátos térrész az x2 + y2 + z2 ≤ 1

gömb belsejének az x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 térnyolcadba es® része.

7. Számoljuk ki az x2 + y2 + z2 ≤ 1 és a
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
3
√
x2 + y2 egyenl®tlenségekkel adott

térrész térfogatát!

Emlékeztet®

� Integráltranszformáció: Legyen A,B ⊂ Rn, f : A → R, ϕ = (ϕ1, . . . ϕn) : B → A deriválható,
kölcsönösen egyértelm¶ függvény.
Ekkor ϕ′(x) egy olyan n× n-es mátrix, amelynek (i, j) eleme (ϕj)

′
i(x). Igaz a következ®:∫

A
f(x) dA =

∫
B
(f ◦ ϕ)(y) · |detϕ′(y)| dB.

� Egy gyakori integráltranszformáció a ϕ : R+
0 × [0, 2π] → R2 polártranszformáció. Ekkor

ϕ(r, α) = (r cosα, r sinα), és | detϕ(r, α)| = r. Azaz, ha A ⊂ R2 egy R sugarú körlap,
akkor∫∫

A

f(x, y) d(x, y) =

∫ R

0

∫ 2π

0

f(r cosα, r sinα) · r dα dr.

� A henger-koordinátarendszer R3-ban: (r, φ, z) 7→ (r cosφ, r sinφ, z). A hengerkoordinátákra
való áttérés Jacobi-determinánsa: det |J | = r.

� A gömbi polárkoordinátarendszer R3-ban: (r, θ, φ) 7→ (r cos θ cosφ, r cos θ sinφ, r sin θ), ahol
r ∈ [0,∞), θ ∈ [−π

2
, π
2
] és φ ∈ [0, 2π]. A gömbi koordinátákra való áttérés Jacobi determinánsa

det |J | = r2 cos θ.


