FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 13. hét

1. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorok konvergenciatartomanyat!
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Megoldas a) Kiszamoljuk a lim |“**| hatarértéket az a, = (;;): sorozatra:
n—o0
(=nm+t
. (n+1)-27+1 ) n ) 1 1
lim |——==—| = lim = lim 5 = =
Ha a, konvergens, akkor limsupa, = lim a,, igy a konvergenciasugar r = + = 2. A
n—oo 2
hatvanysor kozéppontja a = 1, tehat a hatvanysor konvergens az (1 — 2,1 + 2) = (—1,3)
intervallumon, és ennek kiils6 pontjaiban nem. Megnézziik az intervallum hatarat. Ha x = —1,

(o] o0
akkor a hatvanysor értéke > (;;)n (=2)" = > %, amirdl ismert, hogy divergens. Ha = = 3-
n=1 n=1

o0

at helyettesitiink, a > % numerikus sort kapjuk. Ez a sor valtakozo6 elGjeld, az elemei
n=1

abszolut értékeinek sorozata nulldhoz tart és monoton csokkend, tehat a sor Leibniz tipusi,

igy konvergens. A konvergenciatartomény: (—1,3].
b) Ttt

(=)™ (2n+3) 3

™ 2n+3 2+ =

lim % = lim nt = lim TRV =0,
n—yo0 % n—oo (2n +1)(2n +2)2 oo (24 2)(2n + 2)2

tehat a konvergenciasugar » = co. Tehat a hatvanysor az egész R halmazon konvergens.
1

c¢) Hasonléan levezethets, hogy a konvergenciasugar r = 5. Vizsgédljuk meg a konvergenciat

n+3
n2+3°

o0
r = i% esetén. Ha x = —%, akkor a kapott numerikus sor ) Minthogy minden n > 1

n=1

o0
esetén :2135 > T = %1 : %, ésa >y, % harmonikus sor divergens, a minorans-elv miatt ez a
n=1
n , n+3
n2+3"

o0
sor is divergens. Legyen most 2 = 3. Ekkor a kapott sor Y (—1) Levezethetd, hogy
n=1
nh_g)lo :2133 =0, és a {7:’2133} sorozat monoton csokkené n > 7 esetén, a vizsgalt sor Leibniz-
tipust, tehat konvergens. A konvergenciatartomany: (—%, %}

o n oo n
d) Alkalmazzuk a > % = Y o (x+2)" atalakitast. Erre a hatvanysorra az el6zekhez
n=1 n=

hasonléan adddik, hogy a konvergenciasugara r = %, azaz, mivel a kozéppontja a = —2, a
71

(—5, —5) intervallumon konvergens. A két végpontban kiilon megvizsgalva a konvergenciat

lathatjuk, hogy mindegyikben konvergens a hatvanysor. Tehat a konvergenciaintervallum:
-2,

2 2]
e) Végezziik el az 23 = y helyettesitést. Az el6z6 modszerekkel levezethets, hogy az igy kapott

(o]

>~ " hatvanysor konvergenciaintervalluma (—2,2). Igy az eredeti hatvanysor —2 < 2* < 2
n=1

esetén konvergens, amib6l a konvergenciaintervalluma (—v/2, v/2).

f) Hasonloan adodik, hogy a hatvéanysor —9 < (z — 2)? < 9 esetén konvergens, amibél a

hatvanysor konvergenciaintervalluma (—1,5).




2. Hatéarozzuk meg a kdvetkezs sorok konvergenciasugarat!

= (n+2™ = (n+1)"
2) ; (n+ 6y b) ; nl
Megoldas a) Vizsgaljuk az a,, = % sorozatra a 11m V/|a,| hatarértéket. Ekkor
(n46)n>+1
2)n? 2)n 14+ 2)" 2
T B Gl S O G o) T U — lim —— =,

n—oo \[ (n+6)" L nooo (n46)"- Yn+ 6 noe (14 8)" /46 nmeoel-d

felhasznalva azt, hogy ¢/n < {/n+6 < V/Tn < (/n)°, han >7,igy a lim /n = 1 nevezetes
n—00

hatarérték felhasznalasaval a rendér-elv alapjan lim {/n + 6 = 1. A kiszamolt hatarértékbdl
n—oo

azt kapjuk, hogy a vizsgalt hatvanysor konvergenciasugara r = 6%4 = et

b) Most

(Tl+2)n+1 1 n+1
(n+1)! . _
i (I m (1 T 1) -

Tehat a konvergenciasugar r = %

3. Adjuk meg az aldbbi fiiggvények zy bazispontt Taylor-sorfejtését és annak konvergenciatarto-
manyat!

1 1

a) f(ac):x—_?), ro=0; x9=05 b) f(a:):x+2, To=2; xog=—H
1 z° 1 3zt

C) f(x) I2+3, g(ilf) $2+37 To ) f(ili') $+7, g(l’) x‘i‘?, Ty

Megoldas Idézziik fel, hogy a ) ¢" mértani sor pontosan |q| < 1 esetén konvergens, és

n=0
oo
ekkor Osszege z; q" =1
oo
a) Az el6z6 nevezetes sordsszeget alkalmazva —5 = —3- @ =3 nz;o (%)n = 7;1 —s5, és a
kapott sor |§‘ < 1 esetén, azaz a (—3 3) tartomanyon konvergens. Mésrészt, ﬁ = (z—é)+2 =
1 W =3 Z (—52)" = Z 2n+1 C(z — 5)", és a kapott sor |—%32| < 1 esetén, azaz a

(3,7) tartomanyon konvergens.

o0
b) Az el676 feladat modszerével —5 = Zo (4_,521 (x—2)", ésasor —2 < x < 6 esetén konvergens.
00 "=
Mésrészt —5 = Eo s (@ + és a sor —8 < x < —2 esetén konvergens.
n—=

5",
1 e "R (=D on
c) Ttt 2+3 gm 5;( ) Y gera’”, és asor

2
—%| <1, azaz a (—\/§, \/5)
n:O
intervallumon konvergens. Igy x;’” s = x? Z %:ﬂ Z = CLE 245 45 a sor ugyanezen az
n=0
intervallumon konvergens.
o

d) = = 2 (7nl+)1 z", és a sor a (—7,7) intervallumon konvergens. Emellett 317 =

n=0

o

3(~1 ) .
> 7(n+1) "4, és a sor ugyanitt konvergens.
n=0




4. Irjuk fel az alabbi fiiggvények x, pontbeli Taylor-sorat és annak konvergenciatartoméanyat!
a) fi(r) =sin3z® 3y =0 b) fo(z) =e* 20=0; 20=3
¢) fs(x) =sh2z* 5=0 d) fi(z) =e*chbr, x5=0

Megoldas a) A segédleten szerepl6 nevezetes hatvénysorok kozt szerepel a sinx =

(333 )2n+1 — io: (*1)n'32n+1

4An+2
= (2n+1)! ’

X yn - 7 : S
ZO Spma ™t @ € R egyenldseg. gy sin32? = Zo ey
n= o

és az egyenlGség tetszfileges x € R esetén fennall. Tehat a sor konvergenciatartoméanya R.

b) Hasonléan e Z ( = Y Lan, tetszleges x € R esetén.
n=0
L, OO n 2n+1 n R .
¢) Ugyanigy sh2z? = n;() (2n+1) (2pt)ntl = Z énﬂ),xé‘ 1 minden x € R esetén.
. 5z e~ 5z 3x e~ 7T 0 _ n S n _7\n n 2
d) Mivel ch5z = <™ gy f,(z) = 4™ = %Z:o 3 7!) = Z:OS ;((m;) z", és
a sor minden x € R esetén konvergens.
5. Adjuk meg az f(z) = bale " fiiggvény xy = 0 bazispontu Taylor-sorfejtését és annak
konvergenciatartomanyat! Szamitsuk ki f199(0) és f19U(0) értekeét!
Megoldas Hasonléan az el6zSekhez: f(z) = 5a® > ({);ﬁ = > 2E ] eg g

n=0 n=0

konvergenciaintervallum R. Minthogy f xq koriili Taylor-sora E s IO) (x —x0)", a fenti sorral

valo 6sszehasonlitasbol f(190(0) = 0, mivel f Taylor—soraban csak paratlan kitevés tagok

szerepelnek. Ugyanigy adodik az f1°V(0) = 101! - 5'(4_5)49 egyenlGség.

6. Irjuk fel az f(z) =

a konvergenciasugarat (Rj-et)! Az f fliggvény sorfejtésére tamaszkodva irjuk fel az alabbi
fiiggvények xy = 0 bazispontu sorfejtését!

a) g(z) =In(z+3), Ry=" b) h(z) =

3 fiiggvény xy = 0 bazisponti Taylor-sorfejtését, és hatarozzuk meg

1

- —?
(x +3)%’ hs =t

Megoldas Az eredeti fiiggvény Taylor-sora: f(x) = > (3_,1131 x", és ennek konvergenciasugara
n=0

Ry =3.

a) Vegyiik észre, hogy

e}

o) = 9(0)+[ £ty dt = 3+ Z

n=0

dt = In 3+Z/3+1 t"dt = In 3+Z n+1 3n+1 TS

felhasznalva a hatvanysorok tagonkénti integralasara vonatkozo tételt. A g fiiggvény Taylor-
sordnak konvergenciasugara megegyezik az f fiiggvényével, azaz Ry = R; = 3.

b) Vegyiik észre, hogy f"(x) = tehat h(z) = 3f"(z) = Z 2(;);1 n(n — 1)x™ 2, mivel

(z+3 (z+3)3°
hatvanysorok tagonként derivalhatoak. A konvergenciasugar R3 R1 =3.

e T

7. Tudjuk,hogyln(l—}—x):w—?—i—?—z—l—..., R=1.

2
a) Irjuk fel az f(x) = In (1 - %) fiiggvény xq = 0 bazisponti Taylor-sorat, és adjuk meg

a konvergenciasugarat!



1 2
b) Az f fiiggvény sorfejtését felhasznalva adjuk meg az / In(1+ %) dx integral értékeét
0

az f fliggvény negyedfoki Taylor-polinomjanak felhasznéalasaval, és becsiiljiik meg a hibat!

Megoldas a) Mivel In(1 + z) = Zl (712:171:6”, igy In (1 + %) = Z_:l (7;,);;71962”, és a sor
konvergenciasugara Ry = /3.
b) Az integral végtelen-sor alakban is megadhat6 tagonkénti integralassal:
1 2 0 -1 1 0 -1
x (=)™ 9 (=) 1 1 1
In{l+—|de= —_— "dr = _— == — — 4 — — .
/0 n<+3) ‘ ; -3 /Ox ’ ;n(Zn—i-l)-B” 9 90 67

Ha f negyedfokd Taylor polinomjat hasznaljuk az integral becslésére, akkor f Taylor-sorat
hasznalva lathato, hogy az n = 1,2 tagokat kell figyelembe venni. Tehat az integrél kozelit6

értéke: [ = é — % = 1—10. Mivel a kapott numerikus sor valtakoz6 elGjelt, és az elemek sorozata
monoton csokkenve tart nullahoz, a sor Leibniz-tipusi, igy tetszéleges részletosszegnek a teljes

sorosszegtsl vett eltérése feliilrSl becsiilheté a soron kovetkezd tag abszolit értékével. Mas

szoval, I értékétdl az integral legfeljebb 5(13—7—te1 tér el.



