1. Irjuk fel az f(z) =
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és g(x) = ——— flgevények oy = 0 bazisponta Taylor-sorat és

a sor konvergenciasugarat! Adjuk meg elemi miiveletekkel az z* egyiitthatoit!

Megoldas A tanultak alapjan tetszéleges o € R és |z| < 1 esetén (1 +2)" = Z (¢)2™, ahol
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A sor konvergen(:lasugarat az ’—71’ =1 egyenlosegbol szamolhatjuk ki, azaz Ry = 4.
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. Legyen f(l') = \s/ﬁ

a) Irjuk fel az f fiiggvény x¢ bazisponttu Taylor-sorat és a sor konvergenciasugarat!

és 1'0:0.

b) 28 egyiitthatoja? (Elemi miiveletekkel adjuk meg!)
c) fE0) =7, f®9(0) ="

_1 o0 n
Megoldas a) Most f(z) = 3 - <1 + (—f—;)) Y el (_%)xzn, és a sor konvergencia-

sugara R = 4.
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b) 2 egyiitthatoja (2116)4 (") = soaso00-
. L. f6) () 81 ‘ ) o
c) =% egyiitthatoja f2—6!(0). gy f29)(0) = %(15) L 26! = 22818839088 Hasonloan adodik,
hogy f*(0) = 0.

. 223
. Irjuk fel a g(x) = T figgvény xo = 0 bazisponta Taylor-sorat és a sor

V32 — 222

konvergenciasugarat! Szamitsuk ki g(192(0) és g11%%)(0) értékét!

Megoldas Az el6z6 feladathoz hasonloan g(z) = 3 & (_%)xznﬁ, és a konvergenciasugar

R = 4. A derivaltak: ¢11%2(0) = 0 és g(199(0) = (165)0 (ga)

1
. Adjuk meg az / ———dx integral értékét az integrandus wnyolcadfokt Taylor-

0
polinomjanak felhasznalasaval, és becsiiljiik meg a hibat!

Megoldas Mivel —~— = z::( %) l#z| < 1 esetén, az integral f1/2 ——dr =

1 . . _1 "
> ( nZ)m' A numerikus sor n-edik eleme a,, = ( Q)W =(=1)"- m .
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, azaz lathatoan |a,| egy monoton csékkend, és 0-hoz konvergalo sorozat. Tehat

a sor Leibniz tipusi, igy ha az integralt a Z ay véges Osszeggel kozelitjiik, akkor a becslésnek
k=0
az integraltol valo eltérése legfeljebb |a,.1|. Jelen esetben a nyolcadfoki Taylor-polinom

hasznélata esetén n = 2, tehat a kézelit()’ osszeg ap+a; +ax =5 — t55 - % + oty 1.3 = 50038

929 "2 1 — 61440”
és a becslése hibaja legfeljebb las| = —1703936



5. Irjuk fel az f(x) = +V/1+223 fiiggvény z, = 0 bazispontd Taylor-sorat és a sor
konvergenciasugarat! Szamitsuk ki f(0) és f19(0) érteket!

Megoldas A Taylor-sor: f(z) = Y. 2"(
n=0
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)a®", és a sor konvergenciasugara, a 2R® = 1

1

egyenléséget felhasznalva, R = E/Li Igy f©(0) = 23(%)9! = 158760, és f19(0) = 0.

6. Legyen f(x) = 0 ha x € (—7,0], és f(x) = 2 ha x € (0,7]. Irjuk fel f Fourier-sorat! Mely
pontokban allitja el f Fourier-sora a fiiggvényt?

Megoldas A fiiggvény és derivaltja szakaszonként folytonos, valamint a fiiggvény korlatos és
2w szerint periodikus, igy a Fourier-sora pontonként konvergens. A Fourier -sor hatarértéke xq-
ban f(z), ha f folytonos zg-ban, egyébként a két féloldai hatarérték atlaga. Tehat a Fourier-
sor x # km, k € Z esetén éllitja el§ a fliggvényt. Szamoljuk ki a Fourier-sor egyiitthatoit:
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Igy a Fourier-sor
= 2(1—(=1)™) . - 4 .
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Megjegyezziik, hogy észrevehets, hogy az intervallumon végpontjaitol eltekintve, az f(z) — 7
fiiggvény paratlan, amibdl (szamolas nélkiil) kovetkezik, hogy a, = 0, ha n > 1.

7. Legyen f: (0,2n] = R, f(x) = x, és terjessziik ki ezt a fiiggvényt periodikusan R-re. Irjuk fel
f Fourier-sorat! Mely pontokban allitja el§ a Fourier-sor a fiiggvényt?

Megoldas Hasonléan az el6z6 feladathoz, x # 2kw, k € Z esetén Aallitja el6 a Fourier-sor a
fiiggvényt. Az egyiitthatok:
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b, = —/ xsin(nz)dr = — [—x—] —i—/—dx = ——4= { 5 } =——.
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Tehat a Fourier-sor



8. Legyen f(x) =0ha z € (—,0], és f(x) = x/2 ha = € (0,n]. Irjuk fel f Fourier-sorat! Mely
pontokban allitja el f Fourier-sora a fliggvényt?

Megoldas A Fourier-sor a fiiggvényt x # (2k+1)7, k € Z esetén allitja el§. Az egyiitthatok:

™

1 T s
—— [ Zdr=2=1
W [ 2Y TR
0
1 [ 1 [xsin(nz) cos(nz)]™ (=1)"—1
n = — _— d = — =
- / 2 cos(na) d 27 [ n * n ], 2n’m
0
1 o 1 [ zcos(nz) sin(nz)]"™ (=1)"
bn = — - d = — | — = —
W/2sm(nx) v 2#[ n * n? ], 2n
0

A Fourier-sor:

2n2m n

T 3 ((—UL cos(na) + sin(nx)) .

n=1

9. Jeloljiik f-fel az abszolutérték-fiiggvény periodikus kiterjesztését a [—m,7) intervallumrol a
szamegyenesre. Irjuk fel a Fourier-sorat!

Megoldas Mivel a fiiggvény az x # m + 2km pontoktol eltekintve paros, igy b, = 0 minden
n > 1 esetén. A Fourier-sor egyiitthatdi:
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Igy a Fourier-sor:
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