FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 1. hét

1. Valos vektorterek-e a kdvetkezs halmazok? Ha igen, hatarozzuk meg a dimenziojukat, és véges
dimenzi6 esetén adjuk meg egy bazisukat! Adjunk meg néhény alteret benniik!

a) egész szamok b) valés szamok

c¢) a valos szamparok d) P, = {maximum n-edfoku polinomok}

e )" a legalabb n-edfoku polinomok f) a valos szamegyenesen folytonos fiiggvények

g)" az R-en értelmezett paros fiiggvények  h)"az R-en értelmezett, feliilr6l korlatos fiiggvények

Megoldas a) Ha egy egész szamot Osszeszorzunk egy valos szimmal, nem mindig egész
szamot kapunk, igy az egész szamok halmaza nem alkot vektorterek R felett.

b) A valés szamok Osszeadasa (mint vektordsszeadas) kommutativ és asszociativ miivelet.
Létezik egy specidlis elem: 0, mely minden a € R esetén teljesiti az a +0 = a azonossigot. Ezt
az elemet (vektort) hivjuk nullvektornak. Emellett minden a € R vektorhoz tartozik egy (—a)-
val jelolt elem, mely teljesiti az a + (—a) = 0 azonossagot, ahol 0 az el6z6 mondatban szerepl
nullvektor. Ezt az elemet hivjuk az a € R vektor ellentettjének. Ezen kiviil minden a,b,c,d € R
esetén igazak az (a+b)c = ac+be, a(c+d) = ac+ad, (ab)c = a(bc) és az 1- ¢ = ¢ azonossagok
(ezekben, a vektortér definicidjaval tsszehasonlitva, a, b skalar, és ¢, d vektor szerepét tolti be).
R felett. Példaul az {1} halmaz linearisan fiiggetlen és generatorrendszer, tehat egy bazis.
Ennek egy eleme van, tehat a vektortér dimenzi6ja 1. Egydimenzios vektortérben csak a két
trivialis altér létezik: {0}, és R.

¢) Idézziik fel, hogy két valos szampéart koordinatanként adunk ossze, illetve egy valos szampért
egy valos szammal is koordindtanként szorzunk meg. Ennek megfelelGen a valés szamparok

Osszeaddsa kommutativ, asszociativ, létezik nullvektor (a l } vektor), és minden vektornak

0

van ellentettje (az {z} vektor ellentettje {:g ]) Masrészt tetszéleges a,b € R és

[ z } , [ UZ) € R? esetén igazak az alabbi azonossagok:
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Tehat R? vektortér R felett. Az [ 0 } és [ 1 } vektorok linearisan fiiggetlenek, mert ha

x [ (1) } +y [ (1) } = [ ;: } = { 8 ], akkor ebbdl kovetkezik, hogy x = y = 0. Masrészt

generatorrendszer is, mert tetszéleges i vektor elGéllithato a linearis kombinacidjukként

az { z } =u [ (1) } +y [ (1) } modon. tehat a két vektor bazist alkot, amibdl kovetkezik az is,

hogy a vektortér dimenzioja 2. A trivialis 0 } } és R? alterek mellett alterek példaul az

0



{a { z } ta € ]R} halmazok, ahol [ ”;j } egy tetszbleges ragzitett vektor.

d) Két legfeljebb n-edfoki polinom &sszege ugyancsak egy legfeljebb n-edfokt polinom, és
egy ilyen polinomt beszorozva tetszéleges valés szammal ugyancsak egy legfeljebb n-edfokt
polinomot kapunk. Tehat a P, halmazon tényleg értelmezve vannak a megkivant miveletek:
két vektor dsszeaddsa és vektor szorzdsa wvalds szimmal. Ellenérizziik, hogy ezek teljesitik-
e a definicioban szereplé azonossagokat. A vektorok Osszeadasa kommutativ és asszociativ.
Létezik nullvektor: a 0 polinom. Minde p polinomnak van ellentettje, a —p polinom. Végiil,
ha p, ¢ legfeljebb n-edfoku polinomok, és a,b € R, akkor teljesiilnek az a(p + q) = ap + aq,
(@ +bp = ap + bp, az (ab)p = a(bp) és az 1 - p = p azonossagok, tehat P, valos
vektortér. Megmutatjuk, hogy az 1,z,22, ..., 2" vektorrendszer egy béazis. Ha valamilyen
ag, A, . ..,a, € R szamokra teljesiil az ag + ayx + ... + a,x™ = 0 Osszefiiggés, akkor ebbdl
a = a; = ... = a, = 0 kovetkezik, tehat a fenti polinomok linedrisan fiiggetlenek.
Masrészt generatorrendszert is alkotnak, hiszen tetszGleges p legfeljebb n-edfokt polinom elgall
ag + a1x + ...+ a,x™ alakban alkalmas ag,...,a, € R szdmokra, azaz felirhaté a megadott
vektorok egy linearis kombinaciojaként. Ez a béazis n+ 1 polinombol &ll, tehat P, egy (n+ 1)-
dimenzios vektortér. Ellenérizhetd, hogy az alabbi halmazok mind P, alterei:

1. azon polinomok halmaza, melyekbd&l hidAnyoznak z-nek bizonyos el6re megadott hatvanyai
(pl. 2, 2", stb.);

2. az {ap : a € R} alaka halmazok, ahol p € P, egy tetszbleges rogzitett polinom;
3. az {ap + bq : a,b € R alaka halmazok, ahol p,q € P, tetsz6leges rogzitett polinomok.

e) Ennek a halmaznak nincsen olyan p, eleme, mely teljesitené minden p legalabb n-edfoku
vektorra a p + py = p azonossiagot (vegyilik észre, hogy a 0 polinom fokdt nem szoktak
definialni). Hasonloan végiggondolhatd, hogy két legalabb n-edfokia polinom Osszegének a
foka nem feltétleniil legalabb n (pl. (z" 4+ 1) + (—2™) = 1). Ennek megfelelen a halmaz nem
valos vektortér.

f) Valos szamegyenesen folytonos fiiggvényeket Gsszeadva, illetve valos szdmmal szorozva
szintén mindenhol folytonos fiiggvényeket kapunk. Ellenérizhets, hogy a definiciéban szerepld
tulajdonsidgok mind teljesiilnek, azaz a halmaz egy valos vektortér. Masrészt az x — 1,2 —
x,...,xv +— x" fliggvények linedrisan fiiggetlenek minden pozitiv egész n-re, azaz a vektortér
dimenzidja végtelen. Alterek pl. azon folytonos fliggvények, melyek egy tetszéleges rogzitett
halmazon 0-t vesznek fel.

g) Paros fliggvények Osszege, illetve valos szamokkal vett szorzata paros, igy értelmezett a
halmazon két vektor Osszege, illetve vektor szorzata valos szidmmal. Ellenérizhets, hogy a
és f ellentettje —f). Tehat a halmaz vektortér R felett. Az z — 1,2 — 22 ...,z — 2"
fiiggvények linearisan fiiggetlenek minden pozitiv egész n-re, tehat a vektortér dimenzidja
végtelen. Alteret alkotnak példaul a tetsz6leges halmazon 0-t felvevd paros fiiggvények, vagy
a korlatos paros fiiggvények halmaza, stb.

h) Egy feliilrsl korlatos fliggvényt negativ szammal megszorozva nem mindig kapunk egy
feliilr6l korlatos fiiggvényt, igy a fiiggvények valos szammal vett szorzésa miivelete nem jol
definialt a megadott halmazon. A megfelel§ miiveletek hianyaban igy a halmaz nem egy val6s
vektortér.
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linearis kombinaci6jaként a kdvetkez6 vektorokat:

o [ aH (3]

. Lassuk be, hogy R%-ben bazist alkot a , { ; } vektorpar. Allitsuk el§ e két vektor



Megoldas Oldjuk meg az

[3] s

egyenletet, ahol a,b € R. Atalakitva a

I
| — |
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2a+b = 0
3a+2b = 0
linearis egyenletrendszert kapjuk, melynek egyetlen megolddsa a = b = 0. Tehat a

vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Megmutatjuk, hogy generdtorrendszer is. Ehhez azt kell

megmutatnunk, hogy tetszdéleges z vektor felirhato

HEIHER

alakban alkalmas a,b € R valasztasa esetén. Az el6z6 vektoregyenlethez hasonlban megoldva
ebbdl az a = 2x — y és b = 2y — 3x megoldast kapjuk. Tehat tetszdleges [ z } vektor elgall a

megadott vektorok linearis kombinaciojaként, méghozza a

HESTHISH

modon. Tehat a két megadott vektor egy bazist alkot. Megjegyezziik, hogy az el6z6 feladat
alapjan R? egy 2-dimenziés valos vektortér, tehat tetszbleges 2 linedrisan fiiggetlen vektor egy
bazis, igy a masodik szamolés a fenti érv hasznalata mellett elhagyhato. Igy viszont a tovabbi
rész megoldasa egyszri helyettesitéssel adodik.
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b)
9 2 1 2 1
HEEEHEEET T HER
c)
0 2 1
HEbEH
2 —1 -1
frjuk fel a megadott vektorok koordinataita | 1 |, | —1 |, 1 | bazisban!
0 -1 2
0 0 3
a) 0 b) 1 | —1
0 0 7

Megoldas A feladatunk felirni a megadott vektorokat a bazisvektorok linearis kombinaci-
6jaként; a kért koordinatak a bazisvektorok egyiitthatoi. Igy az eléz6 feladathoz hasonléan
kaphatoak meg a megoldéasok.

a)



tehat a koordinatak 0,0, 0.

b)
0 2 -1 -1
1{=3|11]|+4| -1 {(+2 11,
0 0 -1 2
azaz a koordinatak 3,4, 2.
c)
3 2 -1 -1
-1 (=-20|1]—-31]| -1 | —12 11,
7 0 -1 2

a koordinatak —20, —31, —12.

. Egy vektortérben @, 5, ¢ linearisan fiiggetlen vektorok. Linearisan fiiggetlen-e az (@ + b+ o),
(@+ 2b+ 36), (@+ 4b+ 5¢) rendszer?

Megoldas Oldjuk meg az a(@+ b+ &) + 5(a@ + 2b+ 37) +~(@ + 4b+ 5¢) = 0 vektoregyenletet.
Atalakitva ebbdl az (a+ B+7)@+ (a+28-+47)b+ (a+3B8+57)C = 0 egyenletet kapjuk. Mivel
@, b és Clinearisan fiiggetlenek, ez csak akkor teljesiilhet, ha mindharom egyiitthaté nulla. Azaz
az alabbi lineéris egyenletrendszert kapjuk:

a+ B+ 0
a+268+4y = 0
a+38+5y = 0

Ennek egyetlen megolddsa @ = § = v = 0, tehat a megadott harom vektor linedrisan
fiiggetlen.

. Végezziik el az Osszes lehetséges szorzéast A, B, O, AT, BT, CT kozitt!

1 2 3 4
A—B _13 _23] B=|-24 3 1 C—hl _26 i :;ﬂ
5 0 —6 2

Megoldas Két matrixot pontosan akkor tudunk &sszeszorozni, ha az els6 oszlopainak
szama megegyezik a masodik sorainak szamaval. Igy jelen esetben tizenkettd szorzat létezik:
AB,ATC BCT ,BTAT CBT CTA, valamint A, B és C szorzata a sajat transzponiltjaval
tetszoleges sorrendben. A szorzatok:

ag— |1 3 2 _;Z 211 11+ (=3)-(-2)+2-5
2 1 -3 £ 0 —6 9 2141 (=2)+(-3)-5

1-24(=3)-442-0 1-3+4(=3)-3+2-(—6) 1-44(=3)-1+2-2] [ 17 —10 —18 5
2.241-4+(=3)-0 2:3+1-3+(=3)-(=6) 2-44+1-1+(=3)-2| | -15 8 27 3

12 9 —10 17 —20
ATC=| -3 1 [_é _g i :g}: 8§ —12 -2 4
2 -3 17 22 —15 16

12 34 _; _2 —4 —18

BCT=| -2 4 31 s - | =] 1B -2

50 —6 2 —-31 —33



1 -2 5 1 9 [ 17 —15
2 4 0 —10 8
T AT _ _ _
BAT = 3 3 —6 ;) _1 —18 27
41 2 | 5 3
1 -2 5
cBT — -1 2 3 —4 2 4 0| [ -4 15 =31
5 —6 7 =8 3 3 6| | -18 —-21 -33
4 1 2
-1 5 9 8 —17
T 2 —6 1 -3 2| | —-10 —12 22
A= 3 7 2 1 =3 | 17 -2 —-15
—4 -8 —20 4 16
1 2
1 -3 2 14 -7
o113 ][]
2 1 -3 S ~7 14
1 2| r 5 —1 —4
Ata=| -3 1|} 77 g] | -1 10 -9
2 -3 -4 -9 13
1 2 3 4] ; _i (5) 30 19 -5
BB'=|-24 3 1||3 o o|=]19 30 -2
50 -6 2 | i 1 9 -5 =26 65
1 -2 5 30 -6 —33 12
BTH 2 4 0 _%i géll B -6 20 18 12
|3 3 -6 50 —6 2 | =33 18 54 3
4 1 2 12 12 3 21
-1 5
r | -1 23 —4 2 6| |30 36
ce { 5 —6 7 =8 3 7| |36 174
—4 -8
-1 5 26 —32 32 —-36
T 2 —6 -1 23 —4] | -32 40 -36 40
N 3 7 5 =6 7 =8| 32 —36 58 —68
—4 -8 -36 40 —-68 80
6. Szamoljuk ki a kdvetkezd méatrixok determinénsét:

3 0 212 sina  cosa b2 3 _41 411
a) {2 3} b) |4 4 5 cft [_ 0 } M |5 6 7 e) 1 10
07 8 cosa sma 9 10 11

4 1
. , . 30
Megoldas a) A tanult képlet alapjan: 5 3 =3-3—-0-2=0.
b) A kifejtési tételt alkalmazzuk a harmadik sorra:
21 2
4 4 5|=+40- L2 -7 22 +8- 21 =—-7-248-4=18
07 8 4 5 4 5 4 4
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1-6-114+2-7-94+3-5-10-1-7-10-2-5-11-3-6-9=0.

6 7
9 10 11

5

e) Most sor- és oszlopmiiveleteket végziink:

5

1

0 0
-2 5

0
—13

1
0

0 0
-11 -2 -5

1
0

4 2
-11 -2 -5

4
1 10 1 3

3

1

0100

0001

0100
0001
-3 010

0
1
0
0

0010
-1 0 0 0

1
-2

-1 0 0 0

5 0

-2 0

5 0

-1

000



