FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 3. hét

1. Szamitsuk ki a megadott matrix rangjat A\ € R fiiggvényében!

A1 1 1
A=1]11 X 1 X
1 1 X )\
Megoldas A tanult modon sor- és oszlopmiiveleteket alkalmazunk.
0 1—X 1—-X 1-)\2 0 1—X 1—X 1-)\2
r(A)=r 1 A 1 A =r 1 0 0 0
0 1—X A—1 A2—-2) 0 1—X A—1 A2—-2)
Vizsgéljuk el6szor azt az esetet, amikor A = 1. Ekkor behelyettesitve a kapott matrixba:
0000
r(A)=r 1 000 , amibdl r(A) = 1.
0000

Tegyiik fel most, hogy A # 1. Ekkor a kapott matrix els6 és harmadik sorat eloszthatjuk
(1 — X)-val:

0 14X 1 142 0 2+A 0 1
rd) = |1 0o 0o 0 = rf]1 0o o0 o0 =
0 1 -1 = 0 1 -1 —\
024X 0 1 00 0 1
rll1 o o of]l=r[]10 0 0]]=3
0 0 -10 00 -1 0

2. Allapitsuk meg, hogy a megadott egyenletrendszereknek hany megoldasa van az u,v valos
paraméterek fliggvényében!

_ 2!131 + T2 + r3 = 4

ry + 21’2 =1 o+ 21132 — g = 3

a) w—umy = 2 b) Ty — T+ 213 = W
TitUry = 2 —T1+Ure +2x3 = 3

Megoldas Mindkét esetben az A egyiitthato és az A, kib&vitett matrix rangjat fogjuk
kiszamolni.

a)

1 211 1 211 1 00 1 00
T 1 —ul2 =r 0 —u—211 =r 0 —u—2]|1 =r 0 —u—211
1 V|2 0 v—211 0 v—211 0 u+v|0

Ha u + v # 0, akkor (u + v)-t hasznalva kinullazhaté a masodik oszlop, amibél r(A,) = 3 és
r(A) = 2 adodik, azaz ekkor nincs megoldas. Tegyiik fel, hogy u+v = 0, azaz u = —v. Ekkor,
ha u = —2 (ésigy v = 2), akkor r(A) = 1 < r(Ap) = 2, azaz nincs megoldas. Ha —v = u # —2,
akkor r(A) = r(A,) = 2, tehat, mivel az ismeretlenek szama 2, egyetlen megoldas van.

2 1 1|4 0 -3 3| =2 0 -3 3| -2
1 2 —1(3 (| 1 9 —1 3| 1 00 o]
" 1 =1 2/o || "ll0o =3 3|v=3 “"llo -3 3lv-3]|]|"
1w 13 0 u+2 0 6 |0 ut2 0 6
0 -3 3| -2 0 0 3 0
I 00 ol|l_, [t 00 0
0 0 0lv—1 0 0 0|v—1
0 ut2 0 6 0 ut?2 0 6




Lathato, hogy ha v # 1 vagy u = —2, akkor r(A) < r(A,), tehat az egyenletrendszernek
nincs megoldéasa. Legyen most v = 1 és u # —2. Ekkor az utols6 oszlop (u + 2) segitségével
kinullazhato, tehat r(A) = r(A4y) = 3, azaz az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van.

. A Cramer-szabaly segitségével szamoljuk ki a megadott egyenletrendszerben a megadott

ismeretlen értékét!

T+ 2.1‘2 + 3.733 - 21’4
2r1 — Ty — 223 — 314
) 3r1 + 229 — 23 + 224
201 — 3%y + 223 + 4

2I1+$2+I3+$4+I5 = 2
I1+21’2+ZE3+1’4+ZE5 = 0
ZE1+$2+3I3+$4+I5 = 3 ,1'1:?
T+ 2o+ a3 +4Ts+25 = —2
x1+x2+x3+x4+5$5 = 5
2 3 =2 1 2 3 -2
5 —8 1| |0 =5 —8 1| _
36 54 0| |0 3 54 0|
18 36 0 0 18 36 0
1 3 =2 2
01 =5 =8
00 18 36 =—1-1-18-(—18) = 324
00 0 =18

Kicserélve a negyedik oszlopot a konstansok vektorara, a kapott determinans hasonldéan

Megoldas a) Az egyiitthatomatrix determinénsa:
1 2 3 =2 1 2 3
2 -1 -2 3| |0 -5 =8
3 2 —1 2 0 —4 —-10
2 -3 2 1 0 -7 —4
1 2 3 —2 1 3 -2
/0 =5 =8 1| |01 =5
0O 0 —-18 0| |00 O
0 18 36 0 0 0 18
kiszamolhato:
1
2 —
3
9 _
Ebbél a Cramer-szabély alapjan x, =
b) Most
2
1
1
1
1
és
2
0
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—2
5
amibél z; = 8 = 1.
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. Vizsgélja meg, hogy a megadott transzformacio linearis-e, és ha igen, irja fel a métrixat R?

megadott bazisaban!

x | 3xz+y
a) L(_y_>_ | br — 2y

[z ] B 3 +vy 1
b) L(_y_> _5x_2y1,az {1

2 ]\ [3z+y+1
C)L(_y_>__ Sxr — 2y

}, a szokasos bazisban

], [ _1 ] béazisban.

], a szokasos bazisban



Megoldas a) Mivel
% 5{2&) D{ it b I Pl B sl

o ([ ]) =[] =[] = ([3])

a transzformécio linearis. Mivel egy L linearis transzformacié matrixa a B = {by,by,...b,}

bazisban az az M matrix, melynek oszlopvektorai rendre [L(Z;l)] : [L(Z;Q)] e [L(l;n)} , lgy
B B B
M felirasahoz azt kell megvizsgélnunk, hogy mik lesznek L (1) és L ({ (1) koordinatai
. . 1 3, 0 1
a szokasos bazisban. Most L 0 = 5| L ) = | 5| Ezen vektorok
koordinatéi éppen a vektorok szokasos bazisbeli koordinatai, igy M = g _; .

b) A transzformacio megegyezik az eléz6 feladatbeli transzformécioval, tehat linearis. A

feladatunk, hogy L ([ 1 ]) = { g } és L ([ _1 ]) = [ :? } koordinatait kiszamoljuk

a megadott bazisban. A szokasos szamolassal az adodik, hogy ;l = % 1 — % [ _1 ], és
-2 1 -1 ) 79
R R I Rl

0 0
azonossag nem teljesiil a nullvektorra tetszéleges skalar esetén).

¢) Mivel L ({ 0 }) = [ L ] + { 8 ], a transzformacio nem linearis (pl. a masodik vizsgalt

. Irja fel a megadott linearis transzformaciok matrixat a sik /tér szokasos bazisaban!
a) a sik origo koriili forgatasa o szoggel pozitiv forgasiranyban

A
b) az origon atmend, 77 = | B | normalvektoru sikra vett merdleges vetités
- C -
e
¢ az origon atmend, 7 = | B | normalvektora sikra vett tiikkrozés
- C -
d) az © = y = z egyenes koriili, 120°-0s forgatas, a pozitiv ortans fel6l nézve pozitiv

forgasiranyban

Megoldas Az el6z6 feladat alapjan azt kell kiszamolnunk, hogy a szokasos bazis vektorait a
megadott linedris transzforméciok melyik vektorokba viszik.
a) Az origo koriili o szogli elforgatds utan { 0 } képe [ cosa ], és [ (1) } képe

sin o
[ cos(a + 90°) } B [ — sin «

sin(a + 90°) cos 0 } . Tehat a forgatas matrixa:

M= [ C?SQ sina}
—sina  cosa
b) Idézziik fel, hogy a b vektor d-val parhuzamos és ra merdleges komponensei rendre
x
I;H = %6 és by = b— I;H. Masrészt, az ¥ = | y | helyvektori pont vetiiletének helyvektora

z



éppen 7 fi-re merdleges vetiilete. Igy alkalmazva a tanult képletet, a vetiilet helyvektora
r— A- Axz+By+Cz

A2+ B?+C?
y—B- % . A képletet felirva a szokasos bazis vektoraira, a vetités métrixara
g i
1 B>+(C? —AB —AC
=— ~-AB A+ (C* -BC
2 2 2
A+B+C g0 _po A2+ B2
adodik.
¢) A b) részhez hasonlo gondolatmenettel
] B*+(C? — A? —2AB —2AC
M=—— —2AB A2 C? - B? —2BC
2 2 2
A+ B +C —2AC _9BC A24 B (P
1 0 0 0 0
d)A 0], | 1] és | 0 | bazisvektorok képei az elforgatas utén rendre | 1 |, | 0 | és
0 0 1 0 1
1
0 |. Tehat a transzforméacié matrixa:
0
010
M=10 01
1 00

6 Egy A négyzetes matrix ortogondlis, ha A=' = AT, és idempotens, ha A? = A. Igazoljuk, hogy
ha A ortogonalis, akkor det(A) = £1, és ha idempotens, akkor det(A) = 0 vagy 1!

Megoldas A determinansok szorzastétele alapjan det(E,) = det(A™'A) = det(A™!) det(A),
azaz det(A™!) = #(A) minden A invertalhaté matrixra. Mésrészt az eladason elhangzottak

alapjan det(AT) = det(A). Tehéat ha A ortogonalis, akkor det(A) = m,

elemi atalakitasokkal kovetkezik. Hasonloan, ha A idempotens, det(A) = det(A2) = (det(A))?,
melynek megoldasai det(A) =0 és det(A) = 1.

amibdgl az Allitas



