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1. Hatarozzuk meg a sajatértékeket, sajatvektorokat!
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Megoldas a) Az A (n x n)-es matrix \ sajatértékei a det(A — AE,) = 0 egyenlet megoldasai.
Oldjuk meg ezt az egyenletet a fenti matrixra:

‘2—)\ 2

SN ‘:(2—>\)-(5—)\)—2-2:>\2—7x\+6.

A kapott masodfoka polinom gyckei A\; =6 és A\ =1.
A )\ sajatértékhez tartozo sajatvektorok az (A — AE, ) = 0 egyenlet nemnulla megoldasai v-re.
Megoldjuk a fenti egyenletet mindkét sajatértékre. A Ay = 6-hoz tartozé sajatvektorok a

R i)

vektoregyenlet nemnulla megoldasai, melyek tekinthet6k a hozzatartoz6 homogén linearis
egyenletrendszer nemtrividlis megoldasainak. Az egyenletrendszer megoldasat az A — A\ Es
egyiitthatomatrixon végrehajtott Gauss-eliminacio alkalmazisaval is megkereshetjiik.

=

Az ennek megfelels egyenletrendszer megoldasa 2x—y = 0, azaz y = 2x, ahol x € R tetszbleges.

. S 1 . .
Tehat a \; = 6-hoz tartozéd sajatvektorok: v; = x [ }, ahol z # 0 tetszGleges. Hasonloan

2
—2 .
} , ahol y # 0 tetszdleges.

1
1—-A 0 0
b) Az a) rész modszerét alkalmazzuk. Most a sajatértékek a —4 2-A -3 | =
4 2 =3-2)
A3 — X = 0 egyenlet megoldasai, melyek \; = 0, \y = 1, A3 = —1. A \; = 0-hoz tartozo

kaphatoak Ay = 1-hez tartozo sajatvektorok: v =y [

0
sajatvektorok a v, = z % , = # 0 alaka vektorok. A Ay = 1-hez tartozé sajatvektorok a
1
1 0
Uy =x | —14 |, x # 0 alaka vektorok. A A3 = —1-hez tartoz6 sajatvektorok a v3 =y [ 1 |,
-6 1
y # 0 alakta vektorok.
¢) Az el6z6hoz hasonloan det(A — AE3) = (1 — )+ (1 —=X), melynek megoldéasai \; = 1

1
és Ao = 4. A \; = 1-hez tartozo sajatvektorok a v; = x | 0 ] x # 0 vektorok. A \y = 4-hez
0

1
tartozd sajatvektorok a vo = x | —1 |, x # 0 vektorok.
0
d) Most det(A — AE3) = (3 — ) - (A2 — XA — 2), melynek gydkei \; = 3, Ay = 2 és \3 = —1.



2
A A\ = 3-hoz tartoz6 sajatvektorok a o7 =y | 1 |, y # 0 vektorok. A Ay = 2-h6z tartozd

3
0
sajatvektorok a o = z | 2 |, z # 0 vektorok. A A3 = —I1-hez tartozé sajatvektorok az
1
0
U=y 1 |, y # 0 vektorok.
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. Tudjuk, hogy az A = 1 matrix egyik sajatvektora v = L Hatarozzuk meg az a

paraméter értékét, a sajatértékeket, és a méasik sajatvektort!

Megoldas Szorozzuk Ossze a matrixot és a vektort:

L]l

Mivel @ sajatvektor, a végeredmény ¢ skalarszorosa, azaz a megfelel§ koordinataik aranya
allando. Tehat: 6 = a + 1, amibd6l a = 5, és a hozzatartozo sajatérték A\; = 6. Helyettesitsiink
vissza A-ba a = 5-t. és alkalmazzuk az el6z6 feladat modszerét. Most det(A — AEy) =
A% — 2\ — 24, melynek gydkei \; = 6 (ahogy lattuk méar), és Ay = —4. A A;-hez tartozo

sajatvektorok a v; = x 1 , © # 0 vektorok. A \o-hoz tartozo sajatvektorok a vp = x { _1 } ,
x # 0 vektorok.
. Adjuk meg az y" = e 3% + 2z differencidlegyenlet &ltalanos megoldasat. Adjuk meg azt a

partikularis megoldast, amely eleget tesz az y(0) = 1, ¥/(0) = 2 kezdeti feltételeknek.

Megoldas Az altalanos megoldast mindkét oldal kétszeri integralasaval kapjuk.

1 1 1 3
y = /e3x+2x dr = —ge’?’x—i—xQ—i—Cl, Yy = /—ge?’x—kx?—i—Cl dz = 56’3””+%+Clx+02,

ahol C', Cy € R tetsz6leges konstansok. Ezen megoldasok koziil a megadott kezdeti feltételeket
kielégité megoldasra teljesiilnek az 1 = y(0) = § + C5 és a 2 = y/(0) = —3 + C feltételek,
melyekbdl C = g és Oy = %. Tehat a keresett partikularis megoldas: vy, = %e’gz + ag—g + %J” + %.

. Adjuk meg az 3/ = T pra=sy® (y # 0) differencidlegyenlet altalanos megoldését.
Y

Megoldas A megadott differencidlegyenlet 3y’ = ze?* - —., alakira hozhat6, tehat

y63y2

szétvalaszthato. Mivel y # 0, atrendezve az ye?’yQy’ = e differencidlegyenletet kapjuk.
Ennek megoldésai felirhatok a
/yegy2 dy = /xe% dx

implicit alakban. Elvégezve az integralasokat (és alkalmasan véalasztva a konstanst) ebbdl

leSyQ — 1%623: o 162x + g

6 2 4 6
adodik, melybdl az altaldnos megoldas
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5. Adjuk meg az iy = y—, (x #0, y # 0) differencidlegyenlet altalanos megoldasat. Oldjuk
Ty
meg az y(1) = 2, y(1) = 3, illetve az y(—1) = —3 kezdetiérték-problémakat.
Megoldas A megadott feltételek mellett, és ha y # 2, a differencidlegyenlet a ﬁy’ = %
alakra hozhato (az y = 2 konstans fiiggvény megoldasa az eredeti differencialegyenletnek).

Ebbdl )
/Ldy:/—d:c.
y—2 T

y+2In|y — 2| =In|z| +In]|C],

Az integralasokat elvégezve

ahol C' # 0 tetszoleges, amib6l (y —2)%e¢¥ = Cz adodik. Vegyiik észre, hogy az y = 2 megoldast
kapjuk C' = 0 behelyettesitésével, igy a két eset megoldasai egyesitheték az (y — 2)%e¥ = Cu,
C € R alakban.

Keressiik meg a megadott kezdetiérték-problémakat kielégité megoldasokat. Az y(1) = 2
feltételt behelyettesitve az altalanos megoldasba a C' = 0 egyenletet kapjuk, melybdl
(y1 — 2)%e¥* = 0, azaz y; = 2. Ha most y(1) = 3, akkor ¢* = C, tehéat az ehhez tartozo
partikularis megoldés (y, — 2)%e* = e3z. Az utolso feltétel (—5)%e ™ = —C, amibsl C' = -2,
és (y3 — 2)%e¥s = — 2%,

6. Oldjuk meg a kovetkez6 szétvalaszthato valtozojia egyenleteket:
,_ YAy +9
a) y = ,
(x —1)(z+5)

2% + 3
I — yy+ 2xe‘4x2, (y #0)

(x #1, x #—5) b) o = (3z—1)°(y* — 4y)

c) y

Megoldas a) Mivel a szamlalo sehol nem nulla, atrendezziik az egyenletet:

e LA ek
y? 4+ 4y +9 V= (x —1)(x+5) v

Mindkét oldalt integralhatjuka racionalis tortek integrélasarol tanultak alapjan:

1 y+2 1 1 C
—arctg>——=—-Inlx — 1| — =In|z + 5|+ —.
Tpamctg T = plnle— 1| — gl 45+
Atrendezve, ebbsl:

r—1
T+95

v

azaz az altalanos megoldas:

b) Ha y # 0,4, akkor atrendezve
/ L4 / 3z —1)°d
= T — x
y? — 4y Y )

1 o 1

amibdl




Az altalanos megoldés explicit alakban:

B 4
1 — Ces®Ba-1°

Y

Vegyiik észre, hogy C = 0 esetén ebbdl megkapjuk az y = 4 megoldast, de emellett megoldés
az y = 0 konstans fiiggvény is, mely nem vonhato 6ssze a fenti altalanos megoldassal.

¢) Atrendezve és integralva:
Y _ —4z2
/2y2+3dy—/2xe dx,

melybdl
I BRI |
Z—Lln|2y +3| = 1€ +4ln|C’|.
Ebbél
Ce—e™** —3
= °
Y 9 )
ahol C' > 0.

. A radium bomlasi sebessége aranyos a pillanatnyi rddiummennyiséggel. Tudjuk, hogy a radium
felezési ideje 1600 év. A kiindulési anyag mennyiségének hany szazaléka bomlik el 100 év alatt?

Megoldas Jelolje a radium mennyiségét a t idépillanatban m(t). A radium bomlési sebessége
m(t) valtozasi gyorsasaganak, azaz id6 szerinti derivaltjanak (—1)-szerese. Mivel ez aranyos
m(t)-vel, igy valamely konstans a € R esetén rmi(t) = —am(t). Ez egy szétvalaszthato valtozoju
differencidlegyenlet, melyet szétvalasztva és integralva:

1
/—dm:/—adt
m

In|m|=—at+In|C|, azaz m(t) = Ce ™.

adodik. Ebbdl

Legyen m(0) = mpa kezdeti mennyiség. Ezeket behelyettesitve a megoldasba C' = my adodik,
tehat m(t) = moe= . Most felhasznaljuk azt a feltételt, hogy a radium felezési ideje 1600 év.

Ebb6l (-t évben szamolva): moe 1% = m(1600) = "2 = 2 = €% azaz o = {22 vagyis

m(t) = mg (e"?) 0 = zm?%go Behelyettesitve ¢t = 100-at azt kapjuk, hogy m(100) = ¢,

216
tehat az eredeti mennyiség %—od része (kb. 95,76%-a) maradt meg, és a kiilonbozet, azaz

4,24%-a bomlott el.

. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléméat: 3" — y =06z, y(0)=4.

x
x4+ 4
Megoldas Elgszor kiszamoljuk az altaldnos megoldast. A fenti egyenlet egy elsérendd

linearis inhomogén differencidlegyenlet, igy ennek a megoldasi modszerét hasznéljuk. Az

egyenlethez tartozo homogén differencialegyenlet Y/'— 1Y = 0, melynek altalanos megoldasa:

Y — Ce—f—ﬁdz _ C@—f—ﬁdz _ C@%ln(ag2+4) = OV 44,

Ebbé6l megkeressiik az eredeti inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis megoldasat az
allando varidlasanak modszerével, azaz a megoldast y = k(z)v/a? + 4 alakban keresve, ahol

k(x) a meghatérozando fliggvény. Ebbdl v/ = k'va? +4 + k== Visszahelyettesitve az

eredeti egyenletbe: k'v/x2?2 44 = 6x adodik, melybsl &/ = X/QSQLH és k = 622+ 4. Tehat




10.

az eredeti differencidlegyenlet altalanos megoldasa y = Cva2 +4 + 6vVa2 +4 - Va2 +4 =

CvVzx2 + 4 + 622 + 24.

Megkeressiik a megadott kezdeti feltételt kielégité megoldast. Behelyettesitve a feltételt
az altalanos megoldasba 2C' + 24 = 4, azaz C' = —10. Ebbdl a partikularis megoldas:

yp = 62 + 24 — 10V 22 + 4.

2
. Adjuk meg az y' — —y = z differencidlegyenlet altalanos megoldaséat. Oldjuk meg az y(1) = 3,
x

illetve az y(—e) = 3e? kezdetiérték-problémakat.

Megoldas Az el6z6 feladat modszerét kovetjik. A hozzatartozd homogén differencidlegyen-
let altalanos megoldasa Y = Cxz?. Az eredeti differencidlegyenlet egy partikularis megold4sat
y = k(x)x? alakban keresve k(z) = In|z|, tehat az inhomogén egyenlet &ltalanos megoldésa
y = Cx? + 2%In|z|. Az els6 kezdetiérték-feltételbsl 3 = C, tehét az elsé keresett partikula-
ris megoldas y; = z%(3 + In|z|). A mésodik feltételbsl 3e? = Ce? + €%, amibsl C' = 2, és
Yo = 2%(2 + In|z]).

Oldjuk meg az alabbi els6rendi egyenleteket:

2
/_32 :62 b / N p— 0
a) y — 317y =6z )Y+ y=1m @#0)
5 1 2 3
/ T,.—4 /
o) y+—y=er, (z#£0) )y y=—+g yl)

Megoldas A négy egyenlet mindegyike elsérendii linearis inhomogén differencidlegyenlet, igy
az el6z6 feladatok modszerével megoldhato. Mi csak az altalanos, és sziikség esetén a keresett
partikularis megoldasokat adjuk meg.

a)y = C’e w9

—arctgx
i
Y= + = 6

dy=S+2+3z,y,=T+2+3a



