FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 5. hét

1. Oldjuk meg 1j valtozo bevezetésével az alabbi differencidlegyenleteket!
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Megoldas a) A differencidlegyenlet az y' = 2% + - alakra hozhato, azaz felirhato Yy =75(%

x
alakban. gy az v = 2 1j ismeretlen fiiggvény bevezetésével szétvalaszthato valtozoju
differencidlegyenletet kapunk. A helyettesités elvégzéséhez szdmoljuk ki ' értékét: y = ux
és y = u'xr + u. Behelyettesitve:
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ahol u # 0. A kapott differencidlegyenletet az
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alakra hozhatjuk. Ebbdl
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u=+vCr? -1 = y==+avCax?-1,
ahol C' > 0.
b) Atalakitva:
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ami a C' = 0 valasztédsnal magéban foglalja az v = 1 partikuléris megoldast is. Az altalanos
megoldas

Cx
y=z+ Clnlz|+ 1
Helyettesitsiik be a megadott kezdeti feltételt. Ekkor 2 =1+ m =14+, amibsl C' = 1.
Tehat a keresett partikularis megoldas y, = = + ﬁ
¢) Atrendezve
J= YUY
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ahol 7,y > 0. Alkalmazzuk az u = £ helyettesitést. Ekkor
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ahol u # 1.
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amibdl u = Ce® és y = Cxe®, ahol C' > 0. Ezen kiviil az u = 1 feltételbdl adédik az y = =
partikularis megoldas.

d) Most a differencidlegyenlet ¢ = f(ax + by + ¢), alaki, ahol a,b,c € R és b # 0. Ekkor az
u = ax +by+c helyettesitést érdemes alkalmazni, tehat jelen esetben v = y+x. gy y/ = v/ —1,
és az egyenlet:

u—1= -,
u

ami egy x-hidnyos elsérendii differencidlegyenlet, azaz szétvilaszthato valtozojia. A valtozokat

szétvalasztva és integralva:
uu’
—1 = / - du:/ld:c,
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u—Inju+1=2+In|C| =e"=Cu+1)e".

ha u # —1. Ebbdl

Mivel C-t nem tudjuk tgy valasztani, hogy megkapjuk az u = —1 megoldast, az Gsszes
megoldas e* = C(u + 1)e*, ahol C' # 0, és u = —1. Visszairva az eredeti fiiggvényre:
etV =Clx+y+1)e®, ésy=—x— 1.

. Irjuk fel az ' = e¥*? — x differencilegyenlet izoklindinak egyenletét, és rajzoljunk fel kettét.
Van-e lokalis szélsGértéke az Py(e, —1) ponton athaladé megoldasnak a Py pontban?

Megoldas Az izoklinak egyenlete K = ¢¥™2 — x, ahol K € R egy rogzitett konstans. Ebbsl
kifejezhetjiik pl. y-t: y = In(x + K) — 2. A K = —3;0;1,5,9 értékekhez tartozé izoklinak
lathatoak az abran. Ezek koziil a Py ponton athalado izoklina egyenletére —1 = In(e+ K) — 2,

amibdl K = 0, azaz az izoklina a nulla meredekségii pontokat tartalmazza. Mivel a ponthoz



tartoz6 megoldas meredeksége nulla, a megoldéas grafikonja Fy-ban vizszintesen keresztezi az
izoklinat. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy x > e esetén a K meredekség negativ, azaz a megoldas
grafikonja x > e esetén nem metszi a K = 0 izoklindt. Meggondolhat6 az is, hogy ezen
észrevételbdl az is kovetkezik, hogy x < e esetén sem metszi a grafikon a K = 0 izoklinat.
Tehat a megoldas Py el6tt szigorian névs és utédna szigorian csokkend, tehat FPy-ban lokélis
szélsGértéke (pontosabban globalis maximuma) van.

3. Tekintsiik a kovetkezs differencialegyenletet: v = (y? — 4)x +x — 1.
a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdanymez6 az y = —z egyenessel? Vazoljuk ezeket
a pontokat és jeloljink be néhany vonalelemet!

b) Van-e lokalis szélsGértéke vagy inflexios pontja az (1,2) ponton atmens megoldasnak
ebben a pontban? (Feltéve, hogy van ilyen megoldas.)

Megoldas a) Az y = —x egyenes meredeksége K = —1, tehat az ezen értékhez tartozo
izoklinat kell megkeresni: —1 = (y? — 4)z + 2 — 1. Ebbdl x(y? — 3) = 0, tehat z = 0 vagy
y = +v/3. Az ezen pontokhoz tartoz6 vonalelemek K = —1 meredekségii r6vid szakaszok.

b) A ponthoz tartozé megoldas meredeksége K = 1- (22 —3) — 1 = 0. A ponthoz tartozo
izoklina egyenlete z = y2—1_3 Az el6z6 feladathoz hasonléan végiggondolhato, hogy a megoldas
meredeksége © < 1 esetén negativ, x > 1 esetén pozitiv. Tehat a megoldasnak van lokilis
szélsGértéke (pontosabban globélis minimuma) a megadott pontban.

4. Oldjuk meg a kovetkez6 homogén linearis allandé egyiitthatos egyenleteket!

a) y'—8y + 15y =0 b)*y” + 2y =0 c) ¥y =8y +16y =0
d) y/l + 4y/ + 13y — 0 e)hf yl/ + 25y — 0 f) y/l/ + 2y1/ + yl — 0
g) y/// + 4y// + 13y/ —0 h) y(4) —y=0 i)hf y(4) _ y(3) =0

Megoldas a) A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete \> — 8\ + 15 = 0, melynek
gyokei \; = 3 és \y = 5. Igy az altalanos megoldas: y = C1e>® + Che®®.

b) A karakterisztikus egyenlet A\? + 2\ = 0. Ennek gydkei 0; —2, és az altalanos megoldas
y = C) + Cye 2.

¢) A karakterisztikus egyenlet A2 — 8\ + 16 = 0. Ennek egyetlen gyokei A = 4. Igy (mivel bels6
rezonancia van) az altalanos megoldés y = C1e®® + Cyre?.

d) A karakterisztikus egyenlet A\? + 4\ + 13 = 0. A megoldoképlettel ennek megoldasai
Ao =—24+/—9 =24 3i. Azaz az altalanos megoldas y = Cie~%* cos(3x) + Cye™** sin(3x).
e) A karakterisztikus egyenlet A\? + 25 = 0, melynek gydkei 45i.Az altalanos megoldas:
y = Cy cos(bz) + Cysin(5x).

f) A karakterisztikus egyenlet A3 +2A% + X\ = 0. Ennek gydkei \; = 0, Ay = A3 = —1. Igy az
altalanos megoldas y = C + Che™ 4 Cixe™™ .

g) A d) feladat megoldésa alapjan az altalanos megoldas y = Cie™* cos(3z) + Cye > sin(3z) +
Cs.

h) A karakterisztikus egyenlet A\* — 1 = 0. Ennek (komplex) gyokei \; = 1, Ay =i, A3 = —1 és
Ay = —i. Azaz az altalanos megoldéas y = Cie®” + Cye™* 4+ Cscosx + Cysinx.

i) A karakterisztikus egyenlet A\* — A3 = 0, melynek A = 0 haromszoros és A = 1 egyszeres
gyoke. Tgy az altalanos megoldas: y = Oy + Cox 4+ Cs2% + Cye®.

5. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémakat!
a) vV +2y+2y=0, y(0)=24(0)=1
b)*y" +3y —4y =0, y(0)=3,y(0)=—4
c) ¥+ 10y +25y =0, y(0)=-1,4(0)=7



Megoldas a) A karakterisztikus egyenlet A\* 42X + 2 = 0, melynek gyokei \j o = —1 +i. Az
altalanos megoldas igy y = Cie " cosx + Coe *sinz. Ebbdl ¢y = (Cy — Cy)e P cosz + (—Cy —
Ci)e *sinz. A kezdeti feltételek behelyettesitésébsl 2 = C és 1 = Cy — C, amibgl Cy = 3,
és a keresett partikularis megoldas y, = 2e " cosx + 3e “sin .

b) Az el6z6 feladatok modszerét alkalmazva az altaldnos megoldas y = Cie® + Cye™*®. Ennek
derivaltja v/ = C1e® — 4Che 4%, azaz a feltételek 3 = C; + Oy és —4 = C, — 4C,. Az
egyenletrendszer megoldasa Cy = % és O, = %. Tehat a keresett partikularis megoldas
yp = Se” 4 Teto

¢) Az altalanos megoldas most y = (C; + Cyx)e ®*. Ebbdl ¢/ = (Cy — 5C1 — 5Chx)e . A
feltéelekbsl —1 = C és 7 = Cy —5C}, tehat Cy = 2, és a keresett megoldas y, = (22— 1)e™>*.



