FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 6. hét

1. Irjunk fel egy olyan legalacsonyabbrendi valés, allando egyiitthatos homogén linearis diffe-
rencialegyenletet, melynek megoldasai az alabbi fiiggvények! Irjuk fel a differencialegyenlet
altalanos megoldésat is!

a) 25 — e 3 b) 622 + 5e** ¢) Tz, sinbx
d) 3z2e?®, 3" e)"6 + > sinz

Megoldas a) A fenti fiiggvény csak olyan &llando egyiitthatos, homogén linearis
differencidlegyenletnek lehet megoldasa, mely karakterisztikus polinomjanak 5 és —3 gyoke.
Ez azt jelenti, hogy a karakterisztikus polinom legalabb méasodfoki, azaz a differencidlegyenlet
legalabb méasodrend. Keressiink olyan masodfoktu polinomot, melynek 5 és —3 gyoke: ilyen
pl. a (A —=5)(A+3) = A2 — 2\ — 15. Ez a polinom az y” — 2y’ — 15y = 0 allandé egyiitthatos,
homogén linearis differencidlegyenlethez tartozik. Az altalanos megoldas adodik a polinom
gyokeibsl: y = C1e®® + Cre™3%, ahol O}, Cy tetsz6leges konstansok.

b) Az el6z6 feladathoz hasonléan most az adodik, hogy a karakterisztikus polinomnak 0
legalabb haromszoros, és 2 egyszeres gyoke. Tehéat a polinom legalabb negyedfoki, azaz
a differencialegyenlet legalabb negyedrendd. Egy ilyen tulajdonségi polinom A3(\ + 2) =
A+ 2)3, melyhez az 4@ + 2y = 0 differencidlegyenlet tartozik. Ennek altalanos megoldésa:
Yy = 01 + Cgl’ -+ 031’2 + 04621.

¢) Most a karakterisztikus polinomnak 0 legalabb kétszeres, és +5i legaldbb egyszeres
gyoke. Tehat a polinom legalabb negyedfoki, és a differencidlegyenlet negyedrendd. FEgy
ilyen tulajdonsagui polinom A2(A + 5i)(A — 5i) = A* + 25)%, melyhez az y* + 255" = 0
differencidlegyenlet tartozik. Ennek altalanos megoldas y = C + Cyx + Cssin bx + (4 cos b.
d) A karakterisztikus polinomnak 2 legalabb haromszoros és 3 legalabb egyszeres gyoke,
tehat a differencidlegyenlet legalabb negyedrendd. Fgy megfelels negyedfokti polinom a
(A —=2)3(A—=3) = X' — 93 + 30)\2 — 44\ + 24, melyhez az y — 9y + 30y" — 44y’ + 24y = 0
differencislegyenlet tartozik. Ennek altalanos megoldasa y = C1e** 4 Chwe?* 4+ Cyx?e?* +Cyed?.

2. Oldjuk meg a kovetkez6 inhomogén linearis, alland6 egyiitthatos egyenleteket!
a) y’ — 5y + 6y = 2sin2x

y" — 5y + 6y = 2xe”

Yy’ — 6y + 13y = 39

y'—y =2y =3e*, y(0)=3,y(0)=1
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— 3y +2y =e3 + 422 — 6
-3y +2y=a+e€"
y//_2y/_|_y:6€ac
y//+8y/+25y:€74x
y' +2y =2x+3
y' +y=-sinzx
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Megoldas a) A hozzatartoz6 homogén differencidlegyenlet Y” — 5Y’ 4+ 6Y = 0, melynek
karakterisztikus egyenlete A2 — 5\ + 6 = 0. Ennek gyokei 2 és 3, fgy a homogén
differencialegyenlet dltalanos megoldéasa Y = C1e?*+Che3*. A probafiiggvény modszere alapjan
az inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis megoldasat y, = Asin 2z + B cos 2z alakban
keressitk. Ebbél y, = 2A cos2x — 2B sin2x és y, = —4Asin2r — 4B cos 2z. Befrva ezeket az
inhomogén differencialegyenletbe:

—4Asin2x — 4B cos 2z — 5 (2A cos 2x — 2B sin 2z) + 6 (Asin 2z + B cos 2x) = 2sin 2z,



amibdl
(2A + 10B) sin 2z + (2B — 10A) cos 2z = 2sin 2z.

Az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha 24 + 108 = 2 és 2B — 10A = 0. Ezen linaris
egyenletrendszer egyetlen megoldasa A = 2—16 és B = %. Azaz y, = % sin 2z + 2% cos 2z, és az
inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésa:

1 5
y=Y +y,=Cre* + Coe® + % sin 2x + % cos 2.
b) A hozzatartozoé homogén egyenlet, és igy ennek altalanos megoldasa is, ugyanaz, mint az a)
feladatban. Az inhomogén egyenlet egy altalanos megoldasat most y, = (Az + B)e” alakban
keressiik. Helyettesitsiik ezt vissza a derivaltjaival egyiitt:

(Az +2A+ B)e® —5(Ax + A+ B)e” 4+ 6(Ax + B)e® = 2ze” = (2Ax — 3A + 2B)e” = 2xe”.

Ebb6l 2A =2és —3A+2B =0,azaz A=1, B = % és y, = (33 + %) e”. Az altaldnos megoldés:

3
y = C1e* + Chre® + (ZL‘ + 5) e’.

c¢) A hozzatartozo homogén differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete A\ — 6\ + 13 = 0,
melynek gydkei Ay o = SEY39=52 — 34/—4 = 342i. Tehat Y = C1€3 cos 2z + Coe® sin 2z. Az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat a probafiiggvény modszerével y, = A alakban
keressiik. Ezt visszahelyettesitve 134 = 39 adodik, melybdl A = 3, és az inhomogén altaldnos
megoldasa

y = C1€% cos 2z + Che3® sin 2z + 3.

d) A karakterisztikus egyenlet gyokei —1 és 2, igy a homogén altalanos megoldasa Y =
Cre™® + Cye®. Az inhomogén rész alapjan probafiiggvényre y, = Ae** adodna, ami egybeesik
a homogén altalanos megoldasanak egy részével, azaz kiilsé rezonancia van. Igy moédositjuk a
probafiiggvényt v, = Aze*” alakira. Ezt derivaltjaival egylitt visszahelyettesitve az egyenletbe
A4z + 4)e*™ — A(2z + 1)e*® — 2Aze®® = 3e*, vagyis 3A4e*® = 3e** adodik, amib6l A = 1 és
y = Cre™® + Che® + ze®*. A keresett partikularis megoldasnak ki kell elégiteni az y(0) = 3
és az y'(0) = 1 feltételeket. Az altalanos megoldast derivalva, és ebbe helyettesitve az elsé
feltételbsl Cy + Cy = 3, a masodik feltételbsl —Cy +2C5 + 1 = 1 kovetkezik, amibsl C = 2 és
C5 = 1. Tehat a keresett partikularis megoldas

Ypart = 2¢ " + e* + we*”.

e) Az el6zGekhez hasonléan adodik, hogy a homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa
Y = Cie” + Cye**. Az inhomogén partikularis megoldasit y, = Ae*” + Bx? + Cx + D
alakban keressiik. Visszahelyettesitve az inhomogén differencidlegyenletbe és az egyiitthatokat
paronként egyenl6vé téve ebbsl 2A =1, 2B =4, 2B —3C =0 és 2B — 3C' 4+ 2D = —6 adodik,
amibgl A = %, B =2 C =6¢s D = 4. Tehat az inhomogén differencialegyenlet altalanos
megoldasa:

1
y=Cie” + Che®* + 56336 + 222 + 62 + 4.

f) A homogén altalanos megoldasa megegyezik az e) feladatéval. Az inhomogén altalanos
megoldasat rezonancia miatt y, = Ax + B 4 Cze® alakban keressiik. Ebbé6l a 24 = 1,
—3A+ 2B = 0 és —C = 1 linearis egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldisa A = %,
B = % és C' = —1. Az éaltalanos megoldas:

3
y= 01€z+0262x+§+ 2 — zé”.



g) A homogén altalanos megoldasa Y = (Ciz+C5)e”. Most is rezonancia van, igy az inhomogén
egy partikularis megoldasat y, = Az?e” alakban keressiik. Visszahelyettesitve A = 3 adodik,
azaz

y = (Crz + Cy)e” + 3z%e”.

h) Most Y = Cye ™ cos 3z + Coe 4 sin 3z és y, = te 4%, Igy az ltaldnos megoldas:

1

9
1

Yy = Cre % cos 3z + Cre *sin 3z + 56_4””.

i) A homogén 4ltalanos megoldésa Y = C| + Coe™2*. Megint rezonancia van, {gy az inhomogén
egy partikularis megoldéasat y, = Az? + Bx alakban keressiik. Visszahelyettesitve ebbsl A = %
és B =1 adodik, igy az altalanos megoldas

2
xT
y201+026_2m+7+$.

j) Most Y = Cysinx + Cycosz. Rezonancia miatt az y, = Axsinx + Bz cosx fiiggvényt
hasznéaljuk az inhomogén egy partikularis megoldasdnak megkereséséhez. Ekkor y, = —%x cos T
adodik, és az altalanos megoldas:

y=Cisinz + Cycosx — Excosx.

. Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!
a) y@ —8y" +16y" =2z —9
b) v +y=2sinzcosz, y(0)=1,4(0)=1

" —2x
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_2y//_y/+2y:_€2x+_e

c) y 5 5

Megoldas a) A karakterisztikus egyenlet A* — 8\% + 160 = 0, melynek 0 is és 4 és
kétszeres gyoke. Igy a hozzatartozoé homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa Y =
Ciz + Cy + (Csz + Cy)e'™. Kiils6 rezonancia miatt az inhomogén egy partikularis megoldasat

yp, = Ax® + Bz? alakban keressiik, melybsl A = ﬁ és B = —%. Tehat az inhomogén altalanos
megoldasa
w2t
y=Cix+ Co+ (Csz+ Cyle™ + — — —.
48 4
b) A homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa ¥ = C)sinz + Cycosz. Mivel
2sinz cosx = sin2z, nincs rezonancia, és az inhomogén egy partikularis megoldasat y, =
Asin 2z + B cos 2x alakban keressiik. Ebbél y, = —% sin2x, ésy = Cysinz+Cy cosx— % sin 2.

A keresett partikularis megoldas megtalalasdhoz felirjuk a kapott altalanos megoldasra a
megadott feltételeket. Ebbsl Cy = 1 és Cy — % = 1 adodik, tehat a keresett partikuléris
megoldas
1
= —sinx + cosx — - sin 2x.
ypart 3

3
¢) A karakterisztikus polinom A3 —2X2 = A +2 = A2(A—2) — (A—2) = (A2 —1)(\ —2), melynek
gyokei —1,1,2. Tehat a homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa Y = Cie "+ Che” +
Cse**. Rezonancia miatt az inhomogén egy partikularis megoldésat y, = Aze* + Be >*
alakban keressiik. Visszahelyettesitve A = % és B = —i, tehat az inhomogén altalanos
megoldasa

X
=(Ce @ Che® C 2z < 2 —21:.
Y 16 7+ Cae™ + Ce™ + 66 —246



