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1. A definicié alapjan szamoljuk ki a kovetkez§ fiiggvények Laplace-transzforméltjat:
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Megoldas a) A(s) =

e *a(t) dt = 0, mert az integralando fiiggvény egy pont kivételével

nulla.
o0 12 11s —12s
b) B(s) = [ e~*'b(t) f3e—st dt = [3 } = geti—ert®
0 11
[e's) b
— —st —st _ st _ e st N _e’Sb e 1ls —
) Cls) = [eet)dt = [eat = 95201{6 e = Jim [=2] = Jim (-4 )

s

fe’“ 1)dt = lim fe st(t — 11) dt == lim ([(t —11)

b—oo 11 b—oo

t b —sb —s —11s —11s
lim [(t— 1y - ‘} = lim (—(b— M) — ) =
11

b—o0 $ b—o0

—s b b —s
(:‘_St :| - f 6_ : dt) =
11 11 )

2. Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények Laplace-transzformaltjat:
a) Tsin3t b) 6t + 3t — 2 ¢) tcosTt d) e*sin3t

Megoldas a) A Laplace transzformécio linearitésa, és a tablazatban szerepld fiiggvényeket
felhasznalva L{7sin3t}(s) = TL{sin3t}(s) =7+ 525 = =

2137 T 5249°
b) Hasonloan: £{6t* + 3t — 2}(s) = 6L{t*} + 3L{t} —2L{1} = B + & — 2.
¢) Most L{tcosTt} = s2—49

(s2+49)2"
d) L{e*sin3t} =

3
(5—2)2+49"

3. Szamoljuk ki a kovetkez6 fiiggvények inverz Laplace-transzformaltjat:
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Megoldas a) A Laplace transzformacio linearitdsa miatt, és minthogy £{1}(s) = %, valamint
éltalénosabban E{eat}( ) = N (s
b) Mivel — 5+ 2 5 = 11- ﬁ + =5 25, a tablazatban feltiintetett Laplace-transzformaltak
felhasznalasaval a megoldas 11e3 —i— sh(5t)

¢) Hasonloan, a megoldas I sin(2¢).

d) Atalakitva a megadott fiiggvényt: % =S5+ 3 2+9, a megoldés cos(3t) + 3 sin(3¢).
e) Teljes négyzetté alakitunk: 52+4?;+14 = (S+2§’2+10 = \/% . (SH)%, tehat a megoldas
\/ifo - e 2 sin (V101).

f) Ttt 32125 = 4(S+1)2 - =4e sht A megoldas parcidlis tortekre bontassal is megkaphat()
g) Parcialis tortekre bontassal: 3+282 = —% ;—i—% L +Z S+—2 Ebbdl a megoldas ———I— +3e*2t.



4. Oldjuk meg a kovetkezs differencidlegyenleteket. (Segitség: vegyiik mindkét oldal Laplace-
transzformaltjat, oldjuk meg az igy kapott algebrai egyenletet, majd a megoldasnak keressiik
meg az inverz Laplace-transzformaltjat!)

a) ¥y =y, y0)=3

—

b) ¥ =7y,  y(0)=-1

) ¥ =-y, y(0)=0, y(0)=-2

d) v'=-y, y(0)=1, y(0)=0

e) 2y —y=0,  y(0)=1/2

f) v +7y=6, y(0)=0

g) 2y +y=¢e*  y0)=1

h) v +3y +2y=e", y(0) =0, ¥ (0)=0
)

)

v +2y +5y=0, y(0)=1, y(0)=0
Y +y=sindt,  y(0)

—

Megoldas a) Legyen L{y}(s) = Y. Ekkor L{y'}(s) = sY — y(()) = sY — 3. Igy a
differencialegyenlet sY — 3 =Y, amib6l Y = 2. Mivel £{e*}(s) = -L-, Y inverz Laplace
transzformaltja, azaz a keresett megoldas y = 3¢'.

b) Az egyenlet transzformaltja most sY +1 = 7Y, amib6l Y = S_Tl?, tehat a megoldas y = —
¢) Az egyenlet transzformaltja s’Y +2 = —Y. Ebb6l Y = %, vagyis y = —2sint.

d) Az egyenlet transzformaltja s?Y —s = —Y, amib6l Y = =7+ A keresett megoldds y = cost.

e) Az egyenlet transzformaltja 2 (SY — %) —Y =0. Ebb6l Y = 231_—1 = % . é gy a keresett

e,

. 1
megoldas y = fe2".
6

f) Az egyenletet transzformélva adodik, hogy sY +7Y = 7. Ebbdl atrendezve és parciélis

tortekre bontassal Y = 5(537) =g8.1_%. +7 Ennek inverz transzforméltja y = & — Se=™.
g) Most az egyenletbc’il 2(sY-1)+Y = SL amit atrendezve azt kapjuk, hogy Y = % —
1.+ 4. L Ebboly = Le* + de 3t
8) A tranSZformalt egyenlet s*Y +3sY +2V = 5. amib6l Y = ol = ey =
5+1 + (s+1)z + 7 s+1 Ennek az inverz transzforméltja y = —e~! + te™t + e 72,

i) Az egyenlet s — s +2(sY — 1)+ 5Y = 0, amibl ¥ = 2o = b = e 41
—(s+1) Ebbdl a megoldas y = e cos(2t) + %e‘t sin(2t).

B3
j) A transzformalt egyenlet sY +Y = ﬁ, amibél Y = —(32+9§(s+ % ) ﬁ + 202;;10 _

n
amib6l a megoldas se™" — & cos(3t) + 15 sin(3¢).

3.1 3. s 41
10 s+1 10 2—|—9 10 2+9’ 10

5. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az aldbbi kezdetiérték-problémékat:
a) ¢’ =x+4+4y, vy =2x—y, x(0) =2, y(0) = -2

) &' =2z —3y,y =3x+2y, z(0) =1, y(0) =4

c) ¥ =br—vy,y =3cx+y, z(0) =—1, y(0) =2

) ' = =8y, y =2z, 2(0)=1, y(0) = -2

o

oW

Megoldas a) Mindkét egyenletet transzformaljuk, és hasznaljuk az X = L{z}(s), ¥ =
L{y}(s) jeloléseket. A transzformalt egyenletrendszer: sX — 2 = X 4 4Y illetve sY + 2 =

2X —Y. Az egyenletrendszerb(’ﬂ X-et és Y-t kifejezve X = ﬁ ésY = ; adodik, melybdl a
megoldas: x = 2e73 és y = —2e73,
b) Az egyenletrendszer transzformaltja sX —1=2X —3Y és sY —4 =3X +2Y, melynek

megoldasa X = = s—14 2 ___ 4. valamint Y = ( A5 — 4. 5=

3 2
)+9 (s—2)%2+49 (s—2)249° §—2)249 (s—2)2 +9+(s 2)2+9
gy az eredeti differencialegyenlet-rendszer megoldasa x = e? cos(3t) — 4e*sin(3t) és y =
4e* cos(3t) + e sin(3t).



¢) Az egyenletrendszer transzformaltja sX + 1 = 5X —Y és sY —2 = 3X 4+ Y, melynek
5

) _ o —s—1 _ _—s—1 _3_ _1 _ 5. 1 ¢4 _ 213 _ 9. 1 _ 5 _1 .
megoldasa X = 5= s = c5on =2 52 2 7a Y = 268 — 2 53 5 5-a- Lehat
az eredeti egyenletrendszer megoldasa = = 3¢ — Se*, illetve y = 2e* — e,

d) A transzformalt rendszer sX —1 = —8Y és sY + 2 = 2X. Ennek megoldasa X = 582:1166 =
5 R S — =242 _ _9._s 4 1 _ 4 4 i 4
416 T 4 160 ©8 Y = e = —2 7t 3 aTe Tehat az eredeti rendszer megoldasa

x = cos(4t) + 4sin(4t), és y = —2cos(4t) + 1 sin(4t).



