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Négyzetekre bontas — 1j megoldasok régi problémékra

A perfekt — vagy magyarul teljes, tokéletes — négyzeteket sokezer éve tiszteli
az emberiség. Egy pozitiv egész szdm akkor perfekt (azaz teljes) négyzet, ha
valamely egész szdm négyzete. Mar az ékor 6ta ismert a teljes négyzetek és a
geometriai négyzetek kozti két fontos kapcsolat azon a nyilvanvalé érintkezésen
tdal, hogy ha egy négyzet oldala egész szdam, akkor a teriilete teljes négyzet:
Egyrészt a Pitagérasz-tétel és a pitagéraszi szdmhdrmasok ismerete, masrészt
az egész hosszisdgu szakaszokbdl megszerkeszthetd irracionalis hosszisdgokrdl
valé tudés.

Az els6 témakor ismert tétele szerint egy derékszogli haromszog mindhdrom
oldala akkor és csak akkor lehet egész szdm, ha az dtfogé hossza két kiilonb6z6
teljes négyzet Gsszege, az egyik befogé pedig ezen két teljes négyzet kiillonbsége.
Igy tehdt a mésodik és harmadik négyzetszamokbol nyerjitk a 32 + 22 = 13
atfogéid, 32 — 22 = 5 illetve 2-3-2 = 12 befogéju derékszogli haromszoget, vagy
mésik példaként a 22. és a 33. négyzetszdmokbdl a 332 4 222 = 1573 4tfogdt és
a 332 — 222 = 605 illetve a 2 - 33 - 22 = 1452 befogdkat.

A misik témakorbol kiemeljiik azt az ismert tényt, hogy a pozitiv szamok
koziil azoknak és csak azoknak lesz raciondlis a négyzetgyoke, melyek két teljes
négyzet hanyadosai.

A teljes négyzetek rokonai a hdromszdégszamok: Az n-edik hiromszogszam
definicié szerint 1-t6l n-ig az egészek Osszege, azaz 1+ 2 + ... +n = n(n +
1)/2. Ttt jegyezziik meg, hogy az n-edik négyzetszdm definidlhat6 ugy is, mint a
pératlan szémok osszege az els6tdl az n-edikig, tehat 1+3+...+ (2n — 1) = n?.
Mindezekbdl 1atszik az is, hogy két egymads utdni haromszogszdm 6sszege éppen
egy teljes négyzet.

A hédromszogszdmok koziil néhdny és a teljes négyzetek koziil is néhdny
kiilsnosen fontos valamely titokzatos okbdl. A 3-adik, a 7-edik, a 31-edik és a
127-edik haromszogszamot mar az ékortdl fogva tiszteljiik, tokéletesnek mond-
juk, hiszen mindegyik egyenlé a ndla kisebb pozitiv egész osztéi sszegével:

6 = 1+2+3
28 = 1+2+44+7+14
496 = 1+2+4+8+16+ 31+ 62+ 124 + 248
8128 = 1+4+2+4+8+16+ 32+ 64+ 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064



Erdekes, hogy a fenti sszegek mindegyiképen éppen annyi tag — azaz os-
zt6 — van, ahdny jegy a hdromszogszam sorszéménak kettes szamrendszer-
beli leirdsdhoz hell, és a kettes szédmrendszerbeli leirdsban minden szémjegy
1-es, s6t az l-esek darabszdma és maga a sorszam is primszam! Sétmitsbb, a
fenti osszegekben a kozépsd tagndl kezdve mindegyik tag éppen az el6z6 tagok
Osszege. Az ilyen kiilonleges hdromszogszamok — a tokéletes, azaz perfekt
szamok — kutatdsa mindmadig erdteljesen folyik. Par hete sikeriilt bizonyitot-
tan megtalédlni azt a rekord nagy tokéletes szémot, mely — haromszogszamként
valé — sorszdmdnak leirdsdhoz 2-es szdmrendszerben 43112609 darab 1-esre
van sziikség. (Kozel ennyi darab lottészelvény kitoltésével biztosithatnank ma-
gunknak a t6bb mint 2 millidrdos fényereményt!)

Az Ujszivetség is kiemel két haromszogszamot: 153 = 32 - 17 és 666 =
32.74. A teoldgiai és numeroldgiai értelmezésekre itt most nem tériink ki, csak
arra, hogy tizes szdmrendszerben mindkét szam kiilonleges, és itt magédnak a
10-nek is szerepe van, mely az a haromszogszam, melynek sorszdma a mésodik
négyzetszdm. Itt 666-nak , mint haromszogszamnak a sorszdma 36 és ez tel-
jes négyzet, sé6tmitobb 36 hdromszogszam is. Itt 36 sorszdma négyzetszamként
6 (azaz a harmadik héromszogszdam), hdromszogszamkeént 8 (azaz a mdsodik
és negyedik négyzetszamok meértani kozepe). Ugyanakkor 6 és 66 is hdrom-
szogszamok, sorszam szerint a harmadik és a tizenegyedik. A szédmjegyek 6sszege
153 esetében négyzetszdm, melynek sorszéma haromszogszam, 666 esetében
a jegyek Osszege pedig egy olyan négyszetszam fele, mely négyzetszamnak —
mint ldttuk — a sorszdma tjfent csak haromszogszam. Egy tovdabbi érdekesség:
Ha 6sszeszorozzuk 666 szamjegyeit, és az eredményt megszorozzuk 0.666...-tal,
akkor a 6+6 sorszamu négyzetszamot kapjuk, azaz 144-et, mely utébbi jegyeinek
Osszege is, és szorzata is négyzetszam.

Egy harmadik haromszogszam is eléfordul az Ujszovetségben — figyelmeztetett
benniinket kollégank, Szabé P. G. —, a 23.: ,Kétszdzhetvenhatan voltunk a ha-
jon", tudatta P&l; méskor pedig azt kozolte, hogy 6tszor kapott ,,egy hijdn ne-
gyvenet” biintetésként. Eszrevehetjiik, hogy van olyan egészoldali derékszogii
hdromszog, melynek oldalai 5 -39 + 2, 5 -39, és 28, és itt 28 éppen a hetedik
hdromszogszam, mely tokéletes is, és a két nagyobb oldal éppen a huszonnyol-
cadik négyzetszamot fogja kozre, hiszen 5 - 39 + 1 = 282,

A matematikai analizisben is szerepe van a hdromszog- és négyzetszamok-
nak. Ismeretes, hogy az 6sszes hdromszogszam reciprokdnak dsszege:
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A négyzetszamok reciprokosszege Fuler szerint:

1 . 1 n 1 n 1 - 2
1 4 9 16 7 6
Az utébbi Osszefiiggést geometrialiag igy mondhatjuk, hogy az 1, %, %, %,

oldald négyzetek teriiletének 6sszege azon négyzet teriletével egyezik meg, mely

négyzet keriletének hossza azonos egy \/g sugari korével. (Itt a legnagy-



obb tag-négyzet keriilete 4, mig a nevezett korkeriilet 271'\/% ~ 5.13.) Euler
nevezeteseredményére egy rovid bizonyitds olvashaté az elsd szerzd honlapjén
(1. hivatkozasok).

Ha mér Euler neve emlitésre keriilt, emlitsiik meg hires miivét, melyben
igazolja Fermat észrevételét, mely szerint minden 13-ra, 17-re, 21-re, 29-re, 33-
ra, 37-re, 41-re, 49-re, ..., 81-re, 89-re, 93-ra, 99-re, 01-re, 09-re végz6do prim két
darab — nyilvan kiilonboz6 — teljes négyzet osszege. Kovetkezésképpen ezek a
primek — tehdt azok, melyek 20-szal osztva 1, 9, 13 vagy 17 maradékot adnak —
egész oldali derékszogii haromszogek dtfogéi is lehetnek, hiszen 132 — 52 = 122,
172 —15% = 82,292 - 212 = 202, 372 — 352 = 122, 412 - 92 = 402, 532 — 452 = 28?2
, oy 1012 — 992 = 202, 1092 — 912 = 602, és igy tovabb.

Msésik érdekes kapcsolat: Ha két egymadst kovetd pozitiv egész szdm 6sszegének
négyzetét vessziik, akkor pontosan 1-gyel tobbet kapunk, mint egy hérom-
szogszam dupldjénak a négyzete. Tehdt ha van két darab n oldald négyzetiink
és két darab n + 1 oldali négyzetiink, akkor ebbdl a négy négyzetbdl mér csak
azért sem tudunk osszerakni egy nagy négyzetet, mert az dsszteriilet nem teljes
négyzet.

Természetes médon meriil fel a kérdés, hogy ha legaldbb kett6 négyzetszamot
osszeadunk, mikor kapunk tjra négyzetszamot. Ha a tagok szdma kettd, akkor
ez a pitagoéraszi szdmharmasok keresésének klasszikus problémadja, ha kiilonb6z6
teljes négyzeteket adunk ssze, és a v/2 szam irracionalitdsa okén lehetelen, ha
ugyanazt a tagot akarjuk kétszer venni. A tovdbbiakban a figyelmiinket az
olyan, legaldbb harom tagu Osszegekre forditjuk, melyben a tagok kiilénb6z6
teljes négyzetek, és az Osszeg is teljes négyzet.

Az els6 24 négyzetszam Osszege teljes négyzet, hiszen

1+4+9+164 ... 4576 = 4900

A hetvenedik négyzetszam tehat nemcsak azzal hetvenkedhet, hogy decimalisan
minden szdmjegye teljes négyzet, sét az elsé két szamjegy egybeolvasva is, illetve
az utolsé két szdmjegy egybeolvasva is, és nemcsak azzal, hogy a 4-est vagy a
9-es elhagyva is teljes négyzetet kapunk, hanem azzal is, hogy a teljes négyzetek
sorozata elejénck is az sszege. Es ezt az utébbi jé tulajdonsagot csak a leg-
elsé és a huszonnegyedik teljes négyzet tudja, deriil ki Watson kilencvenéves
eredményébdl, azaz
14+44+9+16+...+n*=m?

Osszes pozitiv egész megolddsai: n =m =1ésn =24, m = 70.

De ne ugorjunk régtén olyan nagyot! Nézziik meg, hogyan tudunk néhdny
— 24-nél lényegesen kevesebb —- paronként kiilonbozd négyzetbdl dsszerakni
egy négyzetet. Nem is olyan konnyii ilyent taldlni! Egy majdnem négyzetre
hamarabb sikeriil rélelni:

12442 4+7%+82+92+10%+14% + 152 + 182 = 32-33 = 1056

Ezt az elrendezést Moron taldlta 1925-ben. Csak az a bibi, hogy itt a job-
boldal nem négyzetszam, hanem a harminckettedik hdromszogszam kétszerese,
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pedig annak oriilnénk inkdbb, ha két egymdsutdni hdromszogszam Osszege, azaz
négyzetszam lenne.

Tovébb prébédlkozva egy mésik megoldést is kapunk, de djra csak egy harom-
szogszam kétszeresére:

9% +16% + 21% 4 25% 4 34% 4 41% + 43% + 57% + 77° + 78% + 99° = 176 - 177
Olyan elrendezés is ismert, amikor a egy négyzetszam kétszerese jon ki:

22 452 462+ 72+ 112+ 132+ 172 + 202 + 222 + 232 + 242 + 272 +
29% 4+ 30% 4 352 4+ 492 + 532 + 652 + 67 + 69 + 712 + 832
= 2.136>

Ennek az is érdekessége, hogy 136 haromszogszam, melynek sorszéma 16, mely
maga is négyzetszam, melynek sorszéma 4, maga is teljes négyzet.

Ugy tfinik, ha a legkevesebb kiilonboz6 négyzetbdl akarunk egy négyzetet ki-
rakni, akkor Duivestijn konstrukcidja az egyetlen, mely 21 darab kis négyzetbdl
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all:

2 42462 +T774+84+924+1124+152+ 162+ 172 + 182 +
192 4 242 + 252 + 272 + 292 + 332 4 352 + 372 4 422 + 50?
= 1122

Itt még az is elmondthaté érdekességként, hogy 112-nek és 1122 = 12 544-nek
is a szdmjegyosszege négyzetszam, s6t maga 112 is a 4-szerese a tokéletes szam
28-nak.

A kérdéskornek kitersjedt irodalma van. Az olvasénak a hivatkozdsokat ajén-
juk. Az interneten valé tdjékozddédshoz ifjabb Ed Pegg honlapjén ajénljuk kiin-
dulésul.

Térjiink vissza az elsd 24 négyzetszdamhoz. Gardner 1966-ban megkérdezte,
hogy ©sszerakhato-e ezekbdl egy 70 x 70-es négyzet. Mullin 1978-ban beldtta,
hogy ha ha egy négyzet kisebb, egymadstdl kiilonb6z6 négyzetekbdl van dsszer-
akva, akkor az ¢sszetevd négyzetek oldalhosszisdgai nem alkothatnak szdmtani
sorozatot. Kovetkezésképpen a legkisebb négyzet, mely tartalmazhathatja a
fentemlitett 24 darab négyzetet, legaldbb 71 x 71l-es méreti. A jelen dolgo-
zat els6 szerzdje méar 1992-ben kozolt egy megoldést a 71 x 71-es négyzetbe valé
pakolasra:Kettéezer-kettében jra publikaldsra keriilt a konstrukcié és kiegésziilt
azzal a kérdéssel, hogy vajon 70 x 71-es téglalapba is elhelyezhetdk-e a négyzetek.
Az mér akkor is ismert volt, hogy 70 x 72-es téglalapba elhelyezheték a né-
gyzetek. Erdekesség, hogy 72 egy négyzetszam fele és 70 - 72 = 5040 = 7!, és
ismeretes az is, Platén milyen nagy tisztelettel volt 5040 irdnt. Ugyanakkor
70 - 71 = 4970 éppen a hetvenedik hdromszogszam kétszerese.

Czap Gyula kollégantol kétféle megoldds is érkezett 2008-ban, melyek minde-
gyike 5040-nél kisebb teriilet{i téglalapba foglalja be a 24 négyzetet. A 65x 77-es
téglalap a kovetkezd, melyben a veszteség nem 140, hanem csak 65 - 77 — 702 =
105. Nekiink azonban sikeriilt még jobb megolddsra lelni: 69 x 72-es téglalap,
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melynek a vesztesége csak 69 - 72 — 702 = 68. Tehdt kevesebb, mint ami a
70 x T1l-es téglalapé lenne, ha ismernénk egyaltaldn olyan megoldést.

Hatalmas mennyiségii szimitégépteljesitményt bevetve Korf 2004-ben tdjra
felfedezte, hogy 71 x 7Tl-es a legkisebb tartalmazé négyzet. Ugyanakkor meg-
taldlta a legkisebb teriiletti téglalapot is: 56 x 88-as, melynek a vesztesége
mindossze 56 - 88 — 702 = 28. Maér megint a tokéletes 28-as! Korf jelentése
szerint a szamitégépprogramjdnak 68308619567 esetet kellett megvizsgdlnia.

Igaz ugyan, hogy Korf vesztesége lényegesen kevesebb, mint a miénk, de a
69 x 72-es téglalap jobban hasonlit a 70 x 70-es négyzetre, mint a 56 x 88-0s
téglalap. Tovédbbra is nyitott marad a kérdés, hogy van-e 70 x 71-es megoldés,
vagy ha nincs, akkor van-e 68 x 73-as megoldds, vagy ha nincs, akkor van-e
67 x T4-es megoldés, és igy tovabb.

Dolgozatunkat egy masik nyitott feladattal zarjuk. Az %, %, i, ... oldalu
négyzetek koziil szeretnénk a lehetd legtébbet — tehdt folyamatosan az elsé n

darabot — belehelyezni az 3 x %-os téglalapba. A mellékelt dbra mutatja az

4
els6 19 darab négyzet egy lehetséges elhelyezését. Mivel

35 5
22 =220625
16 8

és

~ 0.6247

f 15999981 177725428 968 146 419 650 366 179 388 228 161
2 9604076 839297 315 498 002 557 630 759 647 800 960 000

ezért teriilet alapon” akdr 48 darab négyzet is befér. Mi a legnagyobb n, amire
van konstrukcié az elsé n darab négyzet elhelyezésére?
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