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1. Alapok

1.1. Testek
1.1.1. Definicié

Informalisan:. Egy test egy négy alapmiivelettel (+,—,-, /) ellatott halmaz, amelyen a racionalis szimokon meg-
szokott azonossagok teljesiilnek.

Formalisan:. Egy test egy F halmaz két miivelettel és két (kiilonboz) kitiintetett elemmel: +, - illetve 0, 1, amelyekre
1) (@4+y)+z=z+y+2), (@ y) - -z=z-(y-2) (Vz,y,z € F) — mindkét mivelet asszociativ
2) z+y=y+a,x-y=y- -z (Vo,y € F) — mindkét mivelet kommutativ

4

(1)
(2)
B)0+ax=2,0-2=0,1 -2 =2z (Vx € F) — 0 neutrdlis elem 1 egységelem
4) (z+y)-z=(x-2)+ (y-2) (Va,y,z € F) — disztributivitds

(5)

5) Vo € F-re van (—z) € I, hogy z + (—z) =0,
V0 # 2 € F-re van 27! € F, hogy -2~ ! =1,
— +-ra minden, --ra minden nem-nulla elemnek van inverze

Kivonas, osztas:. Belathato, hogy —z és 7! egyértelmid. x — y := x + (—y) és x/y ==z -y~ L.

Megjegyzés:. Ezekbdl tényleg levezethetd minden, a raciondlis szamokra érvényes azonossag (G1 = G alaki, ahol
G, és G az alapmiiveletek és a 0,1 konstansok segitségével felépitett kifejezés.) Pl. a masok oldali disztributivités
levezethetd az eredetibdl a szorzas kommutativitasa segitségével: z-(z+y) = (z+y) -z = (x-2)+(y-2) = (z-2) + (2 -y).

Konvencié:. Zarojelek elhagyésa, miiveletek kotési sorrendje, - elhagyéasa a szokasos modon

1.1.2. Példak
e Q racionalis szamok
e R val6s szamok

e C komplex szdmok

Z,, vagy F,: egész szdmok modulo p prim
Zo mésképpen: {1 = "igaz",0 = "hamis"} 4+ = "kizar6 vagy", - = "és".

F,, ¢ elem test, ahol ¢ = p" (p prim). Lényegében (Gn. izomorfia erejéig) egyértelmd.

1.1.3. Polinomok
n-ed foku egyvaltozés polinom:. f(z) =an,z" + - -+ a1z +ag (a; €F, a, #0).

All. (gyoktényezs kiemelése):. a € F, f(a) = 0 esetén létezik egy eggyel alacsonyabb fokt g(z) polinom, hogy

f(z) = (z —a)g(z)
Biz.: Az egészekhez hasonlé maradékos osztassal f(z) = (z—a)g(x)+c, ahol ¢ € F. Ebb6l 0 = f(a) = (a—a)g(a)+c = c.



Kov.:. Egy n-ed foku polinomnak legfeljebb n gytke van.

Biz.: A fokszam szerinti indukcioval. Els6fokara nyilvan igaz. Ha n > 1 és a egy gyoke f(x)-nek, akkor f(x) =
(x — a)g(x) az elézs allitas értelmében. Ha 3 # « és g(3) # 0 akkor f(8) = (8 — a)g(B) # 0, igy f(x) Osszes a-tol
kiilonb6z6 gyoke g(x)-nek is gyoke, amelybol legfeljebb n — 1 van az indukcios feltevés szerint.

Algebra alaptétele. Minden komplex egyiitthatés polinomnak van gyoke C-ben (multiplicitassal szamolva Gsszesen
fokszamnyi)

1.2. Vektorterek

1.2.1. Definicio, példak

Vektortér F felett:. Egy V halmaz egy +: V xV — V (dsszeadds) mivelettel, egy kitlintetett 0 elemmel, tovabba
egy - : F x V — V (skalarokkal valo szorzds) miivelettel, amelyekre:

e + kommutativ és asszociativ, 0 neutralis elemmel,
e - asszociativ: (z-y)-v=2z-(y-v) (x,y eF,veV)

e - mindkét oldalrol disztributiv: (z +y) - (u+v) =z -u+y-u+zx-v+y-v (v,y € Fu,veV)
Megjegyzés:. Additiv inverz V-ben: —v := (1) - v.

Példak:.

e S halmaz, S — F fiiggvények; értékek szerinti Osszeadassal és beszorzassal.
~ S elemeivel indexelt tablazatok, F-beli elemekkel kitoltve.

e Spec. eset: n X m-es matrixok F-beli elemekkel. Miveletek elemenként.
e Specidlis eset: m = 1, n hosszi oszlopvektorok.

e Polinomok. (Osszeadés, beszorzas érték szerint ugyanazt adjak, mintha az egyiitthatokon kiilén-kiilén hajtanank
végre.)

e n-nél alacsonyabb foku polinomok.
e R — R folytonos fiiggvények F = Q vagy F = R.
e CazF=Q vagy F =R felett.

1.2.2. Alterek, bazis, dimenzié
Linearis kombinacié:. «ajv1 + ...+ anv, alaku kifejezés, ahol 0 # v; és v; # v; ha i # j. Mindig véges szamu

tagbol allo Osszeget tekintiink! Az iires Osszeg is linearis kombinécio, értéke 0.

Altér:. U C V altere V-nek (jel. U < V), ha 0 € U is zart a miveletekre: u,v € U,a € F esetén u + v,au € U.
Ekvivalens feltétel: U zart a linearis kombinéciokra is. Tartalmazasra nézve {0} = (0) (vagy kissé¢ hanyag modon: 0)
a legsztikebb, V' a legtagabb altere V-nek.

Példak:.
e origén atmend sikok, egyenesek R3-ben
e polinomok, folytonos fiiggvények, sth. altere a fiiggvények terében
e homogén lineéris n-valtozoés egyenletrendszerek megoldasai R™-ben

e Spec. eset: hipersik R™-ben: egy nem-trividlis n valtozés homogén linearis egyenlet megoldéasai

Generalt (kifeszitett) altér:. S CV &ltal generdlt altér (S) az a legsziikebb altér, amely tartalmazza S-t.

(5) = {Zamln € Zz0,0; €EF,v; € S} '

i=1

(0) = {0}, (v) = ({v}) = {av|a € F}.



Példak.

e polinomok kozott az 1,z,22, ..., 2" ! monomok az n-nél alacsonyabb foki polinomok alterét generaljak

e (Feladat) Mely alteret feszitik ki a kovetkezS polinomok: z3 + 22 + x, 2% + 222 + 3z, 23 + x, 3 + 3227
Linearis fiiggetlenség:. S C V linedrisan fiiggetlen, ha n € Zso, a,v; (1 =1,...1n) Y i, a;v; = 0 esetén az Osszes

a; = 0. Ha S nem linearisan fiiggetlen, akkor linearisan 6sszefiiggd. Az 0 linearisan fiiggetlen, {0} line4risan dsszefiiggs
Vilagos, hogy linearisan fliggetlen halmazok részhalmazai is linedrisan fiiggetlenek.

All.:. Ha S linearisan fiiggetlen, de SU{v} linearisan dsszefiiggs, akkor v (egyértelmiien) el6all S—beli elemek linearis
kombinaciéjaként.

Példak:.
1 0 0
e [ 1], 1] és |0] linearisan fiiggetlenek:
1 1 1
1 0 0 «
all]l+8(1]+~v]|0] = a+ 0
1 1 1 a+ B+
1 0 1
e | 1], 1] és |0] linearisan Osszefiiggenek
1 1 0
1 0 1
1]-11]-10]=0
1 1 0

Kapcsolat a generalt alterekkel:. S C V akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha tetsz6leges S; C S esetén
(S1) < (S) (& tetszoleges v € S esetén v & (S \ {v})). Mas szavakkal S akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha
S egy minimalis generatorrendszere az (S) altérnek.

o (Feladat) Linearisan fiiggetlenek-e a kovetkezd polinomok: 2% + x? + x, 23 + 222 + 32, 23 + z, 23 + 3227

Bazis:. Olyan linearisan fiiggetlen rendszer, amely generalja V-t. Ekvivalens jellemzések: minimalis generatorrend-
szere V-nek, maximalis linearisan fliggetlen rendszer V-ben, minden v-beli elem egyértelmien felirhaté a rendszer
elemeinek linearis kombinaciojaként. Altalaban sorba rendezziik a bézis elemeit, és a mas sorrendid bazist az eredetitél
kiilénb6z6nek tekintiink (hidba ugyanaz, mint halmaz).

Példak:.
1 0 0
0 1 0
e standard bazis F"-ben [ : |, | |,...,
0 0 0
0 0 1

e polinomok kozt 1, z, 22,
All.:;. By, By bazis V-ben = |B;| = | By|.

Biz.:. ElGszor a kovetkez6 kicserélési tulajdonsagot latjuk be: tetszéleges v € Bi-hez létezik olyan v’ € By, amelyre
(B1 \ {v}) U{v'} is bazis V-ben. Ugyanis mivel B; \ {v} nem generélja V-t, van olyan v’ € Bs elem, amely nem
all el By \ {v}-beli vektorok linearis kombinaciojaként. Ekkor (By \ {v}) U {v'} linearisan fiiggetlen. Ahhoz, hogy
((Bl\{v})u{v’}> V, elég belatni, hogy v' eléall (Bl\{v})u{v’} beli elemek lineéris kombinéciéjaként. Tudjuk, hogy
v = av+ ZZ 1 U5, ahol a; € F és v; € By \ {v}. A v/-re vonatkoz6 feltevés miatt a # 0 és igy v = lv' -5 T
Ezzel igazoltuk a kicserélési tulajdonsagot.



Tegyiik fel, hogy B; véges. Ekkor legfeljebb | By | lépésben alkalmazva a kicserélési tulajdonsagot egy olyan B} bazist
nyerhetiink, amely ugyanakkora, mint B és dsszes eleme By-b6l van. Ez csak tgy lehet, hogy B} = By. Szimmetrikusan
kezelhet6 az az eset, amikor By véges.

Tegyiik végiil fel, hogy By is és Bs is végtelen. Minden Bj-beli v vektor egyértelmten felithaté >0 v jwy ;
alakban, ahol m, > 0 egész, 0 # o, ; € F és w,; € By (i = 1,...,m,). Legyen i > my-re w,; := Wyum,,. Ekkor a
(v,1) — Wy m, €8y Zso X By — Bs fliggvény, ami sziirjektiv, hiszen a képben el6fordulé vektorok generaljak V-t. Tehat
|Z~o x By| > |Bz|. Mivel By végtelen, |Z~o X By| > |Bi|, igy |Bi| > |Ba|- A By| < |Bs| egyenl6tlenség szimmetrikus
érveléssel igazolhato.

Dimenzié:. dimV, pontosabban dimp V = V tetszsleges bazisdnak szamossaga (elemszama).

Példak:.

e ha S véges, akkor dim{S — F fiiggvények} = |S|

spec. eset: dim{n x m-es matrixok} = nm

dim{polinomok} = co (megszamlalhato)

dim{n-nél alacsonyabb fokt polinomok} = n

e dimp C = 2, dimg R = dimg C = oo (kontinuum)

Ha dim¢ V = n, akkor dimg V = 2n

Megallapodas. Ezentil — hacsak kifejezetten nem jelezziik az ellenkez5jét — csak véges dimenzids vektorterek-
kel foglalkozunk.

1.3. Linearis leképezések
1.3.1. Definicio, példak

Linearis leképezés:. V, W vektorterek F felett. Egy ¢ : V — W leképezés linearis, ha ¢(ayv; + agva) = ad(vy) +
as¢(ve). Tovabbiakban elhagyjuk a zardjelet: ¢v := ¢(v).

Fontos példa:. A m x n-es matrix F-beli elemekkel. ¢4 : F* — F™: ¢p v := Av.

Vektortér-miiveletek leképezésekkel:. ¢, ¢ : U — W, « € F-re (ap + ¢')v := a(¢v) + (¢'v). Ezekkel az U — V
linearis leképezések vektorteret alkotnak.

Kiterjesztés bazisrol:. Legyen {vq,...,v,} egy bézis V-ben és legyenek wy, ..., w, W-beli vektorok. Ekkor 3¢ :
V — W linearis leképezés, amelyre ¢v; = w; (i =1,...,n):

n n
(b Z ;0 = Z o;W; .
i=1 i=1
Ko6v.:. AV — W lineéris leképezések terének dimenzidja dim V' - dim W.
Specialis esetek:.
Linearis fiiggvény: V — F linearis leképezés.
Linearis transzformacié: V — V lineéris leképezés.

Példak:.

e Adott 0 # u € R™ oszlopvektor.

— A v uTv egy linearis fiiggvény R"-en.
T . s 7 2 22 . P .. 2 2r 24 2
— A v v — Zr7u egy linedris transzforméacié R"-en: az u-ra meréleges hipersikra torténd vetités.
T . P . p L s w o,
— A v v —277"u pedig az u-ra merdleges hipersikra vald tiikrézés

e Az Iy : v— v aV tér identikus linearis transzformacioja.

e Legyen a € R. Ekkor az f(x) — f(a) egy R[z] — R linearis fiiggvény.



1.3.2. Képtér, magtér, dimenziotétel

Képtér:. ¢:V — W linearis leképezés képtere a
oV = {pvlv e V}

halmaz. (Szokéasos még az Im ¢ jelolés is.) Konnyen ellendrizhetd, hogy ¢V altér W-ben. A ¢ leképezés szirjektiv, ha
oV =W

Magtér:. ¢ :V — W linearis leképezés magja vagy magtere a
ker ¢ = {v € Vl]pv = 0}

halmaz. Konnyen ellendrizhets, hogy ez egy altér V-ben. A ¢ leképezés injektiv, ha ¢(v1) = ¢(va) csak v1 = vy esetén
teljesiil. Ez azzal ekvivalens, hogy ker ¢ = (0).

Példa:. veR", m:v—v— Z;Zu vetités. ker 7 = Ru, 7R™ = ut = {w € R"|uTv = 0}.

Izomorfizmus:. A ¢:V — W linearis leképezés izomorfizmus V' és W kozott, ha ¢ bijektiv, azaz egyszerre injektiv
és sziirjektiv. Ekkor a ¢~! : W — V inverz leképezés is linearis izomorfizmus. Két vektortér izomorf, ha létezik
kozottiik izomorfizmus. Ez akkor és csak akkor all fenn, ha egyenlé a dimenzidjuk.

Dimenziotétel:. Legyen ¢ : V — W linearis leképezés. Ekkor dim ¢V = dim V' — dim ker ¢.

Biz.: Legyen d = dim ker ¢ és legyen vy, ..., 04,0441, -- -, V41¢ €8y Olyan bazisa V-nek, hogy vy, ..., vq bazisa ker ¢-nek.
Hav = Zf:f a;v;. Ekkor ¢gv = Zf:f Q;pv; = Z?iﬁ.u ;P 18y a Pug11, - - ., dvgre vektorok kifeszitik a ¢V képteret.
Belatjuk, hogy ezek a vektorok egyben linearisan fiiggetlenek is. Evégett tegyiik fel, hogy a Z?if 41 7i¢v; lineéris
kombinécio 0, vagyis ¢ Zf;fﬂ ~v;v; = 0, azaz Z?jjﬂ ~;v; € ker ¢, akkor, mivel a vy,...,vq a ker ¢ magtér egy bazisa,
léteznek olyan f,..., 84 € F skalarok, hogy Z?:I Bijv; = Zf;rgﬂ Yivi- A v1,...,vq1¢ vektorok linearis fliggetlensége
miatt az csak ugy lehet, hogy az 1 = ... = B4 = Ya41 = ... = Yare = 0. Tehat a dvgy1, ..., Pvg4e vektorok a ¢V
képtér egy bazisat alkotjak, ezért dim ¢V = ¢ = dim V — dim ker ¢.

A dimenziotételbsl adodik:

Egy egyszerid izomorfizmus-kritérium:. Legyen ¢ : V — W linearis leképezés. Ekkor ¢ akkor és csak akkor
izomorfizmus, ha ker ¢ = (0) és dim V' = dim W.

Alkalmazas (Lagrange-interpolaci6):. Legyen V az n-nél alacsonyabb foku F feletti polinomok tere, és legyenek

ai,...,a, paronként kiilonb6z6 F-beli elemek. Legyen ¢ : V — F" az
f(a1)
(@) f(flz)
F(an)
leképezés. A ¢ leképezés lineéris, hiszen a kép minden koordinatajaban linearis. A mag;:
ker 6 = {f(z)] deg f(z) < n, f(ar) = ... = flan) = 0)} = {0},

hiszen csak a 0 az az m-nél alacsonyabb foku polinom, amelynek lehet n kiilonb6zé gyoke. A dimenzidtétel miatt
¢V = F", tehat ¢ izomorfizmus és igy létezik inverze. A ¢~! : F* — V leképezés adott by, ..., b, értékekhez azt az
egyértelmtien meghatarozott n-nél alacsonyabb foka f(x) polinomot rendeli, amelyre f(a1) = b1,..., f(an) = by.

Megjegyzés. A behelyettesités-interpolécio paros specialis esetként tartalmazza a népszerd diszkrét Fourier transz-
formaciot (DFT, 1d. kés6bb). Ha n + d pontot helyettesitiink be, az f(x) n-nél alacsonyabb foku polinom megha-
tarozhaté az n + d hely koziil barmely n helyen felvett érték segitségével. Ha d/2-nél kevesebb helyen elrontjuk a
behelyettesitett értéketeket, a polinom akkor is visszaéllithato. Ezen az Gtleten alapulnak az tgynevezett (altalanosi-
tott) Reed-Solomon kodok.



1.3.3. Alkalmazas: a Shamir-féle titokmegosztasi rendszer

A feladatban n résztvevs kozott szeretnénk egy titkot megosztani ugy, hogy koziiliik semelyik n — 1-nek ne legyen
semennyi informécidja se a titokrol, egyiittesen viszont meg tudjak fejteni.

Legyen IF egy véges test, |F| > n, a titok F egy eleme lesz. El6zetesen szétosztunk az n résztvevs kozott n kiillonbozs
a1, ..., o, nem-nulla elemet az F testbol. Tegyiik fel, hogy a titok a 8 € F elem. Valasztunk fliggetleniil és egyenletesen
Bi,. .., Bn_1 véletlen elemet F-bol. Legyen f(z) = 5 + Z?;ll Biz'. Az i-edik résztvevonek az f(o;) értéket kiildjiik el
titkos csatornén.

Ekkor f(x) egy n-nél alacsonyabb fokt polinom, igy n helyen ismerve az értékét egyértelmtien meg tudjuk hatarozni
Lagrange-interpolacio segitségével. A [ titok az f(x) polinom konstans tagja, amit tehat az n résztvevs egyiitt ki tud
talalni.

Tegyiik fel, hogy n — 1 résztvevd talalkozik, mondjuk az elsé n — 1. Tekintsiik a

D)
b :1 . <:3<1
ﬁn— 1 f(an—l)

behelyettesits leképezést. A ¢ leképezés bijekcio F™ és F™ kozott. (Két bijekcio kompozicidja: az els6 az n-nél ala-
csonyabb polinomok azonositasa egyiitthato-sorozatukkal, a masodik pedig a behelyettesités-interpolacio paros.) Igy
rogzitett (G-ra a

B flan)
N N :
ﬂn—l f(an—l)
B
leképezés is bijekcio F*—1 és F*—! kozott, tehat — mivel a : vektort egyenletesen valasztottuk F?~!-bsl —
Bn—l
floa) flea)
az : vektor egyenletes eloszlasi F”~!-ben, 3 értékétsl teljesen fliggetleniil. Azaz az : vektor
flan-1) flan—1)
flaa)
eloszlasa minden (-ra ugyanaz. Mas szavakkal : semmilyen statisztikai informaciét nem szolgaltat G-rol.
f(anfl)

1.3.4. Linearis leképezések kompozicidja

Kompozicié. ¢ : V. — V' ¢’ : V! — V" linearis leképezések. Ekkor a ¢'¢ kompozicio ((¢'¢p)v = ¢'(¢v)) egy
V — V" lineéris leképezés. A kompozicié asszociativ: ha még ¢” : V" — W akkor ¢"(¢'¢) = (¢ ¢')¢ és mindkét
oldalrol lineéris:

(1] + a2ds)(Bion + Pagz) = a1 1911 + a1 20 2 + a2 f1dhd1 + o fadhdo.

Az asszociativitas alapjan a 2-nél tobb tényezds (de értelmes) kompoziciokban elhagyhatjuk a zarojeleket.
Inverz tulajdonsagai:. () ! =y 1ol és (¢! =o.
Hatvanyozas:. ¢:V — V linearis transzformacio, k > 0 egész. ¢F := ¢--- ¢ (k tényezd); ¢° = Iy; ¢~ F = (¢~ H)F.

1.4. Matrixok
1.4.1. Definicio, formalis miveletek

m X n-es matrix:. ~ m X n-es tablazat F-beli elemekkel. Az elemenkénti miveletekkel m x n dimenziés vektorteret
alkotnak.



Matrixszorzas. Ha A = (a;;) egy m x f-es, B = (b;;) pedig egy ¢ x n-es métrix, akkor AB az a (d;;) m X n-es
matrix, ahol

L
dijzzaikbkj, (izl,...,m,jzl,...,n.
k=1

Szavakban: az AB szorzat i-edik soranak j-edik eleme az A maétrix i-edik sordnak és a B matrix j-edik oszlopanak a
"skalaris" szorzata.

Tulajdonsagok. A szorzas asszociativ és mindkét valtozojaban lineéris (értelemszertien a megfelel6 méreteknek
egyezniiik kell). A szorzat tényezsi altalaban nem felcserélhetSk (gyakran nem is végezhets el a szorzas a forditott
sorrendben.

Példak.
e diagonalis méatrixok:
a1
as
diag(ay,...,ay,) == . )
an
ahol az iires helyeken 0-k allnak.
diag(ay,...,an)diag(by,...,b,) = diag(aiby, ..., anby),

ezért az azonos méretd diagonalis matrixok felcserélhetk a szorzasra nézve.

e egységmatrix I,, = diag(1l,...,1) (n darab 1-es)

e felsé haromszog-matrixok

a1 *
ail * * * a1 * gz
a9 * * a99
) ’ :
’ a
Gnn Amm, * % nn

Transzponalt matrix:. Ha A egy m X n-es (a;;) méatrix, akkor AT az az n x m-es (a};) matrix, amelyre agj = aj;.
Ha A egy m x n-es, B pedig egy n x k-as matrix, akkor (AB)T = BT AT.

Blokk-matrixok szorzasa. Gyakran hasznos a kovetkezs: Legyen A felbonthaté m x ¢ darab A;; részmétrixra, B
pedig ¢ x n darab B;; részmatrixra:

B ... Bi,
A A ... Au B; B;
A A . A o "
U * ., B=|DBs1 - Ban|,
Aml A12 e Amé B'gl ' Bé

ahol minden 1 <i <n, 1<k <¢, 1< j <n-re Aj-nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora Byj;-nek. Ekkor a
D = AB szorzat felbonthaté m x n darab D;; részmétrixra:

Dll D12 P Dln
Dy1 Doy ... Dy

D = . . . )
Dml D12 (R Dmn

ahol ,
Dij = Z A1, Byj.
k=1

Szavakban: kompatibilis blokk-felbontés esetén a méatrixszorzat blokkjai a tényezk a blokkjaibol a szokasoshoz hasonlo
eljarassal kaphatok. (A skalarok szorzasa és Osszeadasa helyett métrixok szorzédséat és Osszeadésat tekintjiik. Vigyézat,
szamit szorzasnal a tényezdk sorrendje!)



1.4.2. Linearis leképezések matrixa

Definici6:. Legyen ¢ : V. — W lineéris leképezés, vy, ...v, béazis V-ben, wy,...,w,, pedig bazis W-ben. Ekkor
j=1,...,nre dv; = > " ajjw;. Az m xn-es A = (o;;) métrix a ¢ métrixa a vy, ..., vy, illetve wy, . .., w,, bazisokra
vonatkozoban.

Lineéaris transzformaciokra (W = V') szokasos egyetlen bazist kijel6lni mind a bemeneti, mind a kimeneti oldalra.
A ¢V — V matrixa a vy, ..., v, bazisban tehat valojaban a (vq,...,v,), (v1,...,v,) bazisparra vonatkozo méatrix.

Példa: permutaciomatrixok. Legyen 7 az {1,...,n} indexhalmaz egy permutacioja (azaz {1,...,n} — {1,...,n}
bijektiv leképezés). Legyen V egy n-dimenzios vektortér egy vy, . .., v, béazissal. Legyen tovabba ¢ az a lineéris transz-
formécié az R"-en, ami az i-edik béaziselemet (i)-be viszi. (¢pv; = vr(;) és legyen P = (p;;) a ¢ transzformacié matrixa
a vi,...,v, bazisban. Ekkor

,._{ 1 han(j) =1,

(/R

0 egyébként.

Tehat P minden egyes soraban és oszlopaban pontosan egy darab 1 &ll és a tébbi elem 0. Ez a tulajdonsag jellemzi is
a baziselemek permutécioibol kaphaté métrixokat. Az (12...n) ciklushoz tartozé méatrix a kovetkezd:

1
1
1
1
1

Matrixhoz tartozo linearis leképezés:. Legyen vy, ...v, bazis V-ben, wy, ..., w,, pedig bazis W-ben, A = (a;;)
pedig egy m x n-es matrix. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan ¢ : V. — W lineéris leképezés, aminek a méatrixa A
a (v1,...,0p), (w1,...,wy,) bazisparra vonatkozoan.
Biz.: Legyen uj; = Y .-, a;;w;. Tudjuk, hogy egyértelmten létezik olyan ¢, amelyre ¢pv; = u; j = 1,...,n. ¢ matrixa
éppen A.

1 0 1 0

0 : 0 :
Megjegyzés:. Ha V =F" W =F" vy = | .|, ...,vp= | | éswi =] .|, ..., wn = | -], (elbbiek

: 0 : 0

0 1 0 1

n hosszt, utébbiak m hosszt oszlopvektorok) akkor a fenti ¢ éppen az n hosszi oszlopvektorok A-val valo (balrol)
szorzésa. (Egy korabbi példaban ¢ 4-val jelolt leképezeés.)

1.4.3. Miiveletek transzformaciokkal és matrixukkal

rixok linedris kombinéciéja, a kompoziciénak pedig a matrixok szorzata lesz a matrixa. Utobbi pontosabban: ha
¢:V =V és ¢ : V' — V" linearis leképezések, B bazis V-ben, B’ bézis V'-ben, B” bézis V"-ben, ¢ méatrixa a B, B/
bazisparra vonatkozoan A, ¢’ méatrixa a B’, B” bazisparra vonatkozéan A’, akkor a ¢’¢ kompozicié6 matrixa a B, B”
bazisparra vonatkoztatva A’ A.
Biz. Egyszert szamolas (HF).

Inverz:. Legyen A egy nxn-es matrix. Legyen V' = F" az n hosszt oszlopvektorok tere és ¢ : V' — az A-val valé balrol
szorzas. Azt mondjuk, hogy A invertalhaté (nemelfajuld, regularis, nem-szingularis), ha a ¢ : V — V linearis

1
0
transzforméacié bijektiv. Ez esetben az A métrix A~! inverze a ¢! linearis leképezés matrixa szintén a v, = | . |,
0
0
.., Up = | - | bézisban felirva. Ha A invertalhato, akkor A='A = AA=' = I,. A dimenzi6tétel miatt ¢ akkor
0
1

és csak akkor invertdlhato, ha ker¢p = 0 és ez azzal is ekvivalens, hogy ¢V = V. Ezért, ha létezik B, amelyre
BA = I, vagy AB = I,,, akkor A invertdlhat6. Ez esetben A~ = B. (Ez a véges dimenzios vektorterek sajitosséga,



végtelen dimenzidban elképzelhets, hogy egy transzformécionak csak egyoldali inverze van.) Kovetkezésképpen ha A
invertalhato, akkor A~1is és (A~!)~! = A. Ha A és B invertalhat6 métrixok, akkor (AB)~! = B~1A~L

Szingularis (elfajulé) matrix, linearis transzformacié:. nem invertdlhaté négyzetes matrix illetve lineéris
transzforméacio.

All.:. Egy A négyzetes matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha oszlopai linearisan fiiggetlenek.
Biz.: A fenti értelmezésben az A-val val6 balrol szorzas képtere az A oszlopai altal generélt altér. Ez pont akkor a
teljes tér, ha ezen oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek.

Példa (Vandermonde-matrix). Legyen V az n-nél alacsonyabb foku F feletti polinomok tere és ay, ..., a, paron-
ként kiilonb6z6 F-beli elemek. Legyen ¢ : V — F" az

f(a1)
fl@)—|
fan)
leképezés. Ekkor ¢ matrixa az
1 0 0
( : 1 |
17 xZ, ) xn— )7 ) . ) ) i
: 0
0 0 1
bazisparra vonatkozoan
1 1 1
al a2 PR an
M =
avlzfl a;zfl . az—l

Mivel a behelyettesités bijekcio V' és F™ kozott, M egy invertalhatdo méatrix (és az inverze a Lagrange-interpoléacio
matrixa).

1.4.4. Baziscsere

Baziscsere matrixa:. Legyen V-ben vi,...,v, és vi,...,v;, két bazis. Ekkor létezik C' = (c;5) illetve C' = (c};)
n x n-es métrixok, amelyekre: v§ = Y1, ¢;ju; illetve v; = Y71 ¢jvp (4, k= 1,...,n). Innen
n n n n n
_ / ! / _ /
v; = E ij’l)k = E ijcik’l)i = E E cikckjvi.
k=1 k=1i=1 i=1 k=1

Mivel vy, ..., v, bazis, > ,_, cikc;j = 0;;. (Kronecker delta: ¢;; = 1 és §;,; = 0 7 # j esetén.) Tehat CC' = I,,, az
n X n-es egységmétrix, igy C invertalhato és C' = C 1.

Megjegyzés:. Fenti C matrix a v; — v} leképezés linearis kiterjesztésének a matrixa a (vy, ..., vy), (v1,...,v,) bazis-
pérra vonatkozoan. A C’ matrix pedig a v} — v; leképezés lineéris kiterjesztésének a matrixa a (vi,...,v}), (v},...,v))
béazisparra vonatkozoan.

Fontosabb megjegyzés:. Fenti C' matrix az identikus leképezés matrixa a (vi,...,v),), (v1,...,v,) bazisparra vo-
natkozoan. A C’ = C~! matrix pedig az identikus leképezés matrixa a (vy, ..., v,), (v],...,v,) bazisparra vonatkozoan.
Baziscsere hatasa linearis leképezések matrixara:. Legyenek V-ben vy,...,v, és vf,...,v] két bazis; W-ben
pedig wy, ..., Wy, éswy,. .., w,, két bazis. Legyen a ¢ : V' — W linearis transzformacié métrixa a (v1, ..., v,), (w1, ..., wy)
vonatkozoan A. Legyenek C,C’ = C~1 a fenti matrixok V két adott bazisara, illetve D, D’ = D! a hasonléan definialt
méatrixok matrixok W két bazisara. Ekkor ¢ métrixa a (vi,...,v}), (w] ....w),) bazisparra vonatkoz6an

D™'AC.
Ha a ¢ : V — V linearis transzformécio (W = V) matrixa a v1,...,v, bazisban (azaz a (v1,...,vn), (V1,..., )
béazisparra vonatkoz6 matrixa) A, akkor ¢ méatrixa a vy, ...,v], bazisban a

c—tAC



konjugalt matrix.
Biz. A "fontosabb megjegyzés" és a kompozicié méatrixara vonatkozo eredmény alapjan ¢ = Iy ¢l méatrixa az 0j
bazisparra éppen D~1AC. A masodik allitas az elss allitas speciélis esete.

Hasonl6é matrixok. Két n x n-es A és A’ matrix hasonlo, ha létezik egy olyan invertalhaté C' n x m-es matrix,
amelyre A’ = C~'AC. A béziscsere tulajdonsaga alapjan A és A’ hasonlé, ha ugyanannak a linearis transzformaciéonak
a matrixai két (esetleg) kiilonb6z6 bazisban felirva. Az A-val val6 balrél szorzas matrixa a standard bazisban A a C
oszlopaibol 4llé bazsiban C~1AC.

Miiveletek konjugalt matrixokkal.
C™Y A+ uB)C = \C™rAC + uC~'BC, C~'ABC = C"*ACC™'BC.
Példa:. Legyen M a kovetkezs 2n x 2n-es matrix:
A B
w=(c o)

ahol A, B,C, D n x n-es méatrixok. Cseréljiik ki az els§ baziselemet az n + 1-edikkel, a masodikat az n + 2-edikkel, és
igy tovabb. A béziscsere métrixa
I
()

ahol I most az n x n-es I,, egységmatrix. Mivel T2 = I,,, T~! = T. A blokk-méatrixok szorzisat hasznélva kénnyen

N A I R R TR R )

Példaul a B = 0 esetben M als6 blokk-haromszog méatrix, amibdl a baziscsere fels§ blokk-héromszég matrixot csinal.

1.5. Determinéans
1.5.1. Matrixok determinansa, példak

Permutacidk, eljel:. Az {1,...,n} halmaz egy permutacidja egy 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv leképezés.
A kiilonb6z6 permutéciok szama n!, koztiik van az identikus is. Egy 1 < i < j < n par inverzio 7-ben, ha 7 (i) > 7(j)
A 7 permutéci6é paros, ha paros sok inverziot tartalmaz, egyébként pedig paratlan. A 7 permutacié sgn(w) elGjele 1,
ha 7 péros, a paratlan esetben pedig —1. Az sgn( ) fiiggvény multiplikativ:

sgn(myme) = sgn(my )sgn(ma).

Determinans:. Legyen A = (a;;) egy n x n-es métrix. Ekkor

det A =" "sgn(r) H @i (i)
T i=1

Példak:.

° A:(a b)—radetA:ad—bc.
c d
a1l aiz ais

Az altalanos 3 x 3-as | ag1  age ag3 | méatrix determinénsa 6 tagu:
a31 Q32 a33

11022033 — 11023032 — 012021033 + G12023031 + A13G21032 — G13022031 -

e Ha 7 egy permutécio és P a métrixa, akkor det P = sgn(r).

Egy als6 vagy fels6 haromszogmatrix determinansa a diagondlis elemek szorzata.

Legyen M = (61 g) alaku, ahol A és C négyzetes. Ekkor det M = det A - det C.
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a 0 0 0 0 ¢ 0 0
oLegyenekA—<0 O)’B_<b 0),0—(0 0),D—(0 d).EkkordetA—detB—detC—detD—O,

mig det = —abcd, mutatva azt, hogy det B) nem szamithato ki pusztan det A, det B, det C, det D

A B A
C D C D
felhasznéalaséaval.

1.5.2. Oszlop és sor szerinti kifejtés

Kifejtési tétel (Laplace):. Legyen A = (a;;) egy n X n-es matrix. Adott (¢, j) parra legyen C;; az (n—1) x (n—1)-es
métrix, amely A-bdl az i-edik sor és a j oszlop elhagyasaval adodik. Emellett a jelolés mellett tetsz6leges 1 < 4,5 < n-re

n

det A= (=1)"ay; det Cp; = > (—1)"Fay det Cix.
k=1 k=1

Biz.: Egyszerd szamolés.

1.5.3. Elemi tulajdonsagok:

Transzponalt matrix determinansa:. det A7 = det A

Oszlopokban linearis:. Legyen A egy n X n-es matrix. Adott 1 < j < n indexre és v € F" vektorra jeloljiik
Aj(v)-vel azt a matrixot, amit ugy kapunk, hogy az A matrix j-edik oszlopét helyettesitjiik v-vel. (Megj.: A;(v) nem
fiigg A-nak a j-edik oszlopaban levd elemektol, csak a tobbitsl.) Ezzel a jeloléssel:

det Aj(Au+ pv) = Adet A;(u) + pdet A;(v).

Biz.: A j-edik oszlop szerinti kifejtésbdl.
Hasonlé allitas fogalmazhaté meg sorokra is.

Kov. (Nullakbdl allé oszlop (sor)):. Ha van ilyen, akkor a determinéns 0.

Skalarszoros oszlopok. Ha A-nak van két olyan oszlopa (sora), hogy az egyik a méasik skalarszorosa, akkor det A =
0.
Biz. Kétszer alkalmazva a kifejtési tételt, nézziik meg egy n — 2 X n — 2-es aldeterminans egyiitthatojat.

Sor- és oszlopmiiveletek hatasa.

e det A nem valtozik, ha A egy oszlopahoz (sorahoz) hozzaadjuk egy maésik oszlopanak (soranak) skalarszorosat.
Biz.: Tegyiik fel, hogy az i-edik oszlophoz adjuk a j-edik oszlop a-szorosit. A j-edik oszlop szerinti linearitasbol
adodik, hogy az 1j matrix determinansa az eredeti determindnsnak és annak a matrixnak a determinansanak az
Osszege, amely ugy adodok az eredetibdl, hogy az i-edik oszlopot kicseréljiik a j-edik oszlop a-szorosaval. Ebb6l
a sorokra vonatkozé allitas transzponalas segitségével nyerhetd.

Megj. Az i-edik oszlophoz a j-edik oszlop a-szorosénak a hozzédadasa az [+« Ej; matrixszal valé jobbrol szorzést
jelenti, ahol Ej; az az n x n-es matrix, amely minden eleme 0, kivéve az i-edik sor j-edik helyét, ahol pedig 1
all. A hasonl6 sormiivelethez pedig az I + aF;; métrixszal torténd balrél szorzés tartozik.

e det A nem valtozik, ha A egy oszlopdhoz (sorahoz) hozzédadjuk néhény, téle kiilonb6z6 indexti oszlopanak (sora-
nak) egy tetszéleges linearis kombinaciojat.
Biz.: Az el6z6 eredményt alkalmazzuk t6bbszor.

e det A a-szoroséra valtozik, ha A egy oszlopat (sorat) a-szoroséra kicseréljiik.
Megj.: A-nak egy diagonélis méatrixszal valé jobbrol szorzasa A oszlopainak a diagonélis méatrix megfelel§ elemi-
vel val6 beszorzasat eredményezi. A balrdl szorzas pedig a sorokra ugyanezt. A determindns a diagonalis elemek
szorzataval (azaz a diagonalis matrix determinansaval szorzodik).

e det A elGjelet valt (—1-szeresére valtozik), ha A két oszlopat megcseréljiik.
Megj.: Egy = : {1,...,n} — {1,...,n} permutici6 matrixa az az n X n-es (p;;) matrix, amelyre p;; = 0,
ha i # m(j) és p;; = 1, ha ¢ = 1. Egy matrixnak egy permutécié matrixaval valo jobbrol szorzas az oszlopok
megfelel6 permutalésat jelenti, a balrdl szorzas pedig a sorok permutalésat. Ezek a miiveletek a determinanst a
permutacio elGjelével szorozzak meg.
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Nem invertalhaté matrixok determinansa. Ha A nem invertalhat6 akkor det A = 0.

Biz.: Tegyiik fel, hogy A nem invertalhato, azaz az oszlopai linearisan Gsszefiiggenek. Az oszlopok egy nem 0-t ado
linearis kombinéciojabol nyerhets, hogy valamely oszlop elGall a tobbi oszlop lineéris kombinaciéjaként. Levonva ezt a
kombinaciét az adott oszlopbdl, a determinans nem véltozik, ugyanakkor lesz egy csupa 0-bél all6 oszlop, ami szerint
kifejtve 0 determinanst kapunk.

Megj.:. Ha A sorai lineérisan Gsszefliggenek, det A akkor is 0. (Az el6z6 allitasbol transzponalassal.)

1.5.4. Szorzat determinansa

Determinansok szorzastétele:. Ha A és B n x n-es matrixok, akkor
det(AB) = (det A)(det B).

Biz.: B determinansa, és ezért a (det A)(det B) jobboldal linearis B barmelyik oszlopa szerint. Belatjuk ezt a det(AB)
baloldalrél is. A B métrix j-edik oszlopa szerinti linearitdshoz vegyiik észre, hogy tetszéleges v n hosszu oszlopvektorra
A - Bj(v) = (AB);(v), ezért

det(A-Bj(Au+pv)) = det ((AB);(Au + pv)) = Adet ((AB);(u))+pdet (AB);(v)) = Adet(A-B;(u))+pdet(A-Bj(v)).

1 0 0
0 1

Legyenek v1 = | . |,vo=1] .|, .-, vp =] . |- Ekkor det B B els§ sora szerinti linearitdsa miatt
0 0 1

det(A) det(B) = by1 det(A) det(By(v1)) 4 boy det(A) det(By(v2)) + . .. + bpy det(A) det(By(vy))
és det(AB) B els6 sora szerinti linearitasa miatt
det(AB) = by det(A - By(v1)) 4 boy det(A - By(v2)) + ... + by det(A - By (vy,)).
Ennek megfelelGen elegendd belétni, hogy
det(A- Bi(v;)) =det Adet By(v;) (i=1,...,n).

A Bj(v;) méatrixok olyan matrixok, amelyek els§ oszlopaban pontosan egy darab 1l-es van, a tobbi elem 0. Elegendd
tehat a det(AB) = det Adet B egyenlséget olyan B maétrixokra igazolni, amelyek els6 sordban pontosan egy darab
1-es van, a t6bbi elem 0. Az ilyen B maétrixok kezelését mésodik oszlop linearitdsanak felhasznalaséval folytatjuk.
Azt kapjuk, hogy immaér elegends olyan B matrixokkal foglalkozni, amelyekben az els6 két oszlop mindegyikében
pontosan egy darab l-es van, a tobbi elem 0. Igy folytatva végiil is arra jutunk, hogy elég a det(AB) = det Adet B
egyenlséget arra az esetre belatni, amikor B minden oszlopédban pontosan egy darab l-es van, a t&bbi elem 0. Ha
egy ilyen B valamely sora 0, akkor det B = 0, tovibba van két megegyezs oszlopa, igy az AB szorzatnak is, ezért
det(AB) is 0, tehat ez esetben az egyenl8ség trividlisan teljesiil. Végiil is elég azzal az esettel foglalkozni, amikor B
egy permutéiciématrix. Mivel

det A = det A” és det(AB) = det ((AB)") = det (BT AT),

az AT matrixra (B megtartasa mellett) ugyanez a visszavezetés miikodik, tehat A-rol is feltehets, hogy permutacio-
métrix. Permutaciomatrixok determindnsa a megfelel§ permutaciok elGjelével egyezik meg, igy a fennmaradé eset a
permutaciok elGjelének multiplikativitdsabol adodik.

Fontos megjegyzés:. FEz a bizonyitas sz6 szerint atmegy tetszdleges kommutativ egységelemes gytirik feletti négy-
zetes matrixok determindnsara, példaul olyan matrixok esetére, amelyeknek az elemei testek feletti polinomok.

Kovetkezmény:. Ha A invertalhat6 (mas neveken reguléris, etc.), akkor det A # 0 és det A=! = dei =-

Kovetkezmény:. A invertdlhat6 < det A # 0 < AT invertalhato.

Ko6vetkezmény:. A invertalhatoé < A sorai linedrisan fliggetlenek < A oszlopai linearisan fiiggetlenek.
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1.5.5. Inverz matrix elGjeles aldeterminansokkal

Legyen A = (aj;) egy n x n-es matrix. Adott (4, j) parra legyen Cy; az (n—1) x (n —1)-es matrix, amely A-bol az i-
edik sor és a j-edik oszlop elhagyaséaval adodik. Az (i, j)-edik el6jeles aldeterminans (—1)“*7 det C;;. Ha A invertalhato
és A™' = (aj;), akkor

. .detC it
agj = (‘Uzﬂﬁ-
Biz.: Legyen A tetsz6leges n x n-es métrix és A” az az n x n-es (aj;) métrix, amelynek elemeire af; = (—1)"*7 det Cj;.
Ekkor

n

Z aikagj = 51’]’ det A,

k=1
ugyanis ¢ = j-re éppen det A-nak az i-edik sor szerinti kifejését latjuk, kiillonben pedig annak a métrixnak a deter-
minansanak a j-edik sora szerinti kifejtését, amelyet ugy kapunk A-bél, hogy a j-edik sorat lecseréljiik az i-edikre
(kovetkezésképpen két sora egyenld).
Megj.: Igazabdl azt lattuk be, hogy

AA" = (det A)I,,

akkor is, ha A nem feltétleniil invertalhat6. Hasonloan igazolhato A” A = (det A)L,.

1.5.6. Linearis transzformaciok determinansa

Legyen ¢ egy V — V linearis transzformacio és legyen ¢ matrixa a B bazisban A. Ha B’ egy masik bazis, amelyre
a B « B’ baziscseréhez tartozé matrixok C illetve C~!, akkor ¢ matrixa a B’ bazisban C~1AC, a determininsok
szorzéstétele miatt

det(C71AC) = det C~det Adet C = det Adet C~ ' det C = det Adet(C™'C) = det Adet I = det A,

igy ¢ matrixdnak a determinansa fiiggetlen a bazis valasztasatol. Mas szavakkal, hasonlé maétrixok determinansa
megegyezik.

1.6. Linearis egyenletrendszerek
1.6.1. Definicio

Egy lineéris egyenletrendszer egy
Ax =b

T
alaku egyenletrendszer, ahol A = (a;;) egy m x n-es métrix, x = | ! | valtozo-vektor és b € F". Az egyenletrendszer

Ty
matrixa A, a kibdvitett mdtriza az (A|b) m x (n + 1) métrix.

1.6.2. Megoldas Gauss-eliminacioval

Ha egy egyenlethez (a kib&vitett méatrix egy sorahoz) egy mésik egyenlet (sor) skalarszorosat adjuk, az eredetivel
ekvivalens egyenletrendszert kapunk. Nyilvan megvaltoztathatjuk a rendszerben az egyenletek (azaz a kibgvitett mat-
rix sorainak) sorrendjét is. Egy kis ovatossaggal atindexelhetjiik a véaltozokat (azaz a kibGvitett matrix els§ részének
oszlopait is cserélgethetjiik). Az ilyen lépéseknél a sziikséges 6vatossag abban 4all, hogy az 1j egyenletrendszerre kapott
megoldasokra majd vissza kell csinalni az atindexelést. Hacsak nem az Osszes egyiitthato 0, atindexeléssel (oszlop-
cserével) és esetleges sorcserével elérhets, hogy az elsé egyenletben az elsé valtozé (a méatrix bal fels6 eleme) nem 0
egylitthatoval szerepel. Ezutan az elsG egyenlet (sor) alkalmas t0bbszordsét levonva a tobbibdl kikiiszoboljiik az els6
véltozot. Igy a maradék m — 1 egyenletben csak az xs, . .., x, valtozok szerepelnek nem 0 egyiitthatoval. Az eljarast
rekurzive folytatjuk a maradék m — 1 egyenletre és n — 1 valtozoéra, egészen addig, amig csupa 0 egyiitthatét nem
kapunk. Az eredmény r darab egyenlet lesz valamilyen r-re, az els6ben az x; a legelsé valtozd, aminek az egyiitthatdja
nem 0, a masodikban z, és igy tovabb. A t6bbi n —r egyenletben nem szerepelnek véltozok. Ha van ezek kozott olyan,
aminek a jobboldalan b; # 0 all, akkor nyilvan nincs az egyenletrendszernek megoldésa.
els6 r valtozé koziil az elsé egyenletben csak az x; szerepeljen nem 0 egyiitthatéval. Hasonlbéan, ¢ = 2, ..., r-re elérhet6,
hogy az i-edik egyenletben az els6 r valtozo koziil csak az x; szerepeljen. (Igy az egyenletrendszer kibévitett matrixanak
fels6 r x r-es blokkja diagonalis, és mindkét alsé blokkja ((n — r) x r, illetve (n —7) X (n — r + 1)-es része csupa 0.)

Leosztva x1, ... x, egyiitthatojaval és a maradék valtozokat tartalmazo kifejezéseket atvive a jobboldalra zq, ..., z,-re
konstansokat és esetleg az x,1,...,x, valtozokat tartalmazo lineéris kifejezéseket kapunk, amelyek n > r esetén az
Tyiy1,--., T, tetszileges értéke mellett megoldéast adnak.
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Példa:. Egyenletrendszer Z, {6l6tt:

r1+x9 = 1
r1+x5 = 1
r3+axy = 1
To+ax3+ax4+xs = 1
o +x5 = 1.
A kibdvitett matrix:
1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1
0 01 1 01
01 1 1 1 1
01 0 0 1 1

Az els6 sort levonjuk mésodikbol:

1 1.0 0 0 1
01 0010
001 101
01 1 111
01 0011
A masodik sort levonjuk a negyedikbdl:
11 0 0 0 1
01 0010
001 101
001 101
01 00 11
A miésodik sort levonjuk az 6t6dikbol:
110 0 0 1
01 0010
001 101
001 101
0 000 01
A harmadik sort levonjuk a negyedikbdl:
1 1.0 0 0 1
01 0010
001 101
000 0O0°O

0 000 01

Az utolso sor a 0 = 1 ellentmondésnak felel meg, ez az egyenletrendszer tehat nem megoldhat6. Ha viszont az utolso,
T9 + x5 = 1 egyenlet helyett az x5 + x5 = 0 all, akkor az eljaras eddigi részével az utébbi matrixunk helyett az

110 0 0 1
01 0010
0 01 101
0 00 0O OO
0 000 0O
matrixot kapjuk. Levonjuk a méasodik sort az els6bdl:
100 0 1 1
01 00 10
00110 11,
0 00 O0O0TO O
00 0 0 O0O

és itt az els6 3 x 3-as blokk mar diagonalis. Ekkor a megoldas: x4, x5 tetszéleges és x+1 = x5+ 1, xo = x5, x3 = x4+ 1.

14



1.6.3. A Cramer-szabaly
Tekintsiik az m = n esetet. Jelolje j = 1,...n-re A;(b) azt a matrixot, amely tgy kaphaté A-bol, hogy a j-edik
T
oszlopét helyettesitjiik a b oszlopvektorral. Ha | : | egy megoldasa az Ax = b egyenletnek, akkor
In

JijdetA: detAj(b) (] = 1,...,TL).

Biz.: Jelolje a; az A métrix k-adik oszlopat (k = 1,...,n). Mivel b = Az = >"}_ | zpai , az A;j(b) matrix illetve
az Aj(zrrar) matrixok determinansanak j-edik oszlopa szerinti kifejtéseket Osszevetve azt kapjuk, hogy det A;(b) =
Sor_, det(Aj(zrak)). Vegyiik észre, hogy k # j esetén det A;(zpay) = 0, hiszen az A;(zxa)) matrix j-edik oszlopa a
k-adik oszlop x-szorosa. Ezért

det AJ(b) = det Aj(xjaj) =y det Aj(aj) =X, det A.

Kovetkezésképp:

Cramer-szabaly. Legyenek A, z, b, A;(b) mint fent. Tegyiik fel tovabb4, hogy det A # 0. Ekkor

o det Aj (b)

i=——= (j=1,... .
‘TJ detA (] 9 an)

1.7. A Gauss-eliminacié tovabbi alkalmazasai
1.7.1. Matrix rangja:

Linearisan fiiggetlen oszlopok maximalis szama:. Az oszlopok koziil kivalaszthaté max. linearisan fliggetlen
rendszerek mérete azonos: maximalis fliggetlen rendszer=az oszlopok &ltal generalt tér egy, az oszlopok koziil kivalasz-
tott béazisa.

Max. invertalhato négyzetes részmatrix. Egy invertdlhaté részmaétrixot tartalmazé oszlopok nyilvan fiiggetle-
nek. Forditva, ha van r fiiggetlen n hosszu oszlopunk, akkor sorcserékkel és elemi oszlopmiiveletekkel elérhetjiik, hogy a
fels6 r x r-es részmatrix fels6 haromszog alaku legyen. Az érintett (a felss r-be mozgatott) r sorhoz tartozd részmatrix
invertalhato.

Linearisan fiiggetlen sorok maximalis szama:. Transzponalt gondolatmenettel szintén ugyanaz, mint a legna-
gyobb méreti invertalhat6é részmatrix.
1.7.2. Rang és determinans kiszamitasa Gauss-eliminaciéval

Az eliminécios lépések (oszlopok illetve sorok cseréje, skalarszorosanak levonasa més oszlopokbol, illetve sorokbol)
megtartjak a rangot és a determinans értékét kontrollalt modon valtoztatjak meg (esetleg elGjelet valt vagy nem
valtozik). Ilyen lépésekkel a matrix haromszog alakra (s6t, végiil is diagonalis alakra) hozhat6. Nagy méretd matrixokra
sokkal gyorsabb, mint a determinénst kifejteni vagy az Gsszes négyzetes részmatrixot végignézni.

HF:. Mutassuk meg, hogy egy linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhato, ha a kibévitett matrixanak
a rangja megegyezik a kibGvitetlen méatrixdnak (a valtozok egyiitthatéibol allo matrixnak) a rangjaval.

1.8. Sajatértékek, sajatvektorok, sajatalterek
1.8.1. Definicié

Sajatvektor, sajatérték. : Legyen ¢ : V — V lineéris transzforméacié. A 0 # v € V vektor sajatvektora ¢-nek
A € F sajatértékkel, ha

ov = Av.
All:. Ha ¢v = \v és v’ = M/, akkor ¢(av + /v') = M aw + a/v'),

Sajataltér:. és igy a A sajatértékhez tartozé sajatvektorok a O-val egyiitt egy alteret alkotnak, a A\ sajatértékhez
tartozé sajatalteret.

Példa:. ¢ :V — szingularis < 0 egy sajatértéke. Ekkor a magtér a megfelel§ sajataltér.
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Példa:. AzR"enam:v— v — Z:Zu (0 # u € R") vetitésnek u egy sajatvektora 0 sajatértékkel, az u™ hipersik

minden nem 0 vektora pedig sajatvektor 1 sajatértékkel. Az (u) egyenesen és az u™ hipersikon kiviil nincs sajatvektor:
ha v € R™\ (u) \ ut, akkor v = au + w alakd, ahol 0 # o € F és 0 # w € ut és igy 7v = w & (v). Tehat 7-nek

pontosan két sajatértéke van: 0 és 1. A hozzdjuk tartozo sajatalterek pedig (u) illetve u=.

1.8.2. Sajatalterek egyiittesen

Alterek linearis fiiggetlensége:. A (0) # Wi,... W, < V alterek linearisan fiiggetlenek, ha wy + ...+ ws = 0
(wy € W1, ...,ws € W) esetén wy = ... = w, = 0.

Megj.:- A vy,...,v5 € V vektorok akkor és csak akkor linearisan fiiggetlenek, ha az altaluk generélt 1 dimenzios
alterek linearisan fiiggetlenek.

All.:. A (0) # Whq,...,W, <V alterek linearisan fiiggetlenek < dim(W; + ... 4+ W) = dim W; + ... dim Wy
Biz.: HF

A sajatalterek linearisan fiiggetlenek:. Tegyiik fel, hogy Ai,...,As paronként kiilonb6z§ sajatértékei ¢-nek
tovabba v; sajatvektora ¢-nek \; sajatértékkel (i = 1,...,s): ¢vy = Ajvy,...,¢vs = Agvs. Ekkor v + ... + vy = 0
esetén vy = ...vs = 0.

Biz.: Az alterek s szama szerinti indukci6. Az s = 1 eset trivialis. tegyiik fel, hogy s > 2 és v; + ...+ vs = 0. Ekkor

0=¢(v1+...v5) = Av1 + ...+ As0s
és
0=MXv1+ ...+ A\vs.
Kivonva egymaéshol a két egyenlGséget azt kapjuk, hogy

()\2 - )\1)1)2 + ...+ ()\S — )\1)’()3 =0,

ezért az indukcios feltevés miatt itt minden tag 0, ami A; # A1 (j # 1) miatt csak agy lehet, ha v = ... = v, = 0.
Ekkor vy nyilvan 0.

Kov.:. A sajatalterek dimenzidinak osszege legfeljebb dim V. Legfeljebb dim V' kiilénb6z6 sajatérték van.

Ko6v.:. Haa ¢:V — V linearis transzforméciéonak dim V kiilonb6zé sajatértéke van, akkor van V-nek ¢ sajatvekto-
raibol allé bazisa.

Diagonalizalhat6 matrixok. Az A nxn-es F-beli elemii métrix diagonalizalhato F felett, ha hasonlo6 egy diagonélis
matrixhoz, azaz ha van olyan C szintén n x n-es F feletti elemt méatrix, amelyre C~'AC diagonélis. Ez utébbi akkor
és csak akkor teljesiil, ha C oszlopai az A-nak egy sajatvektorokbol allo bazisat alkotjak. Tehat A pontosan akkor
diagonalizalhat6, ha létezik F"-nak A sajatvektoraibol allé bazisa.

1.8.3. Karakterisztikus polinom

Legyen V egy n dimenzios vektortér az F test felett, ¢ : V' — V lineéris transzformécio, A € F skalar.
All:. ) sajatértéke ¢-nek < A\ — ¢ nem invertalhaté < det(A — ¢) = 0.

Karakterisztikus polinom. Legyen V egy bazisaban ¢ matrixa A és tekintsiik az xI,, — A méatrixot (elemei F[z]-beli
polinomok). Ennek det(xI,, — A) determinansa egy F|x]-beli 1 fGegyiitthatos n-ed foka polinom. Tekintsiink egy masik
bazist, ahol a baziscsere matrixa C. Ebben a bazisban ¢ méatrixa az 4j bazisban C~tAC lesz. Az F|x] polinomgyfiri
felett szamolva

det (21, —C7'AC) = det (C™'(zI, — A)C)
= detC~'det(zl, — A)detC
= det C'det C~'det(z1I, — A)
= det I, det(zl, — A)
det(zI, — A).
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Itt a méasodik egyenl6ségnél a matrixok szorzastételét az Flx] gytiri felett hasznaltuk. Tehat a

det(zI — ¢) := det (I, — A)
polinom filiggetlen a bazis valasztasatol. Elnevezés: a ¢ linearis transzformacié karakterisztikus polinomja. Egy B nxn-
es matrix karakterisztikus polinomja ennek megfelelen det(xzl, — B). Hasonlé méatrixok karakterisztikus polinomja
megegyezik.
HF:. Mi lesz det(xI, — A) konstans tagja? Mi lesz az n — 1-ed foku tag egyiitthatoja?
All.:. ) € T sajatértéke ¢-nek (A-nak) < X gyoke ¢ (A) karakterisztikus polinomjanak.

Ko6v.:. F = C esetén minden linearis transzformaciénak van legaldbb egy sajatértéke.

Blokk-haromszo6g alakti matrix determinansa és karakterisztikus polinomja:. A diagonélis blokkok deter-
minansénak illetve karakterisztikus polinomjanak a szorzata. Azaz ha A

All All A12 ce Alr

Agl A22 A22 cee A2r
=1 . S vagy A = : :

Arl ArQ v Arr Arr

alakt n x n-es , ahol az A;; diagonalis blokk n; x n; méreti (i = 1,...r). Ekkor

det A = ]j det Aii7

i=1
illetve

det(zI, — A) = [ [ det(zI,, — As).
i=1

1.8.4. Spektralfelbontas spec. esetben

Négyzetmentes polinom:. aminek nincs tobbszoros gyoke.

All.. Ha egy komplex test feletti vektortér linearis transzformaciojanak (egy négyzetes matrixnak) a karakterisz-
tikus polinomja négyzetmentes, akkor van sajatértékeibdl allo bézis (diagonalizalhato, azaz hasonld egy diagonélis

matrixhoz).

Példa (DFT):. Legyen ¢ : C* — C" az a linearis transzformacio, amely a (standard) bazis elemeit ciklikusan
permutélja: ¢v; = vi41 (ahol v, 11 := v;). Legyen w = >/,

e (HF) ¢ karakterisztikus polinomja z" — 1

o " — 1 gydkei 1 = w,...,w" !
1
w’ 4
e (HF) w; := ﬁ , sajatvektora ¢-nek w7 sajatértékkel
i(n=1)

e a v; — w; baziscsere matrixa,

1 1 1
1 |1 w wn
N S : ’
1 whl .. D=1

n

az 1,w,...,w" ! szamokhoz tartozé Vandermonde-métrix.

17



Példa nem diagonalizalhaté matrixra:. Legyen

(00

Ekkor M karakterisztikus polinomja x2, igy M-nek csak a 0 a sajatértéke. Tegyiik fel, hogy M diagonalizalhaté, azaz

hasonl6 a
_ [
p=(" 4)

méatrixhoz. Ekkor M és D karakterisztikus polinomjai és igy sajatértékei is megegyeznek. Mivel D-nek dy és dy is
sajatértéke, az csak ugy lehet, hogy D = 0. Azonban hasonlé métrixok rangja is ugyanaz, tehat, mivel M rangja 1,
M nem lehet hasonlé a 0 matrixhoz sem.

1.9. A Jordan-féle normalalak

1.9.1. Invarians altér

Def.:. Az U <V altér invaridns a ¢ : V' — V lineéris transzforméciora, (vagy mas szavakkal egy ¢-invarians altér), ha

u € U esetén ¢oU € U is teljesiil. Példaul ¢ sajatalterei, vagy a ¢ néhany sajatvektora altal generélt altér ¢-invaridnsak.

HF:. Mutassuk meg, hogy ha ¢,v : V. — V két felcserélhetd linearis transzforméacio (azaz ¢y = @), akkor ¢
tetszéleges sajataltere ¢-invarians.

Blokk-haromszog alak:. FEgészitsiik ki az U <V ¢-invaridns altér egy uq, ..., u,, bazisat V egy
ULy« ooy Um, Um41y -5 Un

bézisava. Ebben a bézisban ¢ matrixa fels§ blokk haromszog, azaz

alaku, ahol a bal fels§ m x m-es blokkban ¢ U-ra val6 megszoritdsanak A méatrixa lathaté az ug, ..., u,, bazisban, a
bal als6 (n —m) x m-es blokk csupa 0.

1.9.2. Direkt 6sszeg, komplementer altér

Direkt 6sszeg (belsd):. A V vektortér direkt Gsszege a 0 < Vi,...,V, <V altereknek (Jeloles: V =V; @ ... ® Vy),
ha minden v € V vektor egyértelmien elGall v = v; + ... + vy alakban, ahol v; € Vi,... v, € V. Kicsit més
megfogalmazastaan V = (Vi,..., V) és a Vq,...,V} alterek linearisan fliggetlenek.

Példa: bazis. A 0# vq,...,v, vektorok bazist alkotnak V-ben & V = (v1) & ... P (v1)

Példa: kiilsé direkt 6sszeg. Wi,..., W, vektorterek. V = {(w1,...,wp)|w; € W;}, Osszeadés: koordinatanként.
Legyen V; = {(w1,...,wy) € Vlwj = Ohaj # i} = W;. Ekkor V = Vi & ... ® V;. Azonositva V-t W;-vel azt is
mondjuk, hogy V a W1y, ..., W, vektorterek (kiilsG) direkt Gsszege.

Komplementer altér:. Legyen U < V. Ekkor U egy komplementere egy olyan W < V altér, amelyre V =U & W.
Ha U egy bazisat kiegészitjiik V' egy bazisdva, az U-ba nem esd baziselemek pl. egy komplementer alteret generalnak.

Invarians alterek direkt 6sszege:. Tegyiik fel, hogy V=V & ...@ Vp, ahol a Vi,...,V, <V alterek invariansak
a ¢ :V — V linearis transzformaciora. Legyen B; bazis V;-ben és tekintsiik V-nek azt a bazisat, amelynek elsS | B |
eleme B; elemei, ezt kovetik B elemei, és igy tovabb. Ebben a bazisban ¢ matrixa blokk diagonalis:

Ay
A

Ay

Az i-edik blokkban ¢-nek a V; x V;-re valé megszoritasanak B; bazisban felirt A; méatrixa all.
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Fontos példa:. Ha ¢-nek dimV kiilénb6z6 sajatértéke van, az 1 dimenzios sajatalterek direkt Osszege szerinti
felbontds <« ¢ méatrixdnak diagonalizalasa.

1.9.3. Nilpotens transzformaciok

Lemma:. Tegyiik fel, hogy ¢*v = 0 valamely 0 # v € V-re és k > 0 egészre, és tegyiik fel, hogy k a legkisebb ilyen
szam. Ekkor a v, ¢v, . .., »* v vektorok linearisan fiiggetlenek. Kévetkezésképpen k < dim V.

Biz.: k szerinti indukciéval. A k = 1 eset nyilvanvalo. A k > 1 esetben ¢v-re k — 1 az a legkisebb ¢ kitevd,
amelyre ¢‘¢pv = 0, igy az indukciés feltevés miatt a ¢v, ¢%v, ..., " v vektorok linearisan fiiggetlenek. Legyen
U = (¢v,¢%v,...,¢F ). Vegyiik észre hogy U fenti bazisanak minden elemére és igy persze U minden u vekto-
rara igaz, hogy ¢ 'u = 0. Viszont ¢*1v # 0, ezért v ¢ U és igy az egész v, ¢v,...,¢" v rendszer linearisan
fiiggetlen.

Definicié:. Egy ¢ : V — V linearis transzformacié nilpotens, ha ¢* = 0 valamely k természetes szamra. A lemma
miatt ez azzal egyenértéki, hogy ¢™ = 0 (n = dim V) és azzal is, hogy minden v € V vektorra ¢¥*v = 0 valamely k, >
egészre.

Példa:. Derivalas n-nél alacsonyabb foki polinomokra. Az 6sszes polinom példaja mutatja, hogy a végtelen dimenzios
térben a harmadik feltétel nem elegendd.

Jordan-bazis nilpotens transzformacidkra. Legyen ¢ : V — V nilpotens lin. transzforméci6. Ekkor léteznek
olyan n; > ng > ... > n; pozitiv egészek, és vy, . . . , vy vektorok, amelyekre a vy, vy, ..., 0" Loy ... v, oy, ..., Ty
a V tér egy bazisat alkotjak és ¢™iv; = 0. Azaz létezik olyan bazisa a V térnek, amelyben ¢ méatrixa

1
1
1
1
1
1
1
1

alaka. A ¢ valamint az ngq,...,n; szamok egyértelmrek.
Biz.: A létezés indukei6 dim V' szerint. Mivel ¢"V = (0), nem lehet ¢V = V. Legyen W = ¢V. Ekkor W-re alkalmazzuk
az indukcios feltevést: léteznek olyan w, ..., w’ € W vektorok, és n}, ..., n, szdmok, amelyekre a wy, pwy, . .., o™ 1w,
vy W, WS, . .., " tw, a W altér egy bazisat alkotjak, tovabba ¢™iw; = 0 (i = 1,...,s). Kénnyen ellenérizhetd,
hogy a ¢™ " lwy,...,¢"% tw, vektorok sziikségszertien a ¢ transzformicié W-re valé megszoritdsanak a magjanak
(azaz a W N ker ¢ altérnek) egy bazisat alkotjak. Legyenek ¢ = dimker¢ és vsyq,...,v: olyan vektorok, amelyek
a ¢™lwy, ..., ¢" " lw, rendszert a ker ¢ magtér béazisavd egészitik ki. Legyenek tovdbba ny = n} + 1, ..., n, =
nt+1, ngg1 = ... = ng = 1. A vy, ¢uv;, stb. vektorok szama 25:1 ni =, ni+s+t—s=dmeoV +t =

dim ¢V + dimker¢ = dim V. Azt kell tehat belatni, hogy vektoraink linearisan fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy az
Q1101+ 12001+ . A Q1 @ T U+ g1 Vs + Qs dVs o A By 1Vs 41 + - - -+ By linedris kombinaci6 a nulla vektort
adja. Alkalmazzuk az 6sszegre a ¢ leképezést. Kapjuk, hogy az aj3wi+ai2pwi+. . . Aasgws+asadws+. . .4, (b";_lws
kombinacié is nulla. Ebb6l — mivel a w1, ¢pwi, stb. vektorok linearisan fiiggetlenek — adodik, hogy az Osszes ay;
egylitthato 0, kivéve esetleg a ¢ alkalmazasaval kies6 a;y,, egylitthatokat. Beirva a nulldkat az eredeti kombinacidba,
marad a 0 = alnlqbnl_lm +...+ asnl(b’“_lvs + Bst1Vs+1+ - . .+ PBrvy egyenlGség. Itt a jobboldalon ker ¢ egy bézisdnak
elemeibdl képzett linedris kombinacidja lathatd, ezért mind a "maradék" a egyiitthatok, mind a § egyiitthatok is
nullak. Igy tényleg linearisan fiiggetlen rendszeriink van.
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Az egyértelmtiség: ¢t = #lancok, dimker ¢? — dimker ¢ = #legalabb 2 hosszii lancok, dimker ¢/ — dimker ¢/ ~! =
#legaldbb 7 hosszu lancok.

1.9.4. Altalanositott sajatvektor, sajataltér

Altalanositott sajatvektor:. Legyen \ egy skalar. A 0 # v € V vektor ¢-nek altalanositott sajatvektora ¢-nek X
sajatértékkel, ha (¢ — A )¥v = 0 valamely k pozitiv egészre. A lemma miatt ez azzal ekvivalens, hogy (¢ — )" =0
(n = dim V). A sajatérték elnevezést az indokolja, hogy ha k a legkisebb, a feltételnek elegendé szam, akkor (¢p—\I)F~1v
sajatvektora ¢-nek A sajatértékkel.

Altalanositott sajataltér:. Ha \ sajatvektora ¢-nek, akkor a A-hoz tartozo altalanositott sajataltér ker(¢ — AI)™.
(Azaz a M\-hoz tartozo altalanositott sajatvektorokbol és 0 vektorbol 4llo altér.) Ez egyben a legtagabb altér, amelyen
¢ — Al nilpotens.

All.:. Legyen V) a ¢ : V — V linearis transzformécio A sajatértékéhez tartozo altalanositott sajataltere. Legyen
my a A gyok multiplicitdsa ¢ karakterisztikus polinomjaban. (Azaz a karakterisztikus polinom (z — A)"™*g(z), ahol
g(A) # 0. Ekkor dim V) = my.
Biz.: Olyan bazist vesziink, amelynek els6 néhany vektora V) egy bazisa. Egy ilyen bazisban ¢ matrixa blokk felsé
haromszog alaku:

A B

és igy a karakterisztikus polinom az A métrix illetve a C' métrix karakterisztikus polinomjainak a szorzata. A ¢
transzformacionak a Vy altérre valé megszoritasanak megfelels A métrix a karakterisztikus polinomja (x — \)4m Va.
(Ez a kovetkezoképpen lathaté: Legyen Wy = Vi, W; = (¢ — AI)W;_1. Ekkor W), = 0 valamely k& < n szamra.
Vegyiik Wj,_1 egy bézisat, majd ezt egészitsiik ki Wj,_o egy bazisava, és igy tovabb. Igy végiil V) olyan béazisat kapjuk,
amelyben ¢ (és xI — ¢) métrixa als6é haromszog alakt csupa A-val (illetve (z — A)-val) a f6atloban.)

Jeloljiik h(x)-szel a C matrix karakterisztikus polinomjat, Ekkor ¢ karakterisztikus polinomja (z — \)4™YAp(z), ahol
h(x) = g(z)(z—\)! valamely t > 0 egészre. Tegyiik fel, hogy h(\) = 0. Ekkor (C'— A\ )w = 0 valamely nem csupa nulla
n — dim V) hosszu w oszlopvektorra. Legyen v egy olyan vektor V-ben, amelyet ha felirunk a valasztott bézisunkban,
a "hatso" koordinatak éppen a w oszlopvektort adjak ki. Ekkor (¢ — AT)v "hétso" koordinétéi éppen a (C' — A\ )w = 0
oszlopvektort adjak, ezért (¢ — A)v € V), és igy v € V), ellentmondés azzal hogy v "héats6" koordinatéi a w # 0
vaktort adjak. Tehat h(A) = 0, és igy h(z) = g(z) és my = dim V).

All:. Ha \ # p skalarok, ki, ko pozitiv egészek és v € V, amelyekre (¢ — A\)*1v = (¢ — pI)*2v = 0, akkor v = 0.
Biz. Ha valamely « skalarra (¢ —al)v = 0, akkor ¢v = av. Ha a # A, akkor (¢ — A\ )v = (a— \)v. Ezért (¢ — \I)F1o =
(¢ — A)¥2v = 0, ahonnan v = 0. Hasonléan kapjuk a v = 0 egyenlGséget az o = \ esetben, hiszen akkor o #  és A
helyett p hasznalhato. Feltehetd tehat, hogy (¢ —al)v # 0 semelyik « skalarra sem. Ekkor tetsz6leges « skalarra legyen
U, az a legsziikebb v-t tartalmazé altere V-nek, amely ¢ — al-invarians. Mivel ¢ = (¢ — al) 4+ al, U, ugyanaz, mint
a legsziikebb v-t tartalmazé ¢-invarians altér, tehat U, = Uy = Up tetszbleges «, 5 skaldrokra. Az a = A valasztassal
Ua egy generatorrendszere v, (¢ — M)v, ..., (¢ — AI)*' 1y mig o = pu valasztassal a kézenfekvd generatorrendszer
v, (¢p—pul)v,...,(¢—pl)*>~tv. Ha v # 0, akkor legyen u az elsS sorozatnak azon nem 0 tagja, amelyre (¢ — AI)u = 0.
Ekkor, mivel u el64ll mint a masodik sorozat tagjainak lineris kombinacidja, igy (¢ —ul)* u = 0 és igy a mar targyalt
eset miatt u = 0, ellentmondaés.

Az altalanositott sajatalterek linearisan fiiggetlenek:. Legyenek v1,...,vs olyan vektorok, amelyekre (¢ —
AjI)™; = 0, ahol Aq,...,As paronként kiilonbo6z6 skalarok. Ekkor a v1 + ... + v, Osszeg csak ugy lehet 0, hogy
v =...=vs =0.

Biz.: s szerinti indukci6. Alkalmazzuk Az Gsszegre a (¢p—AsI)™ linearis transzformaciot. kapjuk, hogy vi+...+v._; =0,
ahol v = (¢ = AI)"0j. A (¢ = NI)(¢ = Aud) = (& = AI)(¢ — N;I) feleserélhetdsegi tulajdonsdg segitségével a
(¢ — AjI)"v; = 0 egyenlSség kénnyen igazolhato. Igy az indukcids feltevés miatt vy = ..., v;_; = 0. Az el6z6 éllitds
miatt ebbdl v; = ..., vs_1 = 0 kovetkezik, majd ezeket beirva az eredeti egyenlGségbe marad a v, = 0 egyenlGség.

Tétel:. F = C-re V a ¢ altalanositott sajataltereinek direkt Osszege.
Biz.: Ezek az alterek linearisan fiiggetlenek. Ugyanakkor a ¢ karakterisztikus polinom gytkeinek multiplicitasat az
altalanositott sajatalterek dimenzidjaval osszekapcsolo allitas alapjan a dimenzidk Osszege dim V.
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1.9.5. Jordan-bazis

Altalanositott sajataltér Jordan-bazisa:. Legyen Vy a ¢ linearis transzformaciojanak \ sajatértékéhez tartozo
altalanositott sajataltere. Ekkor ¢ — AI megszoritasa Vy-n nilpotens. Ennek a nilpotens transzformaciénak egy Jordan-
bézisat tekintjiik. A V) altér egy Jordan-bazisban ¢ megszoritasinak a matrixa blokk-diagonélis, ahol a f6atléban
elhelyezked6 blokkok specidlis szerkezetiiek:

Jordan-blokk:. Legyen v € V, amelyre (¢ — AI)™v = 0, de v, (¢ — A)v,...,(¢ — AI)™ 1o lineérisan fiiggetlenek.
A (v, (p—A)v,...,(¢—AI)" 1v) altér ¢-invaridns és ¢ megszoritdsanak a matrixa a v, (¢ — A\)v,..., (¢~ A)m — 1v

béazisban:
A

1 A
1 A

1 A
Egy ilyen matrixot Jordan-blokknak hivunk. Megforditva a bazisvektorok sorrendjét,

Al
Al

alaku, a fentihez hasonl6é matrixot kapunk. Szokas a fenti helyett az ilyen (fels6 haromszog alakt) matrixokat tekinteni
Jordan-blokknak.

Jordan-normalalak. Egy négyzetes matrixot Jordan-normaélalakinak hivunk, ha blokk-diagonalis, és a f6atloban
elhelyezkeds blokkok Jordan-blokkok:

A
1 A
1 A

==
==
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illetve felsé haromszo-alakban

Al
A1

Tétel. F = C esetén V-nek van olyan bézisa, amelyben ¢ matrixa Jordan-norméalalakd. (Matrixokra megfogalmazva:
egy négyzetes komplex matrix hasonl6é egy Jordan-normalalaku matrixhoz.) Az adott A\ paraméterd és m méretid
diagonalis blokkok szama a ¢ transzformacio (illetve a méatrix) altal egyértelmten meghatéarozott.

Biz.: Az el6z6 tétel miatt V' a ¢ altalanositott sajataltereinek direkt Gsszege. A A sajatértékhez tartozo altéren ¢p— AT
nilpotens igy a nilpotens matrixok Jordan-bazisarol szol6 allitas miatt fenti tipusa alterek direkt Gsszegére bonthatd
tovabb: Létezik V-nek olyan bazisa, amelyben ¢ métrixa blokk-diagonalis és ahol a diagonalis blokkok Jordan-blokkok.
Ugyanezen tétel alapjan az adott A paraméterd és m méretii diagonalis blokkok szama a ¢ egyértelmien meghatarozott.
Elnevezés: A matrix, illetve transzformécié Jordan-normalalakja.

A Hamilton—Calyley-tétel. Legyen ¢ : V — V linedris transzformécio és legyen ¢ karakterisztikus polinomja
f(x). Ekkor f(¢) = 0. Ha egy A négyzetes méatrix karakterisztikus polinomja f(z), akkor f(A4) = 0.

Tetszoleges alaptestre igaz. A komplex (kovetkezésképpen a valds, a racionélis, stb.) szamok testje feletti vektorerek
linearis transzformacioira illetve komplex (valds, racionalis) métrixokra és annak résztestjeire a Jordan-normalalakboél
kénnyen kovetkezik.

Minimalpolinom. Legyen ¢ : V — V egy linearis transzformacio és 0 # f(x), g(z) € Flz] polinomok. Ha f(¢) =
g(¢) = 0, tovabba deg f(x) < degg(z), akkor g(x)-nek a az f(z) szerinti maradékos osztésanal kapott h(z) f(z)-nél
alacsonyabb fokt maradékra is igaz, hogy h(¢) = 0. Ezért egyértelmten létezik egy legalacsonyabb 1 f6egyiitthatos
f(z) polinom, amire f(¢) = 0, tovabba az Gsszes olyan g(z) polinom, amire g(¢) = 0 az f(x)-nek t&bbszorose Flx]-ben.
A karakterisztikus polinom tehat tobbszorose a miniméalpolinomnak.

1.10. Euklideszi terek
1.10.1. Szimmetrikus bilinearis fiiggvények:

Bilinearis fiiggvény:. Legyen V vektortér az F test felett. A (;) : V x V — F fliggvény bilineéris, ha mindkét
valtozojaban linearis, azaz

o (u+u,v) = (u,v)+ W, v) és (u,v+v) = (u,v) + (u,v) (Vu,v,v,v" € V)
o (Au,v) = Mu,v) és (u, Av) = Au,v) Vu,v,€ VX €F)

Gram-matrix:. Legyen v1,...,v, egy béazis V-ben. A (;) : V x V — F bilinearis fiiggvény vy, ..., v, bazisara
vonatkoz6 Gram-madtrixa az A = (a;;) métrix, ahol a;; = (v;,v;). Ha u = > ayu; és v = Y it fBiv;, akkor a
bilinearitas miatt (u,v) = szzl a;fja;5, tehat egy tetszbleges rogzitett bazis esetén a Gram-matrix egyértelmien
meghatirozza a bilinearis fiiggvényt. Forditva, az is vilagos, hogy az el6bbi szabély segitségével minden elGirt A
métrixhoz tudunk is olyan bilineéris fiiggvényt fabrikilni, aminek A a Gram-matrixa. A megfeleltetés nyilvan linearis
is, tehat egy izomorfizmust ad a bilinearis fiiggvények tere és az n x n-es matrixok tere kozott.
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Példa:. Legyen A egy n x n-es F-beli elemekbdl felépiil6 matrix. Legyen az F"-beli u, v vektorparokon

(u,v) = u” Av.

1 0 0 0
0 1 .

Ekkor (, ) egy bilinearis fiiggvény F"-en, aminek Gram- matrixa a v; = 0 , Vg = 0 ey Up_] = O Vp = 0
; ; 1 0
0 0 0 1

vektorokbol all6 standard bézisban éppen A.
Standard skalarszorzat F"-en:. (u,v) =ulv. A fenti példa A = I,, egységmatrixszal.

Kapcsolat:.
ul Av = (u, Av) = (ATu,v).

Az els6 egyenlGség a standard skalarszorzat definicidja alapjan vildgos, mig a harmadik alak a transzponélés tulajdon-
séga alapjan a kovetkezdképpen vezethetd le: (ATu,v) = (ATu)Tv = (uT A)v = uT' (Av).

Baziscsere hatasa a Gram-matrixra:. Legyen vy,...,v, és vj,...,v,, két bazis V-ben, amelyekben az (,) :
V x V — T bilineéris fliggvény Gram-matrixa A, illetve A’. Ha az els6 bazist a masodikba vivs béziscsere matrixa C,
akkor A’ = CTAC.

Biz.: Legyen A = (a;5), A" = (aj;), C = (c;5). Ekkor

n n
aj; = (W)= crive, Y cove)
k=1 =1
n

n
= E Cki CejQky
k= V4

1 =1

Itt adott k-ra a belss sszegben az AC métrix k-adik soranak j-edik eleme &ll, majd ez a CT matrix i-edik soranak
k-adik elemével van megszorozva. Ezért a végss osszeg a CT AC maétrix i-edik soranak j-edik eleme.

Szimmetrikus bilinearis fiiggvény:. A (,) : V x V — T bilinearis fiiggvény szimmetrikus, ha (u,v) = (v, u)
tetszoleges u,v € V esetén. A bazisrol torténd egyértelmi lineéris kiterjesztés miatt vilagos, hogy egy bilinearis
fiiggvény akkor és csak akkor szimmetrikus, ha Gram- matrixa valamely (< barmely) bazisban szimmetrikus.

Példa:. A standard skalarszorzat F-en egy szimmetrikus bilinearis fiiggvény.

Kvadratikus alakok:. Legyen F olyan test, amelyben 2(:=141) # 0. Legyen A = (a,;) egy n X n-es szimmetrikus

1
matrix, azaz egy szimmetrikus bilinedris fiiggvény Gram-matrixa. Ekkor x = | : | vektorra
Zn
n
2T Az = Z aiix? + Z 2a,5x;%;
i=1 1<i#j<n
egy homogén masodfoku polinom az x1,...,x, valtozokban. Elnevezés: kvadratikus alak.

Forditva, ha Q(z) = 21519‘ bijx;x; egy homogén masodfokd polinom, akkor az

1 .
@i = by, aij = aji = b (I<i<j<n)

egyenl6ségekkel definidlt A = (a;;) matrix szimmetrikus és 27 Az = Q(z).
Ortogonalis, ortonormalt bazis. A V vektortér vy, ...,v, bazisa ortogondlis a (,) : V' x V' — F bilinearis fiigg-

vényre nézve, ha 1 < i # j < n esetén (v;,v;) = 0. Ortonormalt, ha még 1 < i < n esetén (v;,v;) = 1. Azaz a bézis
ortogonalis, ha szerinte felirva (,) matrixa diagonalis és ortonormaélt, ha a matrix I,,.
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V2

1 1
Példa. R™-ben a standard bazis ortonormélt a standard skalarszorzésra nézve. R2-ben az (‘?) és az (L@) vek-
V2

torok is ortonormalt bazist alakoznak

Merdlegesség, merdleges altér:. Legyen (,) : V x V — F szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
az u,v € V vektorok merglegesek egymasra ({,) szerint) — jel.: u L v — ha (u,v) = 0. Ha G egy részhalmaz V-ben,
akkor a G-re merdleges V-beli vektorok egy alteret alkotnak, amelyre a G jeldlést alkalmazzuk. Vilagos, hogy G C H
esetén G+ > Ht és (G)* = G+. Tovdbba G C (G1)* és igy (G) < (GH)*.
1.10.2. Euklideszi terek
Definitség:. A (,):V x V — R szimmetrikus bilinearis fiiggvény

e pozitiv definit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) > 0

e pozitiv szemidefinit, ha Vv € V vektorra (v,v) > 0

e negativ definit, negativ szemidefinit hasonldéan definidlhaté

e indefinit, ha Ju,v € V, amelyekre (u,u) > 0, (v,v) <0

Példa:. R2-en <<gl> , (§1)> = a1 01 — agf2 egy indefinit szimmetrikus bilinearis fiiggvény.
2 2

HF. Legyen (, ) szimmetrikus bilinearis fiiggvény Gram-maétrixa a vy, ..., v, bazisban A.

e Mutassuk meg, hogy ha A akkor és csak akkor szingularis, ha van olyan 0 # V vektor, amely mer6leges (azaz
(v,w) = 0) minden w € V vektorra.

e Mutassuk meg, hogy amellett a feltevés mellett, hogy (, ) pozitiv szemidefinit, A akkor és csak akkor szingularis,
ha van olyan 0 # V vektor, amely merdleges 6nmagara (azaz (v,v) = 0).

e Mutassuk meg, hogy a szemidefinitség feltevése nélkiil az onmagara meréleges nem-nulla vektor 1étezése sziiksé-
ges, de nem elégséges feltétele A szingularitasianak.

Euklideszi tér:. Valos vektortér egy pozitiv definit (,) szimmetrikus bilinearis fiiggvénnyel. Euklideszi térben a v
vektor hossza a +/(v,v) szam.
Példa: R" a standard skalarszorzattal

Euklideszi tér altere is euklideszi tér:. a (,) megszoritasaval.
Ortonormalt bazis létezése:. Legyen V,(,) egy euklideszi tér. Ekkor létezik V-ben ortonormaélt bazis.

Biz. (Gram—Schmidt-ortogonalizacid): Legyen V-nek egy bazisa vy, ...,v,. A definitség miatt (vy,v1) # 0, azaz
v1 € vi; tovabba értelmes és linedris a

. (Ula w>
oW w—
<U17 U1>
leképezés. Ennek a magja (v;), képtere pedig vi. Cseréljiik ki a vs,...,v, bazisvektorokat rendre a 7vs,...,Tv,
vektorokkal. Mivel v;-b6l v; skaldrszorosat vontuk le, az 0j rendszer ismét egy bézis és igy az 1j v, ..., v, vektorok a

vt altér egy bazisat alkotjdk. Iterdljuk a konstrukciot a vi- altérre: tekintsiik a 0 # vo € vi- vektort, majd folytassuk az
eljardst v1 helyett vo-vel a {v1,vo}t altéren, és igy tovabb. Az iterdcié sordan mindig olyan vektorokbol &ll6 altereken
dolgozunk, amelyek merélegesek az addig kivalasztott vektorokra. Ezért vilagos, hogy ortogonalis béazist kaptunk.
Végiil, mivel (v;,v;) > 0, a v; vektort leosztva /(v;, v;)-vel ortonormélt bazist kapunk.

Megjegyzések.

e A Gram-Schmidt—eljardsban az iteracié végére kialakulé baziscsere matrixa — mivel minden lépésben egy bé-
zisvektorhoz egy kisebb indexi bazisvektor skalarszorosat adjuk hozza — olyan fels§ haromszog alakt métrix,
amelynek a féatléjaban csupa 1 all:

1 *x x ... x
1 * ... %
1 ... %

1
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A normalést is tartalmazé béziscsere méatrixa is felsé haromszog alaki, pozitiv elemekkel a f6atloban.

e Az utolsé normélo 1épés kivételével a modszer alkalmas véltozata elég széles kdrben alkalmazhaté. Példaul racio-
nélis szamok feletti vektorerek szimmetrikus bilinearis fiiggvényekre is értelmezhets a definitség, s6t, a definitség
helyettesithets a V- = (0) feltétellel és az alaptestre vonatkozo elég enyhe megszoritassal is. (Arra kell vigyézni,
hogy esetleg olyan v; bazisvektorba botlunk, amelyre (v;,v;) — 0. Ebben az esetben v;-t alkalmas mas vektorra
le kell cserélni. A testre vonatkoz6 megszoritas az 1 + 1 # 0 feltétel, azaz a kételem test és az azt tartalmazo
testek kivételével ez a csere V- = (0) esetén mindig végrehajthato.)

o Az eljaras alkalmas egy adott szimmetrikus bilineéris fiiggvény pozitiv definitségének eldéntésére is. Ugyanis az
eljaras nyilvan végigmegy, ha annak sordn nem jon el6 olyan v vektor, amelyre (v,v) < 0. Ekkor viszont a végss
v1,. ..,V bazis ortogonélis és (v;,v;) > 0, igy

O, Y o) =Y ad{v,vi) >0,
i=1 i=1 i=1
ha legaldbb egy a; # 0.

Példa. Legyen V bazisa v, vs,vs, és ebben a bazisban legyen a (,) Gram-matrixa
1 2 1
2 5 4
1 4 4

Els6 menetben a vy és v3 vektorokat vetitjiik a vi- sikra: vh = vy — 201,04 = v3 — v1. A v = vy, vy > Vh Vg > VY
béaziscsere métrixa

1 -2 -1
o 1 0|,
0 0 1
igy az 0j bazisban a Gram-métrix
1 0 0\ /1 2 1\ /1 -2 -1 1 21 1 -2 -1 100
-2 1 0 2 5 4 0o 1 0]=(01 2 0 1 o0]=(0 1 2
-1 0 1 1 4 4 0 0 1 0 2 3 0 0 1 0 2 3

A kovetkez§ kérben a v§ vektort vetitjiik a vh-re merdleges egyenesesre: v§ = vi — 2v). Az v, vh,v4 bazisban a
Gram-métrix

10 0
01 0],
00 -1

tehat (,) indefinit: (v1,v1) > 0, de (v§,v5) >0 A vy, v, v3 — v1, V5, v4 baziscsere métrixa

1 -2 3
0 1 =2
0 0 1

Megj. A Gram-méatrix karbantartasanal sok esetben érdemes sorok és oszlopok szerinti Gauss-eliminécioként felfogni:

Példaul a v; vi-ra valo vetitésénél le kell vonni a j-edik sorbél az els§ sor %—szeresét, hogy kikiiszobolsdjon az
i-edik sor els6 eleme; ezutén pedig az i-edik oszlopbdl az elsé oszlop %—szeresét vonjuk le, kikiiszobolve az els6
sor i-edik elemét. A fenti példaban elGszor — akarcsak a Gauss-eliminécional — levonjuk a méasodik sorbol az elsé sor

kétszeresét. Az eredmény

— O =
NN

1
2
4

Ezutéan levonjuk az els6 oszlop kétszeresét a masodik oszlopbodl. Az eredmény

1 01
0 1 2
1 2 4
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Ennek a két lépésnek az eredménye a (,) Gram-matrixa abban a bazisban, amit ugy kapunk az eredetibdl, hogy a
masodik bazisvektort kicseréltiik az els§ bazisvektorra — (,) szerint — merdleges vetiiletére. A harmadik bazisvektor
els6re merGleges vetitésének eredménye két 1épésben:

1 01 1 00
0 1 2|,majd |0 1 2
0 2 3 0 2 3
Végiil az 4j harmadik bazisvektornak az Gj méasodikra meréleges vetitésének eredménye két lépésben:

0 1
2 |, majd |0
-1 0

0
0
-1

OO =
o = O
O = O

HF:. Mutassuk meg, hogy ha V egy valos vektortér és (,) egy szimmetrikus bilineéris fiiggvény V-n és v € V olyan
vektor, amelyre (u,u) =0 de u ¢ V-, akkor {,) nem lehet pozitiv szemidefinit.
Ennek a megallapitisnak a felhasznalaséval hogyan lehet modositani a fenti eljarast pozitiv szemidefinitség eldontésére?

Megj:. A fenti eljaras segitségével igazolhatd, hogy R™-en (,) akkor és csak akkor pozitiv definit, ha valamely
(barmely) béazisban felirt A Gram-matrixara igaz az hogy minden 1 < j < n-re A bal fels6 n x n-es blokkjanak a
determinénsa pozitiv.

Izometria:. Legyenek Vi, (,) és Vs, (,)2 szimmetrikus bilinearis fiiggvénnyel ellatott terek. Azt mondjuk, hogy a
¢ : V1 — V5 lineéris bijekcio izometria a két tér kozott, ha meég tetszoleges v, w € V; vektorokra (v, w) = (¢v, pw)s. A
két tér izometrikus, ha létezik kozottiik izometria. Az bazisrol vald (bi)linearis kiterjesztés miatt ez azzal ekvivalens,
hogy létezik a két térnek egy-egy bazisa, amelyekben a bilineéris fiiggvények Gram-matrixa ugyanaz. Specialisan:

Azonos dimenzi6ji euklideszi terek izometrikusak:. Ha vy,...,v, a V,{,) euklideszi tér egy ortonormalt
1 0 0 0
0 1 .

bazisa, akkor a vy — 0 , Vg 0 A T O s Up O leképezés linearis kiterjesztése izometria V, ()
: : 1 0
0 0 0 1

és R, (,) kozott.

Megj.:. Azizometria tavolsagtarto leképezést jelent. A két térben a tavolsag /(u — v, u — v}, illetve /{u — v, u — v)s.
Nem nehéz belatni, hogy a 0-t 0-be vivs ¢ : V3 — V5 nem feltétleniil linearis tavolsagtarto leképezések éppen a fenti
értelemben vett (linearis) izometriak.

1.10.3. Komplex euklideszi terek

Mas neveken: véges dimenziés Hilbert-terek, unitér terek, Hermite—féle terek, hermitikus terek.

Masfél-linearis (sesquilinear) fiiggvények:. Legyen V egy komplex test feletti vektortér. A (,) : V. xV —
C fiiggvény masfél-lineéaris, ha masodik valtozojaban linearis, az els6 valtozojaban pedig konjugalt-linearis (avagy
antilinearis):

o (u,v+ vy = (u,v) + (u,v) Vu,v,0v" €V)
o (u, \v) = Mu,v) Vu,v,€ V,\ € C)
o (u+u,v)=(u,v)+ @W,v) Yu,v, v €V)
o (\u,v) = Mu,v) (Vu,v,€ V,\ € C)

ahol X az X szam komplex konjugéltjat jelenti.

Gram-matrix:. Ugyanaz, mint a bilinearis esetben. Tetsz6leges matrixhoz egyértelmiien talalhato olyan masfél-
linearis fiiggvény, amelynek 6 a Gram-méatrixa az adott bazisban. (Az els6 valtozo szerinti kiterjesztést konjugalt-
linearisan kell csinalni.)
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Hermitikus fiiggvény (vagy Hermite—féle fiiggvény):. Legyen V egy komplex test feletti vektortér. A () :
V x V — C maésfél-linearis fiiggvény hermitikus, ha konjugalt-szimmetrikus:

(w,u) = (u,v) Yu,veV).
Példa: standard skalarszorzas C"-en:. (u,v) = u*v.

Matrixok, vektorok adjungaltja:. Az A mxn-es (a;;) métrix A* adjungaltja az az (aj;) n x m-es métrix, amelyre
aj; =ay; (i=1,...n,j =1,...m). Ha A egy m x n-es métrix, B pedig egy n x k-as méatrix, akkor (AB)* = B*A*.

7

Példa:. Legyen A egy tetszlleges n x n-es komplex matrix. Ekkor (u,v)4 = u*Av = (u, Av) egy masfél-linearis
bilinearis fiiggvény C™-en, amelynek Gram-métrixa a standard bézisban éppen A.

Megj.:. (A*u,v) = (A*u)*v = u*Av = (u, Av).
Baziscsere hatiasa a Gram-méatrixra:. Legyen vy,...,v, és vj,...,v), két bazis V-ben, amelyekben az (,) :
V x V — C hermitikus fliggvény Gram-méatrixa A, illetve A’. Ha az els6 bazist a méasodikba vivs baziscsere matrixa

C, akkor A’ = C*AC.
Biz.: Legyen A = (a;5), A" = (aj;), C' = (c;5). Ekkor

1,
n n
ay; = (vj,v)) = (O erivr, Y cojoe)
k=1 =1

n n
= E CTZE CejQyp
k=1 =1

Itt adott k-ra a bels6 6sszegben az AC matrix k-adik sordnak j-edik eleme all, majd ez a C* matrix i-edik soranak
k-adik elemével van megszorozva. Ezért a végss Osszeg a C* AC matrix i-edik sordnak j-edik eleme.

Megj:. Hermitikus fiiggvényre (u,u) = (u, u), tehat (u,u) mindig valos.

Definitség:. A valos szimmetrikus esetekkel analog fogalmak: A (;) : V x V — C hermitikus fiiggvény
e porzitiv definit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) > 0
e pozitiv szemidefinit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) > 0
e negativ definit, negativ szemidefinit hasonldéan definidlhaté

e indefinit, ha Ju,v € V, amelyekre (u,u) > 0, (v,v) <0
Komplex euklideszi tér:. Komplex vektortér egy pozitiv definit (,) hermitikus fiiggvénnyel. Euklideszi térben a v
vektor hossza a +/(v,v) szam.
Példa: C" a standard skalarszorzattal
Euklideszi tér altere is euklideszi tér.
Ortogonalis, ortonormalt bazis. A valds szimmetrikus esettel megegyezd definicid
Merdlegesség, merdleges altér:. A valos szimmetrikus esettel analdg relécio.

Ortonormalt bazis létezése:. A valos esetre bemutatott Gram—Schmidt-ortogonalizacié miikodik.

Izometria:. A valds esettel azonos definicio.

Azonos dimenziéja euklideszi terek izometrikusak:. Ha vy,...,v, a V,(,) euklideszi tér egy ortonormalt
1 0 0 0
0 1 .

béazisa, akkor a vy — 0 , Vg 0 s ey Up_1 0 , Up 0 leképezés linearis kiterjesztése izometria V, ()
: : 1 0
0 0 0 1

és C", (,) kozdtt.
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Ezutan:. Valos vagy komplex euklideszi terekben a (,) jellést hasznaljuk (, )-ra.
Vektorok hossza:. (valos vagy komplex) euklideszi terekben |v| = /(v,v)

Valés — komplex attérés. : Legyen vq,...,v, egy ortonormélt béazis egy V valos euklideszi térben. Ekkor V' mint
valés vektortér izometrikus médon bedgyazhato egy V' n dimenzios komplex euklideszi térbe (ami a valos test felett
2n dimenziés) ugy, hogy a v1,...,v, baziselemeknek V' egy v ..., v], ortonormdlt bazisa felel meg.

konstrukcié: vy,...,v, < R"™ standard bazisa: V < R” izometria. A beagyazis mésodik része: R® < C" (valos
koordinatajua vektorok), és R™ standard skalarszorosa a C™ skalarszorzésanak megszoritasa.

Metakov.:. Fenti bedgyazast hasznalva sokszor elég valds euklideszi terekre vonatkozd tételeket a komplex esetre
igazolni.

Alkalmazas: a Cauchy-Schwarz—egyenlétlenség:.
e Komplex (vagy valos) euklideszi térben

[(u, )] < Jul[v].

Biz.: Az ekvivalens |(u,v)|?> < (u,u)(v,v) egyenl6tlenséget igazoljuk. Ha u = 0, akkor mindkét oldal 0. Az u # 0
esetben bontsuk fel v-t u-val parhuzamos és u-ra merSleges vektorok dsszegére: v = pu + v’, ahol p = ﬁ és

v' = v — pu. Ekkor (v,v) = |u|? (u u) + (v, v") és |(u,v)|? = |u|*(u,u)?. A baloldalon tehéat \,u| (u,u)? all, mig a
jobboldalon |u|?(u,u)? + (u,u)(v',v"). A két oldal kulonbsege (u,u)(v',v") a jobboldal javara.
Megj. A bizonyitas sordn végiil is az u és v vektorokat tartalmazo sikban (vagy egyenesen) dolgoztunk.

() (5 = () (3300

e Négyzetesen integralhato fiiggvényekre
2 2
< [1s@P ds [ o) da.

' [ r@gteyis 2

(Ttt (hy(z) = [hy(x) ) és a Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenséget az f(x), g(x) parra alkalmazzuk.)

o Kifejtett alak:

1.10.4. Normalis matrixok

Ebben részben a V- = C™ vektortérben dolgozunk, a standard skalarszorzattal és a matrixok (hacsak mést nem
mondunk) n X n-es komplex matrixok. Diagonalizdlhat6é matrixok egy széles korét definialjuk.

Unitér matrixok. Az U n x n-es matrix unitér, ha U*U = 1.

All.:. U unitér < U* uniter.
Biz.: =: Ha U unitér, akkor U* = U~ 1, igy (U*)*U* = UU* = I.

All:. U, U’ unitér = UU’ unitér.

All.:. U unitér < U oszlopai egy ortonormalt rendszert alkotnak < U sorai ortonormalt rendszert alkotnak.
Atfogalmazva.:. Ekvivalensek:
e U unitér

e U a standard béazist egy ortonormalt béazisba viszi
e U :C" — C"” izometria
e U C” valamely ortonormélt bazisat ortonormélt bazisba viszi

e U C” barmely ortonormalt bézisat ortonormalt béazisba viszi
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Schur-felbontas. Tetszoleges A n x n-es komplex méatrixhoz létezik olyan U n x n-es unitér matrix, amelyre U~ AU
fels6 haromszog alaku.

Biz. Indukcié n szerint. Legyen v; egy 1 hosszu sajatvektora A-nak A sajatértékkel. Valasszunk olyan ve,...,v,
oszlopvektorokat, hogy a v, ve, ..., v, rendszer egy olyan ortonormélt bazis legyen C™-ben. Legyen U; az az n X n-es
métrix, amelynek j-edik oszlopa v;. Ekkor U; unitér és U;—1AU; els6 oszlopa csupa 0, kivéve esetleg az legels§ A
elemet. Legyen A’ ennek a matrixnak a jobb alsé n — 1 x n — 1-es blokkja:

A *

UTtAU, = W

Az indukeios feltevés alapjan legyen U’ egy olyan n— 1 x n— 1-es unitér métrix, amelyre T" = U’ ' A’U’ fels6 haromszog
alaka. Ekkor az

1 *
U2 = U/
méatrix unitér és igy
A *
U, 'UT AU U, = T
fels6 haromszog alaku. Ezért U = U,Us egy jo valasztas.
Megj.:. A Schur-felbontés altaldban nem egyértelmd, de a diagondlis elemek az eredeti métrix sajatértékei. A bizo-

nyitasbol lathatd, hogy a haromszogmatrix bal fels§ eleme az eredetyi matrix tetszéleges sajatértéke lehet.
Def.:. A normalis, ha felcserélhets az adjungaltjaval: AA* = A*A. (Valosra: AAT = AT A.)

Példak:.
e Diagonélis méatrixok

e Onadjungalt vagy hermitikus (valésra: szimmetrikus) matrixok: A* = A (valosra AT = A)
Megj.: ugyanaz, mintha az (u,v) := (u, Av) hermitikus (valésra szimmetrikus)

Unitér (valésra ortogonalis) matrixok: U*U = I (valésra UT = U)

Ferdén hermitikus (valésra ferdén szimmetrikus) matrixok: A* = —A4 (AT = —A).
HF:. Mutassuk meg, hogy egy fels6 haromszogmatrix akkor és csak akkor normalis, ha diagonalis.

HF:. Ha U unitér és A normalis, akkor U1 AU is normalis.
Ebbdl a két feledatbol és a Schur-felbontasbél azonnal adédik, hogy

Normalis matrixok jellemzése:. A normaélis < létezik U unitér, hogy U ' AU diagonélis.
Megj.: Azaz egy maétrix akkor és csak akkor normalis, ha valamely (egyenértékileg: barmely) Schur-felbontasdban
szerepl6 haromszogmatrix diagonélis.

Normalitas-jellemzés atfogalmazasa:. A normalis < létezik A-nak sajatvektoraibol allo bazis.

Biz. «<: Legyenek uq,...,u, olyan sajatvektorai A-nak, amelyek a C" tér egy ortonormélt bazisat adjik. Legyen U
az a matrix, amelynek j-edik oszlopa u;. Ekkor U unitér, és mivel a standard bazist az u1, ..., u, sajatvektor-bazisba
viszi, U"' AU diagonélis matrix, ahol a fsatloban A sajatértékei allnak.

=: Legyen U egy olyan unitér métrix, amire U1 AU diagonalis. Ekkor U a standard bazist az U oszlopaibél &ll6
ortonormalt bazisba viszi, és mivel U~ AU diagonalis, ezek a vektorok sajitvektorok is.

Valés ortogonalis matrixok:. O valds méatrix ortogonélis, ha komplex méatrixként tekintve unitér: OTO = I.

Példa: Hipersikra valé tiikrozés. Legyen 0 2 u € C*, 7 : v — v — 2%1}. Sajatértékei 1 és —1, a megfelels

sajatalterek v, illetve (v).
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Példa:. minden permutaciés matrix ortogonalis.

Alkalmazas: DFT és inverz DFT kapcsolata:. Legyen ¢ : C* — C™ az a linearis transzformécio, amely a

(standard) bazis elemeit ciklikusan permutalja: ¢v; = viy1 (ahol v,41 = v;). Legyen w = 2™/, A ¢ transzfor-
maci6 (matrixa a standard bézisban) ortogondlis, igy ¢ normaélis. Tudjuk, ¢ sajatértékei w® wt,... w1 és az w7
1
wI

sajatértékhez tartozo 1 hosszt sajatvektor w; = ﬁ . . Ezért az
1 1 1
1 1 w “en wn71
M=—_
1 wn_l - w(n_l)(n_l)

matrix unitér, tehat M—! = M* Mivel M* = M: az a matrix, amelyben w-t kicseréltiik w-ra. Tehit az w < @ csere
erejéig az inverz DFT ugyanolyan, mint a DFT.

Matrixok definitsége:. A onadjungalt matrix pozitiv szemidefinit (pozitiv definit), ha v*Av > 0 (v*Av > 0)
minden v € C" vektorra.
Megj.: Ekvivalens a (u,v) := (u, Av) hermitikus fiiggvény megfelels definitségével.

Példa:. Ha A tetszGleges m x n-es matrix, akkor A* A pozitiv szemidefinit. A* A pontosan akkor pozitiv definit, ha
A oszlopai linearisan fliggetlenek.
Biz.: HF

All:. Legyen U unitér. Ekkor A normélis < U*AU normalis. Hasonl6 ekvivalencidk unitér, 6nadjungalt, pozitiv
definit, pozitiv szemidefinit, ferdén hermitikus méatrixokra.
Biz.: HF
Fontos tipusok spektruma:. Legyen A komplex normalis. Ekkor:
e A unitér & A sajatértékei 1 abszolut értékiek
e A dnadjungalt < A sajatértékei valosak
e A porzitiv szemidefinit < A sajatértékei nemnegativ valos szamok
e A porzitiv definit < A sajatértékei pozitiv valos szamok
e A ferdén hermitikus < A sajatértékei tiszta képzetesek

(Az a + bi komplex szam tiszta képzetes, ha a = 0.)

All.:. Ha A valés szimmetrikus akkor létezik R™-ben is A sajatvektoraibol allo ortonormalt bazis. Masképpen: létezik
O valos ortogonalis matrix, hogy O AO diagonélis.

Biz.: Legyen A € R sajatértéke A-nak. Az (A — M)z = 0 linearis egyenletrendszer valés megoldésai ugyanannyi
dimenziés teret alkotnak, mint a komplexek. Valasszunk a valds sajataltereken egy-egy ortonormalt bazist. Ezek az
elébbi dimenzié-megfontolds alapjan Gsszesen n elemet tartalmaznak. Masrészt paronként merélegesek is egymaésra,
hiszen A # p, Av = v, Aw = pw esetén A(v,w) = (Av,w) = (v, Aw) = p(v, w) miatt (v, w) = 0.

1.10.5. Projekciok

Projekciok (vetitések):. A 7:V — V lineéris transzformécié projekcié a W altérre, ha W = 7V és m megszo-
ritasa W-re az identités. Ekkor V nyilvan a 0 sajatértékhez tartozé sajataltér és az 1 sajatértékhez tartozoé sajataltér
Osszege. (Ebben az allitasban megengedjiik, hogy ezen alterek valamelyike a (0) altér legyen, ebben az esetben 0
vagy 1 a szigoru értelemben nem sajatérték.) Forditva, ha V el6all a 7« : V' — V lineéris transzformacio 0 és 1
sajatértékekhez tartozd sajatalterek Osszegeként, akkor m projekcio az 1 sajatértékhez tartozo sajataltérre.

HF:. Igazoljuk, hogy m:V — V linearis transzformécié akkor és csak akkor projekcio, ha 72 = 7.
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Ortogonalis projekciok (merdgleges vetitések):. Euklideszi térben egy ortogonélis projekcio egy olyan projekcio,
amely normaélis linearis transzformacio, azaz olyan, aminek a matrixa normaélis egy (< barmely) ortonormalt bazis-
ban. Mivel a sajatértékek nemnegativ valos szamok, sziikségképpen onadjungalt (valésra szimmetrikus) és pozitiv
szemidefinit. Egy normalis transzformécio projekcié < (komplex) sajatértékei a {0, 1} halmazbol keriilnek ki.

PL. a Gram-Schmidt eljarasnél hasznaltunk projekciokat.

Ortogonalis projekcié C" alterére:. Legyen a W altér egy ortonormadlt bazisa wi, ..., ws. Legyen m egy olyan
merGleges vetités, aminek a képtere W. Ekkor 7w matrixa

wiwy + ... + wiwy,

illetve R™-ben

T T
wiwy + ...+ wpwy, .

Kovetkezésképpen m a W altér altal egyértelmten meghatarozott.

Biz.: A W képtér az 1 sajatvektorhoz tartozo sajataltér, a magtér pedig W+. Egészitsiik ki a wy, ..., wy, rendszert
. PR 1 . - n

egy Wi, ..., Wk, W41, - - - , Wy ortonormalt bazissa. Ekkor wyy1,...,w, a W magtér bazisa. Legyen v = > " | a;w;.

Ekkor (w;,v) = a; és igy

n k
T = 7'('5 a;W; = E oWy
i=1 i=1

k k
= Z(wi,v)wi:Z(wfv)wi
i=1 i=1
k
= Z(w;‘wi)v.
i=1

Itt az utols6 egyenlGségnél az azonos hosszi vektorokra vonatkozo
(u*v)u = (uu*)v
Qi B
azonossagot hasznaltuk. Ennek igazolasa: u = | @ [, v = | : | akkor az (u*v)u vektor i-edik eleme Z?:o ;0
Qn Bn
mig az uu* méatrix i-edik sordnak j-edik eleme «;@;, igy az (u*u)v matrix i-edik eleme Z?:o a;@;f;, ami ugyanaz,

mint az el6bbi Gsszeg.

Megj.:. Ha 7 :C" — W a W altérre valdé meréleges vetités (azaz az az ortogonélis projekcié, aminek a képtere W),
akkor tetszéleges u € C™ esetén mu a W altérnek az u vektorhoz legkozelebbi eleme:

w € W esetén |u — w| > |u — mul

és egyenlGség csak w = mu-ra all fenn.
Biz.: Legyen w € W és w' = w — (u — wu). Ekkor, mivel u — mu € kerm = W+,
(u—w,u—w) = ((u—mu) —w,(u—m7u) —w)=(u—7uu—mru)+ (w,w) > (u—7u,u— 7u),

ahol egyenl@ség csak a w’ = 0 esetben &ll.

Négyzetes matrix nyoma (emlékeztetd):. tr A az A matrix f6atlojaban levs elemeinek Gsszege. A karakterisztikus
polinom n — l-ed fokiu tagjanak az egyiitthatoja. Ezért tetszéleges C invertalhaté métrixra C~!AC nyoma ugyanaz,
mint A nyoma.

Ortogonalis projekciok féatloja:. Legyen A = (a;;) egy ortogonélis projekcié méatrixa. Ekkor

e tr A = A rangja,
Biz.: A diagonalis alakjaban az egyesek szadma, azaz a képtér dimenzidja.

®a; >0
Biz.: Legyen v, ...,v, a standard bazis. A2 = A*A = A, igy

Qg = (’Ui,A’UZ') = (UZ‘,A*A’UZ' = (A”Ui,A’Ui) Z 0
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e a; < 1:
Biz.: v; — Av; € ker A = (AC")*, igy (Av;,v; — Av;) = 0, és ezért

1 = (UZ‘,’Ui) = (Avi,Avl-) + (’Ui — A”UZ‘,UZ' — A’Ul)
2 (AUi,A’Ui) = (UivA*AUi) = (U’ia AU?,)
= Q.
Példak.
o a1+~7~1~+06n 1
Qo art...tap 1
o Ay . — n leképezés merdleges vetités az | ., | irdnyu egyenesre. Matrixa
n 041+-%L»+Oén 1
R A
1 1 vn
no o ow | ' n 1
T o : (x/ﬁ \/ﬁ)
1 1 G
n n

e az els§ néhany standard bézisvektor altal feszitett altérre valé merdleges vetités:

1

e Ha 7 egy ortogonalis projekcié a W altérre, akkor I — 7 egy ortogonalis projekcié a W+ altérre. Példaul ha
u € C" egy egységvektor, akkor uu* az (u) altérre val6 merdleges vetités, mig I, — uu* az ul altérre vetit
merGlegesen.
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2. Szingularis értékek szerinti felbontas

2.1. Mogottes szemantikaja indexelés és alacsony ranga kozelités

Tegyiik fel, hogy adott egy m dokumentumbdl 4ll6 gytjtemény és egy n szobol allo szotar és A = (a;;) egy olyan
valés m x n-es matrix, amelyben az a;; elem a j-edik szénak az i-edik dokumentumban valé eléforduldséat jellemzi
(valamilyen modszer szerint szamitott modon, pl. elgfordulasok stlyozott szama). Modelliinkben azt tételezziik fel, hogy
a szavak mogott (altalunk nem ismert) fogalmak, jelentések allnak és minden szo6 jol kozelithets alapvetd jelentések
elegyeként. Formalisabban: azt tételezziik fel, hogy léteznek olyan

Ji1 Jik
Ja1 Jak .
f1 = . S fk = : eR

fml fmk
oszlopvektorok (az alapvets fogalmak "profiljai"), amelyekre az A matrix oszlopai (a szavak "profiljai") jol kozelithetGek
az fi,..., fr vektorok lineéris kombinacioival. Masképpen fogalmazva létezik olyan B k x n-as matrix, hogy ha F az
az m X k-as matrix, aminek oszlopai az f1,..., fx vektorok, akkor

A~ FB.

All:. Legyen M egy m x n-es matrix. Ekkor M rangja akkor és csak akkor legfeljebb k, ha léteznek olyan B k x n-es
és F''m x k-as matrixok, amelyekre M = FB.
Biz.: A fenti gondolatmenet kozelités helyett egyenlGséggel.

Az elvi feladat tehat A minél jobb kozelitése egy A’ legfeljebb k rangti méatrixszal. A kozelités hibajat "zaj", illetve
"kevéshé fontos" vagy "esetleges" jelentések fellépésének tudhatjuk be.

Ha A’ ~ A, akkor persze A’ TAr ~ AT A, ami egy pozitiv szemidefinit szimmetrikus méatrix, és ennek vizsgalatara
mér vannak eszkozeink.

2.2. Szingularis értékek

Emlékeztets:. A*A pozitiv szemidefinit.
Def.. Az A m X n-es matrix szingularis értékei az A* A sajatértékeinek a négyzetgyokei.

Terminologiai eltérés:. Szokis (és nem egészen indokolatlan) kizardlag a pozitiv szingularis értékeket tekinteni
szingularis értékeknek.

All.. A*A rangja— A rangja.

Biz.: Tegyiik fel, hogy valamely v € AC™ vektorra v € ker A*. Ekkor v = Au valamely u € C™ vektorra és A* Au = 0.
Innen 0 = (u, A*Au) = (Au, Au) = (v,v), és ezért v = 0. A dimenziétételt alkalmazva A*-nak az AC™-re valo
megszoritasara dim A* AC™ = dim AC™. A baloldalon A* A rangja &ll, a jobboldalon pedig A rangja.

Kov.:. A pozitiv szingularis értékeinek multiplicitassal tekintett szima megegyezik A rangjaval.

All.. (A és A* szingularis értékei)

Ha o pozitiv szingularis értéke A-nak, akkor A*-nak is, és viszont. Részletesebben: Ha v sajatvektora A*A-nak o2
sajatértékkel, akkor Av sajatvektora AA*-nak szintén o2 sajatértékkel.

Biz.: Legyen v egy sajatvektora A* A-nak o? sajatértékkel Ekkor v # 0 és

(AA*")(Av) = A(A*A)v = Ac®v = o Av.

Azt kell még belatni, hogy Av # 0. Ehhez tegyiik fel indirekte, hogy Av = 0. Ekkor v = L (A*A)v = L A*(Av) =0,
ellentmondés

Megj.. A fenti éllitasban a pozitiv szingularis értékek multiplicitasai is ugyanazok.
Biz.: Az %A leképezés az A* A o%-sajatalterét az AA* o2-sajatalterébe, az %A* pedig az utobbi teret az elébbi térbe
viszi. A két leképezés megszoritasa a o2-sajatalterekre inverzei egymasnak.
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2.3. SVD

Nemnégyzetes matrixok f6atloja. Egy m x n-es méatrix f6atloja az (1,1),...,(k, k) poziciokbol all (ebben a
sorrendben), ahol & = min(m,n).

2.3.1. A {6 lemma

Lemma:. Legyen A egy m xn-es komplex (valos) matrix. Ekkor léteznek olyan M’ m x m-es, illetve M n x n-es unitér
(valés ortogonalis) matrixok, amelyekre M'* AM az az m x n-es ¥ méatrix, amelynek a fsatlojaban A szinguldris értékei
helyezkednek el nem névekvs sorrendben, a tobbi helyén pedig 0 4ll. Azaz ha A szingularis értékeia oy > 09 > ... > 0y
szamok, akkor M'* AM vagy

01
01 01 02
g2 02

) . vagy
. o

On On

alaku, aszerint, hogy m < n, m = n vagy m > n.

Biz. Az n X n-es pozitiv szemidefinit A* A méatrixnak sajatvektoraibol all6 ortonormalt bazist vesziink, a sajatértékek
szerint nem névekvs sorrendben. Az erre a bazisra valo attérés matrixa egy olyan M unitér (ortogonalis) matrix, amire
M*A*AM az a D diagonalis métrix, amelynek a f6atlojaban a o? elemek éllnak. A D = (AM)*(AM) diagonalita-
sabol kovetkezik, hogy az AM matrix oszlopai ortogonalis rendszert alkotnak. A diagonalis elemek az oszlopvektorok
hosszénak négyzetét adjék: a j-edik oszlop hossza ,/7;. Legyen r az A métrix rangja, azaz a nem 0 szingularis értékek
szdma (multiplicitassal). Legyen M’ egy olyan m X m-es unitér (ortogonalis) matrix, amelynek els6 r oszlopa AM
els6 r oszlopa 1 hossztara normalva. Ekkor, mivel AM tovabbi (r + 1-edik, stb.) oszlopai 0-k, AM = M'Y’ és igy
M'""AM =Y.

2.3.2. Redukalt SVD

Tétel:. Legyen A egy m x m-es komplex (valds), legyen A rangja r és legyen ¥ az az r x r-es diagonalis matrix,
amelynek a f6atlojaban A pozitiv szinguléris értékei vannak nem noévekvs sorrendben. Ekkor léteznek olyan U’ m x r-
es, illetve U n x r-es hogy U’ oszlopai ortonormalt rendszert alkotnak (azaz U*U’ = I.), U oszlopai is ortonormaélt
rendszert alkotnak (azaz U*U = I,.), és

A=U'XU".

Biz.: Legyen ¥/ = M'*AM a lemma szerint. Ekkor A = M'Y/M*. Legyen U’ az M’ métrix elsé r oszlopabol 4ll6
m X r-es matrix, U pedig az M matrix elsé r oszlopabol n x r-es matrix. Legyen U’ illetve U maradéka 17, illetve T

Ekkor 5 - -
B 0 * _ * B , "
A= (U" | T’)w%w'z | 0) (7] =U'zU".

2.3.3. Teljes SVD

A= MY M*

a f6 lemma szerint.

2.3.4. Egyértelmiiség kérdése

Legyen A = U'XU*, ahol X r x r-es diagonalis matrix pozitiv 4tlos elemekkel nem névekvd sorrendben, U’ m X r-es
U pedig n x r-es, amelyekre U*U’ = I,., U*U = I,.. Ekkor

A*A=UXU™U'SU* = UX*U*,

igy

% = U*A*AU.
Ez csak ugy lehet, hogy U matrix oszlopai az A* A méatrix nem 0 sajatértékeihez tartozo sajataltereinek baziselemeibdl
all. (Egészitsiik ki U-t egy nxn-es unitér matrixsza az A* A magjabol vett oszlopvektorokkal. Ez a matrix diagonalizélja
az A* A matrixot, igy oszlopai A* A sajatvektoraibol 4ll6 béazis C"-ben (illetve R™-ben).) Hasonl6an,

2 = U™ AA*U,
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ezért az U’ métrix oszlopai az AA* méatrix nem 0 sajatértékeihez tartozo sajataltereinek béziselemeib6l all. Kovetke-
zésképpen, ha A pozitiv szinguléris értékei kiilonbozok, akkor U és U’ az oszlopok egységszerese erejéig egyértelmi.

2.3.5. Példa

2.3.6. SVD 6nadjungalt matrixokra

A* = A esetén a szingularis értékek A sajatértékeinek abszolut értékei multiplicitassal). Ha

A
A2
A=U _ U,
An
ahol U egy n x n-es unitér matrix és [A;| > [A2] > ... > |\,], akkor A egy lehetséges SVD-je

A1
A :
A:U . U 9
|Anl

ahol U’ i-edik oszlopa U i-edik oszlopanak +1-szerese, aszerint, hogy \; > 0 vagy \; < 0.

2.4. Kapcsolat a polaris felbontassal
2.4.1. Neégyzetgyok

All.:. Ha A egy n x n-es pozitiv szemidefinit métrix, akkor 3! olyan B n x n-es pozitiv szemidefinit matrix, amelyre
A = B? (jel.: B =+/A). Ha A valos, akkor B is valos. Ha A pozitiv definit, akkor B is az.

Biz.: Legyen U egy olyan unitér (valos esetben ortogonalis), méatrix, amelyre D = U* AU diagonalis (nemnegativ ele-
mekkel). Legyen tovabbéa B’ az a diagonalis matrix, amelyre D-bdl agy kaphato, hogy elemeit kicseréljiik a nemnegativ
négyzetgyokiikre. Ekkor B’ valés, pozitiv szemidefinit és B'?> = D. Igy B = UB'U* is porzitiv szemidefinit, tovabba

B? = UB'U*UB'U* = UB'*U* = UDU* = A.

Az egyértelmiiséghez: Legyen A = B? és v az A matrixnak egy sajatvektora A sajatértékkel. Mivel V-nek van B
sajatvektoraibol allo bazisa, v felirhaté B matrix néhany linearisan fiiggetlen sajatvektoranak osszegeként: v = Zle Vi,

ahol B’UZ' = )\Z"Ui, Ekkor
‘ ¢
Z)\v,; =X\ =Av = B% = Z)\fvi.
i=1 i=1

Ez a vy,...,v, vektorok linearis fiiggetlensége miatt csak tgy lehet, hogy A2 = X\ (i = 1,...,/), ami viszont B
szemidefinitsége miatt azt jelenti, hogy A\; = v/, és igy Bv = V. Legyen uy,...,u, az R™-nek egy olyan bazisa, ami
az A matrix sajatvektoraibol all. A fenti gondolatmenetet alkalmazzuk v = w1, v + v, ..., v = u, helyettesitéssel. Azt

kapjuk, hogy ha Au; = \ju;, akkor Bu; = v/ A\u;, tehat B tényleg egyértelmtien meghatarozott.
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2.4.2. DPolaris felbontas

Tétel:. Tetszbleges n x n-es komplex (valos) A matrix felichato PM alakban, ahol M egy n x n-es unitér (ortogonalis)
matrix, P pedig egy n X n-es pozitiv szemidefinit komplex (valés) matrix. A felbontasbeli P matrix egyértelmd, és ha
A invertalhato, akkor M is egyértelmi és P pozitiv definit.

Megj: 1 dimenziés eset: komplex szamok felbontasa re’? alakban.

Biz. Létezés: sziikség esetén "parnazzuk ki" A szingularis érték szerinti felbontasat: A = U'SU*, ahol U és U’ n x n-
es unitér (ortogondlis) matrixok, ¥ pedig egy n x n-es diagondlis nemnegativ elemekkel. Legyen P = U'SU'" és
M =U'U*.

P egyértelmtisége: AA* = PMM*P = P?, igy P = \/AA*. Ha A invertalhato, akkor P is az és M = P~ ' A,

Megj.:. Hasonléan, A felirhaté6 M'P’ alakban, ahol M’ unitér és P’ pozitiv szemidefinit. P’ = P akkor és csak akkor
teljesiil, ha A*A = AA*, azaz ha A normalis.

2.5. Alacsony rangu kozelitések
2.5.1. Matrixok Frobenius-normaéaja
Def.. Legyen A egy m X n-es komplex métrix. Ekkor

m n

D> i

i=1 j=1

1Al =

Tulajdonképpen az m - n dimenzids tér euklideszi normaja.
Hasznos megadas:. HAH2 = A*A nyoma.

All.. A m x n-es matrix, B m’ x m-es amelynek az oszlopai ortonormalt rendszert alkotnak (azaz B*B = I,), C
pedig n x n'-es, amelynek a sorai ortonormalt rendszert alkotnak (azaz CC* = 1,,), = ||BA| = || A]| = ||AC||
Biz.: Ha A oszlopai a',...,a", akkor BA oszlopai Ba',..., Ba™, és mivel B a C™ (vagy R™) standard bazisat B
képterének egy ortonormalt bazisaba viszi, B egy izometria C™ (R™) és B képtere kozott, igy |Ba’|? = |a’|?. Ezért
IBA|” = Y |Ba?|2 = 3. |a?|? = ||A|l. A mésodik egyenldség ebbsl A — AT, B «— CT helyettesitéssel adodik.
Masik biz.:

|BA||> =tr A*B*BA = tr A" I,,A = tr A*A = ||A|*.

2.5.2. Az Eckart-Young—tétel

Tétel:. Legyen A egy m X n-es komplex (valos) r rangi méatrix az A = U'XU* szingularis érték szerinti felbontassal.
Ekkor tetszéleges 0 < k < r-re
U/(k)z(k)U(k)*

a A-hoz a Frobenius-normaban (az egyik) lehets legkozelebbi olyan m x n-es matrix, amelynek a rangja legfeljebb k.

Ttt U®), illetve U'™ U, illetve U’ els6 k oszlopabél allo részmatrixa, ©%) pedig ¥ bal felss k x k-as része. A kozelités
hibaja

ahol o1 > 09 > ... > 0, az A matrix szingularis értékei.
Biz.: Legyen ¥ = M'*AM, mint az SVD f§ lemmajaban. (Ezen beliil M, illetve M’ az U, illetve U’ métrixok
kiegészitése négyzetes unitér matrixra.) Tegyiik fel, hogy B egy m x n-es matrix. Ekkor

|B—A| =||M"(B—-AM| =|M"BM-M"AM| = ||M"*BM - |
Legyen By = UM n®my®* Az SVD-tétel befejezé bizonyitasdhoz hasonlé gondolatmenettel lathato, hogy By =

M'S" B 01 ahol /%) az az n x n-es métrix, ami X(*)-bol ugy kaphatd, hogy az utols6é n — k diagonalis eleme helyébe
0-t frunk. Innen M"*BoM = 2'®) s igy

|Bo— Al = +/|[M"*BoM -
= VIS -




Ha B rangja < k, akkor, mivel M’" és M invertalhaté matrixok, M'* BM rangja is < k. Az M'* BM helyébe C-t irva
elég tehat belatni, hogy ha C rangja legfeljebb k, akkor ||C — E’||2 > > 4107 Ha C rangja legfeljebb k, akkor C
bal fels§ r x r-es részének a rangja is legfeljebb k, tovabba C' — ¥ norméja legalabb akkora, mint az bal felsé r x r-es
részéé. Igy elég a kovetkezd allitast igazolni:

All.. Legyen D az az r x r-es diagonalis matrix, amelynek atlos elemei a ju1 > ... > p, pozitiv valés szamok, legyen
C egy 0 < k < rrangi r x r-es (komplex) matrix. Ekkor

lc-DI* = Y 42

i=k+1

Biz.: Legyen W = ker C és legyen w1, ..., w,_j, a W altér egy ortonormalt bazisa, mig w,_py1,...,w, a W+ egy
ortonormélt bézisa. Legyen U; a wi, ..., w,_j oszlopvektorokbdl &llé6 métrix, U, pedig a wy—_gy1,...,w, oszlopokbdl
allo. Ekkor az U = (U1|Usz) r X r-es matrix unitér, igy

|C— Dl = |U*(C - DU”‘H% (€ - D) (U\0R)

|G

osc—n)) (U1l2)

‘ _ ‘ (U3 (C — D)UUF(C — D)U3
~ |\\Ts(c —D)uus(C - D)U3

Igy az a norma legalébb akkora, mint a bal fels6 Uy (C' — D)U, részmétrix normaja. Mivel a W altéren C' megszoritasa
0 igy CUy = 0, ezért Uy (C — D)Uy = Uy DUy, tehat

|C = DIl = |U7 DU .

Belatjuk, hogy |\U1*DU1H2 > 3, 41 u?. Ehhez a Frobenius-norma nyomos megadésat és a nyom tulajdonségait
hasznéljuk.

|Us DUL||* = tx (UF DUY) (U DUY)* = tr Uy DUy = tr Uy U D? = > Biapi?,

ahol a (8;;) = B = U U{. Itt B* = B és B? = I, igy B egy ortogonalis projekcié. B rangja = U; rangja = n — k.
Tehat 0 < G;; < 1 és 22:1 Bii = 1. Ezek mellett a feltételek mellett a 22:1 ﬂ“,uf akkor lesz a legkisebb, ha a
511 = ... :ﬁkk :O, a tobbi 1.

2.5.3. LSI alapt keresés

Kerestkérdés ~ dokumentum ~ A sorai. Ha w A egy sora, a legjobb Frobenius-normaban koézelité A’ matrixnak a
megfelels sora nem mas, mint w merdleges vetiilete az A’ sorai altal generalt altérre.

Ennek megfelels eljaras az, hogy a keresskérdéshez tartozo (dokumentum-tipusi) sorvektort levetitjiik az A’ matrix
sorai altal generalt altérre.

2.6. A QR-felbontas

Felbontas A = QR alakban, ahol @@ m x m-es unitér (ortogonalis) és R m x n-es fels6 haromszog alaka: R = (r;;),
ahol r;; = 0, ha 7 > j.

2.6.1. Gram-Schmidt ortogonalizaciéval

Tegyiik fel az egyszertiiség kedvéért, hogy A négyzetes (n x n-es) nemelfajulé matrix. Alkalmazzuk a Gram-Schmidt—
eljarast az A*A (pozitiv definit) n X n-es métrixra, mint Gram-méatrixra: G*A*AG = I, ahol G a Gram-Schmidt
béziscsere métrixa. Emlékeztetsil: az eljaras els§ fazisban egy eredeti baziselemet nala kisebb indexti baziselemek
linearis kombinaciojanak hozzaadasaval modositjuk, majd a masodik menetben normaljuk. Ezért G egy n x n-es fels
haromszogmatrix: egy j indext 1 baziselem az ¢ < j indexti régi baziselemek linearis kombinécioja. Az G*A*AG =1
egyenlGség azt jelenti, hogy az AG n x n-es métrix oszlopai egy ortonormélt rendszert alkotnak, ezért a Q = AG
matrix unitér. Legyen R = G~! az inverz bazistranszformacié. Ekkor R is fels§ haromszdgmatrix alaka: Ha vy, ..., v,
a standard bézis és wy, ..., w, a Gram-Schmidt-féle ortonormalt bazis az (u,v) = (Au, Av) formara vonatkozoan,
akkor 7;; = (w;,vj) = (w;, Av;) = (w;,a’), ahol o/ az A métrix j-edik oszlopa.

2.6.2. Householder-tiikrozésekkel

Hipersikra tiikrozés:. 0 # u rogzitett,

*
Tu:vl—>v—2(u’v)u:v—2u L
(u,u) uru

ér (valos esetben ortogonalis) matrix.

Azaz 7,
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Alkalmas tiikrozés. Legyen v, w két nem 0 vektor. Ekkor van olyan tiikrozés, amely v-t w egy skalarszorosaba
[v] [v]

viszi: legyen u = oW — v, €z merdleges v és w szogfelez6 hipersikjara, igy 7,v = Tl W
1
0
Elsé oszlop. Legyenek A els§ oszlopa a'. Ekkor ha a' # 0, akkor a v = a! és a w = | . | vektorok szogfelezs
0
«a
0
hipersikjara valo 7 tiikrézés az a' vektort egy | . | alaki vektorba viszi. Tehat a 7| tiikrozés T unitér matrixaval
0
balrél szorzas A els oszlopaban kinullazza a f6atlo alatti elemeket:
* *
1A= A

alaki, ahol A’-nek eggyel kevesebb sora és oszlopa van. (Ha a! = 0, akkor T} = I.)

Rekurzié. A jobb als6 A’ blokkraja. A rekurzioban soran felleps T} (n — 1) x (n — 1)-szeres unitér szorzomatrixokat
(i =2,...) blokk-diagonéalisan kiegészitjiik egy bal fels§ 1-essel:

1

Végeredmény:. T, ---To0T1A=R, A=QR,ahol Q =T1T---T,

Egyértelmiiség:. Akkor, ha A oszlopai linearisan fiiggetlenek, és amellett a megszoritas mellett, hogy R diagonélis
elemei pozitiv valés szamok.

Valtozat:. AP = @R, ahol P permutéciés matrix és R fels§ delta alaki: valamely k indexre r;; # 0, ha j < k;
r;j = 0hai > j vagy hai > k. Az eredeti médszer azzal, hogy amint csupa 0 maradéku oszlopra bukkanunk, kicseréljiik
egy olyannal, aminek a maradéka nem csupa 0 (ha van ilyen oszlop).

Alkalmazas:. A determinénsa, rangja, képtere meghatarozasa. Numerikusan stabilabb, mint a Gauss-eliminécio
vagy a Gram-Schmidt—ortogonalizacié. LSI-ben is hasznalhat6é, SVD-tipusu kozelitések helyett bizonyos esetekben
viszonylag tlirhets, gyorsan szamolhaté alacsony rangu kozelitést tesz lehetGvé.

QR-algoritmus:.

Al = A
A1 = @Q1R;, ahol Q; unitér (ortogonalis), R; fels¢ haromszog.
A; = Q;R;, ahol Q; unitér (ortogonalis), R; fels6 haromszog.
Aiq1 = RiQi
Aiy1 = Qity1Riq1, ahol Qi1 unitér (ortogonélis), R;11 fels6 haromszog.

Eszrevétel:
A = Q7 AQs,

az Ay, Asg, ..., A;, Ajyq, ... matrixoknak ugyanazok a sajatértékei. Alkalmas feltételek mellett fels¢ haromszogmatrix-
hoz konvergal, az atloban a sajatértékekkel. Pl. ha A pozitiv definit valos szimmetrikus, a hatarérték diagonélis, sét,
a Q;-k szorzatanak hatarértéke diagonalizalja A-t. Az eljarasnak tobb javitott véltozata van.

38



Kézenfekvs diagonalizalé modszer:. A sajatértékei a karakterisztikus polinombdl, sajatvektorok linearis egyen-
letrendszerekkel: nem elég gyors és nagyon érzékeny a numerikus hibakra.

2.7. Az SVD kozelit6 kiszamitasarol

Alapvetd észrevétel:. A m x n-es, T m X m-es unitér, T’ n X n-es unitér:
SVD A-ra «— SVD TAT'-re

Altalanos médszer

Els6 menetben A-t Householder-tiikrozésekkel balrél-jobbrél szorozva bidiagonalis alakra hozzuk: LegelGszor egy
tiikkrozés matrixaval valo balrdl szorzassal elintézziik, hogy az els6 oszlop f6atlo alatti elemei 0-k legyenek, majd jobbroél

egy
1

T/

alakt matrixszal szorozzuk, ahol T’ egy olyan alkalmas tiikrozés matrixa, amely az els6 sor masodik, harmadik, stb.
koordinataibol allo n — 1 hosszu sorvektort az (1,0,...,0), szintén n — 1 hosszt vektorba képezi. Ezzel elérjik, hogy
az els6 oszlopban harmadik elemtdl kezdve csupa 0 alljon:

* ok
* * ok
* * ok

Ezutan a masodik oszlopot, majd a mésodik sor vessziik hasonlé moédon kezelésbe, és igy tovabb. Végeredményiil egy
bidiagonalis — szintén A = (a;;)-vel jel6lt — métrixot kapunk:

EE
* % %
* % %
B= ;
* ok %
* %

azaz b;; = 0, ha |i — j| > 1. Masodik menetben a QQR-algoritmus alkalmas valtozatat hasznéljak A*A sajatértékeinek
meghatarozasara. Az algoritmus sordn vigyazni kell a tridiagonalitds megs@rzésére, igy tiikrozések helyett bizonyos
forgatésokat hasznélnak.

Lanczos-tipusii modszerek ritka matrixokra

Lanczos-eljaras:. Szimmetrikus (6nadjungalt) matrix tridiagonalizalasa n-darab matrixxvektor szorzassal. Ha a

matrix ritka vagy két ritka szorzata (mint pl. A*A, ha A ritka), akkor nagyon megéri.

Lanczos-tipust mddszerek:. Ritka A-ra (ilyenek meriilnek fel LSI esetén) A*A tridiagonalizélaséra a Lénczos-
eljaras valtozatai. Aztan a tridiagonélis matrix sajatértékeire/sajatvektoraira QR-algoritmus valamely valtozata.

2.8. Az SVD néhany tovabbi alkalmazasa

2.8.1. Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

Az = 0 megoldasa, azaz ker A szamitasa.
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Emlékeztets:. A*A rangja ugyanaz, mint A rangja, igy ker A* A = ker A.

Teljes SVD:.
A= MY M*,

itt M azon oszlopai, amelyekre ' megfelels sora 0, a ker A*A = ker A egy ortonormaélt bazisat adjak.

2.8.2. Pszeudoinverz

Moore-Penrose—féle pszeudoinverz:. Az A egy m X n-es komplex (valés) matrix pszeudoinverze egy olyan A™
n x m-es komplex matrix, amelyre

e AATA=A,

o ATAAT = A+

e AAT 6nadjungalt,
e AT A tnadjungalt.

All. (pszeudoinverz az SVD-bél):. Ha A (redukilt) SVD-je
A=U'SU",

akkor
A =Uuxs'u”

egy pszeudoinverze A-nak.
Biz.: Felhasznaljuk, hogy U*U = U*U’ = I,.. Innen

AA =U'sUrUSTIU = U'U
és
AA=Ux"U"U'SUr = UU™.
(Vigyazat, altalaban ha pl. r < n, akkor UU* # I,,.)
o ANVA=U'U*A=U0'U*U'SU*=U'SU* = A.
o ANAA' = AU'U = UL IUU'U* =UX U = A
(AA))* = (U'U™)* =U'U™ = AA.
(AA)* = (UU*)* =UU* = A'A.

Lemma. Legyen A" egy pszeudoinverze A-nak. Ekkor AAT a C™ tér merdleges vetitése A képterére, AT A pedig a
C™ tér mersleges vetitése A* képterére.

Biz.: (1) AA* énadjungalt és (AA1)?2 = AAT, igy AAT ortogonalis projekcié. AAT képtere nyilvin benne van A
képterében. A forditott tartalmazas az A = (AAT)A egyenlGségbdl 1athato.

(2) Hasonl6an, A* A is mer6leges vetités. AT A énadjungaltsdga miatt AT A = A*(AT)*, igy AT A képtere benne van
A* képterében. Mivel A = AATA, AT A rangja legalabb akkora, mint A rangja, ami egyben A* rangja is, tehéat a két
képtér megegyezik.

All. (pszeudoinverz egyértelmiisége):. At és A’ két pszeudoinverze A-nak = A’ = A+,
Biz.: A lemma miatt AAT, akircsak AA’ az ortogonalis projekcié A képterére, tehat AA’ = AAY. Hasonléan, A’A =
AT A Ezért A’ = A/AA" = A/AAT = ATAAT = AT,

Koév.:. Ha A = U'SU* az A métrix (redukélt) SVD-je, akkor A pszeudoinverze At = UX~1U’*. Ha A valos, a
pszeudoinverze is valés.

Példa. Legyen A =

— =
— =

1
%

. Ekkor A SVD-je A = % V6 (% L) , ezért
V3

1
L\ 1 1
N o1 1) _1l,r
A <\}§> 6(¢§ 73 ﬁ) s



. (0 1 <4 (0 0) . . (1 .
Példa. Legyen A = (O O> . Ekkor A*A = (0 1) , igy A SVD-je A = <0) 1 (O 1) , ezért

A+:<(1)>1(1 0):((1) 8):A*.

HF. (A")T = A.

HF. (A")T = (A")*.

HF. AT rangja — A rangja.

HF. Ha A invertalhat6 négyzetes matrix, akkor A™ = A~L.

HF. Ha A egy merdleges vetités (négyzetes) méatrixa, akkor AT = A.

Példa. Legyen

nem vetités, igy (AB)T # BA = BT A*. Valojaban AB szingularis érték szerinti felbontasa:
1 1
AB= |2 | —=(1 0),
(&)

(AB)* = (é) V2(J5 J5) =2BA.

igy

Magtér meghatarozasa. AT A merGleges vetités A* képterére, I — AT A meréleges vetités A magjara. Igy I — AT A
oszlopai ker A egy ortonormalt bazisat adjik. Ez is hasznalhato homogén lineéris egyenletrendszerek megoldésara.
Biz.: Az [ — A" A az ortokomplementer altérre valo vetités, tehat a bizonyitashoz az hidnyzik még, hogy A* képtere
A magjanak ortokomplementere. Az (A*v, w) = v* Aw = (v, Aw egyenl&ségekbdl azonban ez konnyen adodik.

2.8.3. Legkisebb négyzetek

Az = b kozelit6 megoldasa a legkisebb hibaval (négyzetosszeg-értelemben):
|Az — b|*> — min

Tétel:. Ha A pszeudoinverze AT, akkor x = ATb minimalizélja az |Ax — b|>-t.
Biz.: Legyen W = A képtere. Bontsuk fel b-t by + by alakban, ahol by € W, b; € (AC™)* Ekkor by a b vektor merdleges
vetiilete W-n. Létezik olyan xg, amelyre by = Axg. Ekkor

|Az — b]? = |Az — Axo + Az — b)? = |A(z — 20) — 01> = |A(z — 20)|* + |b1]?.

Itt az utolso egyenldség abbol kovetkezik, hogy A(z — zo) € W és by € W, tehat a két vektor meréleges egymasra.
Ezért az |Ax —b|? mennyiséget pontosan azok az x vektorok minimalizaljak, amelyekre Az = by. Az altalanos inverznél
bizonyitott lemma miatt AAT a W térre valé merdleges vetités, igy by = AATH, tehat az optimumot megvalésité
vektorok az Ax = AATb egyenlettel jellemezhetsk, és igy @ = ATb tényleg optimumot ad.

HF. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor egyértelmii az optimélis x, ha A oszlopai lineérisan fiiggetlenek.
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2.8.4. Képvektorhossz-minimalizalas ("total least squares")

Az = 0 kozelitd megoldésa a legkisebb hibaval |z| = 1 mellett:

|Az|?> — min, feltéve |z| = 1.

Legyen vy, ...,v, AT A sajatvektoraibol 4ll6 ortonormélt béazis, a megfelels sajatértékek (tehat A szinguléris érté-
keinek négyzetei) o > ... > 02. Legyen = = 3 ayv;, ahol Y |o;|? = 1. Ekkor

|Az|? = (Az,Ax)
= (x,AT Az)

(Z V5, Z aia?vi)
> ofail?
> lail?o}

2

= 0o

vV

n’

tehat az elérhetd optimum o2, ami az x = v,, vektornél fel is vétetik. Amennyiben 0,1 > o, akkor az optimaélis =
skalarszoros erejéig egyértelm.

42



3. Nemnegativ matrixok

3.1. Jelolések:

/

g M

Legyen v = [ : | ésv' = | i | valés vektorok, tovibba A = (a;;) és A’ = (a};) n x n-es val6s métrixok.
Tn Tn

ev>0hay;>0(j=1,...,n)

ev>0hay;,>0(j=1,...,n)

e A>0,haa;; >0(i,j=1,...,n)

(] A>O,haaij>0(i,j:1,...,n)

v > (illetve v > v’), hav—v" >0 (v -2 > 0)

o A> A (illetve A> A'), ha A— A’ >0 (A— A" > 0)

3.2. Elemi észrevételek

e A>0<% Av > 0 minden v > 0 vektorra.

A > 0% Av > 0 minden 0 # v > 0 vektorra.
e A>A v>0v = Av > Alv.

e A>A ,B>DB = AB> A'B.

3.3. Spektralsugar

Def.:. Az A = (a;;) négyzetes valos vagy komplex matrix spektralsugara (jel.: p(A)) A legnagyobb komplex
sajatértékének abszolut értéke.

g1
Def.:. Ha A= (aj;) >0,ésv= | : | >0, akkor legyen

Tn

n
pi(A) =max{r |r € R, Av > rv} = min Zaijl]_ li=1,...,n,,

=1 "

ahol a 0 nevezgji tortet +oo-ként értelmezziik. Legyen végiil
p'(A) =sup{p,(A) | 0#v >0} =sup{p,(A) | v=>0,]v| =1} = max {p,(4) | v >0, [v] =1}.
Itt az elsG egyenlGség azért teljesiil, mert p] (A) ugyanaz marad, ha v-t kicseréljiik egy pozitiv skalarszorosaval, a
méasodik pedig azért, mert a {v | v > 0, |v| = 1} halmaz kompakt.
3.3.1. A két definici6é egyenértékiisége

All.:. 0< A< A esetén p/(A) < p/(A).
Biz.: Minden v > 0-ra p/,(A) < pl (A").

All.:. Legyen B = (b;;) komplex, A = (a;;) pedig nemnegativ valés n x n-es matrix, hogy |b;;| < a;;. Ekkor

p(B) < p'(A),
specialisan p(A) < p'(A).

i1

Biz.: Legyen ) egy sajatértéke B-nek és legyen v = | : | egy megfelel§ sajatvektor: v # 0 és Bv = Av. Ekkor az
Tn

i-edik koordinétét felirva i = 1,...,n-re \y; = Z;’Zl bij7y;, €S innen

n n n
Ml = 1> bigsl <D bl <7 asll,
j=1 =1 =1
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igy

[A] < min Zaij ||:1]| li=1,...,np =p, (A) <p/(A),
j=1 '

[71]

|72|
ahol w = .
[Vnl

All:. Tegyiik fel, hogy A > 0 és 0 # v > 0 egy olyan vektor, amelyre Av > p/(A)v (azaz pl(A) = p'(A)). Ekkor
Av = p'(A)v.

Biz.: Legyen p = p'(A). Tegyiik fel, hogy Av # pv. Ekkor w = Av — pv > 0, w # 0, igy A > 0 miatt Aw > 0, és ezért
0 < Aw = A(Av) — p - (Av), azaz A(Av) > p- (Av). De ez azt jelenti, hogy o'y, (A) > p, ellentmondés.

Kov.:. Ha A > 0, akkor van olyan 0 # v > 0 vektor, amelyre Av = p/(A)v. Kovetkezésképpen p(A) = p/'(A).
Biz.: Tudjuk, hogy p = p! (A) valamely 0 # v > 0 vektorra. Az el6z6 allitas alkalmazhato.

All.:. Ha A >0, akkor van olyan v > 0 vektor, amelyre Av = p/(A)v. Kovetkezésképpen p(A) = p/(A).
€ ... €

Biz.: Legyen 1 > ¢ > 0-ra A, = A+

€ N €
Ekkor A, > 0 és tetszéleges 0 # v > 0 vektorra

Pu(A) < pi(Ae) < iy (Ar),

ahol Ay =A+ |1 . gy

P (A) < p'(Ae) < p'(Ay).

Az el6z6 allitas miatt van olyan v, vektor, amelyre |v.| = 1, v > 0 és Acv. = p'(Ae)ve. Mivel mind a v, vektorok, mind
a p'(Ac) szamok egy-egy kompakt halmazbol vannak, kivalaszthat6 egy olyan €; j = 1,2, ..., sorozat, hogy ¢; — 0 és
a v, sorozat is konvergal valamely v vektorhoz, tovabba p'Ej is konvergal valamely p’ szamhoz. Nyilvan v > 0, |v] =1
és p’ > p(A). Minden j-re

AEj Ve; = P/(Ae,- )U€j7

igaz marad az egyenlSség a Ac, — A, v, — vj, p' A, — p’ hatardtmenettel:

Av = plu.
De ekleor o/ = |¢/] < p(A) < /(4).
3.3.2. Alsé és felsd korlatok
All.:. Ha A> 0, akkor
min Zawh—l, ,n < p(A) < max Zamh—l, ,n
Jj=1 Jj=1

"
Biz.: Fels6 korlat: Legyen 0 #v = | : | > 0 olyan vektor, amelyre p| (A) = p(A). Legyen ig olyan index, amelyre a

Tn

Vi, az Osszes y; érték koziil a legnagyobb. Ekkor

n n n
p(A) =pl(A) < Zaioj% < Zaioj < maX{ZaU |i=1,...,n}.
j=1 =1 j=1
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Alsé6 korlat: Legyen v = | @ |. Ekkor

pr(A) = min Zai]— li=1,...,np,
j=1

Ko6v.:. Ha A > 0, akkor

n n
min{Zaij |j:1,...,n} < p(A) SmaX{Zaij |j:1,...,n}.
i=1

i=1

Biz.:p(AT) = p(A) (ugyanaz a karakterisztikus polinom).

"
HF. Legyen | : | > 0. Mutassuk meg, hogy A > 0 esetén
Tn
n ,7 n "Y
. J . J .
min a;i—|i=1,...,n p < p(4) <max a;—~|t=1,...,n
Z:zj,yi| p() Z:Z]i|
Jj=1 j=1
Javaslat: Legyen
"
Y2
D =
’YTL

és A = D YAD. Ekkor, mivel A és A’ hasonlé matrixok, p(A) = p(A’). Akalmazzuk a fent bizonyitott sordsszeg-
becsléseket az A’ matrixra.

3.4. Pozitiv matrixok — Perron elmélete

Ebben a részben A > 0.

All:. p(A) > 0.
Biz.: A legkisebb sorosszeg alsé korlat.

All:. Leétezik pozitiv sajatvektor p(A) sajateértékkel.

Biz.: Tudjuk mér, hogy van 0 # v > 0 vektor, amelyre Av = p(A)v. Mivel A > 0, Av is > 0, igy v = ﬁAv > 0.

All:. A p(A) sajatértékhez tartozo pozitiv sajatvektor skalarszoros erejéig egyértelmi.
" "
2 Legyenwv = | [ >0é v = | ! | > 0két sajatvektor. Legyen p = min{% | ¢ = 1,...,n}. Ekkor
/
7n Py'n,
w= (v — pv) > 0, de w ¥ 0, ugyanakkor p(A)w = Aw. Utébbi > 0, ha w # 0, igy csakis w = 0 lehetséges, azaz
v = .

Bi

N

HF. Mutassuk meg, hogy ha 0 # v/ > 0 egy nemnegativ sajatvektora A-nak A\ € C komplex sajatértékkel, akkor
A=p(A).
Javaslat: Elgszor lassuk be, hogy v/ > 0 és A > 0, majd az el6z8 gondolatmenethez hasonléan jarjunk el.
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71

All.. Ha X komplex sajatértéke A-nak, amelyre |A| = p(A) és v = | : | egy A sajatértékhez tartozé komplex
Tn

sajatvektor, akkor A = p(A) és v egy pozitiv vektor komplex skalarszorosa.

Biz.: Tetsz6leges i = 1,...,n-re

n n
p(A)vil = Ml = D aiv| < agll,
j=1 j=1

7|
tehat a 0 # w = : nemnegativ elemi vektorral Aw > p(A)w = p'(A)w. Egy korabbi allitds miatt w egy nemne-

| Vnl
gativ sajatvektor p(A) sajatértékkel, igy sziikségléppen pozitiv is. Az abszolut értékekre vonatkozo egyenlStlenségben

akkor és csak akkor van egyenlGség, ha az Gsszes y; egy irdnyba mutat: v;/7; pozitiv valos szamok.

All.:. Legyen B egy n x n-es n — 1 rangu valés matrix. Legyen v € ker B, u € ker BT. Ha vTu # 0, akkor B-nek a
BR™ képtérre vett megszoritasa nemelfajulo. Kévetkezésképpen B karakterisztikus polinomjanak 0 egyszires gyoke.
Biz.: A rangra vonatkozo6 feltevés miatt B magjat a v vektor generélja. Elég tehat azt belatni, hogy v ¢ BR™. Tegyiik
fel indirekte, hogy létezik egy w vektor, amelyre Bw = v. Ekkor vTu = (Bw)Tu = w? BTu = 0, ellentmondas.
A karakterisztikus polinomra vonatkozo allitas ugy lathato, hogy a v-bdl és B képterének bazisvektoraibol allo bazisra
valé attérés mutatja, hogy B hasonlé egy
00 ... 0
0 = *
0 * ... x

alaka blokk-diagonélis matrixhoz, ahol a jobb als6é (n — 1) x (n — 1)-es blokk nemelfajuld, ezért a karakterisztikus
polinomjanak 0 nem gydke. B karakterisztikus polinomja ezen blokk karakterisztikus polinomjanak és az x polinomnak
a szorzata.

Kov.:. A karakterisztikus polinomjanak p(A) egyszeres gyoke.
Biz.: Legyen v > 0, amelyre Av = p(A)v és u > 0, amelyre ATy = p(A)u. Ekkor uv > 0 és alkalmazzuk az el6z6
allitast B = A — p(A)I-vel.

"
k
Tétel:. (ﬁ) egy egy rangl méatrixhoz konvergal. Kovetkezésképpen minden ug = | . | vektorra az ugyy =

Tn

normalt(Auy) egy uo-tol fiiggetlen vektorhoz konvergal, ahol normélt(v) := ﬁv.

Késébb bizonyitjuk, dltalanosabban.

3.5. Irreducibilis matrixok — Frobenius elmélete

Def.. A > 0 n x n-es matrix reducibilis, ha léteznek i, ...,4 indexek (0 < £ < n), hogy a;,; =0 j & {i1,..., %}

A

hozhato:

1 (A A
P AP_<O 22,

ahol valamely 0 < £ < n-re Aj; egy £ X l-es A1s egy £ X (n — £)-es, Aso pedig egy (n —£) x (n — £)-es matrix.

Azt mondjuk, hogy A irreducibilis, ha nem reducibilis.

Grafos atfogalmazas.. Legyen A > 0 n X n-es matrixhoz G4 az az n pontu irdnyitott graf az {1,...,n} csucshal-
mazon, aminek az élei azon (j,i) parok, amelyekre a;; > 0. Ekkor A reducibilitdsa azt jelenti, hogy a G4 cstcsainak
feloszthatok két részre ugy, hogy az elsd részbol a masodikba nem megy él (a mésodik részbdl az els6be még mehet.)

Példak.. Reducibilisek:

100 11 1
01 0], 111
00 1 00 1
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Irreducibilisek:

010 01 1
00 1), (1 00
100 100

HF. Mutassuk meg, hogy ha A > 0 irreducibilis, akkor AT is irreducibilis.

HF. Haegy A > 0 szimmetrikus métrix reduciblis, akkor valamely P permutéciés matrixra P~! AP blokk-diagonalis
alaku.

HF. Minimum héany nulla eleme van egy n X n-es reducibilis matrixnak?

All:. TLegyen A >0 n x n-es. Ekkor A irreducibilis < (A 4 I)™ > 0.

Biz. <: "
A11+I * _ (A11+I)n * %0
0 Agpp+1) 0 (Aga + I)™ '

=: Legyen v > 0 és A irreducibilis. (A + I)v = v+ Av pozitiv azokon a helyeken, ahol v pozitiv. Tegytiik fel, hogy v az
i1,...,1¢ helyeken pozitiv és 1 < £ < n. Ha A nem reducibilis, akkor vannak olyan i € {i1,...,i,} és j & {i1,...,%¢},
amelyekre a;; > 0. Ekkor (A+ I)v pozitiv lesz a j-edik helyen. Tehdt (A + I)v t&bb helyen pozitiv, mint v. Igy minden
0 # v > 0 vektorra (A+1)""'v > 0, és ezt A+ I oszlopaira alkalmazva kapjuk, hogy (A+1)" = (A+I)""Y(A+1) > 0.
(Ha A valamely oszlopa (sora) 0, akkor A nyilvan reducibilis.)

Grafos észrevétel. A, B > 0 n X n-es matrixokra G ap csak G4-t0l és Gp-tdl fiigg: a (j,1) par él G 4p-ben, ha van
olyan k € {1,...,n} szam, amelyre az (k,¢) par él A-ban és a (j, k) par él B-ben.

Kov.. (j,1) él G4e-ben < van G 4-ban j-bdl i-be mend ¢ hosszu irdnyitott séta.

Kov.. (j,i) él G(a4r»-ben < van G 4-ban j-bdl i-be mend irényitott t.
Innen:

Irreducibilitas és erGs Gsszefiiggdség. A > 0 irreducibilis < G 4 erGsen Gsszefiiggd.

All.. Ha A > 0 irreducibilis, akkor p(A) > 0.
Biz. A-ban nincs csupa 0 sor és a legkisebb sortsszeg egy alsé korlat.

Eszrevétel:. Ha v sajatvektora A-nak \ sajatértékkel, akkor v sajatvektora (A + I)"-nek is, (X +1)" sajatértékkel.
Speciélisan: ha v sajatvektora A-nak p(A) sajatértékkel (tudjuk, hogy van ilyen v > 0), akkor v sajatvektora (A4 I)"-
nekis, p((A+I)™) = (p(A)+1)™ sajatértékkel. Ha A irreducibilis, akkor tehat alkalmazhaté (A+I)™-re a Perron-elmélet.
Ebbdl adédodan:

Tétel:. Tegyiik fel, hogy A > 0 n X n-es irreducibilis méatrix. Ekkor
e p(A) sajatértéke A-nak;
e p(A) egyszeres gyoke A karakterisztikus polinomjanak;

o létezik A-nak pozitiv sajatvektora p(A) sajatértékkel.

Példa:. Az n hossza ciklusoknak megfelesel$ n-times n-es permutacios matrixok irreducibilisek, mindegyik sajatér-
tékiik 1 abszolat értékd.

HF. Masmilyen permutaciok métrixa reducibilis.

3.6. Konvergencia primitiv matrixokra

Def.:. A > 0 primitiv, ha irreducibilis és p(A) az egyetlen p(A) abszolut értéki sajatértéke.

HF. Ha A > 0 irreducibilis, szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, akkor A primitiv.
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Lemma:. Legyen B egy olyan komplex elemid matrix, amelynek minden sajatértéke 1-nél kisebb abszulit értékd.
Ekkor limy,_.o, B* = 0.

Tétel:. Tegyiik fel, hogy az A > 0 irreducibilis matrix primitiv. Ekkor

()

ahol v A-nak, u pedig AT-nak egy sajatvektora p(A) sajatértékkel, amelyekre u”v = 1 teljesiil.

Biz.: Tudjuk, hogy A —p(A) rangja n— 1, tovabba azt is, hogy v & (A— p(A)I)R", tehat van R™-nek egy olyan bazisa,
amely v-bol és az (A — pI)R™ altér egy bazisabol all. C' az a matrix, amelynek az oszlopai ez a bazis (azaz standard
bazist erre a bazisra cseréls baziscsere matrixa. Ekkor

p(4) B

alakti, ahol p(B) < 1. Az el6z6 lemma alapjan létezik lim(C—' 1= AC)* és ez a hatarérték

p(A)
1
0
alaki. Innen, mivel
1 1

C'——AC)F = (—=A)0),

@ =
azt kapjuk, hogy (ﬁ)k egy, a v vektor altal generalt egy dimenzios altérre térténd (nem feltétleniil merdleges) vetités

matrixadhoz konvergal: létezik P = lim(ﬁ)k, amely P = vu'T alaka (azaz P oszlopai v skalarszorosai) valamely

uw € R" vektorra és P? = P. Az AT matrixra alkalmazva azt kapjuk, hogy PT = Uv'T alaki, tehit P = v'u’

valamely v'-re. Igy v/ a P képterének egy generatora, tehat a v vektor egy skalarszorosa, és hasonloan, v’ az u egy

skalarszorosa. Igy P a vu” matrix egy skalarszorosa, Ez P2 = P és vuTvu” = vu” miatt csakis ugy lehet, hogy

P =vu”.

Ko6v.. Legyen A > 0 irreducibilis Ekkor A primitiv < AF > 0 valamely k > 0 egész szamra.

HF. Tegyiik fel, hogy A = (a;;) > 0 irreducibilis és a;; > 0 valamely i-re. Mutassuk meg, hogy ekkor A primitiv.
HF. Legyen A irreducibilis, de imprimitiv. Ekkor A* reduciblis valamely k > 1 egészre.

HF. Legyen A irreducibilis és primitiv. Ekkor A* irreducibilis és primitiv minden k > 1 egészre.

Példak:. Imprimitivek:

0 10 0 1 1

00 1), (|1 0 0},

100 1 00
primitivek:

0 1 1 1 1 1

10 1), (1 0 0],

110 1 00

3.7. Imprimitiv irreducibilis matrixok

All.:. Legyen B = (b;;) komplex, A = (a;;) pedig nemnegativ valos irreducibilis n x n-es matrix, hogy |b;;| < a;;.
Tudjuk, hogy p(B) < p(A) = p'(A). Tegyiik fel, hogy p(B) = p(A) és A = ¢p(A) egy komplex sajatértéke B-nek, ahol
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lc| = 1. Ekkor B = ¢D~'AD alaki, ahol D komplex diagonélis matrix 1 abszolut értéki elemekkel az &tloban.

71
Biz.: Legyen v = | : | egy A-sajatvektor: v # 0 és Bv = Av. Tetszbleges i = 1,...n-re
In
Al = Nl = Dby | < D aighl,
Jj=1 Jj=1
Iml
tehat a 0 # w = : > 0 vektorral Aw > p(A)w = p'(A)w. Igy w egy (a skalarszoros erejéig egyértelmai)
[n]

pozitiv sajatvektora A-nak p(A) sajatértékkel. Legyen ~; = d;|v;|, ahol |d;| = 1. A fenti képletben az egyenl6tlenségek
egyenldséggel teljesiilnek:

p(A)ldivil = Y bigdsl| =< > aijlyl,
j=1 j=1

ami csak ugy lehet, hogy |b;;| = a;; és a nem-nulla komponensek mind a d; irdnyba mutatnak: ha a;; # 0, akkor
bij/aijd; = d;. Ekkor b;; = d;laijdj, attol fiiggetleniil, hogy a;; > 0 vagy sem, és igy B = D' AD, ahol D 4tl6jaban
a d; komplex szamok &allnak.

Kov.:. Legyen A > 0 irreducibilis, ¢ komplex szam, amelyre |c¢| = 1. Ekkor c¢p(a) akkor és csak akkor sajatértéke
A-nak, ha a ¢A matrix, mint komplex méatrix hasonlé A-hoz. Ez esetben cp(a) egyszeres gyoke A karakterisztikus
polinomjanak.

Biz.: =: el6z6 éllitas B = A-val.

<: Ha cA = D7 'AD, akkor A = ¢cDAD™!, és ha Av = p(A)v, akkor w = Dv-re Aw = cDAD 'Dv = cDAv =
cp(A)Dv = ep(A)w.

Egyszeresség: Ha p(A) egyszeres gyoke det xI — A-nak, akkor cp(A) egyszeres gyoke det I — cA-nak.
Ko6v.:. Ha |c| = 1,|/| = 1 és cp(A) és 'p(A) sajatértékei az A > irreducibilis métrixnak, akkor ¢! és cc’ is
sajatértéke A-nak.

Biz.: Ha cA = D7'AD és /A= D'"'AD, akkor c*'A = DAD! és cc A= (D'D)"*AD'D.

Ko6v.:. Ha az A irreducibilis matrixnak s darab p(A) abszoltt értéki sajatértéke van, akkor ezek e27/5p(A), £ =
0,...,s—1.

Tétel.. Ha az A irreducibilis métrixnak s darab p(A) abszolat értékd sajatértéke van, akkor alkalmas P permutécios
matrixszal

0 A O 0 0
0 0 Ay ---0 0

prlap— | 1 e N
0 0 cee e Ag o g 0
0 0 0 As_1s
Ag O 0 0

ahol A;; illetve az ij helyen &ll6 nulla egy p; x p; méretd blokk (4,7 =1,...,s).

Biz.: Legyen ¢ = 2™/ és legyen D = (di;) olyan diagonalis méatrix, amelyre d; = d;; 1 abszolut értékid komplex
szémok és D™'AD = cA. Ekkor ca;; = %aij, tehat a;; = 0, hacsak nem d; = cd;. Legyen to = 0. A koordinatdk
alkalmas permutacidjaval elérhets, hogy di=...= diy, és dj # di, ha j & {1,...,t1}. Mivel A primitiv, létezik olyan
it €{L,...,t1}, hogy a;; # 0 valamely j-re. Ezért d; = cd; = cd;. Alkalmas cserével elérhetd, hogy t1 +1 ilyen j legyen.
Elérhet6 az is, hogy diy1,...,d:, a D-nek cdi-gyel megegyezd diagonalis értékei. Megint A irreducibilitdsat hasznalva
talalhato egy olyan i,j par, amelyre ¢ < to < j és a;; # 0. Ekkor cd; = dj # dy, 11, igy t1 < @ < to. Elérhets, hogy
to + 1 egy ilyen j és gytjtsiik Ossze egymas utanra D d;io41-gyel megegyezs elemeit. Ezt folytatva s 1épésben elérjiik,
hogy dy,+1,--.,ds, ., éppen a D matrix ¢'dy-gyel megegyezs elemei (i =1,...,s — 1).

3.8. Sztochasztikus matrixok és Markov-lancok
3.8.1. Markov-lancok
Véges allapoti, homogén Markov-lanc:.

Allapotok: {1,...,n}
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X(),Xl,XQ, gy Pr(Xk+1 = Z|Xk = j) = aij
a;; - az j — ¢ dtmenet valoszintisége

k
"
X eloszlasa: ~ v* = . | - sztochasztikus vektor: vk >0, Z?zl fyjl? =1
™
A = (a;;) dtmenet-métrix (oszlop-)sztochasztikus: A > 0és >." ja;;=1(j=1,...,n)

Rt = Ak

vF = AFy0, ahol v° a kezdeti eloszlas.

3.8.2. Sztochasztikus matrixok elemi tulajdonsagai
Ebben a részben A (oszlop)sztochasztikus

All.:. Ha A sztochasztikus, akkor p(A) = 1
Biz.: HF

1
n
All... . | sajatvektora AT-nak 1 sajatértékkel
1
n
All.:. u sztochasztikus vektor = Au sztochasztikus
71
Biz.: A= (aij), u =
Tn
Au elemeinek Ssszege = >, > aijv; = D25V > @ij = 2V = L.
All.:. Sztochasztikus méatrixok szorzata is sztochasztikus.
Biz.: HF
3.8.3. Irreducibilitas értelmezése:

Minden &allapotbol minden allapot elérhetd pozitiv valdszintséggel

3.8.4. Imprimitivitas értelmezése:

Ha A irreducibilis és s darab p(A) abszolit értéki sajatértéke van, akkor A* f64tl6ja 0, ha k nem oszthato s-sel.
Tehat minden j-re a j — 7 atmenet csak s-sel oszthato szami 1épésben lehetséges: az allapotok periodikusak.
3.8.5. Konvergenciatétel értelmezése:

Ha A primitiv, akkor A¥ — v- (1 ... 1) ahol v A-nak sztochasztikusra normalt sajatvektora 1 = p(A) sajatér-

tekkel. Igy tetszoleges vg sztochasztikus vektorra
Arvg — 0.

A Markov-lancok nyelvén: ha tetszéleges kezdeti eloszlas esetén X, eloszlasa konvergdl az tgynevezett stacionérius
eloszldshoz, amennyiben a lanc irreducibilis és az allapotok aperiodikusak.

3.9. Duplan sztochasztikus matrixok

Def.:. A= (a;;) > 0 duplan sztochasztikus, ha A és AT is (oszlop-)sztochasztikus.

HF.:. Igazoljuk, hogy ha A egy duplan sztochasztikus matrix, akkor alkalmas P permutéciéval P~*AP blokk-
diagonélis alakra hozhato, ahol a blokkok irreducibilisek.

All:. Duplan sztochasztikus matrixok konvex kombinaciéja is duplan sztochasztikus.

Példa.:. Permutacios matrixok.
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Tétel (Frobenius-Konig-Hall):. Legyen G = (U, V| E) egy paros graf. Akkor és csak akkor létezik olyan parositas
(fliggetlen élrendszer) G-ben, amely U minden pontjat lefedi, ha barmely W C U-ra a W-beli pontok szomszédjai
legalabb annyian vannak, mint W elemei:

#{veV|Fwe W : (w,v) € E} > #W.

Birkhoff tétele:. FEgy duplan sztochasztikus A méatrix permutéicios matrixok konvex kombinacidja.

Biz.: Indukciot alkalmazunk A pozitiv elemeinek a szama szerint. Legyen G az a péaros graf, melynek cstucsai az
oszlopindexek, illetve a sorindexek, és legyen (7, j) él G-ben, ha a;; # 0. Belatjuk, hogy G-re teljesiil a Hall-feltétel.
Tegyiik fel, hogy van az oszlopoknak olyan m elemd W halmaza, amellyel a grafban 6sszekotdtt sorok m-nél keve-
sebben vannak. A W-be es6 oszlopok elemeinek Gsszege m. Mivel ezen oszlopok nem-nulla elemei m-nél kevesebb
sorban helyezkednek el, az Gsszeg m-nél kisebb, ellentmondéas. Tehat van G-ben egy teljes parositas, ami egy olyan P
permutaciés matrixnak felel meg, amelynek megfelels helyein az A matrix elemei pozitivak. Legyen a a legkisebb ezen
n elem koziil. Ha a = 1, akkor A = P és készen vagyunk. Ha a < 1, akkor legyen B = -1-(A — aP). Ekkor A a B és
a P matrixok konvex kombinacioja, B duplan sztochasztikus, és A-nél kevesebb pozitiv eleme van. Indukcié B-re.

3.10. Pagerank

Sergei Brin és Larry Page algoritmusa weblapok rangsorolésara (1998)

Els6é megkozelités:.
Allapotok ~ weblapok
#7 — 1 linkek

#j — linkek
1

Q55 =

= Avk

Azt modellezi, hogy milyen valdszindséggel, merre jar egy, a linkek koziil egy véletleniil kivalasztott mentén tovabbléps
sz0rfols.

Probléma:. Még csak nem is reducibilis (vannak lapok, ahonnan nem lehet tovabbmenni).

Moédositott matrix:. A helyett
1
A'=(1-a)A+a—FE,
n

1 ... 1
ahol E a csupa 1-bl 4ll6 matrix: E= [ © . |.Ezaz A’ mér pozitiv elemd, igy A’* konvergens. A rangsor A'%v?
1 ... 1

sulyai szerint, ahol K nagy.

Szemléletesen:. A tiirelmetlen szo6rf6l modellje: a valdsziniiséggel elinja a barangolast, és véletleniil valasztott
lapra lép.

3.11. Gyitjtslapok és tekintélyek

Jon Kleinberg 1998-ban publikalt modszere.

Modell:. A lapok kétféle értéket kapnak: gytjts (g;), illetve tekintély értéket (¢;). Az az értékesebb lap, amelyre
minél tobb minél jobb gytijté mutat, és az a j6 gyljt6, amely minél tébb minél értékesebb lapra mutat:

tizc-Zgj (i=1,...,n)

Jj—

gi=c > t (j=1,...,n)

¢ és ¢’ normalo tényezok, hogy pl. Z 1 g] =1és ) " t7 =1 teljesiiljon. (Megfelels lenne a Z g =0t =1
kikotés is.) Kezdetben g; = t; =

és

f’ ﬁ‘
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Matrixokkal és pontosabban:. Legyen A = (a;;) a web adjacenciamatrixa: a;; = 1, ha az ¢ lap mutat a j lapra,
kiilénben a;; = 0.

1
7
=1
1
7
th = cAT g*
gk-‘,-l _ C/Atk.
Gyftjtokre:.
1
vn
=11
1
NG

g = cAAT g,

Itt AAT egy nemnegativ elemit pozitiv szemidefinit szimmetrikus métrix, igy sajatértékei nemnegativek AAT ak-
kor reducibilis, ha a lapok olyan csoportokra bonthatok, amelyek diszjunkt laphalmazokra mutatnak. Ilyen esetben
csoportonként lehet dolgozni. Ha AAT irreducibilis, akkor AAT matrix legnagyobb sajatértéke 1-szeres, igy (AAT)*
alkalmasan lenormalva konvergens, és a g* sorozat is konvergal a megfelels sajatvektorhoz.

Gyakorlatban:. Nem az egész webre, hanem egy viszonylag kicsi, de az adott témakérben reprezentativ mintéra.

4. Egyebek
4.1. Hadamard-koédok

Hibajavité kodok
Koéd:. Egy F abécé feletti n hosszt kod egy C' C F™ halmaz.
Hamming-tavolsag:. Legyen v = (y1,...,7.)7,v" = (7,...,7,)T € F*. Ekkor
d(v,v") = #{ilv] # 7).
Tényleg tavolsag:. d(v,v’) = d(v',v); d(v,v') =0 < v =1'; és teljesiil a haromszig-egyenlGtlenség:
d(v,v") < d(v,v") +d(',v").
Koédtavolsag:. C minimalis tavolsaga vagy kodtavolsaga

in d(v,v').
,nin (v,0")

Kodtavolsag és hibajavitas:. Ha C tavolsaga d, akkor |(d — 1)/2] hibat ki lehet javitani.
Linearis kédok:. Legyen F test. Egy n hosszu linearis kod egy C < F™ altér.
Hamming-sialy:. Ha v = (y1,...,7.)7, akkor w(v) = d(0,v).

Koédtavolsag linearis kodokra:. C < F” kod tévolsdga a minimalis nem 0 stily C-beli szavakra:

min w(v).

Linearis k6dok paraméterei:. C < F" egy [n, k, d]-kod, ahol:
e 1 a koédhossz
e k= dimp C a dimenzi6

e d a kodtavolsag
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Koédsebesség:. R =k/n.

Hadamard-kodok

Mas néven els6rendd Reed-Muller-kédok.
F=7Z,={0,1}

Paraméterek:. [n=2" k=m+1,d=2m"1].
Koédolas:. Legyen u = (v1,...,vm)?, B € F. Ekkor a (u, 3) parhoz a
T m\ T
(u"v+ Blv € F™)
2™ hosszu vektort rendeljiik.
A koédszavak:. A F™ — F els6foka polinomok, mint fiiggvények. (§ = O-ra linearis fiiggvények.)

A silyok:. az azonosan 0 fiiggvény sulya 0. Egyéb esetben 5 = 0-ra egy lineéris fiiggvényiink van, aminek a magja
egy m — 1 dimenzios altér, tehat a sily 2™~ !. 3 = l-re vagy az azonosnam 1 f=ggvényiink van 2™ sillyal, vagy a
zérushelyek egy m — 1 dimenzids altér komplementerét alkotjak, akkor a stly ismét 2m~1.

Mariner 9 Mars-szonda (1971):. m = 5-re Hadamard-kod

32,6,16].

Hasonl6 sebességi ismétls kod:. b+ (b,0,b,b,b)
Tavolsag: 5.

Lokalis dekodolhatosag:. Ha csak az v-"edik" bitre vagyunk kivancsiak, vegylink véletleniil egy v’ vektort és
legyen v = v — v’. Tegyiik fel, hogy a 2™ bit koziil legfeljebb p2™ bit romlott meg, ahol p < 1/4: Ha a csatornara
a bemenet az f : F™ — T linearis fiiggvény és a kimenet a g fiiggvény, akkor Prob,(g(v) = f(v)) > 1 — p. Ekkor
Proby v (9(t) = F(1")6sg(u") = f(v")) > 1-2p > 1/2, igy Proby un(f(1) = g(t/)+9(2")) > 1-2p > 1/2. Nehanyszor
(p-t6l fiiggd konstanssal O(log(1/e€)-szor) ismételve és a tobbséget véve tetszdleges konstans € > 0 hibavaloszintség
elérhetd.
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