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Alkalmazott algebra - bevezetd

L izelité: a Pagerank-rél

A Pagerank-rél

m Sergey Brin, Larry Page (1998)
m eljaras weblapok rangsorolasara

m a linkek alapjan késziilt graf elemzésével
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LI/zelitﬁ: a Pagerank-rél
L_Els6 megkozelités

Els6 megkozelités

Elv: az a lap az értékes, amelyre sok értékes lap mutat.

n weblap

i. lap salya (értéke) a t-edik idépontban: vf (t =0,1,2,...)
kezdetben v? =1 (i=1,...,n)

t — t+ 1 idépont:

n
t+1 b
v; = g ajv;,
j=1

m ahol aj = w
#j— linkek
m ~ milyen val6sziniiséggel merre jar a linkek mentén véletleniil

tovabblépd szorfols
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L_Els6 megkozelités

Els6 megkozelités

61
m vektor/matrix segitségével: vi=| : |, A= (a;),
v
Vt+1 _ Avt

m az "idealis" weblap-silyok vektora:

v® = lim vi, ha létezik
t—o0

m Problémak:

m vannak weblapok, ahonnan nincs egy link se
m lehetnek weblapokbdl all6 csoportok, ahonnan nincs kiat
m lehet ilyen csoport pl. egy iranyitott kor

ekkor csak kivételes v0-kra van konvergencia!
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LI/zelitﬁ: a Pagerank-rél
L Médositott modell -

Mddositott modell - a tiirelmetlen szorfols

m Mddositott matrix: A helyett

A= (1- a)A+oz%E,

ahol £ = o
11
m Szemléletesen: a tiirelmetlen sz6rfdl8 o valésziniiséggel
megunja a barangolést, és egy véletleniil vilasztott lapra lép.
m Erre mar létezik

) . t
lim vi:= lim A’"VO
t—o00 t—o00

m Pagerank rangsora A’Kvq silyai szerint, ahol K elég nagy.
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L Testek

Test

m Informalisan: Egy négy alapmivelettel (4, —, -, /) ellatott
halmaz, amelyen a racionalis szamokon megszokott
azonossagok teljesiilnek.

m Formalisan: egy [F halmaz két miivelettel és két (kiilonb6z6)
kitlintetett elemmel: +, - illetve 0,1, amelyekre
(1) (x+y)+z=x+y+2), (x-y)-z=x-(y-2) (Vx,y,z € F)

(asszociativitas)
(2) x+y=y+x x-y=y-x (Vx,y € F) (kommutativitas)
(3) 0+x=x,0-x=0,1-x=x (Vx €F) (0 neutrslis elem, 1
egységelem)
(4) (x+y)-z=(x-2)+ (v 2z) (Vx,y,z € F) (disztributivitas)
(5) ¥x € F-re van (—x) € F, hogy x + (—x) =0,
V0 # x € F-re van x~ ! € F, hogy x - x1=1,
( +-ra minden, --ra minden nem-nulla elemnek van inverze)

m Kivonas, osztas: Belathaté, hogy —x és x~! egyértelmi.

Xx—y:=x+(—y)ésx/y :=x-y L



Alkalmazott algebra - bevezetd
LTestek, polinomok
L Testek

Példak testekre

Q racionalis szamok

R valés szamok

C komplex szamok

Zp vagy Fp: egész szamok modulo p prim
Zy masképpen: {1 = "igaz",0 = "hamis"}
+ = "kizaré6 vagy", - = "és".

Fq, g elemii test, ahol g = p” (p prim). Lényegében (azaz:
izomorfia erejéig) egyértelmd.

m Feladat: legyen F egy véges test. Ekkor létezik egy (és csak
egy) olyan p primszam, hogy 1 + ...+ 1(p-szer) = 0.



Alkalmazott algebra - bevezetd
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L Polinomok

Polinomok

m n-ed fokl egyvaltozés polinom:
f(x) =apx"+---+aix+ag (aj € F, a, #0).

m gyok olyan a € I, amelyre f(a) = 0.

m Fontos tul.: Egy n-ed fokl polinomnak legfeljebb n gydke
van.

m Algebra alaptétele: Minden komplex egyiitthatés polinomnak
van gytke C-ben (multiplicitassal szamolva Gsszesen
fokszamnyi)
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L vektorterek
L Definicis, példak

Vektortér IF felett

m Egy V halmaz
m +:V XV — V (Gsszeadds) miivelettel,
m kitiintetett 0 elemmel,
m - F x V — V (skalarokkal valé szorzds vagy beszorzas)
mivelettel,
m amelyekre:
m + kommutativ és asszociativ, 0 neutrdlis elemmel,
m - asszociativ: (x-y)-v=x-(y-v) (x,y €F,veV)
m - mindkét oldalrdl disztributiv:
(x+y)-(u+v)=x-u+y-ut+x-v+y-v(x,y €eFuveV)
m Megj.: Additiv inverz V-ben: —v :=(—1) - v.
m Fontos példa: az n hosszi oszlopvektorok F” tere
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L vektorterek
L Definicis, példak

Példak

m S halmaz, S — T fiiggvények; értékek szerinti Osszeadassal és
beszorzassal.
~ § elemeivel indexelt tablazatok, F-beli elemekkel kitdltve.

m Spec. eset: n x m-es matrixok F-beli elemekkel. Miiveletek
elemenként.

Specialis eset: m =1, n hossz oszlopvektorok.

Polinomok. (Osszeadés, beszorzas érték szerint ugyanazt
adjak, mintha az egyiitthatékon kiilon-kiilon hajtanank végre.)

n-nél alacsonyabb foki polinomok.

R — R folytonos fliggvények.
C az F = Q vagy F = R felett.
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L Alterek, bazis, dimenzio

Alterek

m Linearis kombinacié: ajvi + ... + a,v,, ahol 0 # v; és
vi #vjhai#j.
Megj. Mindig véges sok tagbdl all6 dsszeg! Az iires Gsszeg is
lin. komb., értéke 0.

m Altér: U C V altere V-nek (jel. U< V), haO0ec Uiszarta
miveletekre: u,v € U,a € IF esetén u + v, aqu € U.

Ekvivalens feltétel: U zart a linearis kombinacidkra is.
m Példak:

A legsziikebb altér: {0} = (0) (hanyagul: 0),

a legtagabb: V.

origén atmend sikok, egyenesek R3-ben

polinomok, folytonos fiiggvények, stb. altere a fliggvények
terében

homogén lineéris n-véltozés egyenletrendszerek megoldasai
R"-ben (Spec. eset: hipersik R"-ben: egy nem-trivialis n
valtozés homogén lineéris egyenlet megoldésai)
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L vektorterek
L Alterek, bazis, dimenzié

Generalt (kifeszitett) altér

m S C V-re (S) a legsziikebb altér, amely tartalmazza S-t.

(S) = {ZO&,’V,‘M € Z>o,0; € F,v; € 5} .

i=1

= () = {0}, (v) = {v}) = {av|a € F}.
m Tovabbi példak:
m polinomok k&zdtt az 1,x, x2,...,x"~1 monomok az n-nél
alacsonyabb foka polinomok alterét generaljak
m Feladat: Mely alteret feszitik ki a kdvetkez6 polinomok:
X34+ x2 4 x, x3+2x% 4+ 3x, x3+ x, x3 +3x*7
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L Alterek, bazis, dimenzio

Linearis fliggetlenség

m S C V linedrisan fliggetlen, ha n € Z-o, aj,vi (i =1,...n)
o7, ajvi = 0 esetén az Ssszes o = 0.

m () linearisan fliggetlen, {0} linearisan sszefiiggs.

m All.: Ha S linearisan fiiggetlen, de S U {v} lineérisan

osszefliggs, akkor v (egyértelmiien) elsall S—beli elemek
linearis kombinaciéjaként.

1 0 0
m Példa: | 1], [1] és | 0] linearisan fliggetlenek:
1 1 1
0 0 Q
all]l+8|1|+~]|0] = a+p
1 1 a+ B+
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L Alterek, bazis, dimenzié

Linearis fliggetlenség

1 0 1
m Példa: | 1], | 1] és | 0| linearisan Gsszefliggenek:
1 1 0
1 0 1
1]—-1|1]—-(0]=0.
1 1 0

m Kapcsolat a generalt alterekkel: S C V linearisan fiiggetlen
<= S egy irredundans (tartalmazasra minimalis)
generatorrendszere az (S) altérnek.

m Feladat: Linearisan fiiggetlenek-e a kdvetkezé polinomok:
x3 4+ x2 4+ x, x3+2x2 +3x, x3 + x, x3 +3x27
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Bazis

m Olyan linedrisan fiiggetlen rendszer, amely generalja V-t.
m Ekvivalens jellemzések:
m miniméalis generatorrendszere V-nek,
m maximalis linearisan fiiggetlen rendszer V-ben,
m minden v—beli elem egyértelmiien felirhat6 a rendszer
elemeinek linearis kombinacidjaként.
m Megj.: Sorba rendezziik a bazis elemeit,
kiilonb6z6 sorrend — kiilénb6z6 bazis.
m Példak:
1 0 0
0 1 0
m standard bazis F"-ben | : [, | 1 |,..., [
0 0 0
0 0 1

m polinomok kézt 1, x,x?,...
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L Alterek, bazis, dimenzio

Dimenzié

m dim V, pontosabban dimp V = V egy bazisanak elemszama
(szamossaga).
m fiiggetlen a bazis valasztasatdl
m Példak:
m ha S véges, akkor dim{S — T fiiggvények} = |S|
spec. eset: dim{n x m-es matrixok} = nm
dim{polinomok} = oo (megszamlalhato)
dim{n-nél alacsonyabb foka polinomok} = n
dimg C = 2, dimg R = dimg C = oo (kontinuum)
Ha dimc V = n, akkor dimg V = 2n

Az 6ran altalaban csak véges dimenzids vektorterekkel
foglalkozunk.
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L Lin. leképezes, példak

Lineéris leképezések

m V, W vektorterek FF felett. A ¢ : V — W lekép. linearis, ha

dloavi + aovo) = aqd(vi) + azg(ve).

m Konvencié: elhagyjuk a zargjelet: ¢v := ¢(v).
m Fontos példa: A m x n-es matrix F-beli elemekkel.

Pa : F" — Fm, dav = Av.

m Vektortér-miiveletek: ¢, ¢’ : U — W esetén
(ap + ¢')v == a(ov) + (¢'v).

m Kiterjesztés bazisrél: Ha v, ..., v, egy bazis V-ben;
wi,...,wp € W, lg: V — W lin. lekép., hogy ov; = w;
(i=1,...,n) ¢> 1 aivi=>1 1 aiw,.

m AV — W lin. lekép. terének dimenziéja dim V - dim W.
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Lineéris leképezések

m Specialis esetek:
Linearis fiiggvény: V — F lin. lekép.
Linearis transzformacié: V — V lin. lekép.
m Példak:
m 0 # u € R” rogzitett oszlopvektor.
m A v ulv egy linearis fiiggvény R"-en.
BAve—v— Z:Zu egy linearis transzformaci6 R"-en: az u-ra
mer&leges hipersikra torténd vetités.

- u pedig az u-ra mer6leges hipersikra valé

uT
uT

BAv—v-—2
tiikrozés
m Az Iy : v — v a V tér identikus linedris transzformacidja.
m Rogzitett a € F. Ekkor az f(x) — f(a) egy F[x] — F linearis
fuggvény.
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LLineéris leképezések
L Keptér, magter, dimenziotétel

Képtér, magtér

¢ : V — W linearis leképezés
m ¢ képtere a
oV = {ovlv € V}
halmaz. Ez altér W-ben.
(Szokasos még az Im ¢ jeldlés is.)
¢ sziirjektiv, ha oV = W
m ¢ magja (magtere) a
ker ¢ := {v € V|pv =0}
halmaz. Ez altér V-ben.
¢ injektiv, ha ¢(vi) = ¢(v2) csak v; = v esetén teljesiil. Ez
azzal ekvivalens, hogy ker ¢ = (0).
mPélda: veR", T:vi=>v— Z;Zu vetités. kerm = Ru,
aR" = ut = {w e R"|uTv = 0}.
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Dimenzidtétel

¢V — W linearis leképezés

m Dimenziététel: dim ¢V =dim V — dim ker ¢.

m lzomorfizmus: A ¢ : V — W lineéris lekép. izomorfizmus V
és W kozott, ha ¢ bijektiv, azaz egyszerre injektiv és
sziirjektiv.

Ekkor a ¢! : W — V inverz leképezés is linearis (és igy
izomorfizmus).

V = W, ha létezik ¢ : V — W izomorfizmus.

VW& dimV =dimW.

A dimenziétételbdl adédik:

m Egy egyszerii izomorfizmus-kritérium: ¢ : V — W
lin. lekép. izomorfizmus < ker ¢ = (0) és dim V = dim W.
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L Alkalmazas: Lagrange-interpolacié

Alkalmazas: Lagrange-interpolacié

V = {n-nél < foka I feletti polinomok}
rogzitett ay,...,a, € F (a; # aj ha i # )
Behelyettesités: ¢ : V — F" a kdvetkezé lin. lekép. a kdv.:

f(al)
f(a2)

of (x) == :
f(an)

¢ linearis, mert minden dsszetevéje az.

ker ¢ = (0)

(n-nél alacsonyabb fokda nem 0 polinomnak nem lehet n
kiil. gyoke)

mdimV =n=dimF"

az el6z8 kritérium miatt

m ¢ izomorfizmus, létezik tehat inverze.
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Alkalmazas: Lagrange-interpolacié

m Interpolacié:
Tétel: (a1,...,a, paronként kiil. € F), tetsz. by,...,b, € F
esetén 3! f(x) n-nél < foka pol., amelyre:

f(al) = b17 . '7f(an) = bn~

m konkrétan:

b
f)=07"]
by
m Megj.: Spec. eset: Diszkrét Fourier Transzformacié (DFT),

Id. késébb

m Megj.: Ha n+ d helyen helyettesitiink be, akkor f(x)
rekonstrualhaté az n + d koziil barmely n helyen felvett
értékébsl. Fontos hibajavité kédok miikddnek ezen az elven.
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L Alkalmazas: A Shamir-féle titokmegosztas

Alkalmazéas: A Shamir-féle titokmegosztas

m A feladat: n résztvevd kdzdtt osszunk szét egy titkot, hogy
- semelyik n — 1 ne tudja egyiitt se kitalalni,
- de az n résztvevd egyiitt ki tudja talalni

m A titok: egy IF véges test egy eleme, ahol |F| > n)

m El6késziilet: oq,...,an € F\ {0} (o # o))
i-edik résztvevéé «; (nyilvanosan)

m Titokmegosztas:

m Tfh. a titok 3.

m [1,...,03,—1 véletlen elemek F-bdl (fiiggetleniil, egyenletes
eloszlassal)

f(X) = fﬁaﬁl,-~7[3n71( ) = ﬁ + Z," 11 ﬁl

m j-edik résztvevd kapja f(«;) — t (privat csatornan)
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A Shamir-féle titokmegosztés

m Egyiitt kitalaljak: f(x) interpolalhat6 az n helyen felvett
értékbdl, 5 = £(0).

m Kevesebben nem talaljak ki: (pl. az elsé n — 1 a véletlen
tippnél jobbat nem tud)

8 £(0)
o ﬂ.1 N f(?ll)
B Flan-1)

m ¢ F" — F" bijekcié. mert ker ¢ = (0).
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L Alkalmazas: A Shamir-féle titokmegosztas

A Shamir-féle titokmegosztés

m Ezért minden rogzitett S-ra

b1 f(ar)
g | | :
Bn-1 f(cn-1)
m is bijekcié F"1 &s F*~1 kozott.
f(a1)
m gy az : vektor egyenletesen véletlen F"~1-bsl,
f(an—l)

[-t6l teljesen fliggetlenil.

m Azaz: minden [(-ra ugyanaz az f(aq),...,f(as—1) értékek
eloszlasa.
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LLineéris leképezések

L Kompozicid, inverz

Kompozicid, inverz

o: V=V ¢V — V"'lin. lekép.
Ekkor ¢'¢p: V — V" is lin.

(¢'d)v = ¢'(ov)

Asszociativ:

ha még ¢" : V"' — W akkor ¢""(¢'¢) = (¢"¢' )

m Mindkét oldalrdl linearis:

(1 @] +205)(Bro1+ Bag2) = a1 B1dy 1+ 0 B2 b2+ 2 B195P1+ a2 B2 dhda.
Inverz: ¢! : V/ = V, ha ¢ bijektiv.

Inverz tul.: (¢y) ' =yl 7t és (1) = .
Hatvanyozas: Tth. ¢ : V — V. Ekkor ¢" = ¢-- - ¢ (n-szer).
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L Matrixok

L Matrixok, formalis miiveletek

Matrixok, formalis mveletek

B m X n-es matrixok ~ m X n-es tablazatok F-beli elemekkel.

m x n dimenziés vektortér (miveletek elemenként)

Matrixszorzas: Ha A = (ajj) m x l-es, B = (bjj) £ x n-es,
akkor AB = (djj) m x n-es:

¢
dU:Zaikbkjv (i:]'v"’7m7.j:17"'7n'
k=1

m Azaz: AB i-edik soranak j-edik eleme az A i-edik sordanak és a
B j-edik oszlopanak a "skalaris szorzata".

Szorzas tul.: A szorzas asszociativ és mindkét valtozéjaban
linearis.

Vigyazat: Nem kommutativ, s6t gyakran nem is végezhetd el
a szorzas a forditott sorrendben.
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Matrixok: példak

m diagonalis matrixok:

diag(ai,...,an) == . )
L
m diag(ai,...,an)diag(bs,...,bs) = diag(aib1,...,anbn),
zart a szorzasra, felcserélhet8ek

m egységmatrix: /, = diag(1,...,1) (n darab 1-es)
m négyzetes fels6 haromszég-matrixok

al11 * * *
azo * *
ann

Zart a szorzasra



Alkalmazott algebra - bevezetd
L Matrixok

L Matrixok, formalis miiveletek

Tovabbi fels6 haromszog-matrixok

m "lapos" (m < n)

m "magas" (m > n)

arl * * *
anso * *

dnn
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L Matrixok

L Matrixok, formalis miiveletek

Transzponalt matrix

m ha A= (a;) mx n-es, akkor AT = (a!

U-) n x m-es, ahol

/
a,-j = dji-

m Tul.: Ha A m x n-es, B n x k-as, akkor
(AB)T =BTAT.

m Fels6 haromszdg transzponaltja alsé haromszog
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L Matrixok

L Matrixok, formalis miiveletek

Blokk-matrixok szorzasa

B ... B
Ann Az ... Ap 1 1n
B Bz,
A1 Az ... Ay B B
A= ) ) .|, B=|"3 3n ]
Ami Az ... Am Buy By,
ahol a blokkméretek kompatibilisek. Ekkor
Din D12 ... Dig
D>y Dxp ... Doy
AB = . . . ,
Dml D12 e Dmn

ahol ,
Dj = AiBi.
k=1

Vigyazat: a blokkok szorzasa altalaban nem kommutativ!
Hasznos, ha 0-blokkok vannak, pl. blokk felsg -haromszdg.
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L Matrixok

L Matrixok, formalis miiveletek

Strassen algoritmusa matrixszorzasra

A, B 2" x 2"-es, felosztva 271 x 27 l_es blokkokra:

A1 A12> (311 312>

A= 5 B = )
<A21 A2 By B
D1y D12)
AB = ,
<D21 D>

ahol
D11 = A11B11 + A12Bo1,
D1z = A11B12 + A12B22,

Dy1 = A21Bi1 + A2 Boa,
Dyy = A21Bia + A Bos.
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Strassen-matrixszorzas - 7 szorzat

Ty = (Aur + Ax)(Bi1 + B22).
Ty = (Ao1 + Ax) B,
T3 = A11(Bi2 — Bx),
T4 = Az (B2 — Bua),
Ts = (A1 + A12)Boo,
Te = (A21 — A11)(Bu1 + Bi2),
T7 = (A2 — A2)(B21 + B22).

Ezekkel:
Diin=Ti+Ts—Ts+ Ty,
Dy = T3+ Ts,

Doy = Tr + Ty,

Dyp=T —To+ T3+ To.
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L Matrixok

L Matrixok, formalis miiveletek

Strassen-matrixszorzas - rekurzié

Koltség: 7 db. 2" 1-es matrixszorzas, 18 db. dsszeadas -
kivonas

Kn = TKp—1 + 4™

Ky, = O((7 + o(1))")

m N x N-es matrixokra (N ~ 2):

O(Nlog2 7+o(1)) — O(N2.808)
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L Matrixok

L Linearis leképezések matrixa

Lineéris leképezés matrixa

mo:V — Wlin. lekép. vi,...v, bazis V-ben, wy,...,wpy
bazis W-ben. Ekkor minden 1 < j < n-re

m
ov; = ajw;
i=1

m ¢ matrixa (a fenti bazisparra) A = (o).
m lin. transzformaciéra (V = W) egyetlen (kdzds) bazis a szokas
(wj = vj).

m Példa: permutaciématrix: 7 permutacio, ¢v; = v(j).

1, hai=m(j)
O"f—{ 0, hai#n(j)

Minden sorban és oszlopban egyetlen 1-es, a tobbi 0.
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L Linearis leképezések matrixa

Példa permuticiématrixra

m az (12...n) ciklus matrixa
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L Matrixok
L Linearis leképezések matrixa

Matrixhoz tartozé lineéris leképezés:

m vi,...V, bazis V-ben, wy,..., wy,, bazis W-ben, A m x n-es

matrix.
m Ekkor 3¢ : V — W, aminek A a matrixa (a fenti bazisparra).
1 0
. 0 .
B Megj.: V=F" W=Fm" vi=|.|,...,va=|:
: 0
0 1
1 0
P 0 . pa pa Pe pe
éswi=|.|,...,wm=|:| esetén ez a ¢ éppen a korabban mar
: 0
0 1

emlitett ¢4, az oszlopvektorok A-val balrdl szorzasa. Ezutan
¢a helyett gyakran A.
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L Matrixok

L Linearis leképezések matrixa

Miveletek leképezésekkel ill. matrixaikkal

m Osszeadas <> Osszeadas

m skalarral valé szorzas < skalarral valé szorzas
(= skalarmatrixszal valé szorzas)

m kompozicié <> matrixszorzas

m Inverz: A n X n-es. A invertalhaté, (regularis, nemelfajulg,
nem-szingularis) ha a ¢4 bijektiv. Ekkor A™1 a (¢4)71
matrixa a standard bazisban.

m Ha A invertélhats, akkor AA™l = A71A =,

m Képtér: A (azaz ¢a) képtere az A oszlopai altal generalt altér

m Kov.: A n x n-es invertalhaté < oszlopai lin. fiiggetlenek
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L Matrixok
L Linearis leképezések matrixa

Példa: Vandermonde-matrix

m V = {az n-nél < foka polinomok}, W =F".
m Bazisok: 1,x,x2,...,x" 1, ill. a standard.
B a31,...,a, € F paronként kiil. ¢: V — F" behelyettesités

f(a1)
¢ f(x)—
f(an)
B ¢ matrixa
1 1 1
a1 az an
M = .
a;lfl 2571 . aﬂ71

m Tudjuk: ¢ izomorfizmus, igy M invertalhaté
(és az inverze a Lagrange-interpolacié matrixa).
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L Matrixok

L Baziscsere

Baziscsere, hasonlé matrixok

movi,...,vp il v ... v} bazisok

m Baziscsere matrixa C = (¢j)

n
I Ly
VJ' = CijVi
i=1

(Cavj— vj' lin. transzf. matrixa vq, ..., vp-ben)

¢:V — V lin. transzf. matrixa vq,..., v,-ben A

¢ matrixa vy, ..., v,-ben
CAC.

m Megj.: kiilonbozé terek kozti lin. leképezésekre két
cserematrix van
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L Matrixok

L Baziscsere

Baziscsere - példa

m legyen

A B
M =
(¢ 3):
ahol A, B, C, D n x n-es matrixok.
Baziscsere: 1. <> n—+ 1., ..., n. <> 2n., matrixa

()

Mivel T2 =bh,, T-1=T.
A blokk-matrixok szorzasat hasznalva:

(o)l )G el )6 %)

m Példaul a B = 0 esetben M alsé blokk-haromszdg matrix,
amibdl a baziscsere felsé blokk-haromszog matrixot csinal.
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L Matrixok

L Baziscsere

Hasonlé matrixok

m A, A" n x n-es hasonléak (A ~ A’), ha létezik C invertalhats,
hogy A’ = C1AC.

ugyanannak a lin. transzformaciénak a matrixai csak mas-mas
bazisban

m Az A-val valé balrél szorzas matrixa a standard bazisban A a
C oszlopaibél all6 bazisban C~TAC.

m A— CLAC leképezés kompatibilis a matrixmiiveletekkel:
CYAA+uB)C =AXCTAC + uC1BC,

ClABC = ¢ l'ACC1BC.
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LDel:erminzfms
L Determinans, peldak

Determinans

m Permutacié elgjele:
mr:{l,....,n} = {1,..., n} permutacié (bijekcio)
m (i,j) inverzié w-re, ha 1 < <j < neésn(i)>n(j)
sgn(r) = (_1)inverziék szama

m multiplikativ: sgn(m17m,) = sgn(m)sgn(ms).

m Determinans: A = (a;j) n x n-es

detA= Y sgn(m)arn(1) * nn(n)-

7 perm

n! tag van

permutaciématrixra: Ha P m matrixa, akkor det P = sgn().
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LDel:erminzfms

L Determinans, peldak

Példak

a3l as2 as3
a11822833 — 211323332 — 312821333 + 312323331 + 313821432 — 313322331-

m Egy alsé vagy fels6 haromszdgmatrix determinansa a diagonalis elemek szorzata.

m Ho M= ('3 g) ahol A és C négyzetes, akkor det M = det A - det C.

lHaA:(S 8)3:(2 8>C:(8 S)D:(g 2),akkor
det A=detB =detC =detD =0,
mig det (A B) = —abcd, tehat det (A B) altalaban nem fejezhetd ki
cC D ’ c D
pusztan det A,det B,det C,det D-vel.
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LDel:erminzfms
L Elemi tulajdonsagok

Elemi tulajdonsagok

m Transzponalt determinansa: det AT = det A

m Kifejtési tétel (Laplace): A = (aj) n x n-es. Minden egyes
(i,j)-re Cj az az (n — 1) x (n — 1)-es, amely A-bdl az i-edik
sor és a j oszlop elhagyasaval adédik.
Tetsz. i-re és j-re:

n n

det A = Z(—l)”jakj det ij = Z(—l)iJrka,'k det Ci.
k=1 k=1

m Linearitas oszlopok szerint: Minden egyes jre és v € F"
vektorra Aj(v) az a matrix, ami az A matrixbdl j-edik
oszlopanak v-vel valé helyettesitésével kaphatd.

Ekkor det Aj(Au + puv) = Adet Aj(u) + pdet Aj(v).

m Linearitas sorok szerint...
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LDel:erminzfms
L Elemi tulajdonsagok

Elemi tulajdonsagok

m Kov. (Nullakbél all6é oszlop (sor)): Ha van ilyen, akkor a
determinans 0.

m Skalarszoros oszlopok Ha A-nak van két olyan oszlopa
(sora), hogy az egyik a masik skalarszorosa, akkor det A = 0.

m Sor- és oszlopmiiveletek hatasa: det A

m marad, ha A egy oszlopahoz (sorahoz) hozzaadjuk egy masik
oszlopanak (sordnak) skalérszorosat.

m marad, ha A egy oszlopahoz (sordhoz) hozzaadjuk néhény, téle
kiilonb6z6 index(i oszlopanak (soranak) egy tetszéleges linearis
kombinaciojat.

m «-vak szorzédik, ha A egy oszlopat (sorat) a-val beszorozzuk.

m el@jelet valt (—1-gyel szorzédik), ha A két oszlopat
megcseréljiik.

m = szamolhaté Gauss-eliminaciéval
m = Szingularis matrix determinansa 0
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LDel:erminzfms

LSzorzat és hasonlé matrix determinansa

Szorzat determinansa

m Determinansok szorzastétele: Ha A és B n x n-es matrixok,
akkor
det(AB) = (det A)(det B).
m Kov. (Inverz determinansa): Ha A invertalhatd, akkor
det A=£ 0 és

1
-1 _
det A = A

m Kdv. (Hasonlé matrixok determinansa):
det(C71AC) = det A.

m Linearis transzformaciék determinansa: Barmely bazis
szerinti matrix determinansa.
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LDel:erminzfms

L Inverz matrix elGjeles aldeterminansokkal

Inverz méatrix el6jeles aldeterminansokkal

A = (ajj) n x n-es.

Cjj az A-bdl az i-edik sor és a j-edik oszlop elhagyasaval adédo
n—1 X n— l-es matrix

(i, j)-edik elsjeles aldeterminans (—1)"+ det Cj.

m Ha Ainvertslhat6 és A1 = (a};), akkor

. .det C;
fo—=(—1)t =
% (1) det A

Figyelem: Cj;, nem Cj!
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LDel:erminzfms
L Matrixok rangja

Matrixok rangja

m Lin. fiiggetlen oszlopok max. szama (A képtér dimenziéja)
m Max. méretii. invertalhaté négyzetes részmatrix

m Lin. fiiggetlen sorok max. szama
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L Linearis egyenletrendszerek

Linearis egyenletrendszer

]
aixy tapxe+...+tanxn = b

anxy +apxo+...+amxp, = b

amXx1 +amxe + ...+ amnxn = bnm

m masképpen: Ax = b,
X1 b1
ahol A= (ajj) mx n-es, x=| : |, b=
Xn bm

m Az egyenletrendszer matrixa A,
m a kibGvitett matrixa az (A|b) m x (n + 1)-es.
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L Linearis egyenletrendszerek
LA Cramer-szabaly

A Cramer-szabaly

m = n és tfth. A invertalhaté.

_detAj(b) .
XN = T detA U=1,....n),
ahol A;(b): A j-edik oszlopat helyettesitjiik a b oszlopvektorral.

nem praktikus
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Megoldas Gauss-eliminaciéval

m Osszetevék: Ekvivalens egyenletrendszert kapunk, ha
m egy egyenlethez egy masik egyenlet skalarszorosat adjuk
m egyenletet egy skalarral beszorozzuk
m atrendezziik az egyenletek sorrendjét
m atrendezziik a valtozok sorrendjét
Az elsé harom Gsszetevs a determinansnal mar alkalmazott
sormiiveleteknek felel meg, az utolsé az oszlopok cseréjének.
m Elsé iteracié
m Legelss Iépés: cserékkel elérhetd, hogy a;; # 0.
Az els6 egyenlet segitségével x;-et kikiiszobdljiik a tobbi

egyenletbdl.
m Folytatjuk a tobbi egyenlettel, a tobbi valtozéra

m Az iires egyenletekkel (0 = 0) nem torédiink
m Ha lett 0 = b; egyenlet, (b; # 0), nincs megoldas
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Gauss-eliminacié Il.

m Az els6 menet utan felsé haromszog alaka:

ayxi +apxo+ ...t aimxm+... tanxn = b
anxo+ ...+ amXm+ ...+ amx, = bo
ammXm + ...+ amnxn = bm

m Masodik iteracié: A f6atl6 feletti részt kikiiszoboljiik:

ai1x +a1,my1Xmy1 + ... Faxpg = b

X2 + a2 mt1Xmyl + ...+ amxn = bo

ammXm + am m+1Xm+1 + ...+ ampxp = bm
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Gauss-eliminacié IlI.

m Majd leosztunk az atlés egyiitthatokkal:

X1 + a1, my1Xmy1 + ... Fainxy, = b
X2 + & my1Xmy1 + ... Famxp, = by
Xm + damm+1Xm+1 + .-+ amnXn = bm
m Eredmény: x,,.1,...,x, szabad paraméterek,
X1 = b1 —armpiXmtl — ... — a1nXn
X2 = by —aymtiXmtl — ... — @2nXn

Xm = bm— Amm+1Xm+1 — - - - — @mnXn
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Példa

Egyenletrendszer Z, folott:

X1+ X2

X1 +Xx5 =

X3+Xx4 =
X2+ X3+ X4+ X5 =

[ T G T U T G

X0+ X5 =

A kib8vitett matrix;

O O O =
==
O = = O O
O = = O O
= = O = O
= e e
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L Linearis egyenletrendszerek

L Megoldas Gauss-eliminaciéval

Példa Il

110001
100011
001101
011111
010011

Az elsd sort levonjuk masodikbdl
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L Linearis egyenletrendszerek

L Megoldas Gauss-eliminaciéval

Példa Il

110001
010010
001101
011111
010011

A masodik sort levonjuk a negyedikbél
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegolda’\s Gauss-eliminaciéval

Példa IV

110001
010010
001101
001101
010011

A masodik sort levonjuk az 6todikbél
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegolda’\s Gauss-eliminaciéval

EERY

110001
010010
001101
001101
00 0O00O01

A harmadik sort levonjuk a negyedikbdl
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

ALERY

110001
010010
0 01101
00 0O0O0TO
0 00 0O0I1

Az utolsé sor a 0 = 1 ellentmondasnak felel meg, ez az
egyenletrendszer tehat nem megoldhaté.
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Példa VII

Tth. az xp + x5 = 1 egyenlet helyett az x, + x5 = 0 all. Ekkor az
eddigi lépések eredménye

O O O O
OO O R =
O O = O O
O O = O O
O O O = O
OO = O =

Levonjuk a masodik sort az elsgbél:
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Példa VIII

100011
010010
00110 1],
000000
000000

A megoldas: xq, x5 tetszbleges és xy = x5+ 1, xo0 = x5, x3 = x4 + 1.
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L Linearis egyenletrendszerek
LMegcnlda’\s Gauss-eliminaciéval

Gauss-eliminacié tovabbi alkalmazasai

m Rang szamolasa
m Determinans szamolasa

Ezekhez elegend6 az els6 iteraciés menet
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek

Sajatértékek, sajatvektorok, sajatalterek

m ¢:V — Vlin. transzf.
m 0 £ v € V sajatvektora ¢-nek )\ € F sajatértékkel, ha

ov = Av.
m Példa: Legyen vy € R", vi11 = ¢vi (mint pl. Pagerank-nél.)
Tth. letezik

v= lim v és v #0.
t—00

Ekkor v sajatvektora ¢-nek 1 sajatértékkel.
m Biz. v; 1 = ¢
m v — ¢v folytonos
m im0 Vipr = @lime oo vy
BV =0v.
[ | Sajétaltér: a A sajatértékhez tartozé sajatvektorok a O-val egyiitt.
m Példa: ¢ szingularis < 0 egy sajatértéke.
Ekkor a magtér a megfelel§ sajataltér.
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek

Sajatértékek, sajatvektorok, sajatalterek -példa

R”—enw:v»—)v—z

;Zu vetités
m 1 egy sajatérték, ha n > 0. Ekkor a sajataltér ut
m 0 sajatérték, u egy sajatvektor
m ub-en és (u)-n kiviil nincs mas sajatvektor:
Tfh. v = au + w sajatvektor 0 # \ sajatértékkel. Ekkor

Aqu+ Aw = A\v =7v = Tau + W = w,

igya=08& A=1.
m n > 1: két sajatérték: 1 és 0, a két sajataltér ut és (u).
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
LSajétalterek egyiittesen

Sajatalterek egyiittesen

m Alterek linearis fiiggetlensége: (0) # W;,..., W, <V
lin. fliggetlenek, ha
wi+...+ws=0(w; eW;))=wj=0(=1,...,5)
movy,...,Vs lin ftlenek < (vq),..., (vs) lin. ftlenek
m All.: (0) # Wq,..., Ws <V lin. ftlenek <
dim(Wi,..., Ws) =dim Wi + ...+ dim W
m All.: A sajatalterek lin. ftlenek.: ¢v; = \jvj, A\j # );,
vi+...+vs=0=>vi=...=vs=0.
m Biz. indukcié s szerint. s = 1-re trivialis.

ms>1 vi+...+vs =0. Ekkor

mO0=¢(vi+...4+vs) =Avg + ...+ Asvs, ugyanakkor
mO0=XN(vi+...+vs)=Xvi+...4+ M\vs. Kivonva:

B (A —A)va+ ...+ (As—A1)vs = 0. Innen

m az indukcids feltevés miatt (A\; — A1)v; =0, igy v; =0 (i > 1).
m maradav; =0
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
LSajétalterek egyiittesen

Alterek lin. fliggetlesége - pétlap

(0) # Wi,... . Ws < V

m All: Wi, ... W, lin. ftlenek & dim(WA, ..., We) = dim Wi + ... + dim W,

m konkrétabban: Legyen wi,..., w, bézis Wi-ben, ...

wi,...,w, bazis Wi-ben. Ekkor:

Wy, ..., Ws lin. ftlenek < Wll,...,w,}l, e WE e, Wy
lin. ftlen.
Biz. =: Tth.

ofwi + ...+ wh +. .+ afw+ .. +aj wi = 0. Ekkor

Wi, ..., Ws lin. ftlensége miatt a%wll + ... +oz},lw,%l =0,...
S 11,8 s 5 i i & ;

agwi + ...+ ap wy =0. wy,...,wy lin. ftlensége miatt az

Osszes o = 0.

s n; I
«: Tth. u; € Wi-vel 7, uj = 0. Ekkor u; = ijl ozj’-wjf
alakt és atwl +.. .+l wl +.. +aSwi+... +aSws =0
1 o e mVm oo 1 oo ns Vng ,
1 S lin ftlensége miatt az dsszes

, 1 s
IgY Wi, woy Wy ooy WY, Wy

ot =0, igy mindegyik w; = 0.
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek

L Diagonalizalhaté matrixok

Sajatalterek egyiittesen, diagonalizalhaté matrixok

Kovetkezmények (C felett)

m ¢ sajataltereinek dimenzidinak Gsszege < dim V
m ¢-nek legfeljebb dim V kiilonb6z8 sajatértéke van

m Spektraltétel spec. esetre: Ha ¢-nek van dim V kiilonb5z6
sajatértéke, akkor V-nek van ¢ sajatvektoraibdl allé bazisa,
azaz olyan bazis, amiben ¢ méatrixa diagonalis

m Matrixokra.: Def.:az A n x n-es komplex matrix
diagonalizalhaté, ha hasonlé agy diagonalis matrixhoz:
azaz 3 C invertalhaté, hogy C71AC diag.
azaz 3 A-nak (az A-val valé balrél szorzasnak) sajatvektoraibdl
allé bazisa C"-nek

m Ha A-nak van n kiil. sajatértéke C-ben, akkor A
diagonalizalhaté
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
L Diagonalizalhaté matrixok

Példak diagonalizalhaté és nem diagonalizalhaté matrixra

m a M\ skalarmatrix diagonalis, pedig csak 1 sajatértéke van

01 T 1\ . 1
m P= <1 O> sajatértékei 1 és —1, az (1> illetve <_1>

sajatvektorokkal.

m A= <8 é) nem diagonalizalhaté.

Biz.: Tfh. C-1AC = (Al )
A2

Mivel A2 =0, (C"tAC)?> = C"1ACCAC = C1A2C =0,
tehat A2 =0 (i = 1,2)
ugyanakkor A # 0 = diag(0, 0).
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
L Diagonalizalhaté matrixok

Tanulsag

m All.: Ha f(x) egy polinom, hogy f(A) = 0, akkor f(\) = 0
minden komplex sajatértékre
Biz.:
Legyen 0 # v, hogy Av = Av.
Ekkor A'v = v (i=0,1,...)
igy g(A)v = g()\)v tetsz. g polinomra
0=F(A)v="~F(\v,
v # 0 miatt igy f(A\) = 0.
m forditva alt. nem igaz

m diagonalizalhatéra forditva is igaz
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
L Jordan-normalalak

Jordan-normalalak

Tétel: Minden négyzetes komplex matrix hasonlé egy alabbi

alakihoz:
A 1
A 1
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
L Jordan-normalalak

Jordan-normalalak

Tétel: Minden négyzetes A komplex matrix hasonlé blokk
diagonalishoz, ahol a diagonalis blokkok

Al
A1

alakaak.
m \-k: A sajatértékei
m egy sajatérték esetleg tobb blokkban is el6fordulhat
m a blokkok sorrend erejéig egyértelmiiek

m Nem bizonyitjuk.



Alkalmazott algebra - bevezetd

LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek

L Karakterisztikus polinom

Karakterisztikus polinom

A n X n-es matrix

Eszrevétel: \ sajatértéke A-nak < M\, — A szingularis <
det(Al, — A) = 0.
Karakterisztikus polinom: det(x/ — A) € F|[x]

All.: hasonlé matrixok karakterisztikus polinomja ugyanaz.

— Lin. transzforméacié karakterisztikus polinomja jé! def.

) sajatértéke A-nak < )\ gyoke A karakterisztikus
polinomjanak.

Kov.: C felett minden négyzetes matrixnak van legaldbb egy
sajatértéke.

Feladat: Mi det(x/, — A) konstans tagja? Mi az n — 1-ed foki
tag egyltthatéja?
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
L_Fels6 haromszég alak

Fels6 hdromszdg alak

Tétel: Minden n x n-es A komplex matrix hasonlé egy felsé
haromszdg alaki matrixhoz.
m Biz.: Indukcié n szerint. n = 1: trivilis.
m n > 1: \ A-nak egy sajatértéke, v megf. sajatvektor. Legyen
C egy olyan n x n-es invertalhaté matrix, aminek v az elsg

oszlopa. A C oszlopaibdl all6 bazisban az A-val valé szorzas
A *

matrixa C~1AC = A,

m az indukcids feltevés miatt létezik C' n — 1 x n — 1-es, hogy
C' LA C’ felss haromszég.
1

m legyen ¢ = c

m Ekkor (CC")"YA(CC") = C" *C~1ACC" fels6 haromszdg.
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LSaja'xtérts’:kek, sajatvektorok, sajatalterek
LA Hamilton-Cayley-tétel

Haromszogmatrixok karakterisztikus polinomja

m Fels6é haromszégmatrix karakterisztikus polinomja:

(x —a1)(x —a22) - (x — ann),

ahol a;; a f64tl6 /-edik eleme.

m Emlékeztetd 1: CLAC karakterisztikus polinomja ugyanaz,
mint A-é

m Emlékeztetd 2: M — C~IMC kompatibilis matrixok

szorzasaval és lineéris is.

m Koév.: Tetszéleges f(x) polinomra f(C~1AC) = C~1f(A)C.
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A Hamilton—Cayley-tétel

Tétel (Hamilton-Cayley): A gydke a karakterisztikus
polinomjanak
m Biz.: Elég felsé haromszogre. llyenekre indukcid.
m Legyen g(x) = (x — a2) -+ (x — ann). Ekkor A
karakterisztikus polinomja f(x) = (x — a11)g(x), és g(x) A bal
alsé n — 1 x n — 1-es blokkjanak karakterisztikus polinomja.

0 *
m f(A) = (A— a11/n)g(A) alaki. Az els6 tényezs . ,
a masodik 0 alakt az indukcids feltevés miatt.

Két ilyen matrix szorzata (ebben a sorrenben) 0.
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Minimalpolinom

Maradékos osztas polinomokra....

A n X n-es.

Tth. 0 # f(x), g(x) € F[x] polinomok, hogy f(A) = g(A) =0,
tovabba deg f(x) < deg g(x)

legyen h(x) := g(x) maradéka modulo f(x).

ekkor h(A) = 0 is igaz.

Kov.: 3! legalacsonyabb fokd 1 féegyiitthatés f(x) polinom,
amire 7(A) = 0, és minden olyan g(x), amire g(x) =0
tobbszorése f(x)-nek.

Elnevezés: minimalpolinom.

A karakterisztikus polinom ennek tébbszorose.
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Példa:

DFT

m Legyen P az (12...n) ciklushoz tartozé permutaciématrix:
1 1
1
P= 1
1

m All.: P minimalpolinomja x" — 1

Biz.: P"=1és [.P,...,P "1 lin. ftlenek.

(mert az els6 oszlopaik lin. ftlenek).

m KoOv.: P karakterisztikus polinomja x" — 1
m Kov.: P sajatértékei %, w,...,w" 1, ahol w = 27/,
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L pgida: DFT
Példa: DFT
1
. wJ .
m Szamolas mutatja: w; := % sajatvektora P-nek
wj(n—l)
wI sajatértékkel

m a megfelel§ baziscsere matrixa

1 1 1

1 |1 w Wt
1 w1 ... Hr=D)(n-1)

n—1

az l,w,...,w szdmokhoz tartozé Vandermonde-matrix.
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