Alkalmazott algebra pétzarthelyi, 2009. november 6.

1. Az aldbbi mdtrizok kézil mely(ek) normdlis(ak), melyek pozitiv definit(ek)?

111 01 0 1 1 0 110
Mi=[11 1], Mu=[10 0], My=|1 2 2|, Mmy=[1 2 2
111 00 1 0 -2 5 005

My, Mo, M3 szimmetrikus, igy normalis. M, nem normalis, példdul mert M, M} bal als6 sarkaban 25 &ll, mig M M, megfelelg
eleme 29. igy a definitség szoba sem jon. Ha Mjs-ra Gram-Schmidt—ortogonalizaciét alkalmazunk, az egységmatrixot kapjuk,
igy M3 pozitiv definit. (1, —1,0)M;(1,—1,0)T =0 és (1,0,0)M2(1,0,0)T = 0, igy M; és My nem pozitiv definit.

2. Hatdrozzuk meg a kévetkezd mdtrixok szinguldris értékeit:
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100
= |0 1 0] [ alaka, ahol a két széls§ matrix permutaciématrix, igy ortogonalis, a kozépss pedig
0 0 5

diagonalis pozitiv elemekkel. Ugyhogy a diagonalis elemek sorrendje erejéig ez B; SVD-je, igy a szingularis értékek 5 és 1
(utobbi kétszeres multiplicitassal). BI By = I, igy a szingulérisa értékek 1, (haromszor). BI By = B2 = B, igy Bs egy 1
rangi merdleges vetités, igy BY Bz = Bj sajatértékei 0 (kétszer) és 1 (egyszer), ugyanezek a szinguléris értékek. By blokk-
diagonélis métrix, bal felsd 2 x 2-es blokkja egy 1 rangt vetités, igy BI By sajatértékei 0, 1 és 9, tehat a szingularis értékek
0,1 és 3.

3. Legyen A egy nemnegativ elemt négyzetes mdtriz. Tegyiik fel, hogy A invertdlhaté és A~ is nemnegativ elemd. Igazuljuk,
hogy ekkor A minden sordban és oszlopdban pontosan eqy pozitiv elem dll.

Legyen A = (a;j) és A~' = B = (b;;). Minden i indexre az AB szorzat i-edik diagonalis eleme pozitiv, igy létezik olyan j = j;,
amelyre a;; > 0 és b;; > 0. Ha a;;, > 0 valamely, akkor a BA szorzat j-edik sordnak és k-adik oszlopanak keresztezédésében
pozitiv elem all, ezért BA = I miatt k = j. Ezzel belattuk, hogy A minden sordban pontosan egy pozitiv elem van. Az
oszlopokra vonatkoz6 allitas hasonlé gondolatmenettel igazolhato.

4. Legyen A egy valds elemii négyzetes mdtriz, \ pedig eqy komplex sajdtértéke A-nak. Igazoljuk, hogy ekkor \ (azaz \ komplex
konjugdltja) is sajdtértéke A-nak.

Ha Av = \v valamely komplex 0 # v vektorra, akkor A = A tovabba az Osszeg, illetve a szorzat konjugéltjara vonatkozo
azonossagok miatt - -
A T=A1=Av= v =\-T,

ahol vektorok, illetve matrixok konjugaltja elemenként értendd.

5. Legyen G egy n > 1 ponti egyszeri, hurokél-mentes, dsszefiiggd irdnyitatlan grdf. Milyen dsszefiiggés dllithato G adjacencia-
mdtrizdnak primitivitdsa és G kromatikus szima kozott? (G adjacencia-mdtriza az az n x n-es A = (a;;) mdtriz, amelyre
ai; =aj; =1, hai és j éllel dssze van kitve, kilonben a;; = a;; = 0. G kromatikus szdma pedig az a legkisebb k természetes
szdm, amelyre G csiucsai szinezhetdk k szinnel gy, hogy ne legyen két éllel dsszekotitt azonos szind pont.)

A valasz: A akkor és csak akkor primitiv, ha G két szinnel szinezhets. Ugyanis az Gsszefiiggdség miatt A irreducibilis. Mivel
A? f5atlojaban csupa pozitiv elemel allnak, amennyiben A2 is irreducibilis, akkor A? primitiv és igy A is az. Forditva, ha
A? reducibilis, akkor A%* is az minden k-ra, és igy A! nem lehet pozitiv semmilyen [-re sem, tehat A imprimitiv. Belattuk,
hogy A akkor és csak akkor imprimitiv, ha A? irreducibilis. Legyen G’ az az n pontt graf, amelyben az i # j csticsot akkor
kotjiik dssze, ha az A% métrix i-edik sordnak j-edik eleme pozitiv, azaz i-b&l megy 2 hosszi 1t j-be az eredeti G grafban.
Az A? matrix akkor és csak akkor irreducibilis, ha G Osszefiiggs. G’ valamely sszefiiggé komponense az egymasbol G-ben
paros hossza sétaval elérheté pontokbdl all. G Gsszefliggbsége miatt két eset lehetséges: ha G nem szinezhets két szinnel, azaz
van G-ben partalan kor, akkor G’ is 6sszefiiggs (tehat A? irreducibilis), ha pedig szinezhetd, azaz nincs G-ben paratlan kor,
akkor paros hosszi séta G-ben csak azonos szinii pontok kozott lehetséges, és igy G’ nem osszefiiggs (ekkor A reducibilis).



