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Lskalarszorzat

Skalarszorzat

Ebben a részben: a standard skalarszorzat:
n
ulv = E iV
i=1

és a kapcsol6do linearis algebra absztrakt targyalassal

w1 2
u= v =

Hn Vn
Miért:

m altalanositasok is kezelhet6k
m betekintés a mdgdttes struktirakba

m okos bizonyitasok (szamolas helyett)
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Oddtown

m Forras: L. Babai, P. Frankl: Linear algebra methods in
combinatorics

n lakos

Szabalyok Oddtown klubjaira:

m Barmely klubnak csakis paratlan sok tagja lehet
m Barmely két klubnak csakis paros sok kozos tagja lehet

m Kérdés: Max. hany klub lehet?
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Oddtown

m Incidencia-matrix:

m sorok ~ lakosok (n)
m oszlopok ~ klubok (k)
m A = (ajj) n-szer k-as

~_J 1 hai. lakos tagja a j. klubnak
%= 0 kildnben

m a szabalyok:
m ), a; paratlan (1 <j < k)
m >0 ajay paros (1< j#j < k)
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Oddtown

Modulo 2 (azaz a Zj testben dolgozunk): a;; € Z»
A szabalyok:
m Y aa=1(1<j<k)
m ey =0 (1<j#) <k
m "szimmetrikusabb" megfogalmazas:
m > gajay=1(1<j<k)
m Y aay =0 (1<j#j <k
m matrixosan:

ATA=1,
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Oddtown

ATA =,
AT A képtere k-dimenziés

AT képtere > k-dimenziés
( mivel AT A képtere < AT képtere)

AT rangja > k ,s6t, = k, mert k sora van

konklazio: kK < n

]
m Arangja k
]

m ennyi klub lehet is (pl. az egyelemiiek)
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Oddtown

m matrixosan: ATA = I,

ai;
m oszlopvektorokkal: v; =
apj
T, _ 1 ha_] :_j,
U _{ 0 kiilénben

m szavakban: A oszlopvektorai "ortonormalt" rendszert
alkotnak F3-ben

a standard "skalarszorzatra"
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Eventown
[ |
[ |
[ |
[ |

m oszlopvektorokkal

Barmely klubnak csakis paros sok tagja lehet
Barmely két klubnak csakis paros sok kdzds tagja lehet
kiilonb6z6 klubok tagsaga kiilénb&zé halmazok

Incidencia-matrixszal (mod 2):

ATA=0

vi vii =0
akar j # j', akar j = .

m Példa: tth. a varos lakéi hazasparok (esetleg +1 szingli)
Legyenek a klubok a hazasparokbdl allé halmazok.

m Kov.: k = 2[7/2 |ehetséges

m Kérdés: lehet-e tobb?
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Szimmetrikus bilineéris fiiggvény

olyan (,): V x V — T, ami
m mindkét valtozéjaban linearis, azaz
(u+u',v)y = (u,v)+(,v)és (u,v+v)=(uv)+ (uv)
(Vu,u',v,v' € V); tovabba
(Au,v) = XNu,v) és (u,\v) =XNu,v) (Vu,v,e V,\€TF)
m és szimmetrikus, azaz (u,v) = (v,u) (Vu,v € V).
m Példa (standard skalarszorzat F"-en):
n
(u,v)=u'v = Z ujvj
i=1
m Végtelen dimenziés példa: négyzetesen integralhaté
[0,1] — R fiiggvények

(f.g) = [ F(g(x)dx
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L Merélegesség

Merélegesség

m u és v merSlegesek (v L v), ha (u,v) =0.

szimmetrikus relacié

m Def.: vi,..., v rendszer ortogonalis, ha v; L v; (i # )
ortonormalt rendszer: ha még (v, vj) =1
m Ha vi,..., v ortogonalis, de semelyik v; nem meréleges
onmagara, akkor vi, ..., vy linearisan fiiggetlenek.
m Biz.: Tfth. 0= Zle ;v;.
m Ekkor barmely j-re: 0= (0, v;) = Zle ai(vi, vj) = aj(vj, vj)
m Azaz barmely j-re oj = 0.

Innen: Oddtown vektorai lin. fiiggetlenek
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Merélegesség

m Def.: A vq,..., v, bazis ortogonalis, ha v; L v; (i # j)
ortonormalt béazis: ha még (vj,v;) =1
m Példa: F"-ben a standard skaldrszorzatra a standard bazis.

1 Bl
m Példa: R?-ben <\{5> és <\_/§>

V2 V2

m Def. (merdleges altér): S C V-re
St:={ve V]u_Lvminden u € S-re}
alter. S1+ > (S).
ut = {u}t

m lehetséges v € u
m rendezésfordité: U < W-re U+ > W+

L (ilyen u: izotrop vektor)
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Merélegesség

All.: Ha V+ = (0), akkor U < V-re dim U+ = dim V — dim U.
Biz.: Legyen vi,..., v, bazis V-ben, u1,...,u, bazis U-ban. Legyen A = (aj;)
k x n-es, ahol aj; = (ujvj):

(ui,vi) ... (u1,va)
(U, vi) .. (uk, va)
(u1,v) (u, v1)
Legyen ¢: V —FK a v — Y U—F"az u— lin. lekép.
(uk, v) (u, Vi)

Ezekre: ker ¢ = UL, kervy = VL N U = (0). A ¢ matrixa A, a ¢ matrixa AT,

dim ¢V = A rangja = dim ¢y U.

A dimenzi6tétel miatt dim ¢V = dim V — dimker ¢ = dim V — dim UL, mig
dim U = dim U — dimker ¢ = dim U. Osszeolvasva dim V — dim U1 = dim U.
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Merélegesség

e 1
m Kév.: Ha V4 = (0), akkor U < V-re UL~ = U.
Biz.: A definicisbél UL > U nyilvanvals.
Az el626 allitasbol

dim UL " = dim V — dim U = dim V — dim V + dim U = dim U,

igy ULT > U kizart.
m All.: V =F" standard skalarszorzatara V+ = (0)

a1

Biz.: Legyen vi,...,vs a standard bazis. Ekkor u = Lo ]-ra

(u,vi) = o,

innen V+ = (0).
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Alkalmazas: Eventown

m Kév.: Ha V4 = (0) és U < V, hogy U < U*, akkor
dmU < %dim V.
Biz.: dim V =dim U +dim U+ > dim U +dim U
Eventown szabalyai:

m Barmely klubnak csakis paros sok tagja lehet

m Barmely két klubnak csakis paros sok kdzds tagja lehet

oszlopvektorokkal:
yjvj =0
akar j # j/, akar j =/,
m Legyen U = (v1,...,vk). Ekkor U < U™t.
m Kov.: k = 2["/2] 3 |ehets legnagyobb klubszam
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Linearis kodok

[F véges test ~ abécé v. jegyhalmaz (pl. F = Z, = {0,1})
linearis kod: U altér F"-ben

koédszavak: U-beli vektorok

Hamming-tavolsag F"-en: d(u,v) = |{i : pj # vi}|, ahol
u=(p1,- -, pn)T s v=_(v1,...,vn)T

Hamming-saly: s(u) := d(u,0) (nem 0 helyek szama)

d(u,v) =s(u—v)
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Lin. kédok paraméterei:

m kédhossz: n - ilyen hosszii egy kédszé

m dimenzié: k = dim U - ilyen hosszl sorozatot kédol egy
kédszé

m kédtavolsag: d = minyzycy d(u, v) = mingucy s(u)

m [(d —1)/2] hibat ki tudunk javitani

Megj.: A kédtavolsag értelmes nemlin. kédra (F”
részhalmazaira, és itt az se kell, hogy F test legyen), csak nem
feltétleniil azonos a min. sallyal.
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Példak kédokra

m Kédolas: ¥ — U bijekcié (nem feltétleniil lin.)

m trivialis kédok - a teljes: v — v (nincs redundancia)
U=F" k=nd=1
trivialis kédok - a nulla: (nulla informacio)
U=(0), k=0,d=c0

m Ismétl6 kéd: a— (a,a,...,a)
U={(a,...,a)T}, k=1,d=n

m Paritas-kéd:
(041, e ,a,,_l)T = (Ckl, ey 1,01 — ... — an_l)T
U={(a1,...,an)Tjar+... 4, =0}, k=n—1,d=2:
egy hibat tud jelezni

T
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Hadamard-kédok (elsérendd Reed—Muller-kédok)

mF=7, n=2"

mk=m+1 Egyv=_(as,....,amB)"

vektorra
fu(X1, ooy Xm) = a1x1 + ... + @mxm + 0

a kédszé-vektor: az f, értékei a lehetséges 2™ helyen
md=2m1
m Ha 8 = 0 akkor f, egy lineéris fliggvény Z7-en, a magja vagy
m dimenziés (f, = 0) vagy m — 1 dimenziés. Ut6bbi esetben
f, a maradék 2™~1 helyen lesz 1.
m Ha 8 =1, akkor f, — 1 egy linearis fiiggvény. A magja vagy m
dimenziés (f, = 1) vagy m — 1. Tehat f, vagy 2™ vagy 2™~}
helyen lesz 1.
B Mariner 9 Mars-szonda (1971): m=5: n =32, k =6, d = 16.
m ugyanilyen tavolsagi ismétlé kéd (n =16, k =1, d = 16), a
"sebessége" (k/n) 3-szor lassabb.
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Két kézenfekvé mdd lin. kédok megadasara

m Bazissal (Generatormatrix): olyan G n x k-as, hogy
G oszlopai U egy bazisa

azaz
U = GF*
Lehetséges kodolas: v — Gv.

m Lin. egyenletekkel (Ellen6rz6 matrix): olyan H
n x (n — k)-as, hogy
HT sorai lin. egyenletek U meghatarozasara azaz
velUe HTu=0, azaz

U=kerH™

m Feladat: Ismétlé és paritas-kédok matrixai
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Dualis kod

m A dualis kéd: Ut (a standard skalarszorzasra)
m Tudjuk: dim U+ =n—k=n—dimU, Utt=u
m U barmely ellenérz6 matrixa U+ egy generatormatrixa

m Biz.: Ha H egy ell. matrixa U-nak, akkor
m H"u =0 minden v € U-ra, igy (Hv)Tu=v HTu=0
minden u € U,v € F"*_ra. Tehat HF" % < U*, igy

U < (HE" k)",
m Ha u € (HF"~1)! azaz minden v € F"~¥-ra
0= (Hv)Tu=vTHTu=vT(H"u), tehat
HTy e Frkt = (0), igy H"u =0, azaz u € U. Tehat
U > (HF"™ k)L,
m egyiitt: U= (HF" %)+, ésigy U+ = HF"* is igaz.

m U barmely generatormatrixa U~ egy ellenrz6 matrixa
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Az Hadamard-kdd fele és annak duélisa

m KOv.: Ismétls és paritas-kédok egymas dualisai.
m Hadamard-kéd: a legf. elséfoki m-valtozés polinomok értékei
F3-en
m Hadamard-kéd fele: a homogén linearis m-valt. polinomok
azaz a linearis fiiggvények értékei F7'-en
m kidobjuk a 0 helyet: ott minden lin. fvény értéke 0.
m paraméterek: n =27 —1 k=m, d =2m1.
a1
m lin. fvények standard bazisa: f1,...,fy,, ahol £ D =
Qn
fi matrixa (1,0,...,0),..., f, matrixa (0,...,0,1).
m egy gen. matrix: (sorai FJ’ nem nulla vektoraival indexelve):
G = (gyj), ahol gy; = fjv,ami v-nek j-edik komp.
m Konklazié: G sorai: FJ' nem 0 vektorai
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Az Hadamard-kdd fele és annak duélisa

m G gen. matrix sorai: F7' nem 0 vektorai

m Hamming-kéd: a dualis kéd, paraméterek:
n=2"-1,k=2"-m-1,d =7

m Hamming-kéd (egyik) ellen8rzé matrixa G

m All.: A Hamming-kéd tavolsaga 3:

a1
Biz: Tfh. 2: létezik v=| . | hogy ay =0, hat & {i,j} de aj = oj = 1.

Qp
v € Hamming, azaz GTv =0. De GTv a G i-edik és j-edik soranak az

Osszege. Ez nem lehet 0, mert G sorai kiil. nem 0 vektorok. Ellentmondas.
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L Kiters: linearis kodok és dualisuk

A Hamming-kéd tavolséga

m All.: A Hamming-kéd tavolsaga 3:

a1
Biz (folyt): Tfh. 1: ekkor olyan v = | : | kédszé van, amelyre ay = 0,

(e7)]
hacsak nem £ =i & GTv a G j-edik sora, ezek kbzt nem szerepel a 0.
Ellentmondas.

< 3: G-nek van 3 sora, amelyek &sszege 0.

m Tanulsag: Ha egy U lin. kéd (egyik) ellen6rz6 matrixa H,
akkor U kédtavolsaga < ¢ < H-nak van ¢ lin. Gsszefiiggd sora

kédtav. = ell. matrix min. lin. dsszefiiggs sorainak a szama

m Megj.: A kédtavolsag kiszdmitdsa NP-nehéz.
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A Hamming-korlat

m Tétel: Legyen C egy nem feltétleniil linearis kéd a g elemid A
abéceé felett. Tth. C szavainak tavolsaga > 2t + 1. Ekkor

|C|§ (-1 <

Biz.: A™ minden v szavahoz legyen
B(v,t) = {w € A"|d(v,w) < t}.

an. Hamming-gdmb, "térfogat": |B(v,t)| = > f_, (N(g—1)°
Ha u,v € C, akkor d(u,v) > 2t miatt B(u,t) N B(v,t) =0, igy

> B(v,t)<q"

veC

m Perfekt kédok: ahol a Hamming-korlat egyenl8séggel telj.
m a Hamming-kédok perfektek.
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Perfekt kddokrdl:

] Hamming kédok tetsz. F, felett: paraméterek:
n= _1 k= _1 —m, d =3.

m Az Gsszes nem- tr|V|aI|s perfekt linearis kéd vagy paratlan
hossz(i ismétlé kéd, vagy Hamming-kéd, vagy Golay-kéd.

m A perfekt Golay-kédok paraméterai: [F, felett:
n=23,k=12,d =7; F3 felett: n=11,k=6,d =5.

m vannak kiegészitett Hamming-kédok és kiegészitett
Golay-kédok
Paritas-kédhoz hasonlé konstrukcié: kiegészitjiik a
kédszavakat egy () jeggyel, hogy a jegyek Gsszege O legyen.
Hamming és Golay kédokra a hossz és a kédtav 1-gyel né.

m példa: A teljes Hadamard-kéd dualisa a kiegészitett binéaris
Hamming-kéd. Paraméterek: n =27 k=2"—m—1,d = 4.
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Gram-matrix

Legyen vi,..., v, bazis V-ben. Ebben a bazisban
m (,) Gram-matrixa A = (ajj), ahol aj = (v;, vj).
m A szimmetrikus: AT = A

mu=Y 1 oiviv=>y.,[ivire

n
(u,v) = ) aifjaj
ij=1
m rogz. bazisra:  szimm. bilin. fvények«<>szimm. matrixok

m Ortogonalis bazisban a Gram-matrix diagonalis,
ortonormaltban az egységmatrix.
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Gram-matrixok [F" standard bazisdban

m Ha A szimm. n X n-es matrix, akkor
(u,v) := uT Av szimm. bilin. fvény F"-en,

ennek a Gram-matrixa A.

a (,) standard skalarszorzat Gram-matrixa /
Tul: uTAv = (v, Av) = (AT u,v)
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Baziscsere hatdsa a Gram-matrixra:

P I L& P ! Wao
Legyen vi,...,vn és vj,..., v, két béazis, a v; — v baziscsere

matrixa C = (cj): Vf =1 Cijvi-

All.: Ha {,) Gram-matrixa az els§ bazisban A, akkor a masodikban
CTAC.

Biz.: Jel.: A= (aj). A masik bazisban a Gram-matrix A" = (a};).

U
/
n

= Cki Ljdke = E Ck:E ke Cj
k=1 =1

3

k=1

~

Bels 6sszegek vektora AC j-edik oszlopa. Ez van skaldrszorozva C
i-edik oszlopaval, azaz CT i-edik soraval.



Alkalmazott algebra - skalarszorzat
L Euklideszi terek

Euklideszi terek

R" standard skalarszorzatarél
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Definitség

V vektortér R felett, (,) szimm. bilin. fvény V-n
m pozitiv definit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) >0
m pozitiv szemidefinit, ha Vv € V vektorra (v,v) >0
m negativ definit, negativ szemidefinit hasonléan
m indefinit, ha Ju,v € V, amelyekre (u,u) >0, (v,v) <0

m Példa: R2-en <(3;) , (gl)> = aufy — anfh &5
<(al) ; (ﬂ1)> = a1/ + a2 indefinitek. Feladat: mik a

a2 B2
Gram-matrixok a standard bazisban?
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Néhany feladat

V =R", tth. (u,v) = u” Av, azaz a Gram-métrix a standard
bazisban A.

m Mutassuk meg, hogy ker A = V+.

m Kév: A szing. & V- #£(0)

m Megj.: szokasos elnevezés: (,) nemelfajulé, ha VL = (0).
m Tfh. (,) poz. szemidef. Mutassuk meg, hogy ekkor:

A szingularis & 30 # v € R, hogy v € v*.

Mut. meg, hogy indefinit (,) esetén a fenti ekvivalenciabdl
csak = igaz.
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Euklideszi tér

m Val6s vektortér pozitiv definit (,) bilinearis figgvénnyel
m Példa: R”", a standard skalarszorzattal
m Fontos tul.: Euklideszi tér altere is euklideszi tér

m (f,g): [f(x)g(x)dx is poz. def., a négyzetesen integralhaté
fvények tere co dimenzids,
véges sok fvény altal generalt altér euklideszi tér

m hossz: |v| = +/(v,v)

m tavolsag: |u— v|
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A Gram—-Schmidt-Ortogonalizacié

(,) poz. def. V-n

Vi,...,Vp bazis V-ben

(vi,v1) #0, azaz v & vf‘.
<V17W>

BETW— W — v1 lin. transzf.
(v1,v1)

(mw a w-nek a vi-re meréleges komponense)
i

B kerm = (vq), TV = vj
B Vy,...,V, — TV,..., TV, bazis vi--ben (Miért?)
m folytassuk vi--ben
.
m eredmény: ortogonalis bazis
m normalé lépés: v; — —L—v;
(vi,vi)
m végeredmény: ortonormalt bazis
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LA Gram-Schmidt-ortogonalizacié

Gram-Schmidt: megjegyzések

1 *x  x *
1 x* *
s s - P L, L . 1 *
m A normalé lépés elGttig a baziscsere matrixa
1

alaki
B a normalast is tartalmazé baziscsere matrixa is felsé
haromszog alaki, pozitiv elemekkel a f6atléban.

m Az utolsé normalé [épés kivételével a mas alaptestekre, nem
poz. def. (,)-re is alkalmazhat6, hacsak nem talalunk v € v+
vektort.

m Feladat: tehetiink-e valamit, ha v; € v{?
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Gram-Schmidt: megjegyzések

m Alkalmas egy adott szimmetrikus bilinearis fiiggvény pozitiv

definitségének eldontésére:
Az eljaras nyilvan végigmegy, ha annak soran nem jon el olyan v vektor,
amelyre (v,v) <0.

Ha nem jon ilyesmi el6: a végsS vi, ..., vn bazis ortogonalis és (v;, v;) > 0,
ezért (,) poz. def.

m A Gram-matrix alakulasanak kovetésénél értelmes
interpretacié: sorok és oszlopok szerinti Gauss-eliminacio:
Pl. a vy «— vy — E“f’fgvl helyettesitésnél
1. a méasodik sorbdl eliminaljuk az els6 elemet az elsé sor
segitségével
2. az igy kapott matrix masodik oszlopanak elsé elemét
eliminaljuk az els6 oszlopanak a segitségével
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Gram-Schmidt példa

m Tth. a vi, v», v3 bazisban (,) Gram-matrixa

1 21
2 5 4
1 4 4

m A masodik sorbdl levonjuk az elsé sor kétszeresét:

1 21
01 2
1 4 4

m A masodik oszlopbdl levonjuk az elsé oszlop kétszeresét:
1 0 1
01 2
1 2 4
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Gram-Schmidt példa

m A vy, < 7wy utan:

1
0
1

N RO
o S R

m A harmadik sorbél levonjuk az elsét
1 01
01 2|,
0 2 3

m A harmadik oszlopbdl levonjuk az elsét

1 00
01 2
0 2 3

m Innentdl a valtoztatasok a jobb alsé blokkot érintik.
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LA Gram-Schmidt-ortogonalizacié

Gram-Schmidt példa

m A vit-re valé vetitések utan:

1 00
01 2
0 2 3
m kivonjuk a masodik sort a harmadikbdl:
10 0
o1 2],
0 0 -1
m kivonjuk a masodik oszlopot a harmadikbdél:
10 0
01 0
0 0 -1

Keletkezett egy —1 a fatléban, tehat (,) indefinit.
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Gram-Schmidt megj.

m Megj: A Gram-Schmidt eljaras segitségével igazolhaté, hogy
R7"-en (,) akkor és csak akkor pozitiv definit, ha valamely
(barmely) bazisban felirt A Gram-matrixara igaz az hogy
minden 1 < j < n-re A bal fels6 j x j-es blokkjanak a
determinansa pozitiv.
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lzometria

m Vi, (,) és Vo, (,)2 euklideszi terek. A ¢ : V4 — V5 lin. bijekcié
izometria Vi és V5, kozott, ha

(v, w) = (¢v, pw)s

minden v, w € Vj-re.
m Vi, (,) és Vo, (,)2 izometrikusak, ha létezik kdztiik izometria.

m azaz léteznek olyan bazisok a két térben, amelyekben a
Gram-matrixok megegyeznek.
m KOv.: Barmely n-dimenzids eukl. tér izometrikus R"-nel.

Gram-Schmidt: létezik ortonormalt bazis

m Megj.: Az izometria jelentése: tavolsagtart6 .... Eukl. terek

kozotti tavolsagot tartd és 0-t 0-ba vivs leképezések automatikusan linearisak.
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LKomplex euklideszi terek

Komplex euklideszi terek

m AKA véges dimenziés Hilbert-terek, unitér terek, Hermite—féle
terek, hermitikus terek.

T

m Probléma n > 2-re C"-ben az u’ v-vel:

B 30#veC” amelyre v € v+
m Feladat: mutassunk ilyen v-t.

m C"-en u” v helyett jobb u*v-t hasznalni.
Def.: u* az alabbi m = 1-gyel:
m adjungalt matrix: A n x m-es komplex matrixra

A* = AT

a transzponalt matrix elemenkénti komplex konjugaltja.
m Ha A valés, akkor A* = AT.
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Hermitikus fliggvények

V komplex vektortér, (,) : V x V — C hermitikus (vagy
Hermite-féle), ha
m a masodik valtozdéjaban linearis, azaz
B (u, v+ V)= Nu,v)+ {u,v) (Vu,v,v € V, X € C),
m és konjugalt-szimmetrikus:
m (u,v) = (v,u) (Yu,v € V)
m Megj.: Egy hermitikus fliggvény az elsé valtozéban
konjugalt-lineéris (avagy antilin.):
B Qutu,v) = Nu,v)+ (W, v) (Vu,u',v eV, \eC),
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LKomplex euklideszi terek

Analégidk a valds esettel:

standard skalarszorzat C"-en: (u,v) = u*v

Gram-matrix: ugyanigy a; = (vj, v})

Hermitikus fvény Gram-matrixa 6nadjungalt (avagy
hermitikus):

A*=A
(u,Av) = u*Av = (A*u)*v = (A*u,v)

u,v — u*Av hermitikus < A &nadjungalt

Baziscsere hatidsa a Gram-matrixra

A— C*AC
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Definitség

(,): V x V — C hermitikus fvény
m Eszrevétel: (u,u) = (u, u), tehat (u, u) mindig valés.
m (,) pozitiv definit, ha V0 # v € V vektorra (v,v) >0

m pozitiv szemidefinit, indefinit, stb. hasonléan
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Komplex euklideszi tér

m Def.: komplex vektortér poz. def. (,) hermitikus fvénnyel
ellatva

m eukl. tér altere is eukl.

m n-dim. komplex eukl. tér izometrikus C"-nel
Biz.: (Gram-Schmidt atmegy)

m Ezutan: euklideszi terekben a (,) jeldlést hasznaljuk.
m hossz: /(v,v)
m Pythagorasz-tétel: ha u L v, akkor |u+ v|?> = |u]?> + |v|?
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Pétlap: A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség

m Cauchy (1821):

(3) ($7) = (5] (5]

m Bunyakovszkij (1859), Schwartz (1888):

' [ fes00x o NERIIERS
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Alkalmazés: a Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenség

Komplex (vagy valds) euklideszi térben (Weyl 19187):

[(u, V)] < [ullv].

Biz.: ekvivalens megfogalmazas: |(u, v)|? < (u,u)(v,v)
FeltehetS v # 0 (kiilonben akkor mindkét oldal 0)
v felboml. u-val || és u-ra L Gsszetevdkre:

v = pu+ v/, ahol p = EZ’Z; és v = v — puu.

(v,v) = |pl(u, u) + (v, V') &s |(u, V)2 = ul?(u, u)?.
A bizonyitandé <-ség baloldala |u|?(u, u)?
jobboldala |p|?(u, u)? + (u, u)(v/,v').

Megj. A bizonyitas soran végiil is az u és v vektorokat tartalmazé sikban (vagy
egyenesen) dolgoztunk.
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A Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenség

m Komplex (vagy valés) euklideszi térben
[(u, V)| < Jullv].

m Kifejtett alak:

m Négyzetesen integralhaté fiiggvényekre
2
[ reastos| < [176aR o [ leto ox
(It (hi(x), h2(x)) = [ hi(x)ho(x) ésa

Cauchy-Schwarz—egyenl6tlenséget az f(x), g(x) parra
alkalmazzuk.)
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L Normalis matrixok

Normalis matrixok

m diagonalizalhaté (diagonalishoz hasonlé) komplex matrixok
fontos csaladja

m Def.: A n x n-es komplex matrix normalis, ha
AA* = A*A

m valés A-ra: ATA=AAT
m Példa: A = A* 6nadjungalt (valés esetben szimmetrikus)

aldar 4 (1 N acn_ (1 0 e (ol -
m Példa: A= (1 1) és B = (0 0) normalis (szimmetrikus), de

AB = G 8) nem normalis. Miért?

Cc= (_01 (1)) normalis (ferdén szimmetrikus: CT = —C), de
12

) nem normalis. Miért?
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Normalis matrixok

a v

m All.: Legyen M= c

pedig n — 1 x n — l-es. Ekkor

,aholaeC, vl ec !, C

M normélis & v = 0 és C normaélis.

Biz.:

MM* — M*M bal felsé eleme az + vw* — 3a = vv*.
tehat ha M normalis akkor vww* =0, igy v =0.
Ha v = 0, akkor M blokk diagonalis é&s MM* — M*M is.

Utébbi diag. blokkjai 0, illetve CC* — C*C.

m Kov: Fels6 (vagy als6) haromszdgmatrix normalis <

diagonalis
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Unitér matrixok

U n X n-es.

m Def.: Az U n x n-es méatrix unitér, ha U*U = I.
Minden unitér matrix normalis.

All.: U unitér < U* unitér. Ekkor U* = UL,
All.: U, U unitér = 1, U~ és UU’ unitérek.
m All.: U unitér < U oszlopai egy ortonormalt rendszert
alkotnak < U sorai ortonormalt rendszert alkotnak.
Atfogalmazva.: Ekvivalensek:
m U unitér
m U a standard bazist egy ortonormalt bazisba viszi
m U:C" — C" izometria
m U C” valamely ortonormalt bazisat ortonormalt bazisba viszi
m U C" barmely ortonormalt bazisat ortonormalt bazisba viszi

m valds unitér = ortogonalis (UUT = 1)
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L Unitér matrixok

Unitér/ortogonalis matrixok: példak

m tetsz8leges permutacidés matrix

T . . PR -,
m v v — 292y az ut hipersikra valo tiikrozés

m Hadamard-kéd fele:

B A ZT — Z, lineéris fliggvények, mint 2™ hossz( 0 — 1
vektorok.

m Ezek kéziil barmely két kiilénbézé 2™~ helyen egyezik, 2m~1
helyen kiilonbozik
(Egy nem 0 lin. fvény 2™~1 helyen 0, 2™~1 helyen 1)

0—-11—--1

m 2™ darab 2™ hosszii paronként merGleges +1-vektor

m 2™/2_vel normalva ortogonalis matrixot alkotnak.

m Hadamard-matrixok n x n-es £1-matrixok,

paronként mer&leges oszlopokkal (sorokkal).
m Feladat: van n x n-es Hadamard-matrix = n = 2 vagy 4|n
m Sejtés: Ha 4|n, akkor van n x n-es Hadamard-matrix.
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A Schur-felbontas

Tétel: Tetszbleges A n X n-es komplex matrixhoz létezik olyan U
n X n-es unitér matrix, amelyre U*AU felsé haromszog alaka.

m Biz.: Indukci6é n szerint. n = 1: trivialis.

m n > 1: X A-nak egy sajatértéke, v megf. 1 hosszii sajatvektor. Legyen U egy
olyan n x n-es unitér matrix, aminek v az elsg oszlopa. (U tovabbi oszlopai v
egy ortonormalt bazisa.) A U oszlopaibél all6 bazisban az A-val valé szorzas

A *

1

matrixa U*AU = A

m az indukciés feltevés miatt létezik U’ n — 1 x n — 1-es unitér, hogy U’* A’ U’
fels6 haromszog.
1

m legyen U = U . Ekkor UU"" unitér és

m (UU")*A(UU") = U"* U* AUU" felss haromszdg.
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Schur-felbontéas - megjegyzések

m altalaban nem egyértelmii, de
m a diagonalis elemek az eredeti matrix sajatértékei.

m a bal fels6 eleme az eredeti matrix tetszéleges sajatértéke lehet.
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Spektréltétel normalis matrixokra

m Eszrevétel: U n x n-es unitér, A n x n-es. Ekkor

A normalis & U*AU normalis

E>I:Z"(U"‘AU)*U*AU = U*A*UU*AU = U*A*AU = U*AA*U =

U* AUU*A*U = U* AU(U* AU)*

<: Ha A’ = U*AU, akkor A = (U*)*A(U*), igy alkalmazhaté a masik iranya.
m Kov.: A normilis < van U unitér, hogy U*AU diagonalis

(azaz valamely Schur-felbontasara U*AU diagonalis)

(& barmely Schur-felbontasara U*AU diagonalis)

m Atfogalmazva.: A normalis
< van A sajatvektoraibdl all6 ortonormalt bazis
(fenti U oszlopai)
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L Spektraltétel normalis matrixokra

Alkalmazas: DFT és inverze

m Az (12...n) permutacié matrixa ortog. ,igy normalis
m n kiil. sajatérték = a megf. sajatvektorok merélegesek.
m Az w/ sajatértékhez tartozé 1 hosszi sajatvektor
1
Wl
1
W=l
u)l'("*l)
11 1
1 w wn—1 . 1
m Tehat m = % ) ) i ) unitér: M~ = M*
1 w1 .. =11
m ltt M* = M: M-b8l w «— @ cserével kaphaté

Ezen csere erejéig az inverz DFT ugyanolyan, mint a DFT.
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Matrixok definitsége

m Def.: az A 6nadjungalt matrix pozitiv szemidefinit (pozitiv
definit), ha v*Av > 0 (v*Av > 0) minden v € C" vektorra.
Megj.: Ekvivalens a (u, v) := u*Av hermitikus fliggvény

megfelel§ definitségével.

m Példa: A tetsz6leges m x n-esre A*A poz. szemidef. A*A
pontosan akkor poz. def., ha A oszlopai linearisan fliggetlenek.
Biz.: v*A*Av = (Av)*(Av) miatt v*A*Av > 0 és v*A*Av = 0 pont akkor, ha
Av =0.
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L Fontos tipusii normalis matrixok spektruma

Pétlap: fontos tipust diagonalis matrixok

A komplex diagonalis. Ekkor:

A unitér & A diag. elemei 1 abszolat értékiek
A onadjungalt < A diag. elemei valésak

]
]
m A pozitiv szemidefinit & A diag. elemei nemnegativ valésak
m A pozitiv definit & A diag. elemei pozitiv valésak

]

A ferdén hermitikus < A diag. elemei tiszta képzetesek
(Az a + bi komplex szam tiszta képzetes, ha a = 0.)
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Fontos tipusi normalis matrixok spektruma

m All.: Legyen U unitér. Ekkor A 6nadjungalt < U*AU &nad.
Hasonl6 ekvivalenciak unitér, pozitiv definit, pozitiv
szemidefinit, ferdén hermitikus (A* = —A) matrixokra.

m Jellemzés: A komplex normalis. Ekkor:

m A unitér < A sajatértékei 1 abszolit értékiek
m A Onadjungilt & A sajatértékei valésak
m A pozitiv szemidefinit < A sajatértékei nemnegativ val6s
szamok
m A pozitiv definit < A sajatértékei pozitiv valés szamok
A ferdén hermitikus < A sajatértékei tiszta képzetesek
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Schur-felbontas valés sajatértékekre

m Tétel.: Tfh. A n x n-es valds, és A sajatértékei valdsak.
Ekkor létezik olyan U n x n-es valés ortogonalis, amelyre
UT AU fels6 haromszog.

Biz.: A Schur-felbontas bizonyitasa atmegy.

m Kov.: A valds szimmetrikusra létezik U valés ortog., hogy
UT AU diagonalis.
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L Fontos tipusii normalis matrixok spektruma

Pétlap: valés Schur-felbontés biz. |

All.: Ha A valés és A kar. polinomjanak \ egy valés gydke, akkor
letezik A-nak valds sajatvektora \ sajatértékkel.

Biz.: det(A/ — A) = 0 miatt A/ — A mint R” — R”" lin. transzf. szing., azaz a magja
# (0). Egy nemnulla elem a magbdl egy sajatvektor X sajatértékkel.
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L Fontos tipusii normalis matrixok spektruma

Pétlap: valés Schur-felbontés biz. 1.

Tétel.: Tth. A n x n-es valés, és A sajatértékei valésak. Ekkor
letezik olyan U n x n-es valés ortogonalis, amelyre UT AU felsé

haromszdg.
Biz.: Indukcié n szerint. n = 1: trivialis.
n>1: X A-nak egy sajatértéke, v megf. 1 hosszii sajatvektor. Legyen U egy olyan
n X n-es ortog., aminek v az els§ oszlopa. (U tovabbi oszlopai vL egy ortonormalt
bazisa.) A U oszlopaibdl allé bazisban az A-val valé szorzas matrixa

A *

UTAU = N

Az ind. felt. miatt 3 U’ n— 1 x n — l-es ortog., hogy U’ T A’ U’ felsé haromszég.
1

Legyen U" = U

Ekkor (UU"TA(UU") = U" T UT AUV felsé haromszog. (Es persze UU” ortog.).
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Projekcié (vetités)

m Def.: 7: V — V lin. transzf. projekcié, ha 72 =.

m All.: 7 projekcié < 7 megszoritasa 7V-re az identitas.
m2x = x & 7w(nx) = (7x)

m projekciok sajatértékei € {0,1}.

m Ortogonalis projekciék (merdleges vetitések): Euklideszi
térben egy olyan projekcié, aminek matrixa normalis egy
ortonormalt bazisban.

m Ortog. proj. matrixa 6nadjungalt (valésra szimmetrikus).

m Egy normalis matrix projekcié < (komplex) sajatértékei a
{0, 1} halmazbél keriilnek ki.
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Mer6leges vetités altérre

m Legyen P ortogonilis projekcié matrixa. Legyen U unitér, hogy
U*PU = diag(1,...,1,0,...,0). Ekkor U elsé néhany oszlopa
P képterének egy ortonormalt bazisa, a tobbi pedig P magjaé,
ami éppen a képtér L-komplementuma.

m Kov.: Egy ortogonalis projekcidt egyért meghataroz a képtere.

m Elnevezés: az altérre valé merGleges vetités.
létezés/konstrukcié W < V-re:

wy, ..., w, ortonormalt bazis W-ben

kiegészitjitk w, 11, ..., w,-nel V ortonormalt bazisava
V=Dl iV = g i+ 3 i

el rész: vetiilet W-re, masodik rész: vetiilet W= -re

utv
u*u
u merSleges vetités az (u) egyenesre.

m Példa: v — v — 2%y merbleges vetités az u' hipersikra

u*v
u*u

V —
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Meréleges vetitések tovabbi tul.

m All.: A vetiilet az altér legkozelebbi vektora:
Legyen v € V, w € W v mer&leges vetiilete W-n
ué€ W-re
a W < V-re val6 meréleges vetités és v € V, akkor
tetsz. u € W-re
v —u[=]v—w]

egyenlGség csakis u = w-re.

m Biz:.v=w+w itt w € WL,

m Legyen u € W. Ekkor

v—u=(v—-w)+(w—-u)=w+(w—u).
mw L (w—u)eW, igy|v—ul?=|w|?+|w—u®>|w|
m u # w-re a kiilonbség |w — u| >0
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Példak ortog. projekcidkra

a a1+.r.',+o¢,,
s O(1+.,.7.+Oén ) ; B »
mAz| |~ i leképezés mer6leges vetités az

Qn Ol1+.’.7.+0¢n

1

1 . .

.| irany( egyenesre. Matrixa

1

S ==
=LA
S
)

=
;
Il
%‘H
3
VS
g
3
$h-
3
N—
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Példak ortog. projekcidkra

m az els6 néhany standard bazisvektor altal feszitett altérre vald
1

merGleges vetités: ' =

to ...0'@1o ... 0+0 1 ... 070 1 ... 0)+...

m Altalaban, ha W < RM-nek wy, ..., w, egy ortonormalt bazisa,
akkor a W-re valé merGleges vetités matrixa
W1W1T =+ ...+ W,W,T.

m Ha 7 egy ortogonalis projekcié a W altérre, akkor | — 7 egy
ortogonalis projekcié a W' altérre. Példaul ha u € C" egy
egységvektor, akkor uu* az (u) altérre valé meréleges vetités,

mig I, — uu* az ut altérre vetit merélegesen.
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Ortogonalis projekcidk f&atléja

m Négyzetes matrix nyoma: trA az A matrix f6atléjaban levé
elemeinek Osszege. A karakterisztikus polinom n — 1-ed foka
tagjanak az egyiitthatéja, — elGjellel.

m Ezért trC1AC = trA.

m Ortogonalis projekcidk fdatléja: Legyen A = (aj;) egy
ortog. proj. matrixa (a standard béazisban).

m trA = A rangja,
Biz.: A diag. alakjaban az 1-ek szdma, azaz a képtér dim.
ma; >0
Biz.: Legyen vi,..., v, a standard bazis. A> = A*A = A, igy
dji = (V,',AV,') = (V,',A*AV,') = (AV,',AV,') > 0.
ma; <1:
Biz.: v; — Av; € ker A = (AC")*, igy (Av;,v; — Av;) = 0, igy

1 = (V,', V,') = (AV,', AV,') + (V,' — Av;, v — AV,')
> (AV,',AV,') = (V,',A*AV,') = (V,',AV,') = ajj.
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L Normalis matrixok
L Tiikrozasek

Pétlap:

Tikrozések

Def. 7 lin. transzf. involicié, ha 72 = /.
All. 7 projekcié < | — 27 involticié
(I —2n)2 =1 —4r + 472 = | + 4(n? — )
All. 7 involicié < %(I — T) projekcié
Def.: tiikrozés = (standard bazsiban) normalis matrixd
involiicié
All. 7 ortogt. proj. < | — 27 tiikrozés
All. 7 tiikr. < (I — 7) ortog. proj.

All.: T normalis matrix egy titkr. < T sajatértékei +1

KOv.: tiikrozés egyszerre unitér és 6nadj. (valésra egyszerre
ortog. és szimm.)

Példa: ut-re titkr: v — v —2

u*vu
u*u
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LNorméIis matrixok

L Tikrozesek

Gyakorlé feladaok:

Az alabbi matrixok koziil melyek normalisak, melyek pozitiv
definitek és miért?

(1 23\ L (12 - (11
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b_ —1
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Alkalmazott algebra - skalarszorzat
LNorméIis matrixok
L Tiikrozasek

2 X 2-es valés normalis matrixok

A 2 x 2-es val6s

masodfok( valés kar. pol

a sajatértékek: vagy egy/két valds, vagy egy konjugalt par
egy/két valés sajatérték: Ekkor A normalis < A szimmetrikus.

konjugalt par: a+ bi,a — bi. Ekkor A normalis < A — al
normalis & A — al ferdén szimmetrikus:

alaka.
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