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SVD - szingularis értékek szerinti felbontas

Poz. szemidefinit matrixok spektralfelbontasanak altalanositasa
nem feltétleniil négyzetes matrixokra
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L_SVD - szingularis értékek szerinti felbontas
L_LSI - mégbttes szemantikajii indexelés

"Kozelit" webkeresés egy modellje

m dokumentumok (weblapok) ~ vektorok,

m a koordinatdk a (Iényeges) szavaknak felelnek meg:
m A koordinatak kiszamitasara példak:

m egyszer(i incidencia: 0 vagy 1

m fontossag szerinti stlyok

Pl. relativ emlitési gyakorisagbdl kalkulalt
Szamithat az emlités mdédja is: cimben, hivatkozasban, szévegben

keresgkérdés ~ dokumentum-vektor

Feladat: a kérdés vektorahoz minél jobban illeszkeds:
"hasonlg", "kozeli" dokumentum-vektor keresése

Nem pontos illeszkedés: lehet, hogy a legjobb talalat nem is
tartalmazza a kérdés egy szavat se, inkabb

A kérdés "jelentéséhez" van koze
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L_LSI - mégbttes szemantikajii indexelés

LSI - mbgottes szemantikaja indexelés

Latent Semantic Indexing

m dokumentum (pl. weblap), n szé

A = (ajj) m x n-es, cj ~ j. sz6 az i. dok-ban
A sorai ~ dokumentumok

A oszlopai: szavak "profilja"

Feltevés:

m a hattérben (altalunk nem ismert) fogalmak, jelentések allnak
m a szavak jol kozelithet6k fontosabb jelentések elegyével

m a jelentéseket a dokumentumokbdl "tanulhatjuk" meg
[

a kozelités hibdja: "zaj", "lényegtelen", "esetleges" dolgok
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LSI

m A= (aj) mx n-es, ajj ~ j. sz6 az i. dok-ban
m Formalisan:

fi1 fik
fo1 fok

mléteznek = . |,....k =] . € R™ oszlopvektorok
fml fmk

(a jelentések profiljai), hogy
m A oszlopai jél kozelitheték fq, ..., fi linearis kombinacidival,
azaz létezik olyan B m x k-as matrix, hogy

A= FB,
ahol F = (f;).

B i-edik sora az A-nak az i-edik oszlopat kozelité kombinacio
egylitthatéibdl all
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L_LSI - mégbttes szemantikajii indexelés

Alacsony rangi kozelités

m All.: Legyen A’ egy m x n-es matrix. Ekkor A’ rangja < k <
leteznek olyan B k x n-es és F m x k-as matrixok, amelyekre

A = FB.

Biz.: A’ rangja < k < létezik olyan F m X k-as, hogy A’
oszlopai megkaphaték F oszlopainak linearis kombinaciciként
Emellett B i-edik sora az A’ i-edik oszlopat el64llit6
kombinacié egyiitthatoibél all.

m Tehat: a "lényeg" ~ A alacsony rangl kozelitése
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Eredet: f6komponensanalizis

K. Pearson 1901

A = (ajj) m x n-es, aj ~ j. adat értéke az /. mérés soran

Pl. kérd8iv kérdéseire adott valaszok, skalazva

alj

Oszlopok: ~ val. valtozék mért adatai &/ =

Oémj
Sorok: egy-egy mérésre az adatok sora a; = (aix ... aim)
Feltessziik: 27;1 Qi = 0 ~ 0-ra normalt empirikus atlagok
|aj[> = 310, af: ~ empirikus szorasnégyzet
a legfontosabb "rejtett Gsszetevs": abban az irdnyban vett
adatok, amerre a leginkabb szérnak.
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L Eredet: fékomponensanalizis

Fékomponensanalizis

H1
m u iranyd adatok: Legyen u= | : | egységvektor (u”u =1).
fin
Az j-edik mérés u iranyl adata a,-T vektor u iranyd (u-val
parhuzamos) komponensének az egyiitthatdja, azaz
aju = 27:1 ajjpj. Az m darab u iranyl adat egyiitt: Auw.
m 6 irdny: az az u, amelyre |Au|? = Y7 (a;u)? maximalis
m a megfelel§ "rejtett valtoz6" ~ az Au oszlopvektor
m a kdvetkez6 16 irany: az u-ra mer6legesek koziil a legnagyobb
vetiiletet adé irany, stb...
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Fékomponensanalizis és szingularis értékek

m A = (wjj) tetsz8leges m x n-es matrix (3 " ajj = 0 nem kell.)
m u; € R” olyan egységvektor, amelyre

|Auy|? a lehets legnagyobb
m Ha uy,..., us mar megvan, usyq egy olyan egységvektor

{u,...,us}*-bél, amelyre
|Ausy1|? a lehets legnagyobb
m Milehet uy,..., u,7?
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Fékomponensanalizis és szingularis értékek

m Eszrevétel: |Aul> = uT AT Au, és AT A poz. szemidefinit
ut6bbi biz.: (ATA)T = AT A, tehat AT A szimm.
vT(ATA)v = (Av)T(Av) > 0. (Egyenldség v ker A-ra).

m Kov.: 3 M ortog., hogy MTATAM = diag(02,03,...,02).
Feltehets, hogy 01 > 00, > ... > 0, > 0.

m (Elnevezés: szingularis értékek)

m All.: |u| = 1 esetén |Au| < o1 és ha |Au| = o1, akkor u

sajatvektora AT A-nak o? sajatértékkel. (zh091030, 5. fa.)
V1
Biz.: Legyen M mit fent és v := MTu = | : |. Ekkor u = Mv és
Vn
|[Aul? = |AMv[]2 = vT MTATAMy = 37 1202 <31 1202 =02, és ha
v; # 0 olyan i-re, amelyre o; < o1, akkor < all. Kiilonben u = Mv az M olyan

oszlopainak linearis kombinacidja, amelyek sajatvektorok crf sajatértékkel.
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L Eredet: fékomponensanalizis

Fékomponensanalizis és szingularis értékek

m All.: Tfh. |u| =1 és u L M els6 k oszlopara. Ekkor
|Au| < o441 és ha |Au| = oy, akkor u sajatvektora AT A-nak
012( sajatértékkel.

v

Biz.: Legyen v=MTu= | : |. A merSlegességi feltétel miatt
Un

v1 =...=v, =0, EKkor Au = AMv és

[Aul?2 = 37 g vPo? <307 vioR = oF, . Az egyenlSség vizsgalata is
hasonl6é a k = 1 esethez.

m Koév.: A f6 iranyok AT A sajatvektorai, azaz (lényegében) M
oszlopai.
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Szingularis értékek

A m x n-es valés matrix Megj: (a komplex eset hasonléan miikddik)
m Def.: A szingularis értékei A7 A (nem nulla) sajatértékeinek

Ve
m All.: AT A rangja = A rangja
Biz.:
Eszrevétel: ker AT N AR” = 0.
Eszrv. biz.:Tth. v ¢ ker AT NAR"™: ATv =0 és v = Au.
Ekkor uT AT Au=uTATv =0, igy Au=0.
Dimenziététel AT -nek AR"-re valé megszoritasara+Eszrv.:
dim AT AR" = dim AR" — 0 = dim AR", azaz

AT A rangja = A rangja.

m Kov.: (poz.) szingularis értékek szdma = rang
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A és AT szing. értékei

m All.: Ha o (poz.) szing. értéke A-nak, akkor AT-nak is
(és viszont).

m Részletesebben: Ha v sajatvektora AT A-nak 0% # 0
sajatértékkel, akkor Av sajatvektora AAT-nak szintén o

sajatértékkel.
Biz.: Tth. 0 # v és AT Av = o2v. Ekkor
(AAT)(Av) = A(AT A)v = Ao?v = g2 Av.

v=2ATAv, igy Av # 0.

2

m Megj. A (poz.) szing. értékek multiplicitasai is ugyanazok.
Biz.: A LA az AT A o2-sajatalterét az AAT o2-sajatalterébe viszi. A LAT
pedig forditva.

A két leképezés megszoritasa a o2-sajatalterekre inverzei egymasnak.
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SVD - A f8 lemma

Lemma: Tetsz. A m X n-es valés matrixhoz léteznek M n x n-es és
M’ m x m-es ortogonalis matrixok, hogy:

o1

MTAM =3 = illetve

On

Az elsé az m > n esetet, a masodik az m < n esetet abrazolja

o1 > ...> on: AT A sajatértékeinek nemnegativ N
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SVD - a f6 lemma bizonyitasa

Legyen M olyan ortog., amelyre

MTATAM = diag(c?,...,02)

n

m Megj: f6komponensanalizisnél M oszlopai: a f6 iranyok, AM
oszlopai: a f6 iranyok mentén vett értékek vektorai

Legyenek AM oszlopai w, ..., w,.
(AM)T(AM) = diag(o?,...,02) miatt

2 . .
o4, hai=
WTVI/J_{ 1 J

' 0 hai#j
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SVD - a f6 lemma bizonyitasa Il

|
2

0 hai#j
Tth. o1 >...>0,>0,deo,y1=...=0,=0.

.TW.—{ o2, hai=j

Megj.: i > r-re w; =0 (mert w; w; = 02 =0)

Legyenek i < r-re v; = %W,'
1

bazisava.
{ g, hai=j<r

Ty, —
Bviwi=9 o egyébként

Ha m > r, egészitsiik ki v, 11, ..., vpy-mel R™ ortonormalt

m Legyenek M’ oszlopai: vi,..., v, Ekkor M’ ortog. és

MTAM =5/
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Teljes SVD

Tétel: Tetsz. A m x n-es valés matrixhoz léteznek M n x n-es és
M’ m x m-es ortogonalis matrixok, hogy

A=MI'M", ahol

2 o1
Yy = T illetve

On

Biz.: a f5 lemma egyenlSségét M’-vel ill. M7 -vel szorozzuk balrél-jobbrél.
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Redukalt SVD

Tétel: Tetsz. A m X n-es valés, r rangli matrixhoz vannak U’
m X r-es, U n x r-es matrixok, hogy
m UTU=UTU =1, azaz U, ill. U oszlopai ortonormalt

rendszerek
m A= UXUT, ahol

Or

mo;>...>0, >0 A(poz.) szing. értékei.
Megj. (a komplex eset): U*U = U"*U' = I,, A= UXU".
(Ekkor A*A lesz poz. szemidef. dnadj.)
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V)

Redukalt SVD - bizonyitas

m Teljes SVD: A= M'Y/MT
m Legyenek M = (U|T), M' = (U'|T").
Uill. U az M ill. M’ els6 r oszlopa. Nyilvan UTU = U'TU" = I,.

, (= 0
'Z_(o 0

m A= (UT) (’5 8) (%) — (U's)0) (g:) —UsuT.
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V)

SVD: "Egyértelmiség" kérdése

Tfh. A= U'TUT, ahol ¥ = diag(o1,...,00),
o1>...>20,>0, U mxresUnxres UTU =1,
utu=1,.

Ekkor ATA=UTU'TU'LUT = UX?UT, igy ¥2 = UTATAU.
Innen: U oszlopai az AT A matrix nem 0 sajatértékeihez
tartozé sajataltereinek ortonormalt bazisait adjak.

Egészitsiik ki U-t egy n x n-es M ortog. matrixsza ker AT A-bél vett
oszlopvektorokkal. Erre MT AT AM = X2,

U’ fenti érvelés, A — AT cserével.

Kov: ha A pozitiv szingularis értékei paronként kiil, akkor U és
U’ az oszlopok egységszerese (+1) erejéig egyértelm.
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SVD - példa

[y

)

[y

3 3 6 0 V6 0
Ta__ TaAT 52 r
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SVD szimmetrikus matrixokra

AT = A
m a szingularis értékek A sajitértékeinek abszolit értékei
(multiplicitassal).
A1
A2
m Tth. A=v _ uT,
N
ahol U n x n-es ortogonalis; [\1] > [X\2| > ... > | A4l
m Ekkor A egy lehetséges teljes SVD-je
[A1]

[Az]
A=U _ uT,

[An

ahol U’ i-edik oszlopa U i-edik oszlopanak 4-1-szerese,
aszerint, hogy \; > 0 vagy A\; < 0.
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L Alacsony rangi kizelitések

A Frobenius-norma

A m X n-es valds

m Def. (Frobenius-norma-négyzet): (= eukl. hossznégyzet)

m n
AP =" a5
i=1 j=1
Ugyanaz, mint: sorok v. oszlopok hossznégyzet-dsszege
Elegans alak: ||A|> = tr ATA = tr AAT, ahol
Emlék. (nyom, trace): B = (bjj) n x n-esre trB =>"" . b;
Megj. (komplex matrixokra):
A2 = 3 Jaj|? = tr A*A = tr AA*
Nyom tulajdonsaga: A m x n-es, B n X m-esre:
tr AB = tr BA.
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L Alacsony rangi kizelitések

Normatartd szorzasok:

All.: Tfh. A m x n-es, B olyan m’ x m-es amelynek az oszlopai
ortonormalt rendszert alkotnak (azaz BT B = I,,), C olyan

n x n'-es, amelynek a sorai ortonormalt rendszert alkotnak (azaz
CCT =1,). Ekkor

IBAI* = [|AI* = [ AC]1%.

Biz.: A oszlopai a!,...,a", BA oszlopai Bal,...,Ba". B az R™ standard bazisat B
képterének egy ortonormalt bazisaba viszi, tehat B egy izometria R™ és B képtere
kozott.

lgy [Bal|? = |a/|? &s || BA|* = X |Bal 2 = 3" a2 = ||A|.
A masik =-ség innen A < AT, B «— CT helyettesitéssel.
Masik biz.:

IBAI? =tr ATBTBA=tr ATInA=tr AT A = || A%
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Az Eckart—Young-tétel

m Eckart-Young 1936 (Psychometrika)

m Korabban: Schmidt approximacids tétele 1907 (fliiggvények
kontextusaban)

= Redukalt SVD: A= U'TUT.
m k < r-re legyenek

m UK): U elsé k oszlopa
m UK. U elsé k oszlopa
n Y9 = diag(oq,...,0k): T bal fels6 k x k-as része

a AK) — gy (k) gy T

m Tétel: A-nal AK) az (egyik) legjobb < k rangi kdzelitése a
Frobenius-normaban
(A iba: [}A— AW = 54, o)

B Megj.: Mirsky 1960: és még sok mas fontos normaban is ez a legjobb
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Eckart—Young teljes SVD-vel

Teljes SVD: A= M'Y'MT, ahol

Y m x n-es diagonalis, 01,...,0, nemnulla atlés elemekkel
Y/(B): irjunk Y'-ben oy, 1,...,0, helyébe 0-t

AK) — (s pgT
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Eckart—Young bizonyitasa

B Az U'T-vel valé balrél, U-val jobbrél szorzas tartja a Frobenius-normat:
— 12
HA AR|Z = | UT(A - A0 = ‘z = z(k)‘

2
Uk-i—l +~ + (o
ahol (k) = diag(o1,...,0%,0,...,0) r X r-es

Legyen A’ egy < k rangli m X n-es
1A= A2 = |[UT(A-A)U|* = |[UTAU - UTAU|” =
2

ahol C := U'TA'U < k rangii r x r-es

Elég tehat a kdvetkezd spec. esetet igazolni:

Spec. eset: tetsz. C < k rangl r X r-esre:

|diag(o1,...,0,) — C|IP > 02,4 +... + 02
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Eckart—Young spec. eset bizonyitasa

Spec. eset: tetsz. C < k rangl r X r-esre:

|diag(o1, ... 0,) = C|IP > 024 + ... + 0%

Legyen W = ker C egy r — k dimenzids altere
Ui r x (r — k)-as oszlopai: W egy ortonormalt bazisa
Us r x k-as oszlopai: W' egy ortonormalt bazisa

(U1|Uz) r X r-es ortogonalis

D := diag(o1,...,0/)
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L Alacsony rangi kizelitések

Eckart—Young spec eset bizonyit4sa |l

Ip—clt = [wiu)To- C)(uuuz)Hz - H (4) @ - cxwniun)|

ul(b-<)
(o= &)

|oT @~ cyu = HUITDU1 ~uf o = ||of pua

U7 (D - C)Uy U7 (D - C)Us
UJ (D= C)Uy Ul (D= 0)Uj]

(Y

>: a matrix normaja > a matrix bal felsé blokkjanak a normaja

utolsé =: UITCUl =0 mert CU; = 0 (U; oszlopai C magjabél)

Elég tehat: D = diag(o1,...,0r)-re és tetsz olyan Uy r X (r — k)-asra, amelyre
UT Uy = I,_y, teljesil

2
|ufpur|” > oy + .4 2
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L Alacsony rangi kizelitések

Eckart—Young spec eset bizonyitasa Il

Utolsé lépés D = diag(o1,...,0,), Ui r x (r — k)-as, amelyre
Ty —
Ul Uy = Iy
2
HUlTDU;lH — (U DU)TUT DU = tr UT DT DU, = tr Uy UT DT D = tr Uy U D?

r
_ 2
= § Biioi
i—1

ahol ULU] = (B).
m All.: U1U] egy r — k rangli merGleges vetités
(LLUNT = v U] &s (UL U]T)2 = UL UT UL U] = Usly U = U UT
mlnnen: 0< 3 <1lés > Bi=r—k.
m Fenti feltételek mellett: Y7, B;ijc? — min, ha a legkisebb
o?-eket vessziik a leheté legnagyobb sdllyal:

n HUITDUlH2 =0, Bio? > Uﬁﬂ + ...+ 02, épp ez kellett.
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L Alacsony rangi kizelitések

LSI - keresés zaré megj.

m Eszrevétel: Ha w A egy sora, az AK) matrixnak a megfelels
sora éppen w vetiilete az A(K) sorai altal generalt altérre.
Biz.: Ha nem az lenne, kicserélve a sort w vetiiletével jobb kozelitést kapnank

m Keres6kérdés ~ dokumentum-vektor ~ A sorai.

m Eljaras: A keresSkérdés vektorat levetitjiik A(K) sorai altal gen.
altérre.
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Az SVD kiszamitasardl

m Naiv médszer: AT A sajatértékei a kar. pol.-bél, majd a
sajatalterek homogén lin. egyenletrendszerekkel

Gauss-eliminacié
m Gond: a Gauss-eliminacié numerikus hibakra instabil

m Hatékony numerikus médszerek vannak (késébb targyaljuk)
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L Ppolaris felbontas

Négyzetgydk

All.: Ha A n x n-es valés poz. szemidef., akkor 3! olyan B n x n-es

poz. szemidef., hogy A = B2 (jel.: B = V/A).

Biz.: Legyen U ortog., hogy D = UT AU diag. (> 0 elemekkel),
B’ = v/D (elemenként).

B’ valés, poz. szemidef. és B’2 = D.

B = UB’UT is poz. szemidef, tovabba

B2 =uyB'UTuB'UT = UB?UT = UDUT = A.

Egyértelmiiség: Tfh A = B2. Legyen U olyan ortog., hogy UT BU = B’ diag. Ekkor
UTAU = UTB2U = B”? diag.

Innen: UT AU és B’ sajatalterei ugyanazok: UT AUv = \v < B'v = Vv

Innen: (v = Uu): Au=Au & UB'UTu=+Au < Bu=+)u. Igy B nem lehet mas,

mint fenti konstrukcié.
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Polaris felbontas

Tétel: Tetsz. A n x n-es valés matrixra A = PM, ahol
m M n X n-es ortog.
m P n x n-es poz. szemidef.

m P egyértelm(, és ha A nemszing., akkor M is.

Biz. Létezés: A teljes SVD-je: A= U'S'UT, ahol U és U’ n x n-es ortog., ¥’
pedig egy n x n-es diag. nemneg. Legyen P = U'SU'T és M = U'UT.

P egyert.: AAT = PMMTP = P2, igy P = VAAT. Ha A invertalhat6, akkor P
isazés M =P 1A
Megj.: hasonléan, A = M'P’, ahol M’ unitér és P’ poz. szemidef.
P’ = P akkor és csak akkor, ha ATA = AAT, azaz ha A normalis.
Megj: Komplex A= PM, ahol M unitér, P poz. szemidef 6nadj.
1-dim. komplex eset: komplex szamok felbontasa re’® alakban.
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LAz SVD tovébbi alkalmazasai
L Ppolaris felbontas

(teljes) SVD a polaris felbontasbdl

Négyzetes matrixokra
m A=PM
m M ortog.
m P poz. szemidef: M'TPM’ = ¥ diag,
B A=USUT, ahol U =M'T, U=M"M'T,
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LAz SVD tovabbi alkalmazasai
LHomogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Homogén lineéris egyenletrendszerek megoldasa SVD-vel

A feladat: Ax = 0 megoldasa, azaz ker A szamitasa.

m Emlékeztets: AT A rangja = A rangja, igy (pl. a dimenziétételbsl)
ker AT A = ker A.

m Teljes SVD: A= M'Y/MT
Y = M'TAM, innen
Y2 =5'Ts! = MTATM' M'TAM = MTAT AM

m Y2 =MTAT AM, azaz M oszlopai AT A sajatvektoraibél allé
ortonormalt bazis

m Ko6v.: M utolsé n — r oszlopa: ker AT A = ker A egy
ortonormalt bazisa
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LHomogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Homogén lin. egyenletrendszerek megoldasa legkisebb
négyzetes hibaval

m Elnevezés: "total least squares"

B Ax = 0 kdzelit6 megoldasa a legkisebb négyzetes hibaval |x| = 1 mellett:
|Ax|?> — min, feltéve |x| = 1.
Felteheté: ker A = 0, igy n poz. szing. érték van.
m SVD: A= U'SUT igy 2 = UTATAU.
B legyenek vi,..., vy U oszlopai. Ortonormalt bazis, AT Av; = O"-z ;.

m Legyen x = Y a;v;, ahol [x|?> =Y |ai|? = 1. Ekkor
|Ax[? = (Ax,Ax) = (x,ATAx) = Za,v,,Zoe o?v;) —Zaz|o¢,|2

> Z |j|?02 = 02, (ez, a masik iranyban volt a f6komp-nél)

2

m az optimum o5, x = vp-nel el is érhetd

m 0, 1 > 0, esetén az optimalis x +1-szeres erejéig egyértelmdi.



Alkalmazott algebra - SVD
LAz SVD tovébbi alkalmazasai
LA Moore-Prenrose-féle pszeudoinverz

Inhomogén egyenletrendszerek megoldasa legkisebb
négyzetes hibaval

Ax = b lineéris egyenletrendszer. A m x n-es valds, b € R”
nem mindig van pontos megoldas: olyan x € R"”, amelyre Ax — b =0
Kozelité megoldas: olyan x, amelyre |Ax — b|? — min

llyen x-re Ax éppen b-nek AR"-re valé L vetiilete

Tudjuk: altér legkdzelebbi pontja a vetiilet

Fogjuk latni: létezik A™ n x m-es, amelyre

AAT éppen az AR"-re valé L vetités

(az egyik) legkisebb négyzetes hibaji magoldas: x = A*h.
(mert Ax = AA* b=a vetiilet)

az dsszes mo.: a ker A + A1 b eltolt altér
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LAz SVD tovébbi alkalmazasai
LA Moore-Prenrose-féle pszeudoinverz

A Moore—Penrose-féle pszeudoinverz

m Def.: A m x n-es valés matrixnak egy pszeudoinverze egy
olyan AT n x m-es val6és matrix, amelyre
m AATA=A,
m ATAAT = AT,
m AAT szimmetrikus,
m ATA szimmetrikus.
(Megj.: komplex A-ra szimm. helyett 6nadj.)

m Pszeudoinverz az SVD-bél: Ha A red. SVD-je A= U'XUT,
akkor A’ = US1U'T (egy) pszeudoinverze A-nak.
Biz.: UTU = U'TU = I,-bsl AA = U'SUTUSIU'T = U'U'T ¢
AA=US~WUTU'SUT = UUT.
Az AA" = U'U'T és A/A = UUT a segitségével:
s AAA=UUTA=UUTUTUT =UZU" =
m AAA = AUUT = U WUTUU'T = UE- 1U’T
B (AA)T =(UUTT =U'U'T = AA.
 (AA)T =WUT)T =U0UT =AA
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LA Moore-Prenrose-féle pszeudoinverz

Pszeudoinverz és vetités

Lemma: Tfh. A" egy pszeudoinverze A-nak. Ekkor AAT az R™
tér mersleges vetitése A képterére, AT A pedig az R" tér mersleges
vetitése AT képterére.

Biz.:

m AAT szimm. és (AAT)2 = AAT, azaz egy merGleges vetités.
AAT képtere nyilvan C A képtere. A = (AAT)A képtere
nyilvan C AAT képtere.

Tehat AAT meréleges vetités A képterére.
m AT A is meréleges vetités (hasonlé biz.).
AT A szimm., igy AtA = ATATT | ezert
AT A képtere C AT képtere.
A = AATA miatt AT A rangja > A rangja, ami egyben AT
rangja. Ezért a két képtér megegyezik.
Tehat AT A mer6leges vetités AT képterére.
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LAz SVD tovabbi alkalmazasai

LA Moore-Prenrose-féle pszeudoinverz

Pszeudoinverz - egyértelmiiség

m All.: At és A’ két pszeudoinverze A-nak = A’ = AT,
m Biz.: A lemma miatt AA™T is és AA’ az ortogonalis projekcié A
képterére, igy
m AA = AAT.
m Hasonléan, A’/A = ATA.
m Ezekbsl A = A/AA" = A/AAT = ATAAT = AT,
m Kbv.: Ha A= U'SUT az A matrix red. SVD-je, akkor A
pszeudoinverze AT = UL 1U'T.
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Pszeudoinverz - példa I.
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Pszeudoinverz - példa II.
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Pszeudoinverz - feladatok

(AT)T = A

(AT)T = (A")T.

AT rangja = A rangja.

Ha A invertalhaté négyzetes matrix, akkor AT = AL

Ha A egy merGleges vetités (négyzetes) matrixa, akkor
At = A
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Pszeudoinverz - példa Ill.

wmr=() D=3 9

|
b

19 11
AB =  BA=(2 2
(1 92 (5 3)
m A és B mer6leges vetitések, igy AT = A, BT = B.
11
(aB)Em = (1 1) =14

4 4

(AB)(BA) nem vetités, de (AB)(AB)* az kell legyen, igy
m (AB)* # BA = BTA*,
m AB SVD-je AB = <\(>

S\
S\

B (AB)t = (é) v2(J %)
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A pszeudoinverz és a magtér

A m x n-es valés
m All.: AT képtere = (ker A)*
m Biz.:
m C:HaxckerAésy cR™, akkor (ATy)Tx =yTAx =0,
azaz x L Ay. Tehat ATR™ < (ker A)*.
m dimenzidk =:
dim AT = AT rangja = A rangja = dim AR" =
n — dimker A = dim(ker A)*.
m Koév.: | — AT A meréleges vetités A magterére
m Biz.: AT A mer6leges vetitées ATR™-re
m | — AT A mer8leges vetités (ATR™)L-re
B (ATR™)L = (ker A)LL =ker A
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LA Moore-Prenrose-féle pszeudoinverz

SVD - feladatok

m szampéldak 6nallé gyakorlasra zh101029, 3. és 4.
feladatok; pzh101108, 3. és 4. feladatok; pzh091106 2.feladat

m (zh091030, 6. feladat) Legyen A egy m X n-es valés. Legyen
B a kovetkezs

Milyen 6sszefiiggés van A szingularis értékei és B sajatértékei
kozott?
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