Alkalmazott algebra zarthelyi, 2011. oktéber 27.

1.

Az alabbi mdtrizok kozil melyek normdlisak, melyek pozitiv definitek?

1 2 3 1 2 0 1 -2 0 1 -2 0 0
Ar=(2 4 6),4, =2 7 o], As=(-2 7 o), A=(-2 -7 0], 45=(1 ,
3 6 7 0 0 7 o o0 7 o o0 7 1

Mindegyik matrix szimmetrikus, igy mindegyik normalis. A; els6é két sora linearisan Osszefligg , ezért A elfajulo, igy Aq
nem lehet definit. Ay, illetve A5 f6atlojaban van nem-pozitiv elem, igy ezek sem pozitiv definitek. As-re, illetve Agz-ra a
Gram-Schmidt-ortogonalizacio egy lépésben a diag(1,5,7) diagonalis matrixot adja, pozitiv elemekkel a f6atloban, igy ezek a
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matrixok pozitiv definitek.
0 1 0 0 01 0 0 01 0 0 1 10 1
1 0 1 1 11 1 1 01 0 0 0 0 1 0
Bl:(o 1 0 o)’&:(o 1 0 0)’33:(1 11 1)734:(1 1 0>’35:( o)
01 0 0 0 1 0 0 0 1 0 O 0 0 1 0 0

Legyen G, az az irdnyitott graf, amelyben j — i olyan ¢, j-re él, hogy By i-edik soranak j-edik eleme pozitiv. Gp,,Gp,, GB,
ergsen OsszefliggGek, tehat By, By és By irreducibilisek. Gp,-ban a {3} és a {3,4} halmazokbol, mig Gpg,-ben az {1,3} és a
{2,4} cstcshalmazokbol nem vezet ki él, ezért B és By reducibilisek. Az irreducibilisek koziil Ba-ben van diagonélis elem,
ezért primitiv, Gp,-ben pedig van 3 és 4 hosszt irdnyitott kor, igy az iranyitott kordk hosszaink Inko-ja 1, ezért By szintén
primitiv. Gp, pedig egy két szinnel szinezhetd graf (csillag), oda-vissza irdnyitott élekkel. G,-ben tehéat nincs paratlan kor,
emiatt B? reducibilis, és igy B; imprimitiv.
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. Az alabbi madtrizok kézil melyek irreducibilisek, melyek primitivek?
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Adjuk meg azt x € R? vektort, amelyre az Az tdvolsdga a b= (182) vektortdl a lehetd legkisebb, ahol A = (} _11)
16 1 -1
/2 1/2
A oszlopai 2 hosszli, egyméasra meréleges vektorok, igy A (egyik lehetséges) SVD-je 4 = (}? g 11//22) (2 2) (1 1>, ezért
/2 —1/2

AT = (1/4 /4 174 174 > (Az SVD-re tanult altalanos modszerrel: A7 4 = (2

4 174 —1ja /4 ) mar diagonalis, tehat - tobbek kozott -

2
az (1 1) egységmatrix diagonalizalja. Ha ezt valasztjuk, az altalanos eljarast folytatva szintén a fenti SVD-re jutunk. Ha més
ortogonélis matrixot vilasztunk, az SVD maés lesz, de ugyanazt az AT-t adja.) A legkisebb négyzetes hibarol tanultak alapjan
a megoldas egyértelmi (mivel A oszlopai linearisan fliggetlenek) és az Ao = (fi).

. Legyen A egy n X n-es komplex elemd mdtriz és B az <A A) alaki 2n X 2n-es mdtrix, ahol az tiresen hagyott helyeken csupa

0 dll. Mi az dsszefiiggés A és B sajdtértékei kozott? (Multiplicitdsok vizsgdlata nem része a feladatnak.)

A0 #w= Z (u,v € C?) vektor akkor és csak akkor sajatvektora B-nek \ sajatértékkel, ha Aw = \w, azaz Av = \u

és Au = lv. A X\ = 0 esetben ez azzal egyenértékii, hogy Av = Au = 0. Innen 0 akkor és csak akkor sajatértéke B-nek, ha
A-nak is. A X # 0 esetben a két egyenléség azzal helyettesithets, hogy u = 1 Av és A%v = A?v. Tehdt A # 0 akkor és csak
akkor sajatértéke B-nak, ha \? sajatértéke A%-nek, ami azzal egyenértéki, hogy \ vagy —\ sajatértéke A-nak. (Pl. a Schur-
felbontasbol lathato, hogy A? sajatértékei A sajatértékeinek a négyzetei.) A megoldés tehat: B sajatértékei A sajatértékei
+1-gyel megszorozva.

Ketten (Ursula és Vilmos) fej-vagy-irdst jatszanak egy kiegyensilyozott pénzérmével. Ha fej jon ki, Ursula nyer 1 forintot
Vilmostdol, ha irds, akkor forditva. Mind Ursuldnak, mind Vilmosnak korldtlanul dll a rendelkezésére pénz. Benniinket Ursula
nyereményének modulo n vett maradéka érdekel, ahol n > 2 egész (£ forint veszteség —{ forint nyereségként értelmezendd,
tehdt példdul 1 forint veszteség maradéka n — 1.) Milyen n-re konvergens Ursula modulo n vett nyereményének az eloszldsa és
konvergencia esetén mi a hatdreloszlis? (Kezdetben természetesen a nyeremény 0.)

A Markov-lanc allapotai 0,1,...,n — 1. A nemnegativ valosziniiségi atmenetek j — j + 1, illetve ¢ — j — 1 (modulo n).
Mindkét esetben a valdészintiség 1/2. Az allapotatmenet-matrix tehat A = %P + %PT, ahol P a (0,1,...,n — 1) ciklushoz
tartozé permutaciomatrix. A G4 graf, a (0,1,...,n—1,n) kor, oda-vissza irdnyitott élekkel, nyilvan erésen osszefiiggd. Tudjuk,
hogy ha A imprimitiv, akkor valamely s > 1 egészre G4 csticsai s részre oszthatok ugy, hogy élek csak az i-edik rész és az
i + l-edik rész kozott mennek (ciklikusan, modulo s). Mivel oda-vissza élek vannak, ez csak tugy lehet, ha s = 2, azaz G4,
iranyitatlan grafként nézve 2 szinnel szinezhet. Ez pontosan akkor fordul el6, ha n paros. Ekkor az eloszlas "alternal": paros
sok lépés utan A nyereménye mindig paros, paratlan sok lépés utan pedig mindig paratlan, tehat nem lehet konvergens. Ha
viszont n paratlan, az A matrix primitiv, és igy az eloszlas konvergal a stacionariushoz, ami M dupla sztochasztikussaga miatt
az egyenletes eloszlas.

Jeldlje J, azt az n X n-es valds mdtrizot, amelynek minden eleme 1, I,, pedig az n X n-es egységmdtrizot. Mennyi a J, — I,
mdtriz determindnsa? (J, — I, fédtldjiban csupa O dll, azon kivil csupa 1.)

Jn szimmetrikus, igy létezik létezik olyan U ortogonélis matrix, amelyre U~1'J,U diagonilis, amelynek a f&atlojaban J,
sajatértékei allnak. J, rangja 1, mert barmely 1ét oszlopa azonos. Igy J,, magja n — 1 dimenzios, és ugyanez igaz U~'J,U-ra
is. Tehat U~1J,U f6atlojaban n—1 0 van. A maradék sajatérték példaul a kévetkezsképpen hatarozhaté meg: J,, pozitiv elemt,
igy p(Jy) is egy sajatérték. A legkisebb sordsszeg also, a legnagyobb pedig felss korlat p(J,,)-re, igy p(J,) = n. Tehat U~1J, U
foatlojaban egy helyen n, a tobbi helyen 0 all. Innen U~(J,, — I,)U = U~ J,U — I,, f64tl6jaban f64tlojaban egy helyen n — 1,
a tobbi helyen —1 4ll. Mivel hasonlé matrixok determinansa ugyanaz, det(J,, — I,,) = det U~1(J,, — I,)U = (=1)""*(n — 1).



