A targyrol ...
Alkalmazasok

e "térbeli" kommunikicio (katonai, tirkutatas, internet, molbil telefon)
e "idgbeli" kommunikaci6 (adattéarolas)
e kriptografia

e algoritmikus bonyolultsagelmélet

Matematikai apparatus
e valszam, informacidelmélet, statisztika, sztochasztikus folyamatok
e algebra, szamelmélet, algebrai geometria
e geometria (racsok, gombkitoltések)
e grafok, halmazrendszerek

e stb.

Bevezets példak

e ismétls kod: b— (b,...,b) (n-szer)
< n — 1 hiba esetén jelez, vagy
< |(n —1)/2] hibat javit ("tobbségi szavazas")

o paritasbit: (bl, . bn—l) — (bl . bn—la b1 + ...+ bn—l)
1 (pontosabban: péaratlan sok) hiba esetén jelez

e Hamming [7,4,3]: (b1, b2, b3, by) —
(b1, b2, b3, ba, by + by + ba, by + bz + ba, by + bz + ba)
< 2 hiba esetén jelez vagy
1 hibat javit
Miért? Két kiilonboz6 kodszo > 3 bitben tér el egymastol < a két kodszd Osszege > 3 1-est tartalmaz. Mik a két
kiilonb6z6 kodszo Osszegeként elGéallo szavak? A linearitds miatt ezek éppen a nem 0 kodszavak.
Feladat: Biz. be, hogy minden 7 bites széhoz pontosan egy olyan kodszo tartozik, mely legfeljebb 1 bitben tér el.

o kiegészitett Hamming [8,4,4]: (b1, b, bs, by) —
(b1, b2, b3, b4, b1 + ba + by, by + bg + ba, by + bg + ba, by + ba + b3)
< 3 hiba esetén jelez vagy
1 hibat javit (és két hibat jelez)
Miért? Az el6z6 példa kodszavait kiegészitettiik a paritéasbitjiikkel. Igy a 3 bites kodszavai 4 bitesek lesznek.

1. Bevezetés

1.1. Kommunikaicioés modell

Abra

A fizikai csatorna lehet:

e radio

e kibel (elektromos v. optikai)

e memoria

e magnesszalag, magneslemez, optikai lemez
e vonalkéd

e stb.

1.2. A legfontosabb csatorna- illetve hibamodellek

Altalanos diszkrét csatorna véletlen hibaval.



BSC (emlékezetnélkiili) binaris szimmetrikus.

Nagyobb abécé feletti szimmetrikus.

Additiv hiba.

Torléses csatorna.

AWGN (GauR-csatorna). Additive White Gaussian Noise. Csak megemlitve.

Csomosodé hiba.

1.3. Blokk-kédok és alapvetd paramétereik

Blokk kéd. (n, M)-kod F folstt:
CCF”

o F'—=kodabéceé
e n = kédhoszz

o M =|C| =kédméret

k =log|p) M ="dimenzi6", "informécio-hossz"

o R = k/n =kbédsebesség (coding rate,information rate), n/k=(relativ) redundancia

Hamming-tavolsag. F™-ben:
d(z,y) = #{i[l <i<n,z; #yi}

tényleg tavolsag:

o d(z,y) >

e d(z,y)=0z=y

e d(z,y) = d(y,z) - Szimmetria

e d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) - Hiromszog-egyenlGtlenség

kodtavolsag. (minimum distance, minimélis tavolsdg) d = min, yec d(x,y) — (n, M, d)-kod.
Példak

e ismétls kod: k=1,R=1/n,d=n

e paritasbit: k=n—1,R=1-1/n,d =2

o Hamming [7,4,3: k=4, R=4/7,d=3

e kiegészitett Hamming [8,4,4]: k=4, R=1/2,d =4
1.4. Kobdolas

altalaban nem nehéz.

1.5. Dekodolas

legfontosabb részfeladat:
D:F" - C

(F" = output abécé, gyakran F' = F.)
ML-dekédolas. (maximum likelihood decision) D(x) = azon ¢ kddszo, amely maximalizélja a
P(kimenet = x|bemenet = ¢)

(roviden P(z|c)) feltételes valoszintseéget.



ML-deko6dolas BSC-re.

Pelo =11, ™7 Wl 56 = 0-are/- e

i=1

annal nagyobb, minél kisebb d(z, ¢). Tehat a szabaly szerint z-hez a Hamming-tavolsag szerinti (egyik) legk6zelebbi kodszot
kell véalasztani.

MAP-dekdédolas. (maximum a posteriori decision) D(x) = azon c kddszo, amely maximalizélja a
P(bemenet = c|kimenet = x)

(réviden P(c|x)) feltételes valoszintiséget. Ekkor lesz a legkisebb a hiba valoszintisége. Ha minden kodszo egyforma valoszi-
niséggel fordul eld, ugyanazt adja, mint a ML, mert P(c|z) = P(z|c)P(c)/P(x).

"szuboptimalis" dekédolasok. Cél: "elég sok" esetben legyen jo.

dekodolas korlatos tavolsagra. (bounded distance decoding) Adott ¢-re D(z) =az z-t6l < ¢ tavolsagra levs kodszo, ha
van egy egyértelmi ilyen. Egyébként D(x) = "hiba".

t hiba javitasa. (t-error correction) ¢t < |(d —1)/2]-re a fenti. (Tipikusan ¢t = [(d —1)/2].)

hibajelzés. (error detection) Itt ¢ = 0, tehat D(x) = z, ha € C és D(z) = hiba, ha ¢ C. Ez egy d — 1-hibajelzs
dekddolés.

Feladat:. (Hibajavitas és hibajelzés egyszerre) Egy C' (n, M, d)-kod esetén milyen ¢,t" (t < t') szdmpéarokra tudunk olyan
dekodolo modszert csinalni, amely < ¢ hiba esetén a kodszot helyreallitja, t-nél tobb, de ¢-nél nem t6bb hiba esetén pedig
hibat jelez? (Tehat olyan D dekddolo fiiggvényt szeretnénk, amelyre az igaz, hogy tetszdleges ¢ € C kddszo esetén D(x) = ¢,
ha d(x,c) < t, és D(z) = "hiba", ha t < d(z,c) < t'.

2. Linearis kédok

Konvencié:. F™ elemeit sorvektorokként frjuk. (A kodelmélet irodalméban tobbnyire igy van.)

Definici6:. C egy linearis [n, k, d]-kod (vagy [n, k]-kod) az F = GF(q) véges test felett, ha
C < F" (linearis altér),

ahol k = dimp C és d a C (n,|F|F)-kod tavolséga.

2.1. Hamming-suly:
w(z) = #{i|1 <i <n,x; #0}.

Allitas:. d(z,y) = w(z —y). Bgy C < F™ linearis kod minimalis tavolsiga a C-beli nem 0 vektorok minimélis stilya.

2.2. Generatormaéatrixok

Definici6:. C egy generatormatrixa egy olyan G k x n-es matrix, amelynek sorai C' egy bazisat alkotjuk.

Bazistranszformacié:. G és G’ ugyanannak a kodnak generatormatrixai < G’ = BG, ahol B egy k X k méretd regularis
métrix (B € GL,(F)).

Egy lehetséges kédolas:. z € F¥ — 2G € F™. (Més széval: C = ImG.)



Példak generatormatrixokra:

o Ismétls kod

e Paritasbit

1 -1
1 -1
1 -1
e Hamming [7,4, 3],
1 11
1 1 1
1 1 1
11 1 1
Szisztematikus kédok
Szisztematikus kodolas:. Legyen iq,...,i; k darab kiilénb6z6 koordinatapozicié. Egy kodolast az iq,...,i; helyeken
szisztematikusnak neveziink, ha az {izenet jegyei a megfelel§ kodszé iq, ..., i helyein megjelennek:
(.’Eh cee 7$k) = (?,?7£C17?7?7$2,?,?71'k,?,?)
Definicié:. A C linearis [n, k]-kod szisztematikus az i1, ...,4; helyeken, ha C szavait ezekre a koordinatakra levetitve
minden F*-beli sz6 eladodik.
Vilagos, hogy ha létezik C-hez az i1, ... ,1; helyeken szisztematikus kodolés, akkor C' szisztematikus ezeken a helyeken.
Belatjuk, hogy ez elegendd is.
Allitas:. Legyen G a C linearis [n, k]-kod egy tetszoleges generatormatrixa. Ekkor C' az iy, ..., 4x helyeken szisztematikus
< G-nek az i1-edik, ..., ig-adik oszlopai linearisan fiiggetlenek.

Biz.: Feltehets, hogy i1 = 1,...,4; = k. Legyen G = (Gp|G1) alaku, ahol Gy az els§ k oszlopbdl allo részmatrix. Ekkor
C = {zG|z € F¥} = {(zGo|zG1)|z € F*}, tehat C szavai levetitve az elss k helyre a Gy métrix képterét adjat. Ez nyilvan
akkor és csak akkor a teljes F*, ha G regularis.

Kovetkezmény:. A C linearis kddnak akkor és csak akkor van szisztematikus kodoldsa az iy, . .., 4 helyeken, ha C szisz-
tematikus ezeken a helyeken.

Biz.: =: Vilagos.
<: Feltehetd, hogy i1 = 1,...,ir = k. Az el6z6 allitas alapjan C egy tetsz6leges G generatormétrixa (Go|G1) alaka, ahol Gg
regularis k x k-as. Ekkor az z — Gy 'G kodolas szisztematikus.

Ko6dok ekvivalenciaja:

Ekvivalens kodokat eredményezs transzformaciok:
Szikebb értelemben: a koordinatik felcserélése: x — x P, ahol P egy n X n-es permutaciomatrix.
Linearis kdédokra még szokas: a koordinatak szorzasa F*-beli elemekkel: x — zD, ahol D egy n x n-es regularis diagonalis
matrix.
Tagabb értelemben (a fenti 2 féle egyliitt): x — xzM, ahol M egy n x n-es monomialis méatrix. (Minden sorban és
minden oszlopban pont 1 nem nulla elem.)
Generatormatrixra: a G és a BGM maétrixok ekvivalens kodokat generalnak,
ahol B € GLy(F) (bazistranszforméacio, a kodot nem valtoztatja); M egy n x n-es monomialis matrix (ekvivalens kodot ad).

2.3. Ellendrz6 (paritasellenérz6) matrixok:

C egy lehetséges masik megadasa egyenletekkel.

Definicié:. C egy ellendrzd matrixa egy olyan H (n — k) x n-es matrix, amelyre C = Ker H” | azaz:
reCezH" =0.

Kapcsolat a dualis koddal

skalarszozat F"-ben:. (z,y) =y’ =1 (z;,v;). Ez egy nemelfajul6 szimmetrikus bilineéris fiiggvény.



dualis kéd:. C* = {y € F"|(z,y) = 0 minden z € C-re}. alaptulajdonsagok: dimC+ =n — k, (C’L)L =C.

Allitas:. H C-nek egy ellendrzé matrixa < H C*-nek egy generatormatrixa.

Biz.: =: Vilagos, hogy H minden sora merdleges C-re. Ugyanakkor H rangja n — k, hiszen kiilonben H” magja nagyobb
lenne C-nél. Tehat H sorai C+-nek n — k lineérisan fiiggetlen elemét, azaz C egy bézisat adjak. (Felhasznéltuk, hogy
dim C + dim C*+ = n.)

«<: Ha H sorai C-nek egy bazisat alkotjak, akkor H” egy olyan n — k rangti métrix, amelynek magjaban C' nyilvan benne
van. A rangfeltétel miatt H” magja k dimenzios, tehat nem lehet nagyobb C-nél.

Példak:.
o Ismétls kod
-1 1
-1 1
-1 1

e Paritasbit

e Hamming [7,4, 3],

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
Ekvivalencia ellené6ré matrixra:.
H— BHM',

ahol B’ € GL,,_i(F) (béazistranszformacio, a kodot nem valtoztatja); M’ egy n x n-es monomialis matrix (ekvivalens kodot
ad). (A generatormétrixos M-mel "6sszhangban" levé M'-re: MM'T = I,,.)

Allitas:. Ha C szisztematikus az i1, . .., 4 helyeken, akkor C* szisztematikus a maradék helyeken.

Biz.: Feltehets, hogy i1 = 1,...,i; = k. Legyen H C* egy generatormatrixa. Be kell latni, hogy H utols6 n — k
oszlopa linearisan fliggetlen. Tegyiik fel, hogy ezen oszlopok valamely linedris kombinacioja (egylitthatok: z,_gi1,...,Zn)
nulla. Ekkor a z = (0,...,0,2,_g11,...,7,) vektorra zH' = 0, tehat z € C, mivel H C-nek egy ellen6rzé métrixa. C

szisztematikussaga miatt C egy G generatormatrixa G = (Gyp|G1) alaku, ahol Gy reguléris. Kovetkezésképpen C elemei
yG = (yGo,yG,) alakiak (y € F*). Gy regularitasa miatt yGo csak akkor 0, ha y = 0, kovetkezésképpen yG = 0. Tehat
z =0, specidlisan az x,_g41,..., 2, egyltthatok is nullak. Tehat H hatso oszlopai tényleg linearisan fliggetlenek.

Mivel C++ = C, valojaban:
Ko6vetkezmény:. C akkor és csak akkor szisztematikus az iy, ..., helyeken, ha C* szisztematikus a maradék helyeken.

Megjegyzések:.

1. Mivel G rangja k, mindig valaszthatok olyan iy, ..., 4 helyek, ahol C szisztematikus.

2. A fentiek értelmében tetszdleges C' linearis [n, k] kodhoz, amely az i1, . . ., i helyeken szisztematikus, valaszthato egyszerre
olyan GG generatormatrix és H ellenérzé matrix, hogy G-nek az iq, ..., i; oszlopaibol, H-nak meg a maradék n — k oszlopaibol
allo almatrixa k x k-as, illetve (n—k) x (n—k)-as egységmatrixok. Ekvivalencia erejéig feltehetd, hogy iy = 1,..., i = k. Ekkor
a G szerinti szisztematikus kodolas az tizenethez (a k darab tgynevezett informaciés jegyhegy n — k darab ugynevezett
ellendrzd jegy hozzéarakasat jelenti, a H sorai pedig lényegében az ellenérzé jegyeket fejezik ki az informécios jegyekbdl.

Allitas:. Legyen H a C lin. kod egy tetszéleges ellenérzé matrixa és s > 0 egész. A C kod tavolsaga akkor és csak akkor
nagyobb s-nél, ha H barmely s kiilénb6z6 oszlopa linearisan fiiggetlen.

Biz.: Legyen z egy t > 0 stlyt kodsz6, amelynek nem 0 jegyei z;,, ..., z;,. Ekkor az tHT = 0 feltétel H-nak az i;-edik,
..., i-edik oszlopai kozott egy i, . .., x;, egyltthatos linedris Osszefiiggést ad. Forditva, ha van H-nak az ¢;-edik, . . ., ¢;-edik
oszlopai kozott egy z;, # 0,...,z;, # 0 egyiitthatds linearis Osszefliggés, abbol egy ¢ stlyt olyan x szé nyerhet§, amire
xHT =0, azaz « € C. Tehat akkor és csak akkor van legfeljebb s stlyt kodszo, ha van H-ban s linearisan dsszefiiggd oszlop.

Mivel H rangja n — k,

Kovetkezmény (Singleton-korlat linearis kédokra):. Tetsz6leges C lineéris [n, k, d]-kodra:

d<n—k+1.



2.4. Hamming-k6édok

Hammingg(m) ellendérzé matrixdnak oszlopai: GF'(q)"-bdl a lehets legtobb paronként linearisan fiiggetlen vektor (~ a
GF(q) feletti m — 1 dimenzios projektiv tér pontjai.) A kod paraméterei:
g —1 qg" —1

= I{j: — d:.
n b=T ey

A kontrukcié miatt d > 3. A d < 3 kozvetleniil is belathato lenne, de a kovetkezé gondolatmenet jobban mutatja a
Hamming-kodok egy fontos tulajdonsagat. A Hamming,(m) minden kodszavara tekintsiik GF(q)™ azon pontjait, amelyek az
adott kodszotol legfeljebb 1 tavolsdgra vannak, kapunk koédszavanként 1+mn(qg—1) = ¢ pontot. Osszesen ¢F¢™ = ¢™+ = ¢»
pontot kapunk, melyek d > 3 miatt, mind kiilonb6z6ek. Azaz a kddszavak koré irt 1 sugart "gombokkel" lefedtiik az egész
GF(q)" teret: minden egyes = ponthoz pontosan egy y € Hamming,(m) kodszé tartozik, melyre d(z,y) < 1. A fenti
gondolatmenet altalanosithato:

Tétel (Hamming- avagy gémbkitoltési korlat):. Legyen C egy (nem feltétleniil linearis) (n, M, d)-kod a ¢ elmd F
abécé folott. Ekkor d—1
M < qn/‘/zz(n, LTJ)»
ahol ,
n .
Vi) =3 (7)1
=0 M

az F™-beli t Hamming-sugarta gémb "térfogata" (pontjainak a szama).

Biz.: C minden pontja koré irjuk ¢ = L@J sugari Hamming-gémbot. Ezek paronként diszjunktak, tehat ¢ = |F™| >

2
M - Vy(n,t).

Definicio:. Az olyan C kédokat, amelyekre egyenléség van — tehat a gombok hézagmentesen lefedik az F™ teret, perfekt
koédoknak nevezziik.

A Hamming-kodok a fentiek szerint perfektek.

Alkalmazas:

IBM memoria (70-es évek) [J. D. Key 14.3]

Paritasbittel kiegészitett Hamming-kédok:. Hammings (m) tgy kaphaté Hammings(m)-bél, hogy a utébbi kodsza-
vait kiegészitjiik a paritasbitjiikkel. A paraméterek:

=27 k=2"—m—1,d=4].
A hasznalt kéd:. Vegyiik a Hammingy (6) kodot. A paraméterek:
n=64k="57.d=4.

A "hasznos" bitek szama 57, ebbdl 32 bitet szoktak hasznositani (egy gépi szohoz). A koddal 1 hibat javitani, kett6t pedig
jelezni lehet.

2.5. Szimplex kédok

Olyan (nem feltétleniil linearis) kodok, melyekben barmely két kodszo tévolsédga allando.

Binaris Hamming-kédok dualis kédja. Legyen C egy a ¢ elemii F' test felett egy [n = L1k = £=1 —m,d = 3]
paraméteri kod. Ekkor C' egy tetszéleges H ellenérzé matrixanak barmely két oszlopa lineérisan fiiggetlen, tehat H oszlopai
nem egymas skalarszorosai, és a passzolé paraméterek miatt valojdban az F™ tér Osszes 0-n dtmend egyenesébdl tartalmaz

egy-egy nemnulla pontot. Legyen v € C+\ {0} tetsz6leges. Ekkor létezik C-nek olyan H ellenérz6 matrixa, amelynek v az elsé

sora. A 0-n dtmend q;"_—11 egyenes koziil q";:ll_l olyan van, amelynek minden pontjdnak az elsé koordinataja 0, a maradék
g™ ! egyenes semelyik nem 0 pontjanak az elsé koordinatéja nem lesz 0. Ezért v stlya ¢~ 1. Tehat C* egy szimplex kod.

2.6. Dekodolas standard tablazattal/szindromak alapjan

Standard tablazat:. Sorai: C' mellékosztalyai (eltoltjai), soron beliil a mellékosztaly elemei a Hamming-stlyuk szerint
nem csokkend sorrendben rendezve. A sorok elss (legkisebb sulyi) elemeit a mellékosztalyok vezérelemeinek (coset leaders)
nevezik.



A legkozelebbi kédszé:. = — ¢, € C, ahol w(z — ¢;) (az egyik) lehets legkisebb. Legyen e, = = — ¢, ("hibavektor").
Ekkor e, az x + C mellékosztaly (egyik) legkisebb stlyu eleme, tehét valaszthatd a vezérelemnek. Ha x + C = y + C (azaz
x —y = C), akkor z-hez és y-hoz ugyanaz(ok) az e-k tartoznak.

2.7. Szindromak

Szindréma:. zH'. x +C = y+ C & xH' = yH”. Tehit az e, hibavektor(oka)t az xH” szindroma egyértelmten
meghatarozza. Tehat elég egy ¢" % x n mérett tablazat.

Példa:. Létezik egy [32, 17, 8] paraméterd binaris kod (a Cheng-Sloane-kod). Ezzel egy 32 bites szoban (17 helyett) 16 bites
informéaciot tarolhatunk, 3 bitnyi hibat javito (és 4 bit hibat jelz6) képességgel. A szindromak 15 bitesek, tehat a kodot egy
215 darab 32 bites szobol allo, azaz egy 128 kilobéjtos tablazat segitségével dekodolni tudjuk. A trividlis dekédold tablazat
8 gibagéjtba fér cak el.

3. Altalanositott Reed-Solomon—kédok

3.1. Maximalis tavolsagia (MDS-) kodok
Allitas (Singleton-korlat nemlinearis kédokra):. FEgy tetszéleges g-elemii abécé feletti (n, M, d)-kodra:

M < q’ﬂ—d-‘rl .

Biz.: Legyen C a kod. Tordljiik el C kodszavaiboél az utolsé d — 1 jegyet. Mivel C-ben a kodtavolsag d, nincs olyan kiilénbozé
két kodszo C-ben, amelyek megegyeznek az els6 n—d+ 1 koordinatdjukban. Tehat a fenti torlg miivelet egy injektiv leképezés
C-b6l Fr—4+1be. Kovetkezésképpen M = |O] < |[Fm—d+l| = gn—d+1,

Megjegyzés:. A bizonyitasban hasznalt miveletet (egy koordinéta torlése a kodszavakbol) lyukasztasnak (puncturing)
hivjuk. Altaldban csokkenti a kodhosszat és a kodtavolsagot, a dimenziot pedig valtozatlanul hagyja (amig az eredeti kodté-
volsag 1-nél nagyobb volt).

Definicié:. Egy C lineéris [n, k, d]-kod maximalis tavolsagn, ha d = n — k + 1. Szokas még a ilyen kodokat optimalis
kodoknak vagy MDS-kédoknak nevezni. (MDS=maximum distance separable, ahol a separable jelz8 a szisztematikussagra,
azaz arra utal, hogy a kodszavak szétvilaszthatok informécios és ellenérzé részekre. Mégpedig, mint az alabbi allitds mutatja,
tetszdleges modon.)

Allitas:. TLegyen H a C linearis [n, k]-kod egy tetszoleges ellen6rzs métrixa. Ekkor C' maximalis tavolsagi < H barmely
k oszlopa lineérisan fiiggetlen. (Mas szoval, a C kod tetszoleges k darab helyén szisztematikus.)
Biz.: Az ellen6rz6 métrix szerkezete és a kodtéavolsag kozotti kapcesolatrol szolo tétel alapjan nyilvanvalo.

Kovetkezmény:. Egy C linearis kod akkor és csak akkor maximalis tavolsagt, ha C maximalis tavolsagu.

3.2. Lagrange-interpolacio

Legyen o = (a,...,a,) € F", amelyre ¢ # j esetén «; # ;. Ekkor a V,, : F[z] — F™ leképezés, ahol

Va(f) = (flea),-., flam))

egy linearis leképezés.

Tény:. Legyen o mint fent, tovabba legyenek a1, ..., a, € F teszileges elemek. Ekkor pontosan egy olyan legfeljebb n—1-ed
foka f € F[z] polinom létezik, amelyre f(a1) = a1, ..., f(on) = an. Mas szoval, V, megszoritasa az n-nél alacsonyabb foku
polinomok terére egy reguléris linearis transzformacio.

Valéjaban:. V, : F[z] — F™ egy gytrt-homomorfizmus, ahol F"-ben a szorzas is koordinatanként értends. V,, magja a
Pa(r) = (£ — 1)+ (¢ — ) polinom &ltal generalt ideal. Ennek megfelelen V, egy (szintén V,-val jelolt) izomorfizmust
indukal az F'[z]/(pa(z)) maradékosztalygytiri és az F™ gytrd kézott.



Megjegyzés:. A V, transzforméci6 és az inverze O(n?) F-beli alapmivelettel szamolhato. Elsbbi kézenfekvs, utobbi a
Lagrange-alappolinomok segitségével:
T —
Ii(z) = J
@ =11.—= o

i

_J 1 hai=j
“mﬂ_{o ha i # j

Speciélis g, . .., o, elemekre még gyorsabban mennek (pl. O(nlogn) miivelet).

3.3. Altalanositott Reed-Solomon—kodok

Elgbbiek értelmében, ha egy k-nél alacsonyabb foku polinomot n > k kiillénbozd helyen valé behelyettesitéssel kodolunk,
a polinom visszanyerhetd (interpolalhat6) az n hely koziil barmely & helyen felvett értékébdl. Mas szoval, egy n — k + 1, azaz
maximalis tavolsdgu kodot kapunk.

Definici6é:. Legyen a mint fenn és v = (vq,...,v,) € F™, amelynek egyik v; koordinatéja sem 0. Ezekkel a paramérerekkel:

GRSk(a,v) = {(vif(aa),...,vnf(an))|f € Flz],deg f < k}
{v-Vu(HIf € Flz],deg f < k}

A "természetes" kodolas matrixa, tehit egy generatormatrix:

1 1 1 U1
(65} (65 e (07% (%)
2 2 2
ay (6%} e o ) V3
k—1 k—1 k—1
(e%} Qo (0% Un

A GRSk(a,v) kod tagabb értelemben ekvivalens a GRSy (a, 1) koddal, a v paraméteri kodok bevezetésének — tobbek kozt
— a kovetkez6 miatt van értelme:

Tétel:. Van olyan v/ = (v],...,v)) € F™ vektor (semelyik v} # 0), melyre:
GRSy(a,v)" = GRS, 1 (a,0).

Mas szoval, GRSk (a, v) egy paritésellenérzé métrixa

1 1 1 v,
oy o ay, vl
2 2 2
aj fe%; a v
n—k—1 n—k—1 n—k—1 /
o al ooal vl
Biz.: GRS, _1(a,v)* 1-dimenziés maximalis, azaz n — 1 + 1, azaz n tévolsagi kod. Tehat ha v/ = (v},...,v) €

GRS, _1(a,v)* \ {0}, akkor semelyik v} # 0. Tovabba minden 0 < j < n — 1-re
0= (v,v Vo(2?)) = vaéa{.
i=1

Ezért

n
(V' Val(a®),v- Va(zh)) = vaéaf"’t =0
i=1

ha s+t <n—1, péeldaul ha s <n—k—1ést < k—1. Ez pedig éppen azt mondja, hogy GRS,,_r(a,v’) egy bazisa merdleges
GRSk (a,v) egy bazisara.

3.4. Hagyomanyos Reed-Solomon—-kédok
Legyen « egy primitiv n-edik egységgyok az F = GF(q) testben. (Ilyen pontosan akkor van, han|(¢g—1).) A GRSk(1,a,...,a"" 1,

kodot sziik értelemben vett Reed-Solomon—koédnak nevezziik.

Feladat:. Milyen v’ vektorokra lesz GRSk(1,c,...,a""1,1) L GRS, (1, q,...,a" 1 0")



3.5. Alkalmazas: hivajavitas CD-n

Forras: http://www.univ-tln.fr/ zanotti/enseignement/divers/chapter3.html

Itt a CD-re irt adatok védelmére hasznalt modszerek egy alapvetd részletét vazoljuk. A kodolas elnevezése: CIRC=cross
interleaved Reed-Solomon code. Erre a CD-n opcionalisan még szamos hibajelz6/hibajavito kod rakodhat ra.

A kiindulés egy [255,251, 5] paraméterii Reed-Solomon—kod az F = GF(2%) test f5ltt. Ebbol két kodot csindlunk az
ugynevezett rovidités (shortening) mtveletével:

Koédok roviditése:. Legyen C' egy linearis [n, k,d]-kod és legyen iy, ..., 4 [ kiilonbéz6 koordinatapozicio. Alljon Cy C
azon szavaibol, amelyek 0-k ezeken a helyeken. Ezek utan toroljiik Cy szavaibdl a (folosleges, hiszen azonosan 0) i1-edik, .. .,
11-edik koordinatékat. A kapott C” (roviditett) kod hossza n — [ lesz, a tavolsaga legalabb d, a dimenzioja legalabb n — 1. C”
egy ellenérzé méatrixa agy kaphaté C-nek egy ellenérzé matrixadbol, hogy toroljiikk az iq-edik, ..., i;-edik oszlopokat, majd
(esetleg) torliink néhany redundanssa valt sort is.

A [255,251, 5] paremétertd RS-kodbol roviditéssel egy Cy [28, 24, 5])-kodot és egy Cs [32,28, 5]-kddot csindlunk. Mindkét
kodnal (az els6 24 illetve az elsé 28 bajt szerinti) szisztematikus kodolast hasznéalunk.

Az els6 kodold az iizenet 24 bajtos blokkjaibol 28 bajtosakat csinél, amelyeket a kdvetkezd, késleltetésesen Gsszefésiilt
(4tflzott, interleaved) modon ad at a mésodik kodolonak. Képzeljiik el, hogy a kodszavakat egy 28 sorbél allo tablazat 4
meredekségi atloiba irjuk fel:

Abra

Az els6 kodszo bajtai (sorrendben) tehat a tablazat (1,1),(2,5),...,(4,4(i—1)+1),...,(28,119)-edik pozicidiban helyez-
kedenek el. A masodik kodszo elhelyezkedése: (1,2),(2,6),...,(¢,4(i —1)+2),...,(28,120), és igy tovabb, esetleg ciklikusan
modulo a tablazat hosszusiga.

A masodik kodolé a tablazat oszlopait kapja egymaés uténi sorrenben, ellatja 6ket oszloponként tovabbi 4 ellendrzé bajttal,
majd ezeket (tovabbi atfiizéseket alkalmazva) irjuk ki a lemezre.

A szisztematikus kodolas a dekodold szaméra elég nagy szabadsagot biztosit. Elképzelhets, hogy az ellenérzd bajtokat
egyaltalan nem hasznaljuk, vagy csak a Cs kod ellenérzé béjtjait hsznéaljuk vagy mindkettGét.

Alébb egy lehetséges (és szokédsos) dekodolasi eljarast elemziink a hibacsomokkal szembeni védekezés szempontjabol. A
Cs kod tavolsaga 5, ezt 1 hiba javitdsara és 1-nél tobb hiba jelzésére hasznaljuk fol. Ha 1-nél t6bb hibat érzékeliink (azaz
nincs 0 vagy 1 tavolsagra kodszo), az olvasott sz Osszes béjtjat téroltnek nyilvanitjuk.

Feladat:. Tegyiik fel, hogy a C3 kod egy 32 béjtos blokkja "durvan" meghibasodott: a hiba ereményként a lehetséges 25632
vektor egyenletes valoszintséggel fordul elg. Mutassuk meg, hogy annak a valdsziniisége, hogy a fenti eljaras nem jelez hibat
< 0.000002.

A C;-dekodolot ezek utén a torlések javitdsara hasznaljuk fel. Mivel a kodtéavolsag 5, egy blokkon beliil akar 4 torlést is
ki tudunk javitani. Ebbe belefér az, hogy a Cs kédnak 15 vagy kevesebb egymast kdvets blokkja, azaz 480 bajtja hibasodik
meg. Tehat egy ekkora hibacsomo6t ki tudunk javitani. Ez egy koriilbeliil egy 2.5 mm-es "rossz iranya" karcolasnak felel meg.

3.6. Egy egyszerili dekdédold algoritmus

A "kédtéavolsagon beliil": ¢ hiba, ahol 2t +1 < d = n—k+ 1. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy v = 1. Az altalanos
eset, kezelése az alabbi vazolt modszertsl egyszerd részletekben tér csak el.

Tegyiik fel, hogy a csatornara a ¢ = Vo (f) = (f(a1),..., f(an)) kodszot kiildték, ahol deg f < k, valamint azt, hogy
legfeljebb t hiba tortént az (ismeretlen) 41, ..., 4; helyeken, azaz a beérkezett sorozat

u=c+e=c+(0,...,0,e;,,0,...,0,€;,0,...,0).
(Itt megengedjiik, hogy bizonyos e; -k nulldk legyenenk.) Legyen h(z) = (z — ;) -+ (z — ) és I(x) = f(x)h(x). Ekkor
degh =t és degl = deg f + degh < k +t. V,(h) - e = 0 mivel V,(h) 0 azokon a helyeken, ahol e nem. Igy V4 (h) - u =
Va(h) - ¢ =Va(h) - Valf) = Va(hf) = Vo(l). Tehat h és [ kozott a
Va(h) - u = Va(l)
Osszefliggést nyerjiik. Azaz léteznek olyan y € GRS:1+1(a, 1) illetve z € GRSk4+(a, 1), amelyekre
you=z.

Ez y és z koordinataiban kifejezve egy homogén linearis egyenletrendszer (n egyenlet 2n ismeretelennel) ekvivalens.
Tovabbi n—(t+1)+n—k—t < 2n egyenlettel (ellendrzé matrixok) kifejezhet az is, hogy y € GRSi+1(a, 1) és z € GRSk++(a, 1)
legyen.



Tétel:. Legyen 2t + 1 < n — k + 1. Tegyik fel, hogy u € F™, ¢ € GRSk(a,1), melyrekre d(u,c) < t. Ekkor van olyan
0#y € GRSty1(a,1) és z =y -u € GRSk1+(a,1), Tetszoleges ilyen y-ra y - ¢ = y - u (kovetkezésképpen ¢; = u; azokon az i
helyeken, ahol y; # 0).

Biz.: Az els6 allitdst mar belattuk. A masodik allitas abbol kovetkezik, hogy v - ¢ is egy GRSk+-beli kodszo, kovetkezés-
képpen y - (u — ¢) € GRSj4+. Ugyanakkor w(y - (u—c¢)) <w(u—c¢) <t <n—k—t, ami csak ugy lehet, hogy y- (v —¢) =0
hiszen GRS+ kodtavolsaga n — k —t + 1.

Ennek megfelelen y-bol c-t (és a megfeleld f-et) ugy probalhatjuk meg visszanyerni, hogy interpolaljuk f-et az ay;-k
kozil k olyan helyen, ahol y; # 0, majd visszahelyettesitéssel kiszamitjuk ¢; = f(a;)-t. Ellendrzésképpen meg kell nézni, hogy
c; megegyezik-e u;-vel az 0sszes olyan 7 helyen, ahol y; # 0. Ha nem, akkor nincsen u-t6l ¢ tavolsagon beliil kddszo.

Megjegyzések:.
e A modszer altalanosithaté az ugynevezett algebrai geometriai kodok (Goppa-kodok) dekodolaséra.
e Lényegében ezen az alapelven, de sokkal finomabb részleteket is (pl. a szindromakat) figyelembe véve miikodnek a

leghatékonyabb dekédolé modszerek. Ezek koziil nevezetes az O(n?) idejti, hardwerrel igen jol tAmogathat6 Berlekamp-
Massey—algoritmus. Az ismert leggyorsabb modszer O(n log? nlog log n) futési idejd.

3.7. Reed-Solomon k6édok

n|g — 1, a primitiv n-edik egységgyok,
a=(1,a,0% ..., a"h

Ekkor az altaldnositott Reed-Solomon—kédok dualitdsarol szolo tétel alapjan (a bizonyitds modszerét konkrétan alkal-

mazva):
GRSL(a,1)* = GRSk(a, (1, a,0” ..., " h).

Azaz GRSk(a, 1) egy ellenérz6 matrixa:

1 1 1 .. 1 1 1 « a? . ant

1 o o? . a1 a 1 o? at . a2(n—1)

1 o? ot . a2(n=1) ) o? _| 1 a3 ab a3(n=1)

i an—.k—l O52(71;16—1) o Oé(n—k—ll)(n—l) . a1 1 an.—k a?(f‘t—k) o a(n—k.)(n—l)

Igy GRSk(a, 1) (ag,...,an_1) kodszavait az

ap+ara’t + . a1 =0 (i=1,...,n—k)
egyenletrendszer irja le. Ha az (ao, . . . , a,_1) vektort polinomként, nevezetesen az a(z) = ag+ayz+. . .+a,_12" ! polinomként
értelmezziik, a fenti feltételek a kovetkezsképpen fogalmazhatdk meg:
ala) = a(a2) =...= a(a”_k) =0,

vagy masképpen:

(x—a) - (z—a" ")a(x).
Tehat polinommként interpretalva GRSy (a, 1) az (x — ) - - - (x — @™~ *) polinom n-nél alacsonyabb foki t&bbszdrdseibsl all.
Hasonloképpen, a C = GRSy (a, ¥) = GRS, _x(a, (1,0, 0%, ..., a® D)L GRS-kodot. A C kod (ag, ..., a, 1) szavait az

ap + ara T 2B LD — g (=0, n—k—1)

egyenletek irjak le. Polinomos interpretacioban a C' kod tehét azon a(x) = ag + a1z + ... + a,_12" ! polinomokbol all,

amelyekre
a(a') = a(at“) =...= a(a””_’“_l) =0,

azaz az (v — o)(z — o!*1) .- (x — ot =F~1) polinom n-nél alacsonyabb fokt t&bbszordseibél. Ezeket a kodokat hiviuk
Reed-Solomon-kodoknak (RS(n, k)-kodoknak):

Definicié: Reed-Solomon kédok. polinomos értelmezésben: Legyen n|g — 1 és o € F' = GF(q)-ban egy primitiv n-edik
egységgyok és 0 <t < n. Legyen tovibba

g(x) = (z — Oét)(x — at'H) (= at+n—k—1).
A
C={f(z) g(x)|f(x) € Flz], deg f(x) < k}

kod (pontosabban: ezen polinomok egyiithatovektoraibol allo kodot) egy RS(n, k)-kod. Mivel egy C egy GRS (*, x)-kod, C
maximalis tavolsaga, tehat a paraméterek: [n, k,n — k + 1].

10



3.8. Ko6dok résztestek folotti kodként

Legyen F < F' (résztest), (F' : F) = m és C C F'™ egy n hosszi kod. F' elemeit F feletti m hosszi vektorokként
tekinthetjiik (szamos modon, fiigg attol, hogy F’-ben milyen F-bazist vesziink). Igy tekintve C egy m - n hosszu kod, és
egy linearis [n, k,d]-kod F’ egy linearis [mn, mk,> d]-kéd lesz F folott. A relativ kodtavolsagra altaldban nem tudunk
jobbat mondani, mint azt, hogy %—r(ﬂ % . %—nél kisebbre nem csokken. Viszont a konstrukcié alkalmazhaté hibacsomok elleni
védekezésre: ha C-ben h hossza (F’-beli) hibacsomét ki tudunk javitani, akkor F feletti kodként tekintve (h —1)m+ 1 hossza
hibacsomot is ki tudunk javitani.

4. BCH-ko6dok

4.1. Reésztest-kod

Legyen F' < F' (vésztest), (F” : F') = més C C F'™ egy n hosszt kod. C résztest-kodja: Cp = CNF". C|p tehat C azon
szavaibol éll, melyeknek minden jegye F-beli. Vilagos, hogy ha C|p tavolsédga nem lehet kisebb C' tévolsagénél. Nyilvanvalo
az is, hogy ha C lineéris, akkor C|p is az.

Allitas:. Legyen C linearis kod F’ felett. Vegyiik F’ elemeinek egy rogzitett abrazolasat F feletti m hosszt (oszlop-
yvektorokként: o + (a',...,a™)”. Ennek megfeleléen egy F'"-beli x vektorhoz m darab ', ..., 2™ F™-beli vektor tartozik,
ahol ' = (2%,...,2%). Ekkor F-ben

C"J}a = (y'lz € O+, 1 <i<m).

Mésképpen: Ha C-nek H egy ellen6rz6 métrixa, akkor C|p-nak egy ellenérz6 matrixa tgy kaphato, hogy H elemeit helyet-
tesitjiik a megfelel§ m hosszu oszlopvektorokkal, majd esetleg kitorliink néhany, a tobbitdl linearisan fiiggs sort.

Biz.: Legyen x € F™. Tekintsiik z-et mint F""-beli vektort. Legyen y € F'™. Ekkor az (x,y) skalarszorzatra, mint m
hosszi vektorra (z,y)? = (30 zyi)! = > (miys)? = Yoi (wiy!) = (z,y7). Kovetkezésképpen (z,y) = 0 & (2,y") = 0
minden ¢-re. Innen az allitas nyilvanvalo.

Kovetkezmény:. Ha C egy [n, k,d]r-kod, akkor C|p egy [n, ko, do] p-kod, ahol d < do, n —m(n — k) < ko < k.

4.2. Alternans-koédok
GRS-kodok résztest-kodjai.

4.3. BCH-kédok

Legyen F = GF(q) < F' = GF(¢™), ahol n|¢™ — 1, a egy primitiv n-edik egységgyok F’-ben.
Egy BCH-kod egy Reed-Solomon—kod résztest-kodja:

C = {f(x)|f(z) € Flz], deg f(z) < n, (z —a®)(z —a!tl) ... (x — a!T272) osztoja f(x)-nek F'[x]-ben}.

A Reed-Solomon kéd paraméterei: [n,n—d+1,4]. A C BCH-kdd tavolsaga: d > 4, dimenziojan—m(6—1) < k <n—4§+1.
(Elnevezés: 0 a kod tervezett tavolsaga (designed distance).)

Szokasos dekédolas:. A "tervezett tavolsagon beliil" (pontosabban | (6 —1)/2] hibat javitva): F” felett dolgozva, a Reed-
Solomon—ko6d dekodolasi eljarasat végrehajtva.

ElSismeret:. F’-ben ® : a — a? egy test-automorfizmus. ® fixpontjai éppen F elemei. ® rendje m. (Hattér: az (F'|F)
bévités Galois-bévites és Gal(F'|F) a ® &ltal generalt ciklikus csoport.)

Allitas:. Legyen 8 € F'. Ha f(x) € Flz] = GF(q)[z] és f(3) = 0 akkor f(39) = 0.
Biz.: f(87) = f(8)? alapjan nyilvanvalo.

Jelsles:. K(B) = {p3¢

(i=0,...,m-1)} — 3 konjugaltjai.

Kovetkezmény /elnevezés:. mg(z) = [[,cx (g (z—7) € Flz]. Ez alegalacsonyabb foki F[z]-beli 1 f6egyiitthatos polinom,
aminek 3 gyoke. Elnevezés: § minimalpolinomja.

Kovetkezmény:. Az af, ot a!t9~2 elemekhez fabrikalt BCH-kod
{f(x) € Flz]| deg f(x) < n, g(z) osztdja f(z)nek},

ahol g(x) az of, a'*!, a?*°~2 elemek minimélpolinomjainak legkisebb kozds t&bbszorose.

11



Példa - binaris Hamming-k6édok. Legyen F = GF(2),F' = GF(2™),n = 2™ — 1, tovabba a egy primitiv n-edik
egységgyok (azaz az F’ test egy primitiv eleme). A C = GRS, _1((1,,a?,...,a" 1), 1) ellen6rzé méatrixa

(1,a,...,a™ 1),
tehat — polinomos értelmezésben — C' azon polinomokbdl all, melyeknek gyoke az a elem. A megfelels BCH-, azaz résztest
kodot kétféleképpen nézhetjiik meg;:
(1) A C kod ellenérz6 matrixanak elemei helyébe a megfelel6 m hosszt binaris vektorokat irva a résztest-kod elendrzd
matrixaként azt a matrixot kapjuk, melynek oszlopai az m hosszt binaris vektorok. Ez a Hamming-kdod szokasos definicidja.
(2) a konjugaltjai: a, a2 a4,...,02" . Tehat a BCH-kod a g(z) = (z — a)(z — a?)(z —a*)--- (z — a®" ) binaris polinom
n-nél alacsonyabb fokt t6bbszordseibdl all, a dimenzié tehdt n — m = 2™ — m — 1. A kédszavak gydkei kozt van a is és o?
is, tehat a kod valojaban megegyezik az o, a?® paraméterekhez gyartott BCH-koddal, igy a kodtavolsig legalabb 3.

Megjegyzés. Legyenek F, F',n,m,a mint fent, t < n/m. Ekkor az a,a?,...,a? elemekhez tartozé C binaris BCH-kod
dimenzi6ja legalabb n —tm, a tavolsdga pedig legalabb 6 = 2t + 1, azaz ¢t hibat ki tud javitani. Ehhez legfeljebb tm = tlog, n
ellenérzgé bitet hasznél fel. Megmutathatd, hogy a C kod tartalmaz 25-nal kisebb stlyd elemet tehat a kodtavolsag legfeljebb
kétszerese a "tervezettnek".

5. Ciklikus koédok

Definicié:. Egy C linearis [n, k]-kod ciklikus, ha zart a kédszavak ciklikus léptetésére, azaz ha (vq,...,v,) € C, akkor
(Un, V1, .y 0n—1) € C.

Az F™ elemeit n-nél alacsonyabb foka polinomokkal azonositjuk (egyiitthatosorozatok). Kényelmes lesz ezeket a polio-
mokat a modulo " — 1 redukalt polinomoknak, azaz az F[z]/(z™ — 1) gytrQ elemeinek tekinteni.

Eszrevétel:. A ciklikus léptetés az a-szel valo szorzasnak felel meg (modulo z™ — 1).

Tétel:. A C C Flx]/(a«™ — 1) linearis kod ciklikus < C idedl az F[z]/(z™ — 1) gytrtben.
Biz.: <: C zart a (modulo 2™ — 1 vett) beszorzésra z-szel, ezért minden t-re az z'-vel val6 szorzasra is. Mivel C zart az
Osszeadésra, az el6bbiekbdl az kovetkezik, hogy zart a polinomokkal valé beszorzasra is. =: egyszerti.

Tétel:. A C C F[z]/(a2™ — 1) linearis kod ciklikus <
C = {g(x) n-nél alacsonyabb foku tobbszorosei}

2™ — 1 valamely g(x) € F[z] osztojara.

Biz.: <: Legyen I a C ideal teljes inverz képe a ¢ : Flx] — F|z]/(z™ — 1) természetes homomorfizmusnal (a modulo
2™ — 1 vett maradékképzésnél). Ekkor I egy olyan idedl F|x]-ben, amely tartalmazza az (z™ — 1) polinomot. Mivel F[x]
foidealgytrd, I = (g(x)) (azaz I a g(x) polinom t6bbszoroseibsl all). Mivel (z™ — 1) € ker¢ C I, g(x) valoban osztoja
™ — l-nek. Az allitds fennmarado része egyszerd dimenzid-megfontolassal adodik. (Vilagos, hogy g(x) n-nél alacsonyabb
foki t6bbszordsei tényleg C-ben vannak. Ez egy n — deg g dimenzids V' < C altér. Tekintsiik a deg g-nél alacsonyabb foku
polinomok W alterét. Vilagos, hogy VN W = (0) és dimV + dim W = n. Egy 0 # w(z) € W vektor teljes inverz képe
o {w(z)}) = {w(x) + f(x) (2™ —1)|f(z) € F[z]}, g(z)-szel (az osztés maradéka éppen w(x)). Ezért WNC = (0) is teljesiil,
kovetkezésképpen dimC' < n —dimW =n —degg = dimV, ami a V' C C tartalmazassal dsszevetve a V = C egyenlGséget
adja.) =: Egyszert.

Altalaban feltessziik:. (n,q) = 1. (Kiilénben nincs primitiv n-edik egységgyok és az F[z]/(z" — 1) gytirti "cstnya".
Példaul ¢ = 2, n = 2™-re a gytirt dsszes ideélja: az 1, (z — 1), (x — 1)%,..., (z — 1))

Kovetkezmény:. A BCH-kodok (és specialisan a Reed-Solomon-kodok) ciklikusak.

Elnevezés:. A tételbeli g(x)-et C generatorpolinomjanak hivjuk. Ha dim C = k, akkor degg(z) = n — k: g(z) =
g0+ T+ ...+ gorx"* A g(z)-hez tartozd természetes generdtormatrix:

go g1 92 ---  Gn—k 0 0 e 0
0 g0 91 -+ Gn—k-1 Gn—k o ... 0
0 0 g9 -+ Gnk-2 Gn-k-1 Yn-t --- O
o 0 0 ... 9o g1 g2 i Gn—k

12



Ellenérzd polinom:. h(z) = (2" — 1)/g(z). Ellen6rz6 matrix:

0 0 ... 0 O hy hg_1 ... hi1 hg
0 0 .e. 0 hp hp_1 hp_o ... hg O
hy hr_1 ... ha h ho 0 ... 0

Biz.: feladat. (Utmutatas: igazoljuk, hogy az els6 martix i-edik sordnak a masodik matrix j-edik soraval vett skalarszorzata
a1+ egyiitthtatéja a gh polinomban.)

Megjegyzés:. A dualis kod (altalaban) tehat nem a h(x), hanem a "forditott", z*h(z~!) "forditott" poliom &ltal generalt
ciklikus kéd. Ekvivalens, de nem mindig azonos a h(x) altal generalt koddal.

Egy szokasos szisztematikus kédolas:. f(z) — 2" % f(z) — u(x), ahol u(x) = 2" f(2) modulo g(z).

Tétel (BCH-korlat):. Legyen a C lineéris kodnak a generatorpolinomja g(z). Tegyiik fel, hogy van olyan « primitiv n-edik
egységgyok (F alkalmas bovitésébol), amelyre o, a**1 ... a*+'~1 mind gydke g(x)-nek (azaz a C kod minden elemének).
Ekkor a C kod tavolsaga legalabb ¢ + 1.

Biz.: A feltételek mellett C' részkodja a megfelels BC H-kédnak.

Sift-regiszterek:. A polinomokkal valé szorzasra/osztasra hasznélt eszkézok, 1d. majd a konvolucios kodoknal.

5.1. CRC-kédok (cyclic redundancy check)
g(z) € Flz] négyzetmentes, ¢g(0) # 0.

CRCy,, ={f(x) € F(x)|deg f(xz) <n, f(x) oszthaté g(x)-szel}

Ha N > n, hogy g(z)|z"¥ — 1, akkor CRC,,, a CRC, y ciklikus kod roviditése, tehat CRC,,, kodtavolsaga legaldbb
akkora, mint CRCy y kodtavolsaga. A fenti szisztematikus kodolast alkalmazzak, az ellendrz6 jegyeket dltaldban hibajelzésre
hasznaljak.

Feladat:. Tegyiik fel, hogy deg g(x) = k. Bizonyitsuk be, hogy ekkor CRC, » egy < k hosszi hibacsomot jelezni tud.

Példa: CRC-32. (IEEE 802.3 szabvany) a
gla) =232 4220 422 4 222 416 4 12 4 g1 210 4 B 4 0T LS gt 2 bt

€ GF,[z] polinomra CRC, ,, kodtavolsaga > 5, ha n < 3000, > 4, ha n < 12000.

5.2. Feladatsor: a binaris Golay-kédok

F = GF(2), n = 23. Legyen «a egy primitiv 23-adik egységgyok F egy alkalmas F’ bovitésében (latjuk mindjart, hogy
F' = GF(2!1) egy jo valasztas). o konjugaltjai:
a, 0%, 0t 08,010 0% = o, a'®, 0% = '3, 0% = 3,08, a2,

tehat a minimialpolinomja F felett egy 11-edfokt g(x) polinom. Latjuk, hogy a~! = a?? nem konjugéltja a-nak, annak egy

mésik, szintén 11-edfokd minimalplinomja van, a "forditott" z'! - g(x~!) polinom. Valéban,
B —l=@ -+ +2" +25+ 2% o+ D)@ + 20 28 25 2t 22 1),

tehat — a megvélasztasatol fiiggsen — g(z) = (w11 +2° + 27 + 25+ 2° + 2+ 1) vagy g(z) = (21 + 20 + 25+ 2% + 2t + 22+ 1).
Feltehetd, hogy az elébbi all fenn.

Ga3 = {g(z)-nek legfeljebb 22 foku tobbszorosei}.
Gay Gas-bol paritasbittel kiegészitéssel kaphato: csapjuk minden egyes Gag beli kddszohoz 24-edik bitként a paritasat.

1. feladat:. Mutassuk meg, hogy Gao3 kodtavolsaga legalabb 5. (Ajanlas: BCH-korlat.)
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2. feladat:. Bizonyitsuk be, hogy G Gaos-nak egy 1 kodimenzios altere. (Ajanlas: Ga; generatorpolinomja az (22 —1)/g(x)
polinom megforditottja, azaz az (x — 1)g(z) polinom.)

3. feladat:. Mutassuk meg, hogy Ga; = Ga24. (Ajanlas a C tartalmazashoz: el6z feladat.)

4. feladat:. Bizonyitsuk be, hogy Ga4-ben minden kodszé stlya 4-gyel oszthatd. (Ajanlas: igazoljuk és hasznaljuk fel, hogy
ha egy binaris linearis C C C* koédban egy bézis minden elemének a stlya 4-gyel oszthato, akkor ez igaz marad minden
C-beli kodszora.)

5. feladat:. Mutassuk meg, hogy G4 kodtavolsaga 8.
6. feladat:. Igazoljuk, hogy Gas tavolsaga 7 és igy Gas perfekt.

Elnevezések:. Ga3 a perfekt binaris Golay-kéd, Go4 a kiegészitett binaris Golay-kod.
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6. (Binaris) Reed-Muller-k6dok

A Reed-Solomon—kodokhoz hasonlé prezentécio.
Megallapodas/Jelolések:. F = GF(2), K = F™ = {0,1}" m-dimenzi6s hiperkocka
Kiértékelés a kocka pontjain:. V : Flzy,...,z,] — FX

Tény:. kerV = (23 —xq,...,22

2 — Zm) (generalt ideal.)

Reprezentansrendszer. modulo ker V: multilinearis polinomok:

{f(x1,...,2m)|deg,, f<1(i=1,...,m)}.
Ko6v.:. V izomorfizmust indukal a multilinears polinomok tere és az F'X tér kozott.
Definicié:. RM,, ; = {V(f)|f multilinearis és deg f < k}

Nyilvanvalé:. 0 <k < m-ra RM,, j linearis, dim RM,, j, = z;?:o (T)
Tétel:. RM,, kodtavolsiga om—k,

Biz.: <: A V(zy---xp) kodszo silya, tehat azon K-beli pontok szama, amelyeken az z; - - -z polinom nem 0 értéket
vesz fel éppen 2™~ (Ezek azok a potok, amelyeknek az elsé k koordinat4juk 1.)
>: Azt kell bizonyitani, hogy tetszéleges RM,, r-beli nemnulla kodszo legalabb 2™~* helyen nem 0, azaz egy nem azonosan
0, legfeljebb k-adfokt m véltozos multilinedris polinomhoz van legalabb 2™~* pont a {0,1}™ hiperkockan, ahol a polinom
értéke nem 0. Ezt k és m szerinti indukcioval bizonyitjuk. Az allitds k = O-ra és tetszéleges m-re nyilvanvalé: egy nem 0
kosntans polinom sehol sem lehet 0. Tegyiik fel, hogy k-nal alacsonyabb foku vagy m-nél kevesebb valtozos polinomokra az
allitast mar belattuk és legyen f egy k-adfoku multilinearis polinom. Irjuk fel f-et z,,g1(21,. .., Tm_1) — 90(Z1y .oy Tm—1)
alakban, ahol degg; < k — 1 és deggo < k. Ha go azonosan 0, akkor g; nem azonosan 0, és az indukcits feltevés miatt van
legalabb 2m—1=(k=1) — 9m=k olyan (ay,...,am_1) € {0,1}™~! vektor, amelyekre g(ai,...,am_1) # 0. Ezeket kiegészitve
az utolso koordinatédban egy-egy 1-essel, ugyanennyi {0, 1}™-beli vektort nyeriink, amelyekre f értéke nem 0. Hasonléan, ha
g1 — go azonosan 0, akkor f = (x,, —1)g; alaka, ahol és ebben az esetben a gi-ben nem nullat adé (aq, . .., amnm—1) vektorokat
0-val kell kiegésziteni. Maradt tehéit azon esetek kezelése, amikor sem gy sem g; — go nem azonosan 0. Ekkor az x,, = 0 4gon
a —go, az T, = 1 agon pedig a g1 — go m — 1-valozoés polinomokra, alkalmazva legalabb 2m~1=F 4 gm—1-k — 9m—Fk phelyet
kapunk, ahol f nem 0.

Tétel:. RM#;),C = RMpym—k—1 (0 <k <m)
Biz.: RM,, i, illetve RM,;, 1 —r—1 bazisat alkotjak az u =V (x;, ---x;,) (s < k) illetveav =V (zj, - -x;,) t <m—-k—1)
alaki vektorok. Azon (K-beli) helyek, ahol mind u, mind v értéke 1:

{(a1,...,am) € Kla;, = ... =a;, = aj, = ... =aj, =1},

ez 2™~ hely, ahol z az {i1,...,is} U {j1,...,J:} halmaz szamossaga. A z szam legfeljebb s +¢ < m — 1 lehet, ezért a
kérdéses helyek szdma péaros. Az (u,v) skalarszozat azonban éppen ezen szam paritésa, azaz 0. Tehdt RAM,, ; merGleges
RM.y, mm—k—1-1e, kovetkezésképpen RMT#J{ < RMp, m—k—1- Az egyenl@ség innen mar a dimenzidkbél adodik.

Példa:. RM,, m—2 egy [2™,2" —m — 1,4]-kod. Lyukasszuk ki: dobjuk el a (0,...,0)-nak megfelels értéket! Kapunk egy
[2™ —1,2™ —m —1,> 3]-kodot. A kod ellendrz6 matrixa m x 2™ — 1-es. A kodtavolsag ellenérzd méatrixos jellemzése alapjan
barmely két oszlop linearisan fiiggetlen GF(2) f6lott (azaz: kiilonb6z6, egyik sem 0). Tehat az ellenérz6 matrix oszlopai éppen
a 2™ — 1 darab m hosszi nem 0 vektor, azaz a kod ekvivalens a binaris Hamming-koddal. (RM,, m,—2 pedig a paritasbittel
kiegészitett Hamming-koddal ekvivalens.)

Példa:. RM,, 1 = RM,J,;M_2 egy [2™,m + 1,2™~!-kod. Ebbél csak azokat a kodszavakat vegyiik, amelyek a (0,...,0)
helyen nullak (azaz: a homogén linearis polinomok értékeit nézziik). Kaptunk egy [2™,m, 2™~ ] paramétert linearis kodot, a
szimplex kodot. (Valojaban az egyik koordinata "folosleges", ott mindig 0 van.) Mivel egy nem azonosan 0 homogén linearis
polinom zérushelyei hipersikot alkotnak, a nem 0 kodszavak silya mindig 2™~ !. Ennek megfeleléen barmely két kiilonbozs
kodszo tavolsaga 2™~ 1. Atirva a O-kat +1-re, az l-eket —1-re, a vektorokat egy métrix soraiba irva egy olyan négyzetes
+1 elemd matrixot kapunk, melynek bérmely két sora merdleges egymésra. Az ilyen métrixokat Hadamard-matrixoknak
hivjuk. Egy n x n-es Hadamard-matrix sorai egy (altalaban nemlinearis) (n,n,n/2)-kodot alkotnak a +1 abécé f6lott. A fenti
konstrukcio6 a legegyszertibb, az ugynevezett Sylvester-féle Hadamard-matrix (vagy Walsh-Hadamard-métrix, — lényegében
4k — 1 alakd primhatvany: legyen P, ; +1 vagy —1 aszerint, hogy létezik-e nemnulla v/a — b a GF(q) testben vagy sem. Az
Hadamard-métrixot ugy kapjuk, hogy P-hez még hozzaadunk egy-egy csupa egyesbdl allo sort illetve oszlopot. (Biz.: hf.)
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7. Aszimptotikusan j6 kédok

Definici6:. Egy rogzitett F' abécé feletti kodoknak egy (végtelen) csaladja jo, ha létezik olyan végtelen {Cy,Cs, ...} rész-
csaladja, melyre d;/n; >= 0, k;/n; >= k valamely § > 0,k > 0 szamokra, ahol n; a C; kéd hossza, k; a dimenzidja
(ki = [log, |Cil]), di pedig a C; kod tévolsaga.

Tétel:. A primitiv BCH-kodok (n = ¢™ — 1) csaladja rossz. Az alternans kodok csaladja jo.
Nem bizonyitjuk.
7.1. Véletlen kédok - a Gilbert-Varshamov—korlat

Tétel:. Tegyiik fel, hogy a g elemi F abécé feletti n hosszi k dimenziés linearis kodok egy X csaladjara igaz az, hogy a
nemnulla w szavakra a w-t tartalmazé X-beli kodok szama fliggetlen w-t6l (azaz 3¢ = ¢(X), melyre barmely 0 # w € F™

esetén [{C € X|w € C}| = ¢). Ekkor
d—1
n ; _
Z (i><q_1)z <qn k

i=1
esetén létezik X-ben > d tavolsagu kod, s6t, az X-beli kodok legalabb

1- q’”’§ <7Z) (q—1)

része ilyen.
Biz.: Szamoljuk meg kétféleképpen a (w,C) parokat, melyekre 0 # w € C' € X. Kapjuk, hogy c¢(¢" — 1) = | X|(¢* — 1).

Innen ¢ = L=%|X| < ¢*~"|X|. Azon X-beli kodok szama, melyekben van d-nél révidebb nemnulla kodszé legfeljebb

e (Vyln,d—1) 1) = ; ()< X|q“§ ()@

(Vy(n,d —1) — 1 a d-nél rovidebb nemnulla n hosszt szavak szama).

Ko6vetkezmény:. Annak esélye, hogy egy véletleniil vilasztott k-dimenziés n hossza kod tavolsaga > d, legalabb
-1,
- (M-
i=1

Biz. Legyen X = {C' < F",dim C = k}. Nyilvanvalo, hogy azon k-dimenzios alterek szama, amelyek egy rogzitett w # 0
vektort tartalmaznak, nem fiigg a w valasztasatol.

Megjegyzések:.
e A Gilbert-Varshamov—féle als6 korlat d-ben, a kodtévolsagban nézve koriilbeliil fele a Hamming-féle fels6 korlatnak.

e Nem ismert polinomidejd altaldnos dekodolési eljaras, s6t, a kodtavolsag kiszamitasa (még kozelitSleg is) nehéz (kb.
NP-nehéz). Tehat az 6sszes linearis kodokbol torténd véletlen valasztas nem igazan eredményez praktikusan hasznalhato
kodokat.

1 )
Lemma:. § < ‘IT esetén

lim 1 log, V,(n, [nd]) = élog,(q — 1) — dlog,d — (1 — d)log, (1 —0) =: Hy(0)

n—oo n

(entropia).

Biz.: (57))((;1:11))71 = 2=ttl(g— 1) > 1 minden 0 < i < q%ql egészre, ezért Vy(n,nd) legnagyobb tagja ( )(q 1)
1

és igy Vy(n,nd) < (nd + 1)([:5])((1 - 1)[”5]. Innen %logq Vg(n,no) < llogq(m5 + 1)+ logq ([né) + §logq(q —1)+o(1) =
log, n —log, e — dlog, nd + dlog, e — (1 —0)log, n(1 —d) + (1 —4) logqe+§1ogq(q—1)+0( ) = —dlog,d — (1—4)log, (1~
§) + dlog, (¢ — 1) + o(1). (A log (/) becslésére a Stirling-formulat hasznéltuk: log, #! = xlog, v — zlog, e + o(x).) Az als6
becslés a Vy(n,nd) = (5) (@ — 1)["% egyenlstlenségbdl, hasonlo szamolassal adodik.

Kovetkezmény (aszimptotikus Gilbert-Varshamov—korlat):. Tegyiik fel, hogy § < % és
R <1— Hy(9).
Ekkor elég nagy n-re létezik n hosszii > R sebességli, > [0n] tavolsdga linearis kod. S6t, elég nagy n-re egy véletleniil

valasztott [Rn| dimenzios kod ilyen.
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Aszimptotikus Hamming-korlat:. Legyen a C kod hossza n, sebessége (relativ dimenzi6ja) R: (R = L log, |C|)), relativ
tavolsaga d. Ekkor

R<1—Hy(3)+o(1)

7.2. Justesen-k6édok
Ebben a fejezetben F = GF(2).

7.2.1. Egy érdekes kodcesalad (1/2 sebességii Wozencraft-csalad)
Legyen F' = GF(2™). Adott o € F'*-ra legyen
Co = {(z,az)|z € F'},
F feletti kodként értlemezve. Tehat a kodhossz 2m, a kodsebesség pedig %

Kévetkezmény:. Tegyiik fel, hogy H»(8) < i. Ekkor elég nagy m-re a {Cala € F'*} csaladbol egy véletlen kod nagy
valosziniiséggel legalabb § relativ tavolsigu.

Biz. Egeszitsiik ki a csaladot a Cp = {(z,0)|z € F'} és a Coo = {(0,z)|x € F'} kodokkal. A kiegészitett csaladbol minden
(z,y) # (0,0) parra pontosan egy (z,y)-t tartalmazo kod talalhato. Alkalmazhato tehét a tétel.

7.2.2. Forney-féle konkatenalt kédok

Egy csatornat korbevéve egy kodolassal majd a megfelel§ dekodolassal felfoghatunk egy — az eredetinél j6 esetben "biz-
tonsagosabb" — csatorndnak. Az igy keletkezett csatornat, az ugynevezett szupercsatornat tovabbi kodolasi/dekodolasi el-
jarasokkal vehetjiik korbe. Az eredményiil kapott kodot konkatenalt kodnak hivjuk. Az oGtlettel talalkoztunk mar a CD-ket
véds CIRC koédoknal.

Itt egy specialis konkatenalési eljarast mutatunk be. A Cy "belss" kod egy [n, k, d] paraméterd linearis binéris kod, a Cs
"kiils6" kod pedig egy [N, K, D] paraméterti linearis kod a GF(2F) test folott. A konkatenalt kod tgy kaphato, hogy a Cs
kod szavait k hosszt binaris vektorként értlemezve a C; kod egy (alkalmas) kodolasi eljarasanak vetjiik ald. Az eredmény
egy [Nn, Kk, > Dd] paramétert linearis binaris kod lesz. (Miért? — feladat.)

Példa:. Legyen C a fenti Wozencraft-csalad egy "jo" tagja. A paraméterek: [2m, m, md], Co pedig egy GF(2™) feletti S
sebességl ((2™ — 1)S dimenzi6s) primitiv (2™ — 1 hosszt) Reed-Solomon-kod. A konkatenélt kod paraméterei:

[2m(2™ — 1), m(2™ — 1)8, > mé (2™ — (2™ — 1)S)].

g, relativ tavolsag: ~ (1 — S)d. A bels§ kod dekodolasa siman exponencialis ideji

m-ben (azaz 2°("™)), ami polinomialis a konkatenalt kod hosszaban. (Ugyanez igaz a legjobb O kod kikeresésére is — hala
annak, hogy a Wozenkraft-csalad viszonylag "kicsi".) Mivel a kiils6 kod Reed-Solomon, annak a dekodolésa is polinomialis.
Ha példaul S = %, akkor egy ~ % sebességi és ~ g relativ tavolsigu, tehat "jo" kodot nyertiink.

A relativ paraméterek: kodsebesség>~

7.2.3. Justesen-kédok

Az els6 jo "explicit" kodcsalad.

Otlet ("derandomizalas"). Az el6bbi konkatenalt konstrukcioban cseréljiik ki a belss C kodot m-esenként a Wozencraft-
csalad kiilonb6z6 tagjaira. Tehat most Cy informécios blokkmérete m (2™ — 1) és a kodolas

(@1, xam_1) = (T1, 1%, T2, 02T, . .., Tam_1, Qgm _1Tym _1)

ahol z; az informéci6 i-edik m bites darabja GF(2™) elemeként értelmezve és az «; elemek befutjadk GF(2™)*-ot. A kiilss
kod legyen tovabbra is egy GF(2™) feletti 2" — 1 hosszt S sebességii Reed—Solomon-kod.

Tétel:. A kapott kod sebessége ~ %, relativ tavolsiaga pedig >~ 1 — S0.

Biz.: A sebesség nyilvanvaléan ~ % Legyen y = (z1,0121,...,Tam_1,om _1Zom_1) egy nemnulla kodszo. Mivel az
(21,...,2m) vektor a Cy Reed-Solomon—kod eleme, x; # 0 — és igy persze (z;,;x;) # 0 — az i indexek legalabb (1 — 5)
részére. Legyen € > 0. Ha m elég nagy, az olyan i indexek szdma, melyekre (z;, o;x;) # 0, de (x;, o;) stlya 2dm-nél kisebb,
legfeljebb (2™ —1). Igy az i indexek legalabb 1 — S — € részére (x;, ;) stlya legalabb &, tehat y stlya legalabb (1 — S)6 — 6.

Megjegyzések.
e "Explicit" GF(2™): m = 2- 3! alakti szamokra 2™ + /2 + 1 irreducibilis, GF(2™) = GF(2)[z]/(z™ + 2™/? +1).

e (Csak a konstrukcié alapotletét mutattuk be. Igazabol kiillonb6zE "hangolési" eljarasokkal tobbféle és jobb kdédok nyer-
hetsk. Példaul a Wozencraft-csaladbol lyukasztéssal %—nél stirtibb, hasonl6 kodok kaphatok (persze akkor ¢ kisebb
lesz).
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