Roényai Lajos el6adasa alapjan irta: Sas Gabor és Vecsei Balazs

Az algebrai geometria a polinomokkal (egyenletekkel) definialt alakzatokkal foglalkozik. Ilyen alakzat péld4ul a korvonal,
V(z?+y?—r, L)CL? relL.

1 Definicié (polinomokkal definialt alakzat). Legyen fi(z),..., fm(z) € K [21,...2,], K C L, ahol K test. Ekkor a
polimokkal definislt alakzat a kovetkezs:

V(fl:f27"'fm7L) = ZQZ (ala"'7an)7 a; € L7 fl(g) =0

Cél:  a véletlen kodoknal jobbat elérni. A véletlen kédokra jo eséllyel R > 1 — Hq(8) ([n, &, d],)-kod)), ahol

H, az entrépiafiiggvény | R = % a sebesség

q a jegyek szama d a minim4lis kédtavolsag

0= % a relativ tavolsag

H,(0) =0+ 0 (log q) . Itt az O()-ban rejls konstans fiigg a d-t6l, tehat a kozelités akkor jo, ha § fix és ¢ nagy.

Viszony a Singleton-korlathoz:
d<n—k+1
dcn k1
n —n n Tb
6<1—-R + =>R<1-9§

A véletlen kod tehdt O (10g12q) hibaval kozelit a Singleton korlathoz. (G)RS-kodoknal d = n — k + 1, , tehat R =

1-640 (%) de n novelésével g-nak is nénie kell, hiszen GRS-kédok csak n > ¢ esetén léteznek.

Algebrai geometriai kddokkal: elérhets tetszéleges ¢ primhatvinyraaz R=1-§—0 (7) Jobbak a véletlen kédoknal
és szép strukturajuk miatt hatékonyan konstrualhatok és dekodolhatok.

2 Allitas. Legyen K test, 0 # f(z) € K[z] = f-nek < deg(f) darab gytke van K-ban.

3 Allitas. Az f(z1,...,2n,t) € K[21,...2,][t] polinomnak legfeljebb deg,(f) darab g(z) gydke van K|[z1,...2,]-ben. Azaz
legfeljebb deg,(f) olyan g(z) = g(z1,...,zn) € K[z1,...,2,] n-viltozos polinom van, amelyre f(z,g(z)) = 0.

4 Megjegyzés. Kzy,...x,][t] és K[z1,...x,,t] izomorfak.
Biz.: K[z1,...,2,] C K(21,...,2,) =1, f € L[t], f-nek < deg,(f) gyoke van L-ben, igy ennek részgytrtiben is. O

5 Tétel. Legyenf(z1,...,2n) € Fy[z1,...2,] f # 0, ekkor f nem tinik el GF(q)™ legaldbb []}_ (¢ — deg,,(f)) darab
pontjdban.

Biz.: Indukci6 n szerint. f(z1)nek legfeljebb deg,, (f) gySke van.

Tegyiik fel hogy n > 1, f(z) € GF(q)[x1,...,%n_1][xns]. Ekkor az el6z6 allitas miatt legfeljebb deg, (f) darab a € GF(q)
van, amelyre f(z1,...,2Zn—1,@) = 0, és ha o nem ilyen, (ezekbdl legaldbb ¢ —deg, (t) darab van), akkor f,(21,...,%n_1) :=
fa(xla v ;xn—laa); fa ;_'—/'_ 0.

deg,, (fa) < deg,,(f), igy az indukcios feltevés szerint legalabb []7-; Yg— deg,.(fa)) > [1isy e deg,.(f)) pontban. Ezt
szorozva a jo a-k szaméval kovetkezik az allitds. O

6 Megjegyzés. Ez a korlat éles minden n-re.

A GRS-k6dok kétdimenzios altalanositasa

7 Definicié (B,;,; kédok). Legyen ¢ primhatvany, 0 < I < q egész. Az iizenetszavak: (I + 1) x (I + 1)-es matrixok GF'(q)
felett, az iizenetjegy szama (I + 1)2.

Az m = (my)} ;_, iizenetszot vehetjik kétvaltozos polinomnak is. m ¢ M(z,y) == Yi_, E;:o mijz'y’ A By kod m
lizenetének a kodolt valtozata: (M (e, B))a,gecr(q)- A By, kod paraméterei: n = ¢?, a kiértékeld helyek szdma, ¢ a jegyhalmaz
mérete.

Az el6z6 tétel miatt d > (¢ — 1)? . Forditva: d < (q — [)? mert alkalmas f(x)g(y) alaka M (z,y) egyenléséget ad, tehat
d=(qg-1)>%

Ha M (z,y) # 0 = akkor a kddszé sem, tehat a kodolo leképezés az lizenetek halmazébol a kodszavak halmazaba injektiv.
k= (1+1)2. A By, kodok tehat [¢%, (I + 1)2, (g — 1)?],-kodok. A GF(q?) feletti GRS-kodok [¢?, (I + 1)%,¢% — (I + 1)% + 1] j2-
kodok. A tavolsagok kiilonbsége: 21(q — 1) — 21 a GRS-kédok javéra, tehat a B,; kodoknal hasznalt kisebb jegyhalmaz ennyi
veszteséget okoz a kédtavolsdgban.



M(z,y) L-en h(t) = M(uy + tvr,us + tva) deg(h(t)) < 2, ha ez elttinik 2/ + Ihel)jen, akkor h =0
Az ilyen részhalmazokat célszerii elkeriilni. Tehat olyan S halmazt valasztunk, mint behelyettesitési pontok halmazat,
ami a kisfoku gorbéket kevés pontban metszi.

8 Tétel (Bézout). Legyen K test, K C L és f,g € K[z, y], tegyiik fel, hogy nincs kézés osztdjuk K|z,y]-ban. Ekkor
|V (f,L) UV (g,L)| < deg(f)deg(g). (Nem bizonyitjuk.) O
Otlet: GF(q)* helyett egy gbrbe pontjait vessziik, mint helyettesitési halmazt.

9 Példa. F:= GF(13), ¢:=13, S:=V(R) CF? R(=z,y) := y?> — 2z(z — 1)(x + 1). Az iizenetszavak (-polinomok) legyenek:
(1,z,2,2% 2%, y, zy) linearis kombinacioi. Ezekbol 13% darab van. M (x,y) tizenetpolinom + (M(a, 8))(a,8)cv (r) kOdszo.

10 Allitas. A kodhossz n=19: S = {(0,0), (+1,0), (2, £5), (3, £3), (4, £4), (6, +2), (7, £3), (9, £6), (10, £2), (11, £1)}0
11 Allitas. Legyen M = ag + aiz + asz?® + azz® + boy + by vy egy nem = 0 {izenet s26, a;, b; € F. Ekkor | V(M)NV(R) |< 6.
Hf: Egyenl6seg lehetséges

Biz.:

1. R(z,y) irred. Flz,y] -ban. Tegyiik fel indirekte, hogy R = F1F,, deg F; > 0. Az nem lehet, hogy valamelyik F; -re
deg, F; = 2, mert ekkor volna y® f(z) alaka tag R -ben. Tehat Fy = y — fi(z) és F> = y — fa(x). De R -ben nincs olyan
tag, amely els6foka y-ban, igy F1F> = y* — (fi(z) + f2(2))y + f1(z) f2(x) miatt fi = —fo, azaz R = y* — fi(z) alaku,
ami képtelenség, hiszen (2(z — 1)z(x + 1) -nek nincs (nem trivilis) tobbszoros osztodja.

2. R, M- nek nincs (nem triv.) kézds oszt6ja. Ha volna, az csak R lehetne, de Rt M.

3. M(z,y) + %R(z,y) =: H(z,y) -nak sincs kdzos osztéja R -rel, mert kiilonben M -nek és R-nek is volna. (Itt az z®
tagot vontuk le.)

4. VIM)NV(R) = V(H)NV(R) = elég az allitdst M helyett H -ra bizonyitani. Mivel deg R = 3, deg H < 2, Bézout
tétele szerint a metszet elemszama < 2 x 3 = 6.

O

12 Kovetkezmény. A dimenzi6 k = 6, a kodtavolsag d = 13. Igy egy [19,6,13]13 kédot kaptunk. (A megfelels GRS-kod
paraméterei: [19, 6,14],, ¢ > 19, tehat a tavolsdgban 1-et vesztettiink, de az abécé kisebb.)

Biz.: A kodtavolsag (a linearitas miatt a legkisebb nem nulla suly) 19-6=13 az allitas és a feladat alapjan. Ugyancsak az

allitasbol kovetkezik, hogy a kodolas hiiséges: M # 0, akkor a belSle képzett kodszo sem 0 (< 6 zérus-koordinataja lehet).
Mivel az iizenetttér 6 dimenziés, ugyanekkora lesz tehat a kod is. O

Altalanos konstrukcié (AG-Kédok): ,F=GF(q)

e Vessziink alkalmas Py,..., Pp_1 € Flz1,..., 2] polinomokat (m-1 egyenlet kell egy gorbe leirasahoz, ha dim=m).

e S=V(fi,foy-- s fm-1,F)

e Vilasztunk olyan U C F[zy, ..., %] polinom-alteret, melynek elemei nem tiinnek el sok S-beli helyen.
o Uzenetek: U

o Kodszavak: < M(a) >qes, M eU

A nehézség: nagy | S | és jo U egyiittes biztositasa.

1

13 Tétel. Nagyon jo6 AG-kédok vannak: Legyen q és 6 rogzitett (6 < 1 — 7T

AG-kéd n,§ paraméterekkel GF(q) felett, amelyre

). Ekkor végtelen sok n -re létezik olyan

1

R>1-6-
\/6—1

=1-0-0(—).
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e Els6: Tsfasman - Vladut’ - Zink, 1982.
e Jelenlegiek sokkal egyszertibbek és explicitek.

e Garcia - Stichtenoth, 1995: (a kod generator matrixa n®(logn)?(") idében konstrualhato.
A Garcia-Stichtenoth—gorbe:

- ¢=r?%, rprimhatvany F = GF(q)
- véaltozok 2m darab: 1,22, ..., Tm, Y15+ -, Ym
- befogadé tér: F2™
polinomok (egyenletek): 2m — 1 darab:
ot =yl 4y (i=1,...,m)
TiTiy1 = Yi (i=1,...,m—1)
- m = 1 eset: sikgorbe: 2"t = y" +y, GF(r?) felett.

(Ez az ugynevezett Hermit-gorbe; > pontja van.)
(Az egyenletet masképp is lehet irni: baloldalon a norma szerepel, jobbon pedig a nyom, azaz Norma(x)=Nyom(y).)

Gorbe C F?, | F? |=r*

J6 konyv a témahoz: Algebraic function fields and codes; Stichenoth-t6l

Fotétel (csak név): Rieman-Roch—tétel.



Konvoltcios kédok

Friedl Katalin és Ronyai Lajos el6adasa alapjan irta: Balla Péter és Sas Géabor

tulajdonsagok:
e nem blokk-kod
e folyamatos inputbdl folyamatos outputot general
o kevésbé gazdag a matematikijuk

e néhany igen sikeres gyakorlati alkalmazasuk van, pl. bolygokézi kommunikacio)
példa: (g = 2): lasd abra
e Az abraban a téglalapok ugynevezett flip - flop-okat dbrazol (= 1 bites memoriacella.)

e Az 0sszeadas a modulo 2 6sszeadéast jelenti.

e Két darab shift-regisztert alkot (felsg, also).

Iy: input bitfolyam.

To,T1 két output bitfolyam.

to, t1,... id6pillanatokban lép a szerkezet.

A kezdetben a kodol6 allapota adottnak kell hogy legyen, legtébbszor a és b kezdallapota 0.

példa: Input: 000 1.
(Konvoluciés kodoknal szokasos az inputot jobbrol balra felirni, azaz a mi példankban ig = 1 és 4y = i3 = i3 = 0.)

| inputbit | a | b | To | Th
to 1 0(0] 1 1
t1 0 110 0 1
to 0 01 1 1
t3 0 00| 0 0

A kodol6 To-t és T -et Osszefésiili — 00 11 01 11



honnan (ab) | inputbit (Iy) | hova (ab) | outputbit (7o, 71)
00 0 00 00
00 1 10 11
01 0 00 11
01 1 10 00
10 0 01 01
10 1 11 10
11 0 01 10
11 1 11 01

Matematikai leirds: A bemenet legyen ig,i1,--- € GF(2). Felithatunk egy formalis hatvanysort: ig + 412 + iaz? + - - - =:
Iy(z). Véges bemenetre ez egy polinom. Ugyanigy felirhat6 hatvanysor a kimenet mindkét bitsorozatéra, ezek lesznek Tp(x)
és T1 (.CL')

Megjegyzés Elsbbi példaban Ty(z) = (1 + 22)I(x) és Ti(z) = (1 + = + 22)Ih(z).

Ty és T) dsszefésiilése Paros helyekre Ty-belieket rakjuk, To(z?) pont ez; a paratlan helyekre pedig zT; (z?) keriil. E kettd
Osszege az Osszefésiilt kimenet: T'(x) := To(2?) + 2T} (x?).

Generalépolinom Legyen Gg := 1+ 22 és G := 1 + = + 2. Ekkor a kimenet igy irhaté:

T(x) = Go(2*)Io(2?) + 2G1(2*)o(2*) = Io(2)(Go(2?) + 2G1(2?))

Az I(z) = Iy(2?) s a G(z) = Go(2?) + 2G1(z) jeldlésekkel:

G(x)-et (vagy alkalmanként Go(z)-et és G1(x)-et) a kod generatorpolinomjanak (-jainek) nevezik.

Definicié Terjedési tédvolsag: egy bemeneti bit hany kimeneti bitre hat.

Megjegyzés El6bbi példiban ez 6, ugyanis 3 1épésen keresztiil van az Gsszeadéban egy bit. Igaz, hogy a 2. 1épésben a
2. cella Tp-t nem befolyésolja, de definidlhatnénk ilyen szigorian is. A kényelmes algebrai kezeléshez a terjedési tavolsagra
vegylink deg G(z) + 1-et.

A fenti Go(x) és G (x) mésodfoki, z2-et helyettesitve mar negyedfokd, de egyik tagnak van még egy z-es szorzdja, igy
deg G(x) = 5. Ehhez egyet adva megkapjuk a 6-ot.

Definicié Memoériaigény: hany kor4bbi inputbitet kell megjegyezni - hany cella van.

Definicié Szabad tavolsag := miny,) w(T(x)), ahol w a szokdsos (Hamming-) stlyfiiggvény, a nemnulla bitek szdma.

Példa Legyenig =1,i11 =iy = = (. Erre a bemenetre a koédsorozat sulya 5, igy a konvoliciés koédra a szabad tavolsag
< 5. Formalisan: T'(z) = G(z)I(x ) ( ) = 1-re T(z) = G(z) és igy w(T(z)) = w(G(z)) = 5.

Megjegyzés A példaban a kodsebesség %, mert 1 inputbithez 2 outputbitet rendel.

1/n sebességii kod Iy(z) a bemenet és n darab kimeneti bitsorozatunk van: Tp(z),. ..
Bsszefesiilt kimenet: T'(z) = Y1) #iGy(x™). I(z) == Io(z™), G(z) :== Y1y #'Gi(z™), T(x
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Definicié Katasztrofalis kodolas: valamely végtelen sulya I(x)-re T'(z) véges silyu.
Ez azért nagy gond, mert ha a kimeneten pont ezek a bitek romlanak el, akkor a csupa 0 kimenetet fogjuk latni, s ebbdl arra
kovetkeztetiink, hogy a bemenet is csupa 0 volt — végtelen nagy dekodolé hiba.

Példa Gy := 1+ 22 G, := 1+ z Ekkor a konvoltciés koédold a csupa 1 bemenetre a kovetkezét adja: 111000.... Ez
katasztrofalis kodolas, mert elég az elsé harom helyen hibazni.

Tétel (Go,G1,...,Gn_1) = 1 = a megfelels kodolas nem katasztrofalis.



i ai(z")Ti(z") = i ai(z")Gi(zn) o (z") = (Z ai(m")Gi(m")> Iy(z™) = Ip(z™) = I(x)

i=0 i=0 i=0

Tehat a kimeneten kapott kodszo6 egyértelmiien meghatarozza a bemenetet, s6t, ha T'(z) véges stlyu lett, akkor I(z) is véges
stlya volt (tehat a kodolas nem katasztrofalis).

Allitas A példabeli kod szabad tavolsaga 5.

Bizonyitas Mar kijott, hogy a szabad tavolsaga legfeljebb 5, most belatjuk, hogy legalabb 5. (Go,G1) = 1 = I(x) véges
stlyd, emiatt I(z) polinom. Tekintsiik a kodolohoz tartozéd véges automatat! A [0, 0] allapotbol indulok, ebbdl az allapotbol
biztosan kilépek, mert I(z) # 0. Mivel I(z) véges sulyt, valamelyik bittdl kezdve csupa 0-at kapok. Tehat a [0,0] allapotba
kell visszaérnem. Szamoljuk Gssze, egy ilyen séta alatt hany 1-es jelenik meg a kimeneten! A [0, 0] allapot elhagyasakor kapok
2 darabot. A [0, 0]-ba valé utolso lépés csak a [0, 1] allapotbdl torténhet, ez pedig szintén 2 darab 1-es megjelenésével jar. Most
mér csak az a kérdés, hogy miként lehet eljutni [1,0]-bdl [0, 1]-be. A r6vid dton menve 1 darab 1-es keletkezik; a hosszabbikon
legalabb 2. Osszeadva, legkevesebb 5 darab 1-es keletkezik a kimeneten.

Megjegyzés Az automata allapotait és &tmeneteit egy iranyitott graf csucsainak tekintve, ha az élekre a keletkezs 1-esek
szamét irjuk, akkor az el6bb ezen a grafon kerestiink legrovidebb kort. Tudtuk, melyik allapotbol indulunk, s hogy melyikbe
érkezilink. Végtelen stulyt bemenetre mindenféle végtelen sétak kozott kéne meghataroznunk a minimumot.

% sebességii konvoliciés kédok: Io(z),...,Iy—1(z) input, To(z),. .., Th—1(z) output sorozatok:
k-1
Tj(z) = )  Gij(x)i(x)
i=0

Most a kédot egy matrix irja le: G(z) = (Gy5(z)) i =0,...,k—1j=0,...,n—1

H legyen a GF(2)[z] hatvanysorok hanyadosteste. Ebben formalis Laurent-sorok vannak: > oo a;z% s € Z

Egy lépésben k darab inputbitbol kapunk n darab outputbitet. Osszességében k darab Laurent-sorbol kapunk n darab
Laurent-sort, azaz a kodolé elvileg tekintheté H* — H™ blokk-kédolonak.

% sebességii konvoluvios kod k-dimenzios altere H"-nek. Ennek van bazisa GF(2)[z]"-b6l - nevezetesen G sorai.

Az analégia a blokk-kédokkal azonban nem nagyon gyiimélesézé a konvolacios kodok elemzése szempontjabol.

Konvolicios dek6édoldk: Alapdtlet: Valamely rogzitett [ > 0 szamra T elsG | bitjébdl kovetkeztetiink I elsd bitjére (lehet
benne hiba!), majd T-nek az els6t kovets | darab bitjébdl I mésodik bitjére, stb...

Viterbi-algoritmus: Maximum-likelihood alapt dontés. A dontéshez sziikséges valoszintiségeket a PERT-mddszerhez ha-
sonl6 dinamikus programozasi eljarassal szamitjuk ki. Elvileg az iizenet elsé uk bitjének a meghatarozasahoz 24* valészintiséget
kéne nyilvantartani, azonban — a csatornamodellhez (hibaeloszlashoz) alkalmasan tervezett kodolo esetén — jo eséllyel minden

2-3-szorosa. (A fenti séméban megfogalmazva lényegében | ~ v 7.



