2. MATEMATIKA A2 FELADATSOR - MEGOLDASOK

1. Hatarozza meg az alabbi hatvanysorok konvergenciatartoményat (ha az egy intervallum, akkor az
integvallum végpontjait is meg kell vizsgélni):

o0 1 .
a. Z ﬁ(x -3)
n=1
a=3,a, = 2—1,1, igy a konvergenciasugar
1 1 1
R = = = = = 2

3 1
lim,,_, o0 ¢ 2% lim, oo 5 1/2

Tehat a |]3—2, 3—&—2[:} , 5[ nyilt intervallumban biztos konvergens. Még a végpontokat kell megvizsgalni:

o0

no . - . n
x =1 esetén a Z (1-3)" zjl(—l) végtelen sort kapjuk, ami divergens, mert nll)rrgo(—l) =0
n—
nem teljesiil.
— 1
x = 5 esetén a Z 2—”(5 z:l 1" végtelen sort kapjuk, ami divergens, mert nhﬂnéo 1" = 0 nem
n

teljesiil.

Tehat a konvergenciatartomany az |1, 5[ nyilt intervallum.
1

b. —(z—-1"
nzl Z=@=1

a=1, ay % igy a konvergenciasugar

1
= N 1 = I = 1
% lim,, oo i

lim, o0 ¢

Tehat a|l1—1,1+ 1[:]0 2[ nyilt intervallumban biztos konvergens. Még a végpontokat kell megvizsgalni:

o) _1)n
z =0 esetén a Z \F -1t = Z (=1 végtelen sort kapjuk, ami egy alternal6 sor, ahol az elGjel

N

n=1
nélkili n-edik tag. | ( \/lﬁ | = % ami monoton csokkenve tart a 0-hoz, ezért a Leibniz-kritérium szerint
konvergens.
— 1 — 1
_ ., e ) . . ) ) . .
T = 2 esetén a Z %(2 n" = Zl 32 végtelen sort kapjuk, ami a p-szabaly szerint divergens
ol o
(p-szabaly: Z — konvergens, ha p > 1 és divergens, ha p < 1.)
n
n=1

Tehat a konvergenciatartomény az [0, 2[ balrol zart, jobbrol nyilt intervallum.
o0

C.

ezért a = 1,5, a, = igy a konvergenciasugér

n27



1 1 1
R I

Tehat a |1,5 — 0,5;1,5 4+ 0,5[=]1, 2[ nyilt intervallumban biztos konvergens. Még a végpontokat kell
megvizsgalni:

leeseténai%( 1-3)" :i
n=1

ISP

’I’L

végtelen sort kapjuk, ami egy alternélé sor, ahol az

elGjel nélkiili n-edik tag: %, ami monoton csokkenve tart a 0-hoz, ezért a Leibniz-kritérium

szerint konvergens.

o0 o0
1 1
T =2 esetén a E —2(2 22-3)" = E — végtelen sort kapjuk, ami a p-szabaly szerint konvergens
n=1 n n=1 n

Tehat a konvergenciatartomany az [1,2] zart intervallum.

Bz +2)"
Z 10n+1

o0 (o ] o0 o0
39: +2)" 3" 2 3" 2.,
ezért a = —%, a, = 10?;%7 igy a konvergenciasugar
1 1 1 10
= i dm. 333
limy, s 00 {/ 7gn7T n= 10 V10 10
Tehat a ] — 2 — 42; —2 4+ 19[=] — 4, 8] nyilt intervallumban biztos konvergens. Még a végpontokat kell
megvizsgalni:
> n & (_1)n
= —4 esetén a Z 10n+1 Z 0n+1 = Z 10 végtelen sort kapjuk, ami divergens,
n=1 n=1
— = 0 nem teljestil.
n— o0
24+2)" & 10 — 1
r = 2 esetén a Z 8” e = Z Tont = Z 10 végtelen sort kapjuk, ami divergens, mert
n= n=1

1
lim — = 0 nem teljestl.
n—oo 10

Tehét a konvergenciatartomany az ] — 4, §[ nyilt intervallum.

e. Z 3%(17 +5)"

n=1

o0 o0

n n
Z —(x+5)" - " ezért a = —5, a, = 4%, igy a konvergenciasugar

3n 3n 3
n=1 n=1

B 1 B 1 1,

Tehat a | — 5 — 3,—5 4 3[=] — 8, —2[ nyilt intervallumban biztos konvergens. Még a végpontokat kell
megvizsgalni:



= Z(—l)"n végtelen sort kapjuk, ahol a

53
I
|
oo
D
z
=
]
V)
%=
T
oo
_|_
)
3
I
NgE
T
)
3
3
|

3TL
n=1n=1 n=1 n=1

lim (—1)"n = 0 nem teljesiil, ezért a végtelen sor divergens.
n—oo

= —2 esetén a Z —245)" Z Zln végtelen sort kapjuk, ahol a nl;rrgon = 0 nem

n=1 n
teljestil, ezért a vegtelen sor divergens.
Tehat a konvergenciatartomény az | — 8, —2[ nyilt intervallum.
(z+4)"

Syl

n=1
o0 o0

4Hn 1
Z:l (x -;! ) = Z E(m — (—4))" tehat a = —4 és a, = Ekkor ani1 = 4737, ezért a konvergen-
n= n=1
clasugar
an, L (n+1)!
R = lim = lim —%— = lim 7|:11m n+ 1= oo,
n—00 Qp41 n—o00 (TLTl)' n—oo n! n—oo
emiatt a KT = R.
g. Z n!(2z — 1)"
Zn'?x—l Z I(2(x —0,5))" Zn‘Q"w—OE)),ezérta:%ésan:T’n!.IgyanH:
2”+1(n + 1)1, ezért _k nvergenciasugar
n 2™n]! 1
R=lim ™ = lim ——~ " — lim — =0,

n—00 (pn41 n—o00 2"+1(’n, —+ 1)' n—oo 2(7’[, —+ 1)

emiatt a KT = {1}

- nl n
h. Z (n+1)!m

oo (oo}
Z n+ 1 , ezért a =0 és a, = %ﬂ, igy a konvergenciasugar
n=1 n:l
1 1 1
R = = — 1 = — 1 =1
lim, oo @ n%rl lim,, o0 Unil lim,, o0 1
Tehat a |0— 1,0+ 1[=] — 1, 1] nyilt intervallumban biztos konvergens. Még a végpontokat kell megvizs-

—~

— 1 (=)
xr = —1 esetén a E m(o -n" = E " +)1 végtelen sort kapjuk, ami egy alternélé sor, ahol az
= n=1

-n" . . ) e
1) | = - ami monoton csokkenve tart a 0-hoz, ezért a Leibniz-kritérium

elgjel nélkiili n-edik tag: |

n+l | = nt1
szerint konvergens.
x =1 esetén a —(1-0)" = égtelen sort kapjuk, ami a p-szabédly szerint divergens.
gwrl( ) ;nJrlvg pjuk, p-szabaly sz verg

Tehat a konvergenciatartomény az [—1, 1] balrol zart, jobbrol nyilt intervallum.



2. Hatarozza meg az alabbi fliggvények Taylor-sorainak els6 harom nemnulla tagjat a definicio alapjan:
a. f(z) =e®,a=0
f(x) = e*, f'(z) = e, f'(x) = e®, ezért f(0) = e =1, f/(0) = e® =1, f7(0) = e = 1. Igy a

Taylor-sor

£(0) + £(0)(z — 0) + f/;(' )(Jc—a)2+~-~:1+1(x—0)+%(a:—0)2+-~-=1+x+%2+...
b. f(z) =+v7,a=1
f(z) = x1/27 fl(z) = %x—1/2’ f(z) = im_B/Qv ezért f(1) = 1172 — 1, f'(1) = %1_1/2 _ %7

f'(1) = —1173/2 = —1 gy a Taylor-sor

s+ 0=+ L @z 1ty e s ey
(r)=Vx+1,a=0,
( )= (1 +x)1/3 fl(a) = %1.—2/37 () = _%$—5/37 ezért f(0) = 11/3 — 1, f'(1) = % L1-2/3 — %’
f”(()):f% 175/3 = f%. Igy a Taylor-sor
£(0) + £ (0)(z — 0) + fl;(' )( —O)2+---=1+é(a¢—0)+_5!/9(90—0)2+~-~=1+§—%2
f(z)=Inz,a=1
f( )= I, @) =L = a7, f(@) =~ ) = 20 et f(1) =1 =0, £(1) = § =1,
') =-1"2=—1, f"(1) = 2 173 = —2. Igy a Taylor-sor:
s+ r -0+ I e T ey ey e e
(z—1)— (x;1)2+(“7_31)3+...
e. f(x) =sinz,a= 7%
f(z) =sinz, f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, fW(z) = sinz, ezért f(5) =sinZ =1,
f(Z)=cosZ=0, f(Z)=—sinZ =—1, f"(£)=—cos T =0, f#(Z) =sin % = 1. Igy a Taylor sor
T T m fG), me R, ma fWE),
FQ+FGa-5)+ =53+ -5+ =@ =)+ =
U - ™ i T _ )2 _ m\4
1+0(z—§)+2—|1( f5)2+%(z—§)3+%(:r—5)4+~ _ - 22) e 242) +..
f. f(x) =cosz,a=m
f(z) =cosz, f'(x) = —sinz, f’(z) = —cosz, f"(x) =sinz, f*(x) = cosz, ezért f(n) = cosm = —1,
fl(r) = —sinm =0, f(r) = —cosm =1, f"(n) =sinm =0, f¥(r) = cosm = —1. Igy a Taylor sor
" " (4)
f(ﬂ')—i—f/(’]'(')(x—’n')—f—f2(!7r)($—7'(')2+f37(!ﬂ-)(m_ﬂ')3+f 4!(77)(1._77_)4_’_“.:
_ _ )2 )4
0 ) + (e (e e = o1 ETE T

4



3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények Taylor-sorat az a = 0-ban a nevezetes hatvanysorokat hasznalva
a. f(z) =e**

Az e” hatvanysora

e " .’E2 .’E3 .’E4
Z—'—l+x+—+—+—+

3!
ezért az e>® hatvanysora
= (2z)" 422 82®  16a*
D T T
b. f(z) = cos 3z
A cosz hatvanysora
x x2n 1‘2 1‘4 IG
Z(_m@n)' =1-G et
n=0
ezért a cos 3z hatvanysora
i(—l)" (32)%" - 9z? N 8la* 72925
= (2n)! 2! 4! 6!
c. f(z) =sindx
A sin 4z hatvanysora
> " gt O B S &
D e A A T
ezért a sin 4x hatvanysora
- )2t 6423 10242° 1638427
Z(fl)"(x) gy 84 z’ x
o (2n+1)! 3! 5! 7!
d. f(z) =In(1 — 22)
Az In(1 — z) Taylor-sora
z? n 2 ot n
r— Ty
2 3 4
ezért az In(1 — 2x) Taylor-sora
(Cogy_ G207 (2200 (2t A s M6t
2 3 4 2 3 4
e. f(z) =cos?x

cos’x = W =1 1 1cos2z, ezért a cosz Taylor-sora alapjan cos? z Taylor-sora

1 1 (2z)2  (22)*  (22)° ,
21— _ V=1-— Yo
; Fall- 5+ o ) gt




f. f(x) = sin® 2z

sin? 2z = % = % + %cos 4z, ezért a sinz Taylor-sora alapjan sin? 2z Taylor-sora

1 1 (4z)?  (42)*  (42)8 5 162t 12826
e _ ) =422 — —
R A R R R A ST
g. f(x) = shx
shx = % = %e“’ — %e‘w, ezért az e’ hatvanysora alapjan shxz hatvanysora
1 2?2 23 gt 1 (—2)?  (=2)® (-2
stet gt gt gt ) gt g g ) =
G IR
T+ 31 + BT +...
h. f(z) = ch3z

3z 3x ., Py
ch3z = &F¢— = 1e3% 4 1737 ezért az e® hatvanysora alapjan sha hatvénysora

(333)2 (3:0)3 (3:5)4 1 (7353)2 (731)3 (733:)4
2(1+3x+ 51 + 3l + 1 +...)+2(1+(3x)+ 5 + 3l + 1
) 922  8lz*
ot

+ ...



