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** Jelslje D az origd kézéppontd egységkorlap és a (2,2) kozépponttd § sugard korlap uni6jat. Legyen (X,Y) a D-ben egyenletes
eloszlés szerint valasztott véletlen pont koordindtapdrja. Hatdrozzuk meg X és Y varhato értékét és szordsat.

Dobok egy dobdkockédval. Ha az eredmény i, akkor folytonos egyenletes eloszlds szerint vélasztok egy szdmot a (0,4) intervallumon.
Mi lesz a kapott szam varhat6 értéke és szérdsa?

A LEFULLAD akkumulatorok élettartama exponencidlis eloszldsd 9 hénap varhat6 értékkel. Ha az automban egy LEFULLAD akku-
mulétor tonkremegy, azonnal kicserélem egy ugyanilyen tipust 0j akkumulétorra. Vettem egy aut6t benne egy vadonatij LEFULLAD
akkumulétorral. Ezt az autét T ideig fogom hasznélni, ahol T" egyenletes eloszldsd a [0, 9 év] intervallumon. Jelslje Y, hogy hényszor
cserélek akkumuldtort ezalatt az id6 alatt az autéban. EY'=? D?Y =?

(a) ® Legyen X és Y a két koordinatdja annak a pontnak, melyet az origd kozéppontd, 1 sugarti korlapon egyenletesen valasztottunk.
(Azaz: a kozos stirlségfiiggvény f(z, y) = 1/m, ha 22 + y? < 1.) Hatdrozzuk megaz R = VX2 +Y2ésa © = arctgY/X
valdszintiségi valtozok kozos sirliségfiiggvényét.

(b) Legyen Uy, Us két fiiggetlen egyenletes eloszldst valészindiségi véltozo a [0, 1]-en. Bizonyitsuk be, hogy ha
X =+/—2InUj cos(2nUs) és Y = /—2In U sin(27wUs), akkor az (X, Y') par kétdimenziés normalis eloszldsu.
a) Legyenek X ~ E(0, 1), és Y ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X + Y eloszldsit.
b) Legyenek X ~ E(0, 1), és Y ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X /Y eloszlésit.
c) Legyenek X ~ Exp(A), és Y ~ Exp(pu) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X /Y eloszldsat, és a P{X < Y} val6szintiséget.
d) * Legyen X és Y két fiiggetlen )\ paraméterti exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtoz6. Bizonyitsuk be, hogy az U := X +Y

ésV = X/(X +Y) val6sziniiségi viltozok fiiggetlenek.

Az X és'Y val6szintiségi véltozok egyiittes eloszldsanak stirtiségfiiggvénye legyen h(x,y) = f(x)f(y) alakd, ahol f(x) egydimenziés
stiriségfiiggvény. Legyen U = max{X,Y} és V = min{X,Y}. Hatdrozzuk meg U és V egyiittes eloszldsfiiggvényét és ennek
stirliségfiiggvényét.

Legyen X = (X3, X2, X3) hdromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponensei fiiggetlen A/(0, 1) eloszldsdak. Definidljuk a

kovetkez6 valtozokat:
Q:\/XIQ-FX%-FX;, £Z:X1/Q, Z:172,3

a) Hatdrozzuk meg o stirliségfiiggvényét.

b) Bizonyitsuk be, hogy ¢ ésa § = (&1, &2, &§3) vektorvdltozé egymdstdl fiiggetlenek, tovabbd azt, hogy a £ véletlen vektor egyenletes
eloszlasu az egységgomb felszinén.

Legyen X és Y két fiiggetlen standard normalis eloszldst val6szinfiségi valtozo.

a) Tekintsiik az (X, Y") véletlen pontot a sikon, és tekintsiik az (U, V') transzformalt valésziniiségi valtozékat, ahol U = X2 4 Y2
és V =Y/X. Bizonyitsuk be, hogy U eloszldsa exponencidlis, V eloszldsa pedig standard Cauchy, és a két val6szintiségi valtozé

fliiggetlen.
. (min(Xl, |Y>)
max(|X|, [Y])

b) Szémitsuk ki a E(X?/U?) és a
Legyenek X és Y fiiggetlenek és egyenletes eloszldsdak a [—1, 1] intervallumon. Legyenek Uy = cos(f) - X + sin(0) - Y és Vp =
—sin(0) - X + cos(0) - Y.

varhato értékeket.

(a) Hatarozza meg X és Y kovarianciamatrixat!
(b) A 6 paraméter mely értékei esetén lesznek Uy és Vj korellalatlanok?
(c) A 6 paraméter mely értékei esetén lesznek Uy és Vy fiiggetlenek?

Hatdrozzuk meg X és Y kovarianciamdtrixat, ahol X egy A = 2 paraméteri exponencidlis eloszldst valdszinfiségi valtoz6 és ¥ =
2X + 1.

Legyenek X és Y fiiggetlen NV(0, 1) illetve N(0,9) eloszldst valészintiségi véltozok és M egy véletlenszertien kivalasztott pont az R?
sikon, melynek koordindtdi (X; Y'). Hatdrozzuk meg a kivetkez$ események valdszintiségét:

a) Me{(z,y) eR”: |2| <1, |yl <2},

b) M e{(z,y) €eR? : 0<a <2, [y <2},

o Me{(r,y) eR?: 0<2<2, 0<y<4},

d) Me{(z,y) eR? 1y <u, [y <1, x> -3},

e) M c{(x,y) € R? : 22 + (y?/9) < 1},

f) * M e {(z,y) e R? : 22 + (y%/9) < ?}.
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Legyen (X,Y") kétdimenziés normalis eloszlasd (0, 0) varhaté értékkel és (0 2) kovarianciamatrixszal. Hatdrozzuk meg annak a

val6sziniiségét, hogy az (X, Y) koordinétdju véletlen pont beleesik az

a) {(z,y) € R? : 2 < /a2 + y2 < 3} korgy(iribe;
b) {(x,y) € R? : 2 < min(|z|, |y|) < max(|z|, |y|) < 3} tartomdnyba;
©) *{(z,y) € R? : 3 < |z| + |y| < 4} tartomanyba.

Legyen (X,Y") kétdimenziés normdlis eloszldsd (0, 0) vérhat6 értékkel és kovarianciamatrixszal. Hatdrozzuk meg annak az

4 0
0 4
eseménynek a valdszinliségét, hogy az (X, Y') koordinitdju véletlen pont a (0, 3), (4,0), (1.8,5.4), (5.8, 2.4) csiicsu téglalapba esik.

Legyen (X,Y") kétdimenziés normdlis eloszldsi (0,0) varhaté értékkel és ((1) g) kovarianciamdtrixszal. Hatdrozzuk meg annak a

val6szintiségét, hogy az (X,Y) koordindtdji véletlen pont beleesik abba a szabélyos hiromszdgbe, melynek egyik oldala a [—1,1]
intervallum az x tengelyen, harmadik csticspontja pedig a (0, v/3) koordinétajd pont.

Egy részecske tomegét két kutatdcsoport is szeretné kimérni, az elsé csoport k mérést végez és atlagolja ezek eredményét, a masodik
csoport ¢ mérést végez és szintén atlagol. Az egyes mérések fiiggetlen azonos normadlis eloszlastak, a varhato érték a részecske tényleges
1 tomege, a szords 0. Mi a valdszinilsége, hogy az elsd csoport eredménye pontosabb, mint a mdsodik csoport eredménye?

X4+ Xy

*® Legyenek X, ..., X,,, X, 4+ fiiggetlen, standard normélis eloszldsud valdsziniiségi véltozdk, és Y = =

(a) Hatdrozzuk meg az (X1,Y") valdszintiségi valtozok kovarianciamdtrixat.
®) P(JY] < |Xna]) =2

Legyenek X és Y fiiggetlen és azonos N(0, 1) eloszldsu valdsziniiségi vdltozok. Hatdrozzuk meg a
Z = eXHYI2(1 4 X2 4 y2)7I
valészintiségi véaltoz varhato értékét és szordsat.
Legyen X standard normdlis valdsziniiségi valtozd. Szdmoljuk ki Cov (cosh(X), sinh(X)) értékét.
Legyen X N (0, 1) eloszlasd valészintiségi valtoz6 és Y := sign(1 — | X|) - X.
(a) Hatdrozzuk meg az Y val6szintiségi valtozo eloszldsat.
(b) Z := X +Y eloszlasa normadlis-e?

** Legyen X standard normalis eloszldsu, és [ X-t8l fiiggetlen, P{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszldssal. Definidljuk a kovetkezd
valészintiségi valtozot:
{ X, hal=1,
Y :=

X, hal =0.
Azaz: Y (X-t6l fiiggetleniil) egyenld eséllyel lesz X vagy —X.

a) Mutassuk meg, hogy Y standard normalis eloszlasu.
b) Fiiggetlen-e I és Y?

¢) Fiiggetlen-e X ésY'?

d) Mutassuk meg, hogy Cov(X, Y) = 0.

Az (X,Y) € R? val6szinGiségi vektorviltoz legyen kétdimenzids normalis eloszldsi m = (—1,1) varhatéérték-vektorral és C' =

(g g) kovarianciamadtrixszal. Szdmitsuk ki a P{X > —1, Y > 1} val6szintiséget! (Tipp: g = Qz, aholé = <1 ;))

Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca csoppen. Mekkora a valészinlisége, hogy a paca nem metszi a vonalakat, ha azok fél centire
vannak egymadstdl, a tintafolt sugara pedig egyenletes eloszlasd a [0 cm, 1/3 cm] intervallumon?

Legyen Y ~ N(u, 1),és X |Y ~ N (Y, 1).
a) Mutassuk meg, hogy az (X, Y) pér egyiittes eloszldsa ugyanaz, mint az (Y + Z, V') paré, ahol Z egy Y -tdl fiiggetlen standard
normadlis val6szintiségi valtozo.
b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogy az X, Y par kétdimenziés normalis eloszlasu.
¢) Szamitsuk ki az EX, D2X, Corr(X, Y) mennyiségeket.
d) Hatdrozzuk meg E(Y | X = z) értékét.

e) MiY feltételes eloszldsa az X = x feltétel mellett?



