9.1 Legyenek X7 ~ Exp(\1), és Xo ~ Exp(A2) fuggetlenek, ahol 0 < A\; < Ao. Hatdrozzuk meg X7 + X eloszldsit.

9.2 Mutassuk meg szdmoldssal, hogy ha X;,7 = 1, ..., n fiiggetlen azonos eloszlast geometriai val6szinliségi valtozok, akkor X;+- - -+ X,
negativ binomidlis eloszlasu. Haszndljunk indukciét. (A valészinliségszamitasi érvelést mar lattuk eléaddson.)

9.3 X ur vonattal és tdvolsagi autébusszal utazik a munkahelyére. Menetrend szerint a vonat 7:30-kor érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul.
Az atszallds két percet vesz igénybe. Am a vonat valédi érkezési ideje normalis eloszldsii valészintiségi valtozé melynek vérhatd értéke
7:30-kor van és szdrdsa 3 perc. Az autébusz valédi indulési ideje a vonat érkezésétdl fliggetlen, szintén normadlis eloszldsu valdszinliségi
véltoz6, melynek varhat6 értéke 7:37-kor van, szérdsa pedig 4 perc.

a) Mennyi annak a valészintisége, hogy X tr a hét 6t munkanapja koziil legfeljebb egy alkalommal késse le a buszcsatlakozast?

b) X ur hazafelé a menetrend szerint 17:40-kor érkezd buszrdl leszallva szeretné elérni a menetrend szerint 17:49-kor indul6 vonatot.
A jarmiivek érkezési, illetve induldsi idejének szordsa ismét 4, illetve 3 perc, és az atszdllas visszafelé is két percet igényel. Egy
évben 220 munkanappal szdmolva, mi a valésziniisége, hogy X ur hazafelé tobb alkalommal kési le a csatlakozast, mint munkédba
menet?

9.4 *** Egy palack tej mennyiségének varhat6 értéke 1 liter, szordsa 4 centiliter. Egy négytagi csalddban minden reggel kibontanak egy
palack tejet. El6szor a kisebbik gyerek tolt maganak egy kis pohérral, majd a nagyobb gyerek és az anyuka egy-egy nagy poharral, a
maradékot az apuka ihatja meg. A kis pohdrba varhatéan 2 deciliter, a nagyobb poharakba 3-3 deciliter tej keriil, a tej mennyiségének
szordsa 1 centiliter a kis pohdr és 2 centiliter a nagy pohdr esetén. Az egyes folyadékmennyiségek fiiggetlennek és normalis eloszldstinak
tekinthetdk.

a) Mi a valészinilisége, hogy az apukdnak kevesebb, mint mésfél deciliter tej marad?

b) Mi a valészintisége, hogy 2020-ban legalabb 70 reggel kell az apukdnak masfél deciliternél kevesebb tejjel beérnie?

¢) Esténként a kozeli éjjel-nappali boltban vésdroljdk a tejet, az ott kaphat6 palackban a mennyiség vérhato értéke 1 liter, szérdsa 5
centiliter. Vacsorandl a tejet a reggelihez hasonlé eljarassal osztjak el egymds kozott a csalad tagjai. Mi a val6szinlisége, hogy
400 egymast kovetd napon tobb olyan reggeli lesz, mint ahdny vacsora, amikor az apukdnak masfél deciliternél kevesebb tejjel kell
beérnie?

9.5 A kébor kutyak atlagos teststlya 40 kg, a testsulyuk szordsa pedig 20 kg. A sintérek altal a kutydk elfogasara hasznélt halé elszakad, ha
a kutya 60 kil6snél nehezebb, a 20 kil6sndl kisebb kutydk pedig ki tudnak bijni beléle. Hatdrozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a
kutya testsilya az atlagt6l nem tér el 20 kg-mal tobbel, és igy biztonsdggal el lehet kapni a hédléval, ha

a) atestsily A (40, 400) normélis eloszlasu;

b) atestsuly lognormadlis eloszlasd, melynek 40 kg a varhat6 értéke és 20 kg a szorasa.

A két modell koziill melyik valészerlibb?

9.8 A patikdba egy ora alatt betérd emberek szdma Poisson eloszldsi A = 10 paraméterrel. Szamoljuk ki annak feltételes val6szintiségét,
hogy legfeljebb 3 férfi tért be, feltéve, hogy 10 nd tért be a patikdba abban az 6raban. Milyen feltevésekkel éltiink?

9.9 Legyenek X ~ Poi()\), Y ~ Poi(u) eloszlasu fiiggetlen valésziniiségi valtozok. Mi lesz X feltételes eloszlasa X + Y ismeretében?
Szamoljuk ki, majd ismerjiik fel az eloszlast és vonjuk le a tapasztalatot a Poisson folyamatra gondolva.

9.10 Legyenek X7, Xo, X3, X4, X5 fiiggetlen azonos eloszlasu, folytonos valdszintiségi valtozok, kozos eloszlasfiiggvényiik legyen F,
stiriségfiiggvényiik legyen f, tovabba legyen

I:P{X1<X2<X3<X4<X5}.
a) Mutassuk meg, hogy I nem fiigg F-t6l. (Tipp: Irjuk dt I-t itos integrdlld, és alkalmazzuk az u; = F(x;), i = 1,..., 5 vdltozdcse-
rét.)
b) Szamoljuk ki I értékét!
¢) Adjunk szemléletes magyarazatot az el6z6 pontban kapott eredményre!

v

9.11 Szamoljuk ki a kovetkezd egyiittes eloszldsokra X feltételes stiriiségfiiggvényét az Y = yq feltétel, valamint YV feltételes stirliségfiigg-
vényét az X = x feltétel mellett:

.

a) Legyen az X és Y valOszinliségi valtozok egyiittes eloszldsanak stirliségfiiggvénye:

h.y) dr+ay+y) ha0<z<1,0<y<l,
z,y) =
Y 0 eayébként.
b) (X,Y) egyiittes eloszldsa egyenletes az {(z, y) | 2% + y? < 1} korlapon.
9.12 °°°

a) Két dobdkockaval dobunk, legyen X a dobott szdmok Osszege, Y a dobott szamok kiillonbsége. Szamoljuk ki Y feltételes sily-
fliggvényét,az X =1, 1 =2, 3, ..., 12 feltétel mellett. Fiiggetlen egymastol X és Y7 Miért?
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b) X ésY egyiittes stiriségfiiggvénye
f(x,y):c(xG—yG)efsz 0<z<oo, |y <=z

Mi Y feltételes eloszlasa, X = x feltétel mellett?

¢) X ésY egyiittes eloszlasa egyenletes azon a hatszog alakd tartomdnyon, melynek csicsai

A = <COS (kg) ,sin (kg)) ; k=0,1,..,5.

Hatédrozzuk meg X feltételes eloszldsat az Y = g, valamint Y feltételes eloszldsit az X = x feltétel mellett, minden széba jové
g és yo értékre.

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen val6sziniiségi véltozok. Legyen X ill. Y eloszldsfiiggvénye F'(z), ill. G(z), éslegyen P{Z = 1} = p =
1 — P{Z = 0}. Hatdrozzuk meg a kovetkez§ valésziniiségi valtozok eloszldsfiiggvényeit:

T:=Z2X+(1-2)Y, U:=ZX+(1—-Z)max{X, Y}, V:=ZX+ (1 —-Z)min{X, Y}.

Pistike egy nagy doboz rossz mindségii villanykortét vasarolt, amiknek az élettartama fiiggetlen exponencidlis eloszlasti mindossze
10 perc varhaté6 értékkel. Este 10-kor leiil valészinliségszamitast tanulni, becsavarja az asztali lampdjéba az elsd kortét, és felkapcsolja.
Ezutan amikor egy korte kiég, rogton kicseréli, és a kovetkezd mellett tanul tovabb. Jelolje 71, 7o, ... az egyes villanykorték élettartamat.

a) Jelolje 15 azt az id6pontot (este 10-t6] szamitva, percben), amikor a méasodik korte kiég, vagyis To = 11 + 7o. Mi 1 stirtiségfiigg-
vénye? Szamoljuk ki kozvetleniil.
b) Milyen lesz T} feltételes eloszlasa a To = ¢ feltétel mellett?

¢) "Kitekintd": Mi annak a valdszintisége egy POI(1/10) folyamatban, hogy még nem érkezett meg ¢-kor a masodik pont? Es hogy
mar megérkezett? Derivaljuk és hasonlitsuk 0ssze az els6 pontbeli eredménnyel.

d) Jelolje T, azt az id6pontot (este 10-t6l szamitva, percben), amikor az n-edik korte kiég, vagyis T, = 71 + o + -+ 7. Mi T},
stirliségfiiggvénye?

e) Minden n-re irjuk fel annak valdszintiségét, hogy n darab kortével nem tudja kihdzni fél 6rdig — vagyis hogy T, < 30. (A kapott
kozepesen csunya integral kiszdmoldsa nélkiil is tovabbléphetiink.)

f) Jelolje X a Pistike 4ltal az els6 30 perc alatt elhaszndlt korték szamat. Mi X eloszldsa?

g) Emlékezziink a 7.23. feladatra!
Egymastol fliggetleniil N ember érkezik egy iizleti vacsordra. Amikor megérkezik, minden ember koriilnéz, hogy van-e a mar megjelen-
tek kozott bardtja, majd vagy odaiil az egyik baratjanak az asztalahoz, vagy egy iires asztalhoz iil, ha nem érkezett meg még egy baratja
sem. Ha barmely két ember mindentdl fiiggetleniil p valdszintiséggel bardtja egymasnak, szamoljuk ki az elfoglalt asztalok varhat6 sza-

mat! (Tipp: legyen X; annak az indikdtora, hogy az i-edik megérkezd iires asztalhoz iil. (Azaz X; = 1, ha iires asztalhoz iil, és X; = 0,
ha nem.))

*¢ Adott egy 90 emberbdl all6 csoport.

a) Mennyi azon napok varhat6 szdma, amikor legalabb 2 embernek van koziiliik sziiletésnapja?

b) Virhatéan hany olyan nap van egy évben, amikor koziiliikk valakinek sziiletésnapja van?
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(hasonld, mint az el6z6, csak picit mdshogy) Egy urndban van n golyénk, ebbdl hizunk a,, darabot ismétléssel.

a) Mi annak a valészintisége, hogy az i-edik golyét legalabb kétszer hizom ki?

b) Milyen a,, értékre lesz a legaldbb kétszer hiizott golydk szdmanak varhaté értéke Cn®, o € R nagysagrenddi? Spec o = 0O-ra
mekkora az a,,?

¢) Mik a széba johet6 « kitevék?
Véletlenszeriien sorban all n férfi és n no.

a) Mennyi azon férfiak varhat6 szama, akik mellett (azaz elStt vagy mogott) nd all a sorban?

b) Mennyi lenne a védlasz, ha nem sorban 4llndnak, hanem egy kerek asztal koré iilnének le?
10 hazaspadr iil le véletlen elhelyezéssel egy kerekasztalhoz. Szamitsuk ki

a) a varhatéértékét,

b) a szérisnégyzetét
annak, hogy hany férj iilt a felesége mellé.

*® Egy hibdatlan kockéval dobunk tizszer. Jelolje X azt a szdmot, ahdnyszor paros dobast paratlan kdvet. Mennyi X vdarhat6 értéke és
szérdsa?

Dobokockaval addig dobdlunk, amig 1-t6] 6-ig minden szdm legaldbb egyszer el6 nem fordul. Mennyi a sziikséges dobdsok szamanak
vérhat6 értéke és szordsa?



