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*** Feldobunk négy szabalyos dobdkockat. Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:

E = {Legalédbb az egyik kockén hatos van.}
F = {A dobott szamok kozott nincs két egyforma. }

Szamolja ki aP(E), aP(E|F) és a P(E N F) valésziniliségeket.
Egy piros, egy kék, €s egy sarga szabalyos kockdval dobunk. Legyen az dltaluk mutatott harom szdm rendre P, K, S.

a) Mi a valdsziniisége, hogy mindhdrom dobds kiilonb6z6?
b) Feltéve, hogy mindhdrom dobds kiilonboz8, mi a valdszintisége, hogy P < K < S?
¢) Memnyi P{P < K < S}?

A baratommal snapszerozom. Ebben a jatékban 20 kartyalap van, minden szinbdl 5. Kiosztunk 5 — 5 lapot.

a) Még nem néztem meg a lapjaimat. Mi a valdsziniisége, hogy a bardtomnak van zoldje?

b) Megnéztem a lapjaimat: két pirosat és harom zoldet kaptam. Mi a valdszintisége, hogy a bardtomnak van zo6ldje?

Vigyazat! Ebben a feladatban attdl fiiggéen, milyen kisérlettel modellezziik a ,,véletlenszerd én” és a ,,véletlenszer( kirdly” kivalasz-
tasat, kiilonbozé eredményeket kaphatunk. A megoldds része pontosan leirni azt is, hogy milyen kisérletben gondolkodunk és milyen
feltevésekkel éliink.

a) En kétgyerekes csaladbdl szdarmazom. Mi a valészintisége, hogy a testvérem lany?

b) A kiraly kétgyerekes csaladbdl szarmazik. Mi a valdszintisége, hogy a testvére lany?

Két goly6 mindegyike egymastdl fiiggetleniil 1/2-1/2 valdszintiséggel feketére vagy aranysziniire lett festve, majd egy urndba helyezték
Oket.

a) Tegyiik fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszinii festéket haszndltik, azaz legalabb az egyik golyé aranyszin{ lett. Ekkor mi
a feltételes valdszintisége, hogy mindkét goly6 aranyszini?

b) Most tegyiik fel, hogy az urna megbillent, az egyik goly6 kigurult beldle, €s azt latjuk, hogy ez a goly6 aranyszind. Ekkor mi a
val6sziniisége, hogy mindkét goly6 aranyszin{i?

Magyardzzuk meg a vélaszunkat.

Egy internetes kozosségi szdjt felhasznaldi korébe meghivasos alapon lehet bejutni. Eredetileg két tagja van a kozosségnek, Adam és
Eva. Néha a kozosség valamelyik (egyenletesen valasztott) tagja meghiv egy tij embert. Adam koréhez tartozik valaki, ha 6 maga Adam,
vagy egy Addm koréhez tartozé tag hivta meg. Mi a valdsziniisége, hogy Addm kore 1, 2 illetve 3 f6b6l 4ll akkor, amikor 4 f&s a
kozosség?

Egy tehetségkutat6 versenyen hdrom forduléban vélogatnak. Az elsd fordulébdl hazakiildik a jelentkez8k 90%-4t, a tobbiek tovabbjutnak
a mésodik forduléba. A mdsodik forduld résztvevSinek 85%-4tdl bucsiznak el, aki ezen a rostén is tdljut, mehet a harmadik forduléba,
ahol a résztvevok negyedét valogatjak be a televizids felvételre.

a) A jelentkez8k hdnyad része jut el a televizids felvételre?
b) Valakirdl csak annyit tudunk, hogy tdljutott az elsé fordulén. Mi a valészintisége, hogy latni fogjuk a TV-ben?

¢) Tekintsiik mindazokat a jelentkezdket, akik nem jutottak el a televizios felvételig. Hanyad résziiket kiildték haza rendre az elsd, a
masodik és a harmadik forduléban?

Harom szakdcs, A, B és C, egy specidlis siiteményt siitnek, melyek azonban sajnos rendre 0.02, 0.03, 0.05 val6sziniiséggel nem kelnek
meg rendesen a harom szakécs keze alatt. Az étteremben ahol dolgoznak, A siiti a siitemények 50%-dt, B a 30%-it, C pedig a 20%-at.
A rossz siitemények hany szazalékat siitotte A?

**** A piacon a 10 tojdst tartalmazé dobozok 70%-dban minden tojds ép, 25%-dban pontosan egy tojas torott, 5%-dban pontosan két
tojas torott. A torott tojasok helye a dobozban véletlenszerti. Veszek egy doboz tojast a piacon és bosszankodva tapasztalom, hogy az
elso tojas, amit kiveszek a dobozbdl, torstt. Mi a valészinfisége, hogy a dobozban ott lapul még egy torott tojas?

P

Egy els6- és masodévesek altal latogatott targyat 12 elsééves fit, 8 els6éves lany, 6 masodéves fiu vett fel. Hany masodéves lany vette
fel a targyat, ha tudjuk, hogy egy, a targy hallgat6i koziil véletleniil valasztott hallgaté neme és évfolyama fiiggetlen egymastdl?
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Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazalékét érinti. Egy ,,megbizhaténak szamit6” diagnosztikai eljards a meglévd rendelle-
nességet biztosan detektdlja, mig rendellenesség hidnydban 95% valésziniiséggel a helyes negativ védlaszt adja, 5% valdszintséggel pedig
a hibds pozitiv valaszt. Ha az eljards erdeménye pozitiv, mi a valészinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvan a rendellenessége?

Egy n elemi halmazbdl az A és B véletlen részhalmazokat egymadstdl fiiggetleniil egyenletes eloszldssal vdlasztjuk ki a 2" lehetséges
részhalmaz koziil.

n
a) Mutassuk meg, hogy P{A C B} = ( ) . (Tipp: tekintsiik az eredeti halmaz minden egyes elemét.)

3
1

b) Mutassuk meg, hogy P{AN B =0} = (%)n-



2.14 *** Vizsgaljuk meg az alabbi példakban, hogy a megadott A, B és C' események fiiggetlenek-e (i) paronként; (ii) teljesen.

a) Egy szabdlyos érmét kétszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy az els§ dobds eredménye fej, B az az esemény, hogy a
masodik dobas eredménye fej, és C' az az esemény, hogy a két dobas eredménye egyezik.

b) Feldobunk egy szabalyos dobdkockdt, legyen A az az esemény, hogy a dobds eredménye 4-nél nem nagyobb, B az az esemény,
hogy a dobds eredménye 4-nél nem kisebb, és C' = B.

¢) Egy urnaban 1-t6l 90-ig szdmozott goly6k vannak (mint a lottohtzasnal) és ezekbdl hiizunk egyet. Legyen A az az esmény, hogy
a hizott goly6 sorszdma pdros, B az az esemény, hogy a hiizott goly6 sorszdima harommal oszthatd, és C' az az esemény, hogy a
hizott goly6 sorszdma ottel oszthato.

2.15 Adott egy n fGs tarsasag. Jelolje A; ;1 < i < j < n azt az eseményt, hogy a tarsasag i-dik és j-dik tagjanak ugyanaz a sziiletésnapja.

4,53
n
2

) esemény?

a) Pdronként fiiggetlen-e ez az (1) esemény?

n

b) Teljesen fiiggetlen-e ez az (2

2.16 Az id6jaras-elorejelzés egyszerti modelljeként tegyiik fel, hogy az id6 vagy esds, vagy napos, és p annak a valdszintisége, hogy holnap
ugyanolyan lesz mint ma, a kordbbi napoktdl fiiggetleniil. Ha az id6 napos janudr elsején, legyen P, annak val6sziniisége, hogy n nap
mulva szintén napos. Mutassuk meg, hogy P, kielégiti a

P,=2p—-1)P, 1+ (1-p), n>1; Py=1
rekurzit. Bizonyitsuk be, hogy P, = 5 + 3(2p — 1)" minden n > 0 esetén.

2.17 Moricka élete elsd valdszinliségszamitds vizsgdjan % eséllyel megy at. Ha ezen megbukik, a kovetkezére mar kevesebbet tanul, ezen
csak % a siker valdszinlisége. Minél tobbszor bukik meg, anndl kevesebbet tanul, igy & — 1 sikertelen vizsga utdn mar csak k%rl az

esélye, hogy a k-dik vizsgdn dtmegy. Am Moricka kitart6, és a szabdlyzat szerint akdrhdnyszor vizsgdzhat. Mennyi a valészintisége,
hogy el6bb-utébb dtmegy?

Bonusz Egy vadasz 30 méter tdvolsdgban felfedez egy rokét és rdl6. Ha a roka ezt tdléli, akkor 10 m/s sebességgel probdl menekiilni. A vadész
3 masodpercenként djratolt és 16 a rokdra, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy (szerencsés esetben) a roka el nem tiinik a latéhataron. A
vadasz talalati valdszintisége a tavolsag négyzetével forditottan ardnyos, a kovetkezd képlet szerint:

P{a vadész eltaldlja az = méter tavolsagban levd rokat} = 67522 (z > 30).

Ha taldlat is éri a rékét, nem biztos, hogy fatélis: az egyes taldlatokat (fiiggetleniil azok szdmétdl) a réka 1/4 val6szintiséggel tiléli. Mi
a valésziniisége annak, hogy a réka tiléli ezt a kellemetlen kalandot?

(Tipp: Analizisbdl tudjuk, hogy ha 0 < €, < 1 minden n-re, akkor [~ (1 — &,,) > 0 pontosan akkor, ha'y - | &, < 0c.)

Megjegyzés: A feladatot nyilvan matematikusok taldltak ki matematikus didkoknak. Miért rossz modellje ez a rokavaddszatnak?

2.18 Iszdkos Ivdn a nap 2/3 részét kocsmdban t5lti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és Ivdn nem vdlogatds, azonos eséllyel tartézkodik
barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk, de nem taldltuk. Mi a valdszinlisége annak,
hogy az 6tddikben ott lesz?

2.19 Modricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmat a tobbit6l fiiggetleniil Méricka p, Pistike pedig ¢ valészintiséggel nyer meg, ahol
p>0,qg> 08 p+ qg=1. Ajaték akkor ér véget, ha valaki két egymds utdni jaitszmdt megnyer.

a) Mi a valdszintisége, hogy Moricka nyeri az utolso jatszmat?
b) Mi a valésziniisége, hogy ugyanaz nyeri az elsd jatszmat, mint az utols6t?

¢) Ha tudjuk, hogy az utolsé jatszmat Moricka nyerte, mennyi a valdsziniisége, hogy az elsot is?

2.20 Egy televizids vetélked6ben a jatékosnak hdrom ajt6 koziil kell vdlasztania, és a mogotte elrejtett nyereményt kapja jutalmul. Az egyik
ajté mogott egy luxusautd taldlhatd, a masik kettd mogott pedig egy-egy kecske. Mikor a jatékos kivélasztott egyet a harombdl, a
jatékvezetd a masik két ajté koziil kinyit egyet, ami mogott kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltoztathatja a dontését.
Erdemes-e 4ttérni a masik ki nem nyitott ajtéra? Mekkora valészintiséggel nyerjiik meg igy az autét?

2.21 n dobozban elhelyeziink N golyét tigy, hogy mind az n'¥ elhelyezés egyenlen val6szinii. Feltéve, hogy egy adott dobozba esik golyd,
mennyi a val6sziniisége annak, hogy K goly¢ esik bele?

2.22 Aladar, Béla, Cili és Domotor hazuddsak: atlagosan az esetek 2/3-dban hazudnak mind a négyen, egymadstol fiiggetleniil, véletlenszerden.
Aladdr azt dllitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondta, hogy Domotor hazudott.
Mi a valészinlisége annak, hogy Domotor igazat mondott? (Feltételezziik, hogy Aladér tudja, hogy mit mondott Béla, Béla tudja, hogy
mit mondott Cili, Cili tudja, hogy mit mondott Domotor. Tovabba, hogy Cili azt is el tudja donteni, hogy Domotodr hazudott-e vagy sem.)

2.23 Adott egy (végtelen térfogatd) urndnk és végtelen sok, az Nt = {1, 2, 3, ...} elemeivel szdmozott, golyénk. Az urna eredetileg iires.
Ejfél elétt egy perccel fogjuk az 1, 2, ..., 10 szamu golydkat, behelyezziik Sket az urndba, az urnat j6l 6sszerazzuk, majd véletlenszerti-
en kihiizunk az urnabél egy goly6t, amit elhajitunk. Ejfél elstt fél perccel fogjuk a 11, 12, ..., 20 szdmi golydkat, behelyezziik ket is
az urndba, az urnat j6l 6sszerdzzuk, majd véletlenszertien kihtzunk az urnabél egy golyo6t, amit elhajitunk. Ejfél el6tt 2~ perccel fogjuk
az 10n+1, 10n+2, ..., 10(n+1) szdmu golydkat, behelyezziik Gket is az urnédba, az urndt jél 6sszerdzzuk, majd véletlenszertien kihd-
zunk az urnabol egy golyét, amit elhajitunk. Es ezt igy folytatjuk éjfélig. Bizonyitandd, hogy éjfélkor az urna 1 valészintiséggel iires lesz.



