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1. BEVEZETO ES AZ EREDMENYEK ATTEKINTESE

A dolgozatban szerepld 6sszes eredmény Uj, valamint részét képezi egy, a témavezetdvel, Mol-
ndr Lajossal k6zos cikknek [11], amely a J. Math. Anal. Appl. egy kiilonszdmadba kertilt felkérésre,
és elbirélds alatt van. Lejjebb a cikkben szerepld allitdsok szerepelnek, viszont csak a jelen dolgo-
zat szerzOjének eredményeire szerepel bizonyitds. Nevezetesen, az 1. 4llitds és a 3. tétel minden
p = 0-ra mond ki eredményt, utdnuk azonban csak a p = 0 esetek bizonyitasa taldlhato, mivel a
p > 0 esetet a témavezetd bizonyitja [11]-ban.

A Hellinger tavolsag kvantumos véltozatai (val6szintiségi eloszldsokon) fontos szerepet jatsza-
nak a kvantum-informdciéelméletben. Az n x n-es komplex matrixok M, (C)* pozitiv szemidefinit
kapjan a kovetkez6képpen definidljuk a két legtobbet tanulmdanyozott véltozatot (1asd [2] ):

(1) dy(AB) = V2(Tr((A+B)2— AYBY2AV4) % A BemM,(©F
és
2) ds(A B) = V2(Tr((A+ B)/2 — (AYV2BAVHV2) Y2 4 Bem, ().

Ez a két fiiggvény val6di metrika M, (C)*-on. Az ut6bbit Bures vagy Bures-Wasserstein tavol-
sagnak nevezziik, az el6bbit pedig, ami a klasszikus Hellinger tavolsdg legtrividlisabb kiterjesztése
a kvantumos kornyezetre, szintén Hellinger tavolsagnak nevezziik, lasd pl. [18]. A fenti (1) és (2)
egyenletekben a trace alatt, amit Tr-rel jel6liink, megjelenik a szdmtani kozépnek és a geometriai
kozép két variansanak kiillonbsége. Lathatd, hogy az utébbi két operédcio val6jaban egy természe-
tes paraméteres csaldd tagjai, amely geometriai-kdzép-szerti muveletekbdl all, és kiterjeszthetd
altalanos C* -algebék kornyezetébe a kovetkez6képpen.

Legyen of egy C*-algebra. Az elkovetkez6kben végig feltessziik, hogy «f egységelemes. Jelolje
A" az of pozitiv szemidefinit kiipjat («f 6sszes 6nadjungalt, nemnegativ spektrummal rendelkezd
elemének halmazat), o/ " pedig «f pozitiv definit kipjat (< dsszes 6nadjungalt, szigorian pozitiv
spektrumu elemének halmazat). A kovetkezOképpen vezethetjiik be az el6bbi operdciok paramé-
teres csaladjat. TetszOleges p > 0 pozitiv val6s szdmra legyen

Ax B = (AP BP2APIHYP A Bew”.
Az Gigynevezett szimmetrizalt Lie-Trotter formula alapjdn minden X, Y € «/-ra

1/p p—0
(e(p/Z)XepYe(p/Z)X) pp—t XY
teljesiil, ahol a hatarérték a normdban értendd. Ebbdl kovetkezik, hogy minden A, B € o **ra

Ax,B = exp((log A +log B)/2).

Ezen hatarértéket A és B log-Euklideszi kozepének szokds nevezni.
Ezek alapjén tetszdleges A, B € of * " -ra bevezetjiik a kovetkez6 jelolést:

AxoB =exp((logA+logB)/2).

Minden «,, egy varidnsa a klasszikus Kubo-Ando (vagy eredetileg Pusz-Horowitz) geometriai
kozépnek, ami a kdvetkezéképpen van definiélva:

Val6éban, ha A és B felcserélhetd, akkor a fenti operdciéink mind egybeesnek. Megjegyezziik, hogy
ax, operaciok a kvantum Rényi-divergencia egyes valtozatainak kontextusdban is fellépnek. Lasd,
példaul [14] és hivatkozdsai.



A kovetkez6kben hasznélni fogjuk a szdmtani kézépre elterjedt jelolést, ami

A+B +
AVB = > ABed".

Léathat6, hogy minden A, B € M,(C) " -ra

dy (A, B) = V2 (Tr (AVB — Ak, B))'/?

dg(A, B) = V2(Tr(AVB — Ax»B))'/%.

Ezek a kifejezések konnyen definidlhatok C*-algebrédkra vonatkozoélag. Tegyiik fel, hogy T egy po-
zitiv linedris funkciondl </-n, amely htliséges és trace-szerti. Az el6bbi azt jelenti, hogy minden
A€ of"-rat(A) = 0-bol kovetkezik A = 0, az utébbi pedig azt, hogy 7(XY) = 7(Y X) teljesiil minden
X,Y € of -ra.

Ezen dolgozatban minden p nemnegativ valds szdmra szeretnénk bevezetni a

)1/2

dy(A,B) = (T(AVB - AxpB)) ", ABed",

kifejezést, és vizsgalni, mint lehetséges tdvolsag mértéket.

Ha d;-t szeretnénk tanulmdanyozni, akkor el6szor azt kell meggondolnunk, hogy joldefiniélt-e,
azaz a négyzetgyok alatt nemnegativ kifejezés all-e. Els6ként egy er6sebb kérdést vizsgdlunk: mi-
kor tejesiil AVB — Ak, B nemnegativitidsa minden A, B € o " esetén? A 1. dllitds kovetkezménye,
hogy ez csak kommutativ algebrakban lehetséges. Ezek utan megmutatjuk, hogy d), = le,r joldefi-
nialt M, (C)""-on minden p > 0 esetén, valamint d;, is joldefinialt tetszéleges C*-algebra pozitiv
kiapjan, ha p < 2.

Ezek utdn természetes moédon vetddik fel d; metrikussaganak kérdése. A p =1 és p = 2 esetben
ismert eredmény, hogy le és dZT valodi metrika, amire [11]-ben egy 1j, elemibb és transzparensebb
érvelés is szerepel. Az altalanos, d;, p = 0 eset azonban igen nehéznek tiinik, csak részleges ered-

ményliink van. Nevezetesen, megmutatjuk, hogy d,, = le,r pontosan akkor val6di metrika teszdle-
ges Hilbert-tér egyrangu vetitéseinek (a tiszta dllapotainak) halmazén, ha p < 2.

A3. dllitds egy masik néz6pontbol kozeliti meg 7 (AV B— Ak , B) pozitivitdsat, ugyanis azt mond-
ja, hogy ha egy pozitiv linedris funkciondl minden AVB — Ak, B, A,B € o/ " " alakt elemen nem-
negativ értéket vesz fel, akkor sziikségképpen trace-szerti. Ez azt jelenti, hogy ha ¢ olyan pozi-
tiv linedris funkciondl «-n, amelyre d$ joldefinidlt, akkor ¢-nek trace-szertinek kell lennie. Ez a
trace-szer( pozitiv linedris funkcionélok egy 1j trace karakterizdci6jara ad lehetdséget.

A dolgozat utols6 részében Sra egyik eredményét [19] tekintjiik, amely szerint a szimmetri-
kus Stein-divergencia négyzetgyoke valédi metrika matrixalgebrak pozitiv definit kiipjain. Esz-
revessziik, hogy ez az érték megegyezik a szamtani kozép logaritmusdnak és a paraméteres csa-
ladunk barmely «,, tagja logaritmusanak kiilonbségébdl vett trace négyzetgyokével. Val6ban,
matrixalgebrakon «, logaritmusa nem fiigg a p paramétertdl a determindns multiplikativitdsa-
nak koszonhetéen. Megmutatjuk, hogy ez a fiiggetlenség kitlinteti a trace-t a korlatos lined-
ris funkciondlok koziil. Pontosabban, a 4. tételben megmutatjuk hogy Neumann algebrakon,
ha egy ¢ korlatos lineéris funkciondlra két adott kiillonb6z6 p, g nemnegativ valés szam esetén
¢(log Ax , B) = ¢(log Ax 4 B) teljesiil minden A, B € " elemre, akkor ¢ trace-szer(i. Ezt az ered-
ményt Ugy is lehet értelmezni, mint a determindns egyfajta karakterizacio6jat (pozitiv definit mat-
rixokon a logaritmus trace-e megegyezik a determindns logaritmusdval).

Ezek utdn ratériink az eredmények preciz bemutatédséra.

2. EGY CENTRALITAS KARAKTERIZACIO d; SEGITSEGEVEL
Ha pozitiv kiipokon szereték vizsgélni d;-t, akkor meg kell vizsgdlnunk a

T(AVB - AxpB) =0



egyenlGtlenség érvényességét, ami bizonyitand d; joldefinidltsdgat. A kovetkezd eredményben
ezzel a problémadval kapcsolatban tekintiink egy er6sebb kérdést: mikor pozitiv elem AVB— Ak, B?
Az alabbi eredményiink a centrdlis pozitiv definit elemek egy karakterizaciéjanak is tekinthetd.

1. Allitas. Legyen of egy C*-algebra és p egy nemnegativ valds szdm. Ha B € o+ rogzitett, és
Ax,B < AVB

teljesiil minden A€ o/ ** esetén, akkor B sziikségképpen centrdlis elem <f -ban («f minden elemével
felcserélhetd). Ha pedig A € o/ ™" riogzitett, és a fenti egyenldtlenség teljesiil minden B € of ™ -re,
akkor A centrdlis.

Bizonyitds: Mint a [16] cikkben taldlhat6é Proposition 4 bizonyitdsaban, Kadison nevezetes tran-
zitivitasi tételébdl kovetkez6 a meglepd tény, hogy a fenti dltalanos allitas bizonyithatd, ha igazolni
tudjuk azt az M, (C) specidlis algebrara. A kdvetkezéekben erre az algebrara bizonyitjuk az allitast.

A p > 0 esetet lasd [11]. Az aldbbiakban feltessziik, hogy p = 0. Ehhez az esethez két eszkdzre
lesz sziikségiink. Az els6 a kovetkezd. A [16] cikkben szereplé Proposition 8 bizonyitdsédban kide-
riilt, hogy barmely T € M, (C) 6nadjungélt méatrixra és P € M, (C) egyrangu projekciora

amint n — oco. A mdésodik eszkoz, amit haszndlni fogunk, a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy P egy
egyrangu projekci6, ¢ egy pozitiv szam és A egy pozitiv definit matrix, amire
tP < A
Szorozzuk be mindkét oldalrél A~Y/2-nel, igy az egyenlétlenségiink mar a tA~Y/2PA™1/2 < I alakot
6lti. Konnyt beltni, hogy tA~"2PA~'/2 egyetlen pozitiv sajatértéke ¢ Tr A~ P, amikbél kovetkezik,
hogy
1
(s ———.
TrA-1P
Ezek utdn a p = 0 eset bizonyitdsa kovetkezik. Tegytik fel, hogy

4)

logA+logB\ A+B
exp( o8 8 ) <
2 2
teljestil valamely rogzitett B € M, (C) " -ra és minden A € M, (C) ™" -ra. Ekkor A és B felirhat6 eC és e
alakba valamilyen 6nadjungalt C, D € M, (C) elemekre (D rogzitett, C valtozo6). Legyen P € M, (C)
egy egyrangu projekcio, és legyen C,, = D — n(I — P). Ekkor

(21) —n(I-P) ) el el
2 2 '
Ha hatérértéket vesziink, akkor (3) alapjan lathatjuk, hogy

TrDP D
5) eTrDPp<er P+e

Ha mindkét oldalt beszorozzuk 2-vel, és dtrendezziik az egyenletet, akkor a kovetkez6t kapjuk:
(6) e"™PPp <P,

A (4) egyenldtlenséghez vezet6 gondolatmenet alapjan ebbdl az egyenl6tlenségbdl kovetkezik,
hogy

1
7 etoP L
0 Tre PP



Legyen e? spektralfelbontdsa a kovetkezé:
(8) e’ =diR+dy(I-R),
ahol d;, d, > 0 pozitiv valés szam, és R egyrangu projekcio. A (7) egyenl6tlenség azt mutatja, hogy

p108(d) Tr RP+log(dp) (1-Tr RP) 1
~ d;'TrRP+d;'(1-TrRP)

Ha bevezetjiik a t = Tr RP jelolést, akkor a kovetkezdt kapjuk,

1
didy™" < :
P T d v (- nd;!

Azonban ¢ barmilyen 0 és 1 k6zotti szam lehet (emlékezziink rd, hogy P tetszdleges egyrangu pro-
jekcio), tehat az egyenlStlenség ¢ = 1/2-re is igaz, azaz

Vdidy <

dit+d;

Ez azt jelenti, hogy d; és d, geometriai kozepe nem tdbb, mint a harmonikus kdzepiik, amibdl
kovetkezik, hogy d; = d», tehat B = eP = d, 1. Bzzel az dllitas bizonyitasa teljes. |

Kiemeljiik az érdekességet, hogy mind az 1. allitas és a 3. tétel is bizonyithaté C*-algebrakra
ugy, hogy csak az M, (C) specidlis algebran igazoljuk. Ennek az oka a két 4llitas esetében azonban
kiillonboz6.

Visszatériink az eredeti problémara, azaz a d,-k és a dl’,—k joldefiniédltsdganak kérdésére. A hires
Araki-Lieb-Thirring egyenl6tlenség szerint minden r = 1-re és p > 0-ra

teljestil barmely A, B € M,,(C) * esetén (lasd a (6.36) egyenl6tlenséget a [10] cikkben, vagy az eredeti
forrast [1]). Ha két tetszlleges 0 < p < g pozitiv szdmot tekintiink, és a (9) egyenl6tlenségbe p
helyére 1/ g-t irunk, rogzitjiik r = g/ p-t, majd A-t A”-vel, B-t pedig B”-vel helyettesitjiik, akkor azt
kapjuk, hogy

(10) Tr(AP/2BP AP'2VP < Tr(A92 B9 A92) V4
teljesiil minden A, B € M,,(C)" esetén. Ebbdl kivetkezik, hogy
0<Tr(AVB - Ak,B) < Tr(AVB - Ak ,B), A,BeM,(©*

minden 0 < p < 2-re. (Megjegyezziik, hogy az 1 < p < 2 esetben a [8] cikkben bizonyitdsra kertilt,
hogy d,;, ugynevezett kvantum-divergencia, lasd Definition 2.1 és Theorem 3 a cikkben). De mi a
helyzet Tr(AV B — Ax , B) nemnegativitasaval akkor, amikor p > 2? A [11] cikkben ebben az esetben
is igazolast nyert a nemnegativitds. Ennek kovetkezményeképp d,, minden p = 0-ra joldefinidlt
M, (C)"-on.

A fenti megéllapitasok koziil melyek azok, amelyek a C*-algebrédk sokkal dltaldnosabb kérnye-
zetében is igazak maradnak? A [11] cikk kezeli a p < 2 esetet, ott teljesiil a nemnegativitds, azonban
a p > 2 eset megoldatlan maradet, ezzel kapcsolatban a kovetkezd problémat fogalmazzuk meg.

1. Probléma. 1gaz-e, hogy egy tetszdleges, T hliséges pozitiv trace-szerd linedris funkciondllal ren-
delkez$ o/ C*-algebréra 7(AVB — Ak, B) = 0 teljesiil minden A, B € of * és p > 2 esetén?



3. dy AZ EGYRANGU VETITESEK HALMAZAN

Tudjuk, hogy d; = dy és d» = dp valodi metrika M,,(C)**-on. Természetesen adodik a kérdés,
hogy mi toérténik a p # 1,2 esetében. A kovetkezd allitdisunkban bebizonyitjuk, hogy d,, egyik p > 2-
re sem teljesiti a hdromszog egyenldtlenséget mar a 2 x 2-es métrixok esetében sem.

Az eredmény kimondésa el6tt megjegyezziik a kovetkezdot: legyen H egy (tetszéleges dimenzi-
6ju) Hilbert-tér, és jelolje H Osszes egyrangu vetitésének halmazat P;(H). Ha p egy pozitiv valds
szdm, akkor barmely P,Q € P;(H) esetén a d,(P,Q) = (1 - Tr(PQP)"'?)!’? mennyiség joldefinidlt,
valamint d,, (P, Q) = V' 1 - cos?'? a teljestil, ahol a € [0,71/2] a szdg P és Q képtere kozott.

Az éllitdsunk a kovetkezd:

2. Allitas. Legyen H egy Hilbert-tér, melyredim H > 1. Ekkor d,, akkor, és csak akkor metrika P, (H) -
n, hap<2.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy p > 2. Nyilvanvaléan elegendé belatni az 4llitast H = C? esetre.
Legyen P, Q két egymdsra merdleges egyrangu projekcio, és legyen R egy egyrangu projekci6 ugy,
hogy P és R képtere kozti szog a € [0, 1/2]. Azt éllitjuk, hogy 1étezik olyan a, amire

1=d,(BQ) >dy(PR) +dy(R,Q) = V1-cos?P a+V1-sin?Pa

teljesiil. Ha itt négyzetre emeliink, és dtrendeziink, akkor az egyenl6tlenség ezt az ekvivalens alakot
olti:

cos?’P a +sin?? a—1>2V1-cos?P aV1-sin?" a.
Ha még egyszer négyzetre emeliink, akkor a kdvetkezdt kapjuk:

cos? g +sinP a+1-2cos?P a—2sin®P a +2cos?’P asin®” a

>4 —4c0s*'P a —4sin®'P a + 4 cos?’ P asin®'? a.

Atrendezés utan lathatjuk, hogy

2/p

0>3—2(cos?’? a +sin®'? a) — (cos®’? a — sin®'P a)?

A t = cos? a helyettesités bevezetése utan azt kell bebizonyitanunk, hogy valamely ¢ € [0, 1]-re
0>3-2("P+ (1 - )Py - (P - (1 - )!/P)2.

Legyen
fy=3-20"P+a-pt"P) P -1 -2, relo,1].

Ekkor f(0) =0. Az f derivéltja barmely 0 < < 1 pontban
Nyilvanval6, hogy

> P l_q-pVPla-"P+a-nl'P).
Ahogy t — 0, az utébbi kifejezés a végtelenbe tart, ezért elég kis pozitiv ¢-re a derivalt f'(1) negativ.

Mivel f(0) = 0, azt kapjuk, hogy f(#) < 0 elég kicsi pozitiv ¢-re. Ezzel kész a bizonyitds abban az
esetben, amikor p > 2.



Most tegyiik fel, hogy 0 < p < 2. Legyen P, Q € Py (H) projekcio, melyek képterének szoge a. Ko-

rabban mar emlitettiik, hogy ekkor d, (B, Q) = V 1 —cos?'? a. Jeloljiik f-fel a-nak ezt a fliggvényét,
amit a [0, /2] intervallumon értelmeziink.

Vélasszunk tetszdleges P,Q, R € P;(H) vetitést. Legyen P és R képterének szoge «, az R és Q
képteree kozti szog pedig legyen .

Tegyiik fel, hogy a

(11) fla+P) = fla)+ f(B)

egyenl6tlenség igaz minden a, § € [0, 71/2]-re, amire @ + f € [0, 7/2].
Legyen y a szog P és Q képtere kozott. Ekkor nyilvan y < a + 8, tehatha a + f < n/2, akkor (11)
és f monotonitédsa alapjan teljesiil a hdromszog egyenldtlenség:

dy(BQ) = f(y) < fla+P) < f(@) + f(B) = dy(PR) +dp(R, Q).

Az a+ B> /2 eset is egyszer(i. Ismét (11) és f monotonitdsdnak alkalmazdséaval lathatjuk, hogy

dp(PQ =f(y)<f(m/2)< f(mI2—P)+ f(B)
<fl@)+ f(B)=dp(BR) +dp(R,Q).

Tehat csak a (11) egyenl6tlenséget kell igazolnunk, ami ekvivalens a kovetkezdvel:
f&+f(t=s)—f(H)=0, 0<s<t<mu/2.

Rogzitsiink egy ty € [0,7/2] szdmot, és tekintsiik az el6bbi egyenldtlenség bal oldalat, mint s egy
fiiggvényét. Lathat6, hogy s = 0 és s = 1) esetén teljesiil a kivant egyenl6tlenség. Bebizonyitjuk,
hogy s-nek ez a fiiggvénye konkav [0, fy]-on, ami bizonyitja az allitdisunkat. A kérdéses fiiggvény
masodik derivaltja f masodik derivaltjanak a kétszerese. Szamoljuk ki f mésodik derivéltjat. Az f
fliggvény els6 derivaltja

() =1/2)(1 —cos?’? )7V2(=2/ p) cos? P~ t(—sin 1))

=1/p)1- cos?’P 1)™V2 cos?'P~1 tsin 1)

cos?’ P~ tsint

=1/
(1/p) 70

Ez alapjan kiszamoljuk a masodik derivaltat,

(2/p-1)cos?P~2 ¢(~sinf)sin £+ cos?’ P~ rcost) f (1) — cos?’P~! tsin t(l/p)%
' =ulp

f(0?
_ cos2/P ¢ —(@/p- 1) cos 2 ¢sin? LFD)+ F() -1/ p) cos?'P tcos 2 tsin?t
C pf? 0
cos®'P ¢
T o3 (-@/p)tan® £f (1)* + tan” £ (1)* + f(1)* = (1/ p) cos*'? t tan® 1)

_cos?'Pt

- pf(1)3 (—(2/]9) tan? tf(t)2 +tan? tf(t)2 +f(t)2 —-1/p)Q —f(t)z)tanz t)

_cos?'P g
pf(o3

(1 +tan® ) f(O* - (1/p)A + f(H*) tan® t).

Belatjuk, hogy
(I+tan® 1) f(1)* = 1/p)A + f(HH tan’ £ < 0,



vagy ami ezzel ekvivalens,

f(1)? _1 tan’t 1
= —sin® .
1 +f(t)2 pl+tant p

Ezt f definici6ja alapjan a kovetkezoképpen tudjuk atirni:

1—cos?P ¢

1
— < —(1-cos’t).
2—cos?’Pt p

Véltozocsere utdn igy néz ki az el6z6 egyenlétlenség:

1-¢

_ < —(1- l—P
52 p( ).
Azt dllitjuk, hogy minden ¢ € [0, 1]-re
1-1¢
(12) —<—(1—t)<—(1—t”)
2-t p

Az elsd egyenldtlenséget konnyt kozvetleniil beldtni, igy csak a masodikkal foglalkozunk. Tekint-

stk a
P2

[ ———
p 2

fliggvény derivaltjat. Lathatjuk, hogy a derivélt elttinik a 0-ban, 10,1[-en pozitiv, és 1-ben tjra 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a fenti fiiggvény az 1-ben veszi fel a maximalis értékét, tehat

o 11

———<=-2, telo1].

p 2 p 2
Atrendezés utdn megkapjuk a (12)-ben szerepld masodik egyenlétlenséget. Ezzel a 0 < p < 2 eset
bizonyitasa teljes. A p = 0 esetet a p — 0 hatarérték vételével kapjuk meg. [ ]

Ami d, és d;, metrikus tulajdonsdgainak kérdését illeti, a kovetkezd, minden bizonnyal nehéz
kérdéseket fogalmazzuk meg.

2. Probléma. 1gaz, hogy M, (C)"-on (n = 2) d,, metrika minden 1 < p < 2-re, és egyik 0 < p < 1-re
sem metrika? Mi a helyzet dltaldanos C*-algebrék esetén? Igaz, hogy d; metrika, hal < p <2?

Ami a matrixalgebrékat illeti, megjegyezziik, hogy matematikai szoftveres tesztek alapjan ugy
hissziik, az els6 két kérdésre pozitiv a valasz.

Azt is megemlitjiik, hogy ha 0 < p < 1-re d), val6ban nem metrika M, (C)"-on (n = 2), akkor
egy, a [11] cikkben szereplé médszerrel bizonyitani lehet, hogy ha tetszéleges of C*-algebrara d;
val6di metrika <" pozitiv kiipjan valamely 0 < p < 1-re, akkor < sziikségképpen kommutativ.

4. EGY TRACE KARAKTERIZACIO d; SEGITSEGEVEL

Az 1. 4allitas alapjan d; joldefinialtsdga nem teljesiil a legtrividlisabb médon, nevezetesen egy
AVB — Ax B alaku elem pozitivitdsa csak specidlis esetekben igaz. Az el6bb lattuk, hogy bizo-
nyos p paraméterekre minden ilyen alakt elem képe nemnegativ egy trace-szerd pozitiv linedris
funkciondl szerint. Kovetkez6 eredményiink megmutatja, hogy nem is 1étezhet més tipusu pozitiv
linedris funkciondl, amely ezzel a tulajdonsaggal rendelkezne.

3. Tétel. Legyen of egy C*-algebra és p egy tetszbleges nemnegativ valés szdm. Ha ¢ egy pozitiv
linedris funkciondl < -n, amire

(13) 9(Ax,B) < p(AVB), ABeof™,

aklkor ¢ sziikségképpen trace-szerti.



A bizonyités el6tt tesziink néhany révid megjegyzést.

El6szor is, az elsd éllitasra visszautalva, a fenti eredményt tgy is lehet értelmezni, hogy az
Ax B < AVB egyenlGtlenség annyira nem igaz, ha egy ¢ pozitiv linedris funkcionalra ¢ (Ax,B) <
¢ (AVB) teljesiil minden A, B € &/ ™" esetén, akkor ¢ trace-szerli. Valoban, véges faktor Neumann
algebrdkban ¢ csak a normalizalt trace skaldrszorosa lehet.

Madsodjara, Bikchentaev szdmos, a 3. allitdsunkhoz hasonl6 eredményt mutatott be cikkei-
ben. A megfigyeléseit Gardner [9] munkdja motivéalta, amiben bizonyitast nyert, hogy ha egy «/
C*-algebran értelmezett ¢ pozitiv linedris funkciondl teljesiti a |p(A)| < @(| Al) egyenlbtlenséget
minden A € «f-ra, akkor ¢ trace-szerti. Bikchentaev eredményei k6ziil a miénkhez legkdzelebbi a
[4] cikkben szerepld Theorem 2. Ebben megmutatja, hogy ha a (9) Araki-Lieb-Thirring egyenl6t-
lenség teljesiil egy C*-algebréan értelmezett ¢ pozitiv linedris funkciondlra egy adott r > 1,p > 0
parra, akkor ¢ trace-szerd. Bar a mi eredményliink hasonld, a feltételiink bizonyos értelemben je-
lentésen gyegébb: mi csak annyit varunk el ¢-t6l, hogy valamilyen szdmtani-mértani egyenlétlen-
séget teljesitsen, mig [4] egy geometriai tipusu kozép két varidnsa kozti egyenlStlenséget feltételez.

Bizonyitas: Ahogy Bikchentaev tette, mi is Gardner bizonyitdsanak gondolatat kovetjiik azzal,
hogy redukaljuk a problémét arra a specidlis esetre, amikor &/ a 2 x 2-es matrixok algebrdja.

El6szor is, feltehetjiik, hogy ¢ normdja 1, azaz egy allapot. Tekintsiik « képét az w univerzalis
reprezentécioja szerint. A kép masodik kommutdansa, w(<f)"” = .4 egy Neumann algebra. Ekkor a
@ allapot egy vektoréllapot w(</)-n, tehat kiterjeszthetd egy ¢ normalis allapottd .4 -en, lasd pél-
dé&ul I11.5.2.6 Proposition-t az [5] cikkben. Mivel a normalis 4llapotok gyengén/erdsen folytonosak
M egységombjén (lasd példdul I11.2.1.4 Theorem-et az [5] cikkben), a Kaplansky stirtiségi tétel
alapjan (valamint a korlatos folytonos fiiggvények erds folytonossagat felhaszndlva, 1asd példaul
4.3.2. Theorem-et a [17] cikkben) tudjuk, hogy @ kielégiti a (13) egyenl6tlenséget .4 pozitiv definit
kipjan. Ebbdl kovetkezik, hogy elég abban az esetben bizonyitanunk az allitdsunkat, amikor <
egy Neumann algebra, és a ¢ pozitiv linedris funkciondlunk normélis.

Emlékeztetiink arra, hogy a [20] cikkben szerepl6 Lemma 2 azt mondja ki, hogy egy Neumann
algebra normélis pozitiv linedris funkcionélja akkor (és csak akkor) trace-szer(, ha azonos értéket
vesz fel egymasra merdleges ekvivalens vetitéseken.

Legyen P, Q € «f két egymdsra merdleges ekvivalens vetités. Mint a [15] cikkben taldlhat6 The-
orem 7 bizonyitasdban, vélasszunk egy V € «f parcidlis izometridt, amire VV* = BV*V = Q, és
tekintsiik a

u v 0
®:lz w O0|—uP+vV+zV'+wQ+uw'(I-P+Q))
0 0 w

leképezést M, (C) @ C < M3(C)-bdl «/-ba. Konny latni, hogy @ injektiv egységelemtart6 *-algebra
homomorfizmus, amely indukal egy

X — @(@(X &0))

pozitiv linedris funkcionalt M, (C)-n, ami kielégiti a (13) egyenlStlenséget M,(C)**-on. Azt kell
bebizonyitanunk, hogy ez azonos értéket vesz fel az

10
00

00
01

2

esa

elemeken, amit azzal bizonyitunk, hogy igazoljuk az éllitast az M, (C) matrixalgebrara.

A p > 0 eset bizonyitasat [11] tartalmazza. Itt a p = 0 esettel foglalkozunk (ami jelentésen
komplikéltabb, mint a p > 0 eset). Tegyiik fel hogy az M, (C)-n értelmezett ¢ pozitiv liedris funkci-
ondl kielégiti a

p(exp (logA+logB)/2)) < p((A+ B)/2)



egyenlGtlenséget minden pozitiv definit A és B matrixra. Ekkor A és B felirhaté A = e© és B = e”

alakban valamiyen C, D € M, (C) énadjungaltra. Ha vesziink egy r € R val6s szamot, és e helyett
e(C*2"D_t frunk, majd 4trendezziik az egyenlStlenséget, akkor a kovetkez6t kapjuk:

C D
29 (e9) ey g(eP)
O<e T—etp(e2)+ 7

Mint azt lathatjuk, ez e” egy masodfoka polinomja, tehét a diszkrimindns nempozitiv, ami azt
jelenti, hogy

C+D )2
(14) ((p(e 2 )) <@ (e“)p(eP).
Legyen ¢ € [0, 1], és valasszunk
o[V t]
=1 vi |
és
_[ Ve
Y=lviz t]
egységvektorokat. Rogzitsik a P = x® x és Q = y ® y vetitéseket, és legyen C = c;Q + c2(I — Q)
valamilyen ¢y, c; € R valés szdmra, és D, = —n(I — P). A (3) hatarérték formuldbdl levezethetd,
hogy
. C+Dp TPC
lime 2 =e 2 P
n—oo

Ebbdl kovetkezik, hogy ha (14) mindkét oldaldn hatarértékét vesziink, akkor a kovetkezdt kapjuk:

Mivel ¢ egy pozitiv linedris funkciondl M, (C)-n, 1étezik egy olyan T € M, (C)*, amire pX) =
Tr(XT), X e M (C). Az altaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy T diagonalis, és a legna-
gyobb sajatértéke 1, a masik pedig valamilyen a < 1, azaz

1 0

(15) T= 0 «

A célunk az, hogy bebizonyitsuk, a = 1. Mivel
TrPC=c1TrPQ+c2(1-TrPQ) = (c1 —c2)4t(1—1t) + ¢y,

tudjuk, hogy
e(61—62)4t(1—l)+62(p(P) < (eCI _ ng)(p(Q) + e(,‘z(p([).

Ha leosztunk e®-vel, és rogzitjiik ¢ = ¢; — ¢z € R-t, akkor a kivetkez6t kapjuk:
e (P) < (¢ = 1)@ (Q) + (D).
Ebbdl kovetkezik, hogy
eI —rran (e -Dt+al -0 +1+a).
Ha atrendezziik ezt az egyenl6tlenséget, akkor a kovetkez6t kapjuk:

MDA+l -eVt-1<al-e" - (1-e)(1-1).
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Bevezetjiik a kovetkez6 segédfiiggvényeket:

f(t, C) — (1 _ eC _ eC4t(l—t))t+ eC4t(l-l’) _ 1,

g(t,c)=(1—e— eI Dyry ef,

Ezek értelmezve vannak minden ¢ € [0, 1]-re és ¢ € R-re. Azt kell bizonyitanunk, hogy ha valamilyen
a € [0,1] teljesiti az f < a g egyenldtlenséget, akkor a = 1.

Hogy ezt igazoljuk, el6szor is vegyiik észre, hogy f felvesz pozitiv értékeket (példaul f(1/4,2) >
0), tehét a pozitiv. Ennek a kovetkezménye, hogy elég megmutatnunk, hogy az f/g fliggvény tet-
sz6legesen megkozeliti az 1-et tigy, hogy kézben g pozitiv.

Ehhez a g: [0, 1] — R fiiggvényt fogunk vizsgdlni, melyet a kovetkezOképp definidlunk:

f— log(1-4t(1-1))
’ 4t(1-1)

g(t _log(l—4t(1—t)))

q(t) =
4t(1-1)

(1 (1 —4f(1- )T — (1 —4r(1 - t))—l) t+(1—-4r1-0)"1-1

-1

(1 (1 —4t(l— )T — (1 —4t(1 t))—l) £+ (1—4£(1— )T

Megmutatjuk, hogy q(#) — 1, amint ¢ / 1/2. Hajtsunk végre egy véltozdcserét. Testszdleges 0 <
t <1/2 esetén legyen s = 1 —4¢(1 — ), ami végigfut a ]0, 1] intervallumon, valamint ¢ = (1 - Vs/2).
Ennek a segitségével bevezetiink egy 4j g : [0, 1] — R fiiggvényt:

-1 -1
—1—STs 45 4+/s(sTs+s1=1)

- -1 -1
14575 —s7 1+ /s(sT+s1-1)

_ q(l—zx/?)

Ebbdl a felirdsbol latszik, hogy ha s\ 0, akkor a nevezd, ami g Gj paraméterezésének kétszerese,
pozitiv. Bebizonyitjuk, hogy g(s) —1 — 0 ha s \{ 0. Lathatjuk, hogy

2(1+sT5 -5

-1 -1
1+sTs —s b4+ /s(sT5+s71-1)

qs)—1= , s€[0,1].

Mivel a nevezé elsé kifejezése a szamlal konstansszorosa, csak azt kell megmutatnunk, hogy

=1 -1
1+sT5 -5

\/E(sf_—ls +s1-1)

— 0, ahogy s\,0.

Barmely s €]0,1]-re

=1 -1 =1 -1
1+sT5—5 1+sT5 -5

0< — = 1 1
VS(sTs+s71—1)  Vs@sTI -1 2572 —s2

Mivel a nevezd a végtelenbe tart, a hatarérték vételekor eltekinthetiink az 1-estdl a szdmlal6ban.

”_ s

Ezutdn bévitjiik a tortet s-sel, és a kovetkez6t kapjuk:

S1-s —§ $T-s —1
I 1 .1 3°
282—82 282 —§2
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A nevezd nulldhoz tart, és felhasznélva a slog(s) — 0 hatarértéket, lathatjuk, hogy a szdmlalo is a
nulldhoz tart. Alkalmazzuk a L'Hospital szabalyt:

sthop ST (lis i log(s))
lim ——— =1lim - -
SNO02¢2 —g2 SN0 %(25‘7 —3s2)
STs ( L4 ;log(s)) STs ( L+ 1 1o (s))
_ Tt a2 _ T " (-52 08
=lim-2 - - =lim-2 -
s\.0 2572 —3s2 N0 $72(2-35%)
1 l ( ) 21(1—35] 23(1—55) 21(1—33) l ( )
s —s+log(s §20-95) — §20-5 + §2(0-9 log(s
—lim—2sT5+3 & =lim-2 g
s\.0 2(1-5)2-3s(1-5)2 N0 2(1-5)2—-3s(1-19)?

A szamlalo elsé két kifejezésének hatarértéke 0, mig a nevez6é 2, tehat csak a szamlalo utolsé tagjat
kell vizsgdlnunk. Ha s > 0 elég kicsi, akkor

0§29 log(s) = 53 log(s) — 0.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy
limg(s)-1=0.
s\.0

Ebbdl mar kovetkezik, hogy a = 1, és ezzel az éllitds p = 0 részének bizonyitasa teljes. [ ]

Megfigyelhetjiik, hogy a p = 0 esetbdl kovetkezik, hogy ha egy ¢ pozitiv lineéris funkcional
"konvexszé teszi" az exponencidlis fiiggvényt olyan értelemben, hogy ¢ o exp konvex </ **-on, ak-
kor ¢ sziikségképpen trace-szerd. Tehdt az exponencidlis fliggvény annyira nem operator konvex,
hogy csak egyféle linedris funkcionadl létezik, amely "konvexszé teszi".

5. EGY TRACE KARAKTERIZACIO A STEIN-DIVERGENCIA SEGITSEGEVEL

Fentebb bizonyos tévolsdg mértékeket vizsgaltunk. A matrixalgebrdk kdornyezetében mind-
egyiket a szamtani k6zép és egyfajta geometriai kozép kiillonbségébdl vett trace négyzetgyoke defi-
nialta. Bizonyos esetekben tudjuk, hogy ezek val6jdban igazi metrikak C*-algebrék dltaldnos kon-
textusdban, mads esetkeben tudjuk, hogy nem, illetve t6bb esetben csak sejtjiik, hogy azok-e.

Ismeretes, hogy tetszbleges A, B € M, (C)*" pozitiv definit métrixnak a szimmetrikus Stein-
divergencidjat a

A+B 1
S(A,B) = logdet(T) -5 logdet(AB)

kifejezés definidlja. Val6jdban ez az Ggy nevezett Jensen-Shannon szimmetrizaci6ja annak a diver-
gencidnak, amit Stein veszteségnek (Stein’s loss) neveziink (Iasd a [19] elsé két fejezetét). A [7] cikk
szerzoi azt allitottdk, hogy

8s(A,B)=+/S(A,B), ABeM,(O""

nem val6di metrika, mig [6] szerzdi az ellenkezdjét sejtették. A problémat az utébbinak egyik szer-
z0je, Sra oldotta meg. Nevezetesen, a [19] cikkben Theorem 5 azt mondja ki, hogy 6 s val6di metrika
M, (C)* " -on, tovabba &5 szamos érdekes tulajdonsagarol szolo eredmény szerepelt a munkaban.
Vegyiik észre, hogy mivel Trolog megegyezik logodet-tel M, (©)**-on, S(A,B)-t atirhatjuk,
mint
S(A, B) =Tr (log(AVB) —log(Ax ,B)), A,BeM,(C)*".

Ez minden p = 0 val6s szdmra igaz. Ez alapjan ldthatjuk, hogy a szamtani kozép és «k , kiilonbségé-
nek Tr szerinti képével ellentétben (amely valéban fiigg a p paraméter értékétdl), a szamtani kozép
logaritmusédnak és « ,, logaritmusa kiilonbségébdl vett trace nem fiigg p-t6l. Az ut6bbi négyzetgyo-
ke rdaddsul val6di metrika
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Egy természetes kérdés, hogy hasonlé észrevétel tehet6-e a C*-algebrédk altalanos esetében.
Legyen <f tetszOleges C*-algebra egy 7 hiiséges trace-szer(i pozitiv lineéris funkcionéllal. Ekkor
val6éban teljesiil, hogy barmely p, ¢ nemnegativ val6s szamokra

(16) 7(log(Ax ,B)) = T(log(Ax4B)), A,Beol™ .

Hogy ezt lassuk, megjegyezziik a kovetkez6t. Egya a [12] cikkben szereplé Theorem 2 bizonyita-
sabol nyert 6tletet alkalmazva a [13] cikkben taldlhaté Lemma 17 sordn bebizonyitottuk, hogy tet-
sz6leges Neumann algebran értelmezett ¢ korldtos linedris funkcionél akkor, és csak akkor trace-
szerd, ha

(17) ¢(og(ABA)) =2¢(ogA) + ¢(log B)

teljesiil minden pozitiv invertdlhat6 A, B-re. (Igazdbdl [13] dnadjungalt linedris funkciondlokra
bizonyitotta az eredményt, de ismerve az ilyen funkcionélok karakterizacio6jat, az allitast dltalanos
linedris funkciondlokra is be lehet bizonyitani.)

A [11] cikkben bizonyitédst nyert, hogy egy 7 hliséges trace-szert pozitiv linedris funkcionéllal
ellatott «f tekinthetd egy Neumann algebra gyengén/er0sen suru részalgebrajanak, amelyre 7 nor-
malis hliséges trace-szert pozitiv linedris funkcionélként terjed ki. Belathatd, hogy ez a kiterjesztés
kielégiti a (17) egyenldséget. EbbOl mar egyszertien kovetkezik, hogy

7(log(Ax ,B)) = (1/2)t(log A+logB) = t(log(Ax4B)), A,Bed™".
Tehat a
(18) 8%(A, B) = (7 (log(AVB) —log(Ax,B)))"?, A, Beas**

érték fliggetlen p-tél, azonban nem tudjuk a vélaszt a kdvetkezd val6szintileg nehéz kérdésre.

3. Probléma. lgaz-e, hogy a (18) 4ltal definiélt 6§ valédi metrika egy altalanos, 7 hiliséges trace-
szer(i pozitiv linedris funkcionallal rendelkezé C*-algebra esetében?

Ezzel kapcsolatban megemlitenénk, hogy
7(log(Ax,B)) = T(log(A#B)), ABed/™ .

Ez is abbdl kovetkezik, hogy (17) teljesiil T-ra. Ezt, és a logaritmus fliggvény operdtor monotonité-
sat felhaszndlva lathatjuk, hogy §5(A, B) mindig nemnegativ. A 7 hiiségességének kovetkezménye,
hogy pontosan akkor 0, amikor A = B, valamint szimmetrikus a két véltozéjaban. Tehdt 55 met-
rikussdga csak azon mulik, hogy teljesiti-e a hdromszog egyenlétlenséget. Mint azt kordbban em-
litettiik, agy hissziik, hogy ez egy nehéz kérdés, amit aldtdmaszt a bizonyitds 6sszetettsége matrix
algebrdk esetében, lasd [19].

A kovetkezd eredménnyel zdrjuk a munkdnkat, amely a (16) egyenléséghez kapcsolédik. Azt
mutatja, hogy barmely két kiilonb6z6 p, g nemnegativ szam esetében ezen egyenldségnek tel-
jesiilése valojaban karakterizélja egy tetsz6leges Neumann agebran értelmezett korldtos linedris
funkciondl trace-szertiségét. Kiemeljiik, hogy a 3. tétellel elentétben nem feltételezziik a linearis
funkcionélrdél, hogy pozitiv, ennek azonban az az 4ra, hogy az eredmény Neumann algebrakrol
sz0l, és nem dltalanos C* -algebrakrol.

4. Tétel. Legyen «f egy Neumann algebra. Tegyiik fel, hogy ¢ korldtos linedris funkciondl <f -n.
Legyen p, q két kiilobozo nemnegativ valos szam. Ekkor

(19) ¢log Ax,B) = p(log Ax4B), ABedl™"

akkor, és csak akkor teljesiil, ha ¢ trace-szerti.
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Bizonyitas: A fenti diszkusszi6 miatt csak a sziikségességet kell igazolnunk.
El6szor tegyiik fel, hogy p = 0 és g > 0. Ebben az esetben (19) a kdvetkez6 alakot 6lti:

¢(log AxoB) = ¢(log Ax 4B).
Ha A helyére A% 9-t, B helyére pedig B 9-t irunk, akkor lathatjuk, hogy
(20) p(2log A+logB) = p(log ABA), ABeo™™.

Ekkor a [13] cikkben szerepl6 Lemma 17 alapjan teljesiil a trace-szertiség. Emlékeztetiink ezen
lemmaénak a bizonyitdsara. Ebben tetszdleges adott P, Q projekcidkra, I + tP-t irtunk A, és I+ tQ-t
irtunk B helyére (£ > -1), ésa

1) logI+X)= ) (—1)”“%,

hatvanysor elédllitast hasznéltuk, amely teljesiil minden X € «/-ra, amire || X| < 1. Ezzel a mdd-
szerrel (20) egy olyan egyenldséggé alakult at, melynek mindkét oldaldn ¢ egy-egy hatvdnysora
taldlhaté a nulla egy kornyezetében. A > tagok egyiitthatéit vizsgalva kaptuk a

@(PQP) =¢(QPQ)

egyenldséget. Végiil, a [3] cikkben taldlhat6 Lemma 1 bizonyitdsdbol alkalmazva egy otletet, leve-
zettiik, hogy ha ez az egyenldség teljesiil minden P, Q € </ projekciora, akkor ¢ trace-szert.

Jelen allitdsunkhoz visszatérve tegyiik fel, hogy 0 < p < q. Egy hasonl6 érvelést fogunk hasz-
ndlni, ami viszont ebben az esetben technikai szempontbdl joval 6sszetettebb lesz. A (19) egyen-
16ségbe helyettesitsiik A-t és B-t AP*-nel és BY'?-nel, valamint hozzuk ki a gy6koket a logaritmus
alél, hogy a kovetkez6t kapjuk:

1 q
log(ABA) log APBPA‘J .
g loBtaB) = o (log[a7 577
Ebbdl lathatjuk, hogy ha g-t irunk g/ p helyére, akkor (19) ekvivalens a kovetkezovel:
1
(22) ¢ (log(ABA)) = s ¢ (log(ATB1AT)), ABe«*t.

Legyen P és Q két vetités, valamint A =1+ tP és B = [ + tQ tetszoleges t > —1 val6s szdmra.
Hatvanysor el64llitds segitségével a kovetkezd egyenldségekre jutunk:

1 1 © W 1 (=
—¢(log(AYBIAY)) = —p|log| Y vat™|| = =@ D Ynr
q q n=0 q n=0

és

¢ (log(ABA)) = (log(z wnt )) = cp(g‘bgnt”).

Az vy, Y, w5, Q, egylitthatok of elemei. Mivel a két hatvdnysor azonos fiiggvényt definidl a £ =0
egy kornyezetében, az egyiitthatéknak meg kell egyeznie. Specidlisan,

(23) (p(Q —E)—o
3 p .

Megmutatjuk, hogy ebbdl kdvetkezik ¢ (PQP) = ¢(QPQ). Ahogy mér korabban emlitettiik, ha ez a
egyenldség teljesiil minden P, Q € «f projekcidra, akkor ¢ trace-szert.
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Az (1 + 1)9 hatvanysorat alkalmazva megkapjuk a kévetkezot:

ATBIAT=(I+((1+07-1DP) I+ (A +0-1)Q)I+ (1 +n7-1)P)

(1+Z )tP I+Z( )t Q)(I+Z t]P)
k=1 j ]
=log(I + Z unt™),
n=1
valamint (21)-bdl kovetkezik, hogy
Upt"
log(I + Zvn " = Z( 1)’”“@
n=1 m=0
Ebbdl konny latni, hogy
3
VU2 + 02U Uy
24 Y3=ug— 220 L
(24) 3=1U3 5 t3
ezért csak a vy, v, és vz egylitthatdkat kell tekintentiink. Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy
v1=q2P+Q),
és
-1 -1
vzzq(qz Jop 1+ q?P+ P (PQ+QP) + q(qz Lo
— (2 2 2 9°-q
=(q°-q)P+q°"P+qg°(PQ+QP)+ Q
1 1
=q* PQ+QP+2P+EQ)—q(P+EQ)
1, s 1
=50" P+ Q- 2q2P+Q).
Ami vs-at illeti,
-1)(g-2 2(g-1 2(g-1
:%2}%6’ (Z Jop 4 (6; )(PQ+QP)
20,4 _ _ _
+qPpop+ 1072 (qz Dpo+op+24-1ld-2) 2(07 2o

3 o2
_q 32 +2qp+(q3_q2)P+6/ -q°

3_ 2 q3_ q +26]

g PQ+er) + T—1—qo

3 4 1
=q (PQP+PQ+QP+§P+EQ)

(PQ+QP)+q*PQP

L4

(PQ+QP+2P+;Q)+q( P+- Q)
Tehat
V1V2 + Uy :%cf’ (2P+Q(2P+Q)*+ (2P +Q*(2P+Q))
—%qz((2P+Q)(2P+Q)+(2P+Q)(2P+Q))

=q> (4PQP +2QPQ +6(PQ+ QP) +8P + Q)
- q*(2(PQ+QP)+4P+Q)
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Ui = q*2P+Q)® = *(4PQP +2QPQ+6(PQ+ QP) +8P + Q).
Ezek segitségével (24) alapjan ad6dik, hogy

U1VU2 + U2V U‘I’ 3 4 1
Y3 :vg—T+§:q PQP+PQ+QP+§P+6Q—2PQP—QPQ

-3(PQ+QP)—-4P— %Q+ gPQP+ gQPQ+2(PQ+ QP) + §P+ %Q

+q° PQ+QP+2P+%Q—(PQ+QP)—2P—%Q

2 1

—3(11) P—lp)+ %P+1)
=q"|3PQRP-3QPQI+q| P+ Q).

Eszrevessziik, hogy Q3 megegyezik Y3-mal, ha g = 1, tehat
Q —IPQP 1QPQ+2P+1Q
°73 3 37 3%

Ezek segitségevel lathatjuk, hogy

Q —E—(lp p-Ltopg+ipsd )—(§+P1 )— 2(113 p-Ltopg+ip+l
3 q—SQ 3 QPQ+ 2 P+2Q) =3+ P2Q) =g | TPQP-ZQPQ+ P+ 2Q

—(1- 2)(1PQP—1QPQ)
R 3 '
Ezek tudatdban, (23) alapjan
1 1
-PQP--QPQ|=0,
90(3 QP-2Q Q)

amibdl mar latszik, hogy @ (PQP) = ¢(QPQ) barmely P, Q € « vetitésre. Ahogy kordbban maér
emlitettiik, ebbdl kovetkezik, hogy ¢ trace-szerli. Ezzel az éllitdsunk bizonyitédsa teljes. [ ]

6. A TARGYALT EREDMENYEK KONKLUZIOJA

Munkénkat az eredmények osszefoglaldsaval zarjuk. ElGszor azt tanulményoztuk, hogy C*-
algebrakon fennall-e valamilyen egyenlGtlenség a szdmtani kozép és az dltalunk definialt x,, ope-
raciok kozott (nemnegativ-e a szamtani kozép és k, kiilonbsége), amely trividlisan biztositana d;
joldefinidltsdgat. Az 1. allitas kovetkeztében lattuk azonban, hogy ez csak specidlis esetekben,
kommutativ algebrakban fordul el6. Ezt kovetéen utaltunk a [11] cikkre, ahol a szerz6 megmu-
tatja, hogy d,, joldefinialt M, (C)"-on minden p = 0 esetén, valamint d; is joldefinialt tetszbleges
altalanos C™*-algebra pozitiv kiipjan, ha p < 2. (A p > 2 eset kifejezetten nehéznek mutatkozik.)
Ezek utdn d, metrikussagat vizsgéltuk. A 2. dllitisban megmutattuk, hogy d;,, pontosan akkor
valodi metrika egy Hilbert-tér egyrangu projekcidinak P;(H) halmazan , ha p < 2. Ebbdl kovet-
kezik, hogy tetszdleges p > 2 esetén d, nem metrika mar a 2 x 2-es matrixok algebrajan sem. A
kérdés, hogy d; val6di metrika-e ezekben az esetekben, azonban meglehet6sen nehéz probléma-
nak tinik, aminek vizsgdlata indokolt, tovdbbi kutatés targyat képezi. A 3. tételben megmutattuk,
hogy ha lehet olyan ¢ korlétos linedris funkcionél egy «/ Neumann algebran, melyre d$ joldefini-
alt, az csak trace-szertl lehet. Megjegyezziik hogy ennek eredménynek és az 1. allitdisnak a p =0
esetei is azt mutatjdk, hogy mennyire nem operator konvex az exponenciélis fliggvény. A szim-
metrikus Stein-divergencia formuldja 4ltal motivélva vizsgaltuk a szdmtani k6zép logaritmusdnak
és valamely x,, logaritmusa kiilobségének képét egy hiliséges trace-szert pozitiv linearis funkcio-
ndl szerint tetsz6leges C*-algebra pozitiv definit kiipjan. Természetesen meriil fel a kérdés, hogy
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egybeesnek-e ezek a fiiggvények, az M,,(C)** esethez hasonléan. Az utols6 eredményiink azt mu-
tatja, hogy ez pontosan akkor térténik meg egy Neumann algebra korlatos linedris funkcionélja
esetében, ha az trace-szer(i. Megjegyezziik, hogy hasonlé eredmény bizonyithat6 egy C™*-algebra
és egy pozitiv linedris funkciondl esetén is. A kérdés, hogy az utébbi kontextusban 6§ négyzetgyoke
val6di metrika-e, ugyancsak mély probléma, a jovében szeretnénk ezzel is foglalkozni.
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