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1. Bevezetd

A dolgozatban a gémbdok feletti komplex vektornyalabok osztalyozasaval fogunk foglal-
kozni. Megmutatjuk, hogy S™ felett a 7,1 (U (k)) homotopia csoport osztélyozza az unitér
vektornyalabokat. A karakterisztikus osztalyok elméletének és a Chern-Weil elméletnek a
rovid, bevezets jellegd ismertetése utan ratériink a gémbok feletti vektornyaldbok koho-
mologikus osztélyozasara. Belatjuk, hogy az S?" gémb felett a vektornyalabokat az n-edik
Chern osztalyok osztalyozzak. Végiil kitekintésképpen utalast tesziink a Hirzebruch-Bott
tételre, amely a vektornyalabok homotopikus és a kohomologikus osztalyozésa kozott
fennélld diszkrepanciara vilagit ra.

A lényeges kiilonbség a homotopia csoportokon alapuld és a kohomologia terekkel
torténd osztalyozas kozott az, hogy a homotopikus osztalyozas ugyab erGsebb a eszkoz
kohomolodgia terekkel torténé osztalyozasnal, viszont a sokasdgok kohomoldgia csoport-
jait, illetve vektornyalabok karakterisztikus osztalyait kénnyebb meghatirozni, mint a
megfelel6 homotopia csoportokat.

Ot fejezeten keresztiil kalauzoljuk el az Olvasot a differencidlgeometria és algebrai
topologia eme szép hatarteriiletére.

A masodik fejezet egy sokasig elméleti bevezetd, melyben azokat az alapvetd definici-
okat és tételeket ismertetjiik, melyek nélkiilozhetetlenek a kés6bbi fejezetek megértéséhez.

A harmadik fejezet az integralasrol és a de Rham elméletrdl szol, ennek ismeretében
tudunk majd nekivagni a kohomologikus osztalyozasnak.

A negyedik fejezet els6 felében definialjuk a vektornyalabokat, a fejezet masodik fele
pedig egy rovid bevezetés a karakterisztikus osztalyok elméletébe és a Chern-Weil el-
méletbe. A Chern-Weil elméletet az 1940-es években dolgozta ki Shiing-Shen Chern és
André Weil. A Chern-Weil elméletben komplex vektornyalabokhoz rendeliink karakterisz-
tikus osztalyokat, melyeket Chern osztalyoknak hivunk. Ez az elmélet 6sszekot6 szerepet
jatszik az algebrai topologia és a differencidlgeometria bizonyos teriiletei kozott.

Az 6todik fejezetben elvégezziik a gdbmbok feletti vektornyalabok homotopikus és ko-
homologikus osztalyozésat. A fejezet végén az algebrai topologia és a differencidlgeo-
metriai szal dsszeér azzal, hogy bebizonyitjuk, hogy az S?* gombok felett az unitér vek-
tornyalabokat az n-edik Chern osztalyok osztalyozzdk. A vizsgilédasunk targyat képzé
gombok feletti unitér vektornyalaboknak alacsony dimenzios esetekben fizikai interpreta-
cioi is vannak. Az S? feletti unitér vonalnyaldbok a nyugvo magneses toltéssel (Dirac-féle
mégneses monopolus), az S?* feletti U(2) vektornyaldbok pedig a Yang-Mills egyenlet
ondualis megoldasaival (insztantonok) allnak szoros kapcsolatban.



2. Differencialgeometriai alapfogalmak

2.1. Sima sokasagok

Ebben a fejezetben a feladat megoldasahoz nélkiilozhetetlen differencialgeometriai ap-
paratus gerincét képz6 fogalmak keriilnek bevezetésre. Terjedelmi okok miatt nem all
modunkban a tételek bizonyitasait is kozolni. Az itt leirtak részletes, bizonyitasokat nem
nélkiilozs targyaldsa az [1] és a [2| konyvekben megtalalhato.

2.1. Definicié. Egy M megszdmldlhatd bdzisi Hausdorff teret n € N dimenzids C* so-
kasagnak (k € N, k = oo vagy k = w) neveziink, ha teljesilnek a kévetkezdk:

1. M bdrmely pontjanak van R™-el homeomorf kérnyezete. Legyen U C M nyilt hal-
maz, ¢ : U — R" homeomorfizmus, ekkor az (U, ) pdrt az M egy térképének
hivjuk.

2. Ha (U, ) és (V 1) két térkép M-en, melyekre U NV #£ 0, akkor a
Yoy :R" - R"

leképezés legyen C* diffeomorfizmus. Ebben az esetben az (U, @) és a (V, 1)) térké-
pekre azt mondjuk, hogy CF kapcsoltak. M-en térképek eqy A = {(Us,0)|i € I}
gyijteményét C* atlasznak nevezziik, ha egyiittesen lefedik M-et és pdronként C*
kapcsoltak.

3. Legyen adott M-en eqy D-vel jeldlt C* atlasz, melyre igaz, hogy ha egy (U, @) térkép
C* kapesolt D minden elemével, akkor eleme D-nek. Egy ilyen D atlaszt M-en C*
struktiranak hivunk.

2.1. Megjegyzés. A C° sokasagokat topologikus sokasagoknak nevezik, a C'* soka-
sagokat pedig sima sokasdgoknak hivjak. Whitney egy eredménye alapjan a kozbiilsé
esetekkel nem foglalkozunk. Ebben a dolgozatban sokasag alatt mindig sima sokasagot
fogunk érteni és sokaszor a sima struktirat sem tiintetjiik fel.

2.2. Definici6. Legyenek (M, D) és (N,A) m- illetve n-dimenzids sima sokasdgok. A
®: M — N leképezést differencialhatonak (simdnak) mondjuk, ha tetszéleges (U, p) € D
és (V,v) € A térképekre fenndll, hogy ha ®(U)NV # 0, akkor a po P o™ : R™ — R"
leképezés differencidlhatd (sima).

Amennyiben egy topologikus sokasag ellathato differencialhato struktaraval elGfordul,
hogy ez tobbféleképpen is megtehetd, ezeket egzotikus sokasidgoknak hivjuk. Differenci-
altopologiai szempontbodl az egymassal diffeomorf sokasdgokat azonosnak tekintjiik.

Megjegyezziik, hogy egy sokasdg Onmagara valé sima diffeomorfizmusai csoportot
alkotnak, ezt a sokasag diffeomorfizmus csoportjanak hivjuk. Megmutathato, hogy az
Osszefiiggd sokasagok diffeomorfizmus csoportja tranzitivan hat a sokasagon. Ennek az
allitasnak a bizonyitasa megtalalhato [1]-ben.
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2.2. Példa. 1. Az egyik legegyszeriibb példa sima sokasagra R" (n € N), melyen egy
elemd sima atlasz (R™,1d).

2. Az S" := {z € R""!|||z]]| = 1} n-dimenzidés egységgdmbon is megadhato egy sima
atlasz a kovetkezé modon. Kijeloliink két atellenes pontot (E és D) és vessziik az
ezen két pont altal meghatarozott egyenes -mint altér- ortogonalis komplementu-
méat (egyenlit§ hipersikja), ez egy n-dimenzios euklideszi tér. Az elébb kijelolt két
pontbol S™-et sztereografikusan levetitjiik az egyenlits sikjara a két projekcio legyen
vp és pp. Konnyen ellendrizhets, hogy {(S™ \ {E}, vr), (S \ {D}, ¢p)} kételemii
sima atlasz S™-en.

2.3. Megjegyzés. A peremes sokasag a kozonséges sokasag fogalom egy kiterjesztése. A
peremes sokasagok annyiban térnek el a kézonséges sokasagtol, hogy megengedjiik, hogy
minden pontnak legyen a zart féltér —mint topologikus tér— egy nyilt részhalmazaval
homeomorf kérnyezete.

A peremes sokasag azon pontjait, melyeknek van a teljes tér egy nyilt részhalmazaval
homeomorf kiérnyezete a peremes sokasag bels§ pontjainak nevezziik. A bels§ pontok
alkotjak a peremes sokasag belsejét, a tobbi peremes sokasaghoz tartoz6 pont pedig a
peremes sokasag hatarat alkotja. Megmutathato, hogy a perempont fogalma jol definialt,
azaz térképezés valasztasatol fiiggetlen.

Belathato, hogy a peremes sokasag hatdra onmagaban véve egy eggyel kisebb dimen-
7i6s kozonséges sokasag, a belseje pedig egy vele azonos dimenzioji kézonséges sokasig.
A peremes sokasiagok bGvebb és részletesebb targyalasa megtalalhato [1]-ben.

2.3. Definicié. Ha az M perem nélkili sokasdg —mint topologikus tér— kompakt, akkor
M -et zért sokasagnak nevezziik.

2.2. Sokasagok érintétere

2.4. Definicio. Legyen p egy pontja az (M,D) sokasagnak, (U, ) pedig egy térkép p
koril. Legyen 0 € I C R egy intervallum. A v1,v : I — M sima gorbékrdl akkor
mondjuk, hogy elsé rendben érintik eqymdst a p pontban az (U, p) térképre vonatkozoan,
ha teljesiil, hogy

1. 71(0) = 72(0) = p
2. (pom)'(0) = (po2)(0)

2.1. Allitas. A fenti definicid jeloléseivel: Ha (V1)) szintén egy p kirili térkép, akkor
Y1 €s Yo pontosan akkor érintkezik elsé rendben az (U, ) térképre vonatkozdan, ha elsd
rendben érintkezik a (V1) térképre vonatkozéan is, ezdltal két sokasdgbeli sima gorbe
elsdrendii érintkezése térképfiiggetlen, joldefinidlt fogalom.



Bizonyitas. Tekintsiik az (M, D) sokasdgon a ~; és 7, sima gorbéket, melyekrol fel-
tessziik, hogy p € M-ben els6 rendben érintik egymast az (U, ) térképre vonatkozoan.
A definiciobeli 1-es tulajdonsag nyilvan térképfiiggetlen, igy elég csak a 2-es egyenlGség
fennéllasat i-re igazolni. A lancszabalyt alkalmazva a két térkép sima kapcsoltsagét
figyelembe véve kozvetleniil adodik az allités.

_ _ 1. és 2.

(¥ om)(0)=(bopopomn)(0) =D(op ) (won(0)(pon)(0) =

=D o9 ) (p012(0))(9072)(0) = (Yo g™ 0poy)(0) = (Y o)(0) (21)

Q.E.D.

2.5. Definicié. Kdinnyen ldthatd, hogy az a kijelentés, hogy ,két sima gorbe elsd rendben
érintkezik eqy adott p € M pontban” ekvivalencia reldcio a sokasdgban futd sima gorbék
halmazdn, ezért az M sokasdg p € M-beli érintGtere definidlhato a kovetkezd maodon:

T,M = {[7],|7(0) = p}, ahol

Y]p ay: 1 — M sima gdrbe dltal reprezentdlt ekvivalencia osztdly.

A fenti definiciobol vildgosan kovetkezik, hogy az érintétér ellathatd egy valos vektortér
struktaraval, melynek dimenzidja a sokasdg dimenzidjaval egyezik meg. Ennek értel-
mében lehet beszélni a p € M pontbeli érintGtér dudlis terérdl, melyet koérint&térnek
neveziink és Ty M-al jeloliink. A koérintGtér elemeit kovektoroknak hivjuk.

2.6. Definicio. A TM = [][ T,M objektumot a sokasdg érintényalabjanak nevezzik.
peEM

Az érintdnyaldb mintdjdra konstrudljuk meg a koérintényalabot: T*M = [] T, M.
peEM

Az érint6tér és érintényalab fenti bevezetésének elénye, hogy rendkiviil szemléletes és sz6
szerint atvihets végtelen dimenziés sokasdgokra.

Azonban sziikségiink lesz az érintGtér egy mésik elgallitasara is. Latni fogjuk, hogy
a kétféle elGéllitas egymassal kanonikusan izomorf struktirdkat eredményez. A most
kovetkezs elGallitas hatranya ellenben az, hogy nem lehet az igy nyert érintGtér fogalmat
kozvetleniil dltalanositani végtelen dimenzios sokasagokra.

Tekintsiik a sokasagon értelmezett valos értékii sima fiiggvényeket. Ezek a pontonkénti
miveletekkel és a valos szammal vald szorzassal algebrat alkotnak a valds szamtest felett.
Egy M sokasag esetén jelolje ezt a fiiggvényalgebrat F(M).

2.7. Definicio. Egy v: F(M) — R leképezésrdl azt mondjuk, hogy
1. R-linearis, ha Vf, g € F(M) ésVa, 5 € R esetén
v(af + Bg) = av(f) + Bo(g)
teljestil.

2. Derivacio, ha teljesiti a Leibniz-tulajdonsdgot, azaz Vf,g € F(M) esetén
v(fg) =o(f)-g+g-v(f)



Az M sokasdg egy p € M-beli derivdciojdt a sokasdg egy p-beli érintévektoranak nevezziik,
ezen érintdvektorok dltal alkotott linedris teret pedig a sokasdg p pontbeli érintGterének
hivjuk!.
Az M sokasag egy p pontjaban fenti definici6 révén nyert objektumot [4] nyoman D, M-el
jeloljiik.

2.1. Tétel. Legyen (M,D) n € N dimenzids sokasdg, p € M, (U, x) pedig egy térkép p
koril. Legyen (e;)?, egy bdzis R"-en. Alljon elé x : U — R™ x = z'e; alakban. Legyen
tovabbd f € F(M). Fkkor igazak az aldbbi kijelentések:

1. A ( d > [ (ﬂ>p ;= D(f ox7)(e&:)(x(p)) mddon értelmezett leképezés D, M

ox; Ox;
p

8zi
nyének nevezzik.

eleme. A <ﬂ>() U — R leképezést az | figguény i-dik parcidlis derivdlt figgué-

2. A (8812')1) 1 < @ < n differencidloperdtorok D,M egy bdzisdt alkotjdik. Ebben a

bdzisban tetszdleges v € DM v = v(x?) <£> alakban dll eld.
“/p

Most pedig megmutatjuk, hogy az érintévektorok kétféle bevezetése 1ényegében ugyan-
azt a struktturat eredményezi, azaz D,M és T,,M kozott kanonikus izomorfizmus all fenn.
Ezek utan az érint6tér elemeire gondolhatunk dgy, mint vektorokra, vagy mint linearis
differencialoperatorokra. A koérintétér elemeire pedig gondolhatunk gy, mint kovekto-
rokra vagy mint koordinata differencidlokra.

2.2. Allitas. Egy (M, D) sokasdg tetszdleges p € M pontjit véve a T,M és D,M vek-
torterek eqymadssal kanonikusan izomorfak.

Bizonyitas. Legyen (M, D) n € NT dimenzids sokasag, p € M, (U, x) pedig egy térkép
p koriil. Legyen (e;); egy bazis R"-en. Alljon el z : U — R™ 2 = x'e; alakban.
Legyen I egy 0-t tartalmazo intervallum, v : I — M pedig egy sima gorbe, amely a T, M

P

(z07)(0) = (2" 0 )/ (0)e; (2.2)

Az izomorfizmust T,M és D,M bazisvektorain a kovetkez§ hozzarendelés adja meg:

e > <ai)p (2.3)

Ezt linearisan kiterjesztve izomorfizmust kapunk T,M és D,M kozt. Az izomorfizmus
kanonikus volta kovetkezik abbol, hogy a (i> 2.1 tételbeli definiciojaban is R™ (e;),
‘/p

oz
bézisvektorait hasznaltuk.

LA preciz targyalds megkdvetelné, hogy az érintévektorokat eleve fiiggvénycsirdkon értelmezziik, ezt
koveti [1], vagy belassuk, hogy az érintévektorok lokalis objektumok, ezt kiveti [2]. Az sem trivialis, hogy
ebben a definicibban az érintGvektorok valoban linearis teret alkotnak, de ennek bizonyitasa egyszertd
szamolas, melyet az Olvaséra bizunk.
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Q.E.D.

Ezek utan T,,M-et és D,M-et nem kiilonboztetjiik meg és az érintétérre a T, M jelolést
fogjuk hasznalni.

2.8. Definicid. Legyenek (M,D) és (N,A) sokasdgok, a ® : M — N pedig eqy sima
leképezés. Legyenp € M, ésv € T,M. A ®-hez tartozd p-beli érinté leképezést (P.),-vel
jeldljiik és a kovetkezdképpen definidljuk:

(®2)p : ToM = Toy N v = (Ps)p(v)
Ahol (®.),(v) hatdsa egy f € F(N) sima figgvényre:

(D.)p(v)(f) :=v(f 0 @)
A kovetkezd tételben az érintéleképezés legfontosabb tulajdonsagait gytijtottiik ossze?.
2.2. Tétel. A fenti definicio jeldléseit haszndlva:
1. (®,)p, € Hom(T,M, Te,)N).
2. Ha ® diffeomorfizmus, akkor (®.), linedris izomorfizmus.
3. (Idy), = Ldg, i

4. Ha (K,T) sokasdg, ¥ : N — K pedig sima leképezés, akkor tetszdleges p € M
esetén fenndll, hogy

[(Wod).], = (V.)ap) o (P.), (ldncszabdly)

2.3. Tenzormez6k sokasagokon

2.9. Definicio. Az X : M — TM leképezést az M sokasdgon adott vektormezének
hivjuk, amennyiben Vp € M X(p) € T,M. Egy vektormezdrdl akkor mondjuk, hogy sima,
ha tetszdleges f € F(M) esetén a M > p— X(p)(f) € R leképezés sima. A tovabbiakban
vektormezd alatt mindig sima vektormezdét fogunk érteni. Az M sokasdgon értelmezett
vektormezdok halmazdt T (M)-el jeloljik.

Ellenérizhetd, hogy egy sokasdgon értelmezett vektormezGk a pontonkénti 6szzeadas-
sal és szammal valo szorzassal vektorteret alkotnak. Arrél is kdnnyld meggy6z&dniink,
hogy T (M) egy F(M) feletti modulus.

2.10. Definicié. Az w : M — T*M leképezést az M sokasdgon adott elsérendi diffe-
rencidlforménak (réviden 1-formdnak) nevezziik, ha Vp € M w(p) € T; M. Egy elsdrendi
differencidlformdrol akkor mondjuk, hogy sima, ha tetszdleges sima X : M — T M wvek-
tormezdt véve az M > p — w(p)(X) € R leképezés sima. Az M-en adott 1-formdk terét
jelélje QM.

?Kategoria elméleti szohasznalattal élve az érintSleképezés egy kovaridns funktor.
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A lineéaris algebrabol ismert tenzorszorzas mivelet segitségével tetszéleges M sokasag
és p € M esetén értelmezhets a T,V M := (@"T; M) ® (®°T,M) linearis tér, melynek
elemeit r-szeresen kovarians és s-szeresen kontravarians tenzoroknak nevezziik. A TéT’O)M
tenzortér két fontos altere a A} M antiszimmetrikus- és a \/] M szimmetrikus formék tere.

2.11. Definicié. Az M sokasdgon értelmezett (r,s) tipusi sima tenzormezd alatt egy
X :p+— x(p) € TIST’S)M leképezést értink, melyre VX, i € {1,...,r} vektormezdkre és
Vw; j€{1,...,s} sokasdgon értelmezett 1-formdra igaz, hogy

X(.)(Xl,...,XT7LLJ1,...,W5) S I(M)

Az érint6leképezés pontonkénti alkalmazasaval értelmezziik a (0, s) tipust tenzorme-
76k elretolasat (push forward) és az (r,0) tipusi tenzormezdk visszahuzasat (pull back).

2.12. Definicié. Legyenek (M, D) és (N,A) sokasdgok. Legyen (®.), : T,M — Top) N
a®: M — N stma leképezéshez tartozo érintd leképezés.

1. Az M-en adott (0,s) tipusi tenzormezdk eléretolasat N-re az aldbbi leképezés teljes
térre torténd linedris kiterjesztésével kaphatjuk meg.

S

(VX1,..., X, € T(M)) Q) Xi — . <® Xk> = (X)(.)o-1() Xi(@7'())

k=1

II. Az N-en értelmezett (r,0) tipusi tenzormezdk ®-vel vald visszahuzasat M-re a ki-
vetkezd leképezés linedris kiterjesztettje szolgdltatja®

(Ywr, ..., w, € Q'N) ®wk — ®* <®wk> = ®wk(¢())(<l>* o(.))

k=1

2.4. Lie-csoportok és Lie-algebrak

2.13. Definicié. Egy G sokasdgot Lie-csoportnak neveziink, ha adva van rajta egy cso-
port struktira és a csoport miveletek (szorzds, inverz képzés) simdk. Lie-csoportok szor-
zds miveletét ,,--al, az egységelemét pedig e-vel fogjuk jeldlni (multiplikativ irdsmdd).
Tetszileges g € G esetén a Ny :=g-(.): G —= G és a p, = (.)-g: G— G leképezések
sima diffeomorfizmusok, ezeket g-vel valo bal- illetve jobb eltolisnak fogjuk nevezni.

Kommutativ Lie-csoportra példa T = S! a komplex szorzassal. A kvaternio egység-
gomb (S?) a kvaternioszorzassal, illetve az n x n-es invertdlhaté métrixok csoportja a
matrixszorzassal nem kommutativ Lie-csoportot alkot.

Egy Lie-csoportra tekinthetiink tgy is, mint egy sima sokasdgra, melynek diffeo-
morfizmus csoportjdnak egy részcsoportja a sokasag elemeivel reprezentalhatd. A cso-
port tulajdonsag kovetkezménye, hogy egy Lie-csoport Osszefiiggd komponensei -mint
részsokasagok- egymassal diffeomorfak.

3A tenzor el6retolasra és visszahtizésra az érintéleképezés tulajdonsigaival analég tulajdonsagok bi-
zonyithatok. A &, leképezés kovaridns, mig a ®* leképezés kontravaridns funktorként viselkedik.
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Egy Lie-csoport egyben lokalisan kompakt Hausdorff topologikus csoport, Haar Alfréd
tétele szerint létezik rajta balinvaridns radon mérték, mely szerint a kompakt tartoja
folytonos fiiggvények integralhatok.

A kovetkezd allités egy érdekes bizonyitasi technikat mutat be. Nevezetesen azt, hogy
szamos egzisztencia tétel bizonyithato Lie-csoportokon oly médon, hogy a lokélis konst-

rukcio utan a kapott objektumot a csoport szorzas segitségével | globalizaljuk” (b&vebben
1d.:[4]).

2.3. Allitas. Minden G Lie-csoporton megadhaté dim(G) szdmii sima vektormezd, ame-
lyek G munden pontjdban linedrisan fiiggetlen érintd vektorokat vesznek fel értékiil.

Bizonyitas. Legyen n = dim(G) és legyen {bi(e),bs(e),...,b,(e)} T.G egy béazisa. Em-
litettiik, hogy tetszbleges g € G esetén a Ay : G — G leképezés diffeomorfizmus, kovetke-
zésképpen a

()\g*)e : TeG — T)\g(e)G = TgG (24)

érint6leképezés izomorfizmus, ezért T,G egy bazisat T,G-nek szintén egy bazisaba képezi.
TetszGleges k € {1,...,n} esetén tekintsiik a

by : G —=TG G3grb(g) :=(Ng,)e0br(e) € T,G (2.5)

leképezéseket. Az, hogy VE € {1,...,n} by € T(G) egyszertien abbol kivetkezik, hogy

Ay sima diffeomorfizmus, a minden pontbeli lineéris fliggetlenség pedig a fenti megéllapi-
tasbol fakad.

Q.E.D.

2.4. Kovetkezmény. Abbol, hogy tetszéleges G Lie-csoporton létezik bazismezs kovet-
kezik, hogy a Lie csoport érintényaldbja trivialis azaz

TG = G x RImME), (2.6)

Legyen dim(G) = n és R" egy bazisa ey, ..., e,, a megfelel§ koordinata fiiggvények pedig
xl, ... 2" Legyen by, ..., b egy bazismezs G-n. Vegyiik az alabbi megfeleltetést.

0:GxR" TG (g,2'¢;) = o(g,2"¢;) == 2'b;(g) (2.7)

A ¢ hozzéarendelésrdl lathatjuk, hogy egy diffeomorfizmus, mely nem kanonikus, ugyanis
fiigg attol, hogy G-n milyen bazismez6t valasztunk.

Frank Adams nehéz tétele értelmében a gombok koziil csupan csak az S, S2 és S7
gombok érintényalabja trivialis, de csak az S'-en és S3-on adhaté meg olyan szorzas
miivelet?, mellyel Lie-csoportot kapunk.

A Lie-algebra fogalma a Lie-csoport fogalméval szorosan osszefiigg, de a koztiik fenn-
allo geometriai kapcsolatot csak a XX. szazad 30’-as éveiben tarték fel. Ezzel kapcsolat-
ban az [1]| és [10] miveket érdemes fellapozni.

“Hilbert 5. problémajanak megoldasa szerint a csoport strukttira lényegében meghatarozza a sima
struktarat 1d. [1].
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2.14. Definicio. Egy valds szamtest feletti V vektorteret eqy [+, -] : VXV — V mdvelettel
elldtva Lie-algebranak neveziink, ha ez a mivelet rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:

1. Elsd vdltozdjaban linedris:

(Vo, B € R)VX,Y,Z € V) [aX + BY, 2] = a[X, Z] + BIY. Z]
2. Antiszimmetrikus:
3. Teljesiil a Jacobi azonossdg:

VXY, ZeV) [X,Y.Z]|+[Y,[Z,X]|+[Z,[X,Y]]=0

Az 1. és 2. tulajdonsdgokbol a |-, -] mivelet bilinearitdsa mar kévetkezik.

Lie-algebrakra a szokasos absztrakt algebrai konstrukciok értelmezhetsk. Ilyenek pél-
daul homomorfizmus, izomorfizmus, részalgebra, direkt 6sszeg, direkt szorzat, ideal, fak-
toralgebra sth.. Mi ezeket itt nem definialjuk, definiciojukat ismertnek tételezziik fel.

Lassunk néhany egyszert példat Lie-algebrara:

1. A legegyszeriibb példa Lie-algebrara egy vektortér, melyen a szorzast ugy definial-
juk, hogy barmely két elem szorzata legyen nulla. Ezzel a miivelettel a vektortér
Lie-algebrava valik, melynek neve: nullszorzastu Lie-algebra.

2. Az R? vektortér a vektorialis szorzassal ellatva szintén Lie-algebra.

3. Minden asszociativ algebran bevezethet6 egy olyan mivelet, mellyel az Lie-algebrava
valik. Legyen ugyanis (A, o) egy asszociativ algebra és értelmezziik a

[, ]:AxA—= A
miiveletet a kovetkezé modon:
(Va,b € A)[a,b] :=aob—boa

Ellenérizhets, hogy tényleg Lie-algebrat kaptunk, de ennél tobb is igaz. Nevezete-
sen az, hogy tetszéleges Lie-algebra bedgyazhato egy olyan Lie-algebraba, melyet az
el6bb leirt médon egy asszociativ algebrabol gyartottunk le. Az igy bevezetet mii-
velet az A algebrabeli miivelet nem kommutativitdsat méri, ezért kommutatornak
is nevezik.

4. A mechanika Hamilton-féle Poisson zardjeles targyalasaban az obszervéibilisek® a
Poisson zardjellel ellatva szintén Lie-algebrat alkotnak.

®Obszervébiliseknek nevezziik a fazistéren téren -mint szimplektikus sokasagon- értelmezett valos ér-
tékid sima fiiggvényeket.
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2.5. Példa. Legyen X és Y vektormezsk egy M sokasagon, X és Y Lie-zarojeles szor-
zatan a kovetkezd [ X, Y]-al jelolt vektormezot értjiik.

[ ] T(M) x T(M) = T(M) (Vf € F(M)[X,Y](f)=XoYof—YoXof

Ellendérizhetd, hogy ez a hozzarendelés valoban vektormezGt eredményez és a vektorme-
z0k alkotta vektortér ezzel a mivelettel ellatva egy Lie-algebra, melyet az M sokasagon
értelmezett vektormezk Lie-algebrajanak neveziink.

Ha M és N sokasagok, & : M — N pedig sima leképezés, akkor megmutathato,
hogy a @, érintSleképezés Lie-algebra homomorfizmus a (7 (M), [-,-]) és (T(N), [-,-]) Lie-
algebrak kozt. Amennyiben ® diffeomorfizmus ugy @, Lie-algebra izomorfizmus.

Most pedig ravilagitunk a Lie-algebrak és Lie-csoportok kapcsolatara. Megmutat-
juk, hogy Lie-csoporthoz hogyan rendelhetiink Lie-algebrat, ehhez sziikség lesz a Lie-
csoportokon értelmezett balinvaridns vektormezd fogalmara.

2.15. Definicid. Legyen G egy Lie-csoport. Akkor mondjuk az X € T (G) vektormezdrdl,
hogy balinvarians vektormez6, ha a Lie-csoport tetszdleges g elemére fenndll, hogy

(Ag)(X 0 A1) = X

Az érint6leképezés tulajdonsagaibol adodoan egy G Lie-csoporton értelmezett balinvari-
ans vektormezdk egy alterét alkotjak a 7 (G) vektortérnek.

2.4. Allitas. Egy G Lie-csoporton értelmezett balinvaridns vektormezdk altere a vektor-
mezdk Lie-zdrdjeles szorzdsdra nézve zdrt.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy ha X és Y balinvarians vektormezs a G Lie-csoporton,
akkor az [ X, Y]-al jelolt Lie zarojeliik is az. Vegyiink tetszéleges G-beli g és p elemeket.

A)[X.YTo A (p)() = [X, Y] oA, (D)(() 0 Ag) = (X oY =Y 0 X) o, (p)(() 0 Ay) =
= X oY o), (0)(() 0 Ag) =Y 0 X 0\, (p)(() 0 Ay) = [X,YI(D)() (28)
)

J/

-~

(Ag)«Yorg  (p) (=Y (p)(

-~

(M)« XoXg ' (P)()=X(P)(.)

Q.E.D.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a balinvaridns vektormezGk a vektormez&k alkotta vektor-
térnek nem csupan vektor alterét alkotjak, hanem a Lie-csoporton értelmezett vektorme-
z6k Lie-algebrajanak részalgebrajat is.

2.16. Definici6. Egy G Lie-csoport Lie-algebrdja alatt o G-n értelmezett balinvaridns
vektormezdk alkotta Lie-algebrdt értjik. A G Lie-csoport Lie-algebrdjdt g-vel jeldlyik.

2.3. Tétel. Egy G Lie-csoport tetszdleges g eleme feletti T,G érintdtéren adott egy Lie-
algebra struktira, amely kanonikusan izomorf G Lie-algebrdjdval.

15



Az elébb lattuk, hogy tetszéleges Lie-csoporthoz tartozik egy, a Lie csoport altal egy-
értelmien meghatarozott Lie-albegra. Ennek az allitasnak a megforditasa azonban csak
bizonyos feltételek teljesiilése esetén igaz. Errél szol a Lie-Cartan tétel, amellyel a Lie-
csoportok és Lie-algebrak kapcsolata teljessé valik.

2.4. Tétel. A véges dimenzios Lie-algebrdk izomorfizmus osztdlyar kolcsondsen eqyér-
telmi megfeleltetésben dllnak az eqyszeresen dsszefliggd Lie-csoportok izomorfizmus osztd-
lyaival. Minden -izmorfizmus erejéig meghatdrozott- eqyszeresen 6sszefiiggd Lie-csoporthoz
eqy olyan Lie-algebra rendelhetd, amely izomorf az & Lie-algebrdjdval.
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3. A de Rham elméletrd6l dibhéjban

3.1. A kils6 derivalas

3.1. Definicio. Akkor mondjuk w-rol, hogy hogy az M sokasdgon értelmezett r € N
rendd differencidlforma (vagy kilsd forma), ha w egy olyan (r,0)-tipusi tenzormezd M -
en, amely M barmely p pontjiban a /\;M térbol veszi fel értékeit. Az M sokasdg feletti
r-rendd differencidlformdk R-felett vektorteret, F(M) felett pedig modulust alkotnak. Az
r-rendd differencidlformdk alkotta R-felettr linedris teret Q" M -el jelélyiik.

Tetsz6leges M sokasig esetén a linearis algebrabol ismert konstrukcidkat alkalmazva meg-
kaphatjuk a differencidlformak Q*(M) terét.

(M) =P oM (3.1)
r=0
Ennek a térnek az
Q'(M):=0"Mo @ 0, (Ahol 0, az Q" Mtér origsja.) (3.2)
r=0,r#k

alterét az M-en értelmezett homogén k-formak terének nevezziik. Persze ez az altér ka-
nonikusan izomorf QFM-el, igy jelolésben nem is kiilonboztetjiik meg Sket. Q*(M)-et
ellathatjuk egy A-el jelolt szorzés mivelettel, amelyet a homogén formakon pontonkénti
miveletként definidlunk, majd linearisan kiterjesztjiik teljes Q*(M)-re. A kapott struk-
tira egy asszociativ algebra, melyt az M sokasag Grassmann algebrajanak vagy kiilsg
algebrajanak neveziink. Amennyiben adottak az M és N sokasidgok és koztiik a sima
® : N — M leképezés. A P-hez tartozd ®* forma visszahiuzas M és N kiils6 algebrajara
komponensenként kiterjeszthetd, ezért ra kiilon jelolést nem vezetiink be.

3.1. Megjegyzés. Ahogy az /\2 M teret R-el azonosithatjuk, gy a Q°M térnek F(M)-
et feleltethetjiik meg. Hasonloképpen igaz n > dim(M) esetén, hogy Q"M =0 € F(M).

3.1. Tétel. Vegyiink eqy M sokasdgot, ekkor létezik eqy egyértelmilen meghatdrozott d :
Q* (M) — Q(M) linedris leképezés, amely a kévetkezd feltételeket teljesiti:

1. (Vk€{0,...,dim(M)}) TIm(d|ge,,) C Q"M
2. (Ywi,wy € (M) w; € Q"M = d(w; Aws) = dwy Aws + (—1)Fw; A dw,
5. (Yo e T(M),f € F(M)) df(v) = olf)
4 (Vf € F(M)) dod(f)=0
5. Ha N szintén sokasdg ® : N — M pedig egy sima leképezés, akkor d(®*(.)) = ®*(d(.)).
d

Ad: QY (M) — Q (M) leképezést kiilsé derivildsnak nevezzik.
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A kils6 derivalas lokalis alakjat a kiils6é derivalt 1.-4. tulajdonsagai egyértelmiden
meghatarozzék. Az 5. tulajdonséag felel azért, hogy a térképeken értelmezett lokalis ala-
kok kompatibilisek legyenek egymassal. A lokalis alak ismeretében pedig megmutathato,
hogy dod = 0.

3.1. Allitas. Legyen M sokasdg és legyen m = dim(M). Legyen w € QFM és legyen
(U,x) egy térkép. Ekkor léteznek (V5 € {1,...,k})1 < i; < m = w;, . € F(M)
figgvények, hogy w az (U, z) térképen az aldbbi lokdlis alakban dll eld.

k
wly = Z Wi ,...i, /\dxil (3.3)
=1

1< <..<ig<m

Ekkor dw € Q*'M lokdlis alakja az (U, x) térképen:

k k
dwl|, = Z Z %dx] A /\dx” (3.4)

=1 1<i1 <...<ip<m =1

3.2. De Rham kohomolégia csoportok

3.2. Definicid. Legyen M sokasdg, tovdibbd legyen 0 < k < dim(M).
1. A Z*M = Ker d|q,, linedris tér elemeit zart k-formdknak nevezziik.
2. A B*M =Tm d|qg.1,, linedris teret pedig az egzakt k-formdk alkotjdk.

Minden dim(M)-rendd homogén formdt zdrtnak fogunk tekinteni, tovdbbd megdllapodunk
abban, hogy az egyetlen egzakt 0-forma az azonosan nulla fiigguény.

A dod = 0 egyenlSségbdl kovetkezik, hogy B¥KM C ZFM. Két zart formarol akkor
mondjuk, hogy kohomolégok, ha kiilonbségiik egy egzakt forma. A kohomolégia egy ekvi-
valencia relacio a zart formak terén. A kohomologia altal szarmaztatott faktorstrukturat
nevezziik k-adik de Rham kohomolégia csoportnak.

ZkM
BkM
A k-adik de Rham kohomoldgia csoport val6jaban persze egy vektortér, de a figyelem
kozéppontjaban gyakran mégis eme vektortér additiv csoportja all, ezért a szakirodal-

mak &ltalaban de Rham kohomolégia csoportként emlitik. A HA M tér dimenziojat
-amennyiben ez véges- k-adik Betti-szamnak hivjuk és bg-val jeloljiik.

HY M = (3.5)

3.2. Allitas. Egy n € N dsszefiiggd komponensbdl dllé M sokasdgra H3: M ~ TR

Nagyon érdekes, hogy bar a de Rham kohomologia csoportokat tisztan a differenci-
alhato struktura segitségével szarmaztatott objektumokkal definidltuk mégis rengeteg
informacioval szolgilnak az alaptér topologiajat illetGen. Mivel a kiils6 derivilas és
a forma visszahuzas felcserélhet6 miiveletek kovetkezik, hogy a kohomologia csoportok
diffeomorfizmus-invariansak. A de Rham tétel azonban ennél joval tobbet &llit.
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3.2. Tétel (de Rham). Legyen M zdrt, irdnyithatd® sokasdg. Ha valamely egész k-ra
0 < k < dimM, akkor teljesiil, hogy

1. dimH%, (M) < o0
2. H¥ (M) kanonikusan izomorf M k-adik szinguldris kohomoldgia csoportjdval *.

A szingularis kohomoldgia csoportok nemcsak differencialhatd sokasagokra, hanem
tetsz6leges topologikus terekre is definialhatok. A szingularis kohomologia csoportokrol
megmutathatd, hogy homotopikus invariansak [5], ezért ha két sokasag mint topologikus
tér homotop, akkor a megfelel§ kohomolodgia csoportjai izomorfak egyméssal. Vilagos
most mar az is, hogy miért szokas a sokasagok kohomologia terekeit kohomologia csopor-
toknak nevezni.

3.3. Tétel (Poincaré).
(Yn,k € ZT) HY;R" =0 (3.6)

A Poincaré tételbdl és a de Rham csoportok homotopikus invarianciajabol kovetkezik,
hogy R" tetszéleges csillagszer(i tartomanyaihoz rendelheté kohomologia csoportok trivi-
alisak.

A de Rham kohomoldgia terek jelentds szerepet toltenek be a differencidlegyenletek
elméletében (1d.:[4]). Legyen M sokaséag és tekintsiik a sokasag felett az dw = ¢ egyen-
letet, ahol w és ¢ differencialformdk M felett. Visszatekintve a kiils6 derivalas lokalis
alakjara lathato, hogy ez az egyenlet lokélisan egy els6rendii lineéris parcialis differenci-
alegyenletnek rendszernek felel meg. Ilyen alakban irhatok fel példaul az elektrodinamika
Maxwell egyenletei is. A kiils§ derivalas dod = 0 tulajdonsagabol kovetkezik, hogy adott
ha ¢ differencidlformahoz 1étezik az egyenletet kielégité w differencialforma, akkor sziik-
ségképpen d¢ = 0-nak is teljesiilni kell. Forditva azonban ez altalaban nem 4&ll fenn.
Amennyiben ¢ € QF M megfelel w pontosan akkor létezik, ha ¢ € B¥M. Ebbdl latszik,
hogy a d¢ = 0 sziikséges feltétel elégségessé vélik, amennyiben HA; M = 0.

3.2. Példa. Tekintsiik R?-et a kanonikus differencidlhato struktiraval, legyen U egy csil-
lagszerti tartomany, amire gy tekintiink, mint részsokasagra. Legyenek f,g : U — R
differencialhato fiiggvények. Adott az Q'U > f(x,y)dx + g(x,y)dy = 0 differencidlegyen-
let. Az ilyen differencidlegyenleteket akkor szokas egzakt differencidlegyenletnek hivni,
ha az egyenlet bal oldala egy egzakt 1-forma. Az U tartomany csillagszerii, ezért elég
ellendrizni a forma zartsdgat, ebbdl kovetkezik az egzaktsag.

of of dg dg
d d dy) = —=~dz Adr + ~~de Ady + ~=dy Ade + ——dy Ady =
(f(z,y)dz + g(z,y)dy) = 2" dz %L(?y AT 5 x+ay yANdy
af Oy
=|=—-—=—|dzrAdy = )
(8y 8x> xANdy=0 (3.7)
Amennyiben g—’yc — % = 0 igaz, hogy 3F € QU sima fiiggvény, hogy dF = f(z,y)dz +

g(z,y)dy, azaz g—i = f és ‘3—5 = g. Ezekbdl a feltételekbdl F' meghatarozhat6. A dF =0
egyenlet pedig pontosan F szintfeliiletein -mint egydimenzios részsokasdgokon- teljesiil.

6Lasd.: 3.4 definicio
TA szinguléris kohomologia csoportokat nem definidltuk, definiciéjuk megtalalhaté |5]-ben. Ugyanitt
megtalalhato a de Rham tétel bizonyitésa is.
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3.3. Differencidlformak integralasa

A differencidlforméak integraljanak definidlasahoz sziikségiink lesz az egységosztés té-
telre. Az itt kimondott sima egységparticiorol szolo tétel megtalalhato [1]-ben, de létezik
ennél sokkal altalanosabb forméja is, errél bévebben [8]-ban lehet olvasni. Az Olvaso
ugyanitt megtalalhatja tétel megértéséhez sziikséges elemi topoldgiai ismereteket is.

3.3. Definicio. Egy M sokasdgon adott {f;|i € I} valds értéki sima figguények alkotta
rendszert sima egységosztésnak nevezink, ha (Vi € I) (0 < f; < 1), a {suppfili € I}

halmazrendszer lokdlisan véges és > fi = 1.
i€l
Egy M sokasdgon adott {f;|i € I} sima egységosztdsrol azt mondjuk, hogy a sokasdg
eqy {U;li € J} nyilt fedésének ald van rendelve, ha (Vi € I)(3j € J) (suppf; C U;).

3.4. Tétel. Ha {Uili € I} egy M peremes sokasdgnak olyan lokdlisan véges nyilt fedése,
hogy U; kompakt minden v € I-re, akkor megadhato eqy sima eqységosztdas M-en, ami az
{U;|i € I} fedésnek van aldrendelve.

Az egységosztas tétel a differencidlgeometriaban betoltott kozponti szerepét annak ko-
szonheti, hogy szamos olyan allitas van, melyet elég a sokasag egy térképén belatni, majd
a bizonyitast az egységosztas tétel segitségével globalizalni és ezzel a sokasig egészére ér-
vényessé tenni. Ezt az utat fogjuk majd kdvetni az altalanos Stokes-tétel bizonyitédsanél
is.

Az integréalfogalom sokasdgokra torténd kiterjesztését [1|-szerint végezziik. Jeldlje
QOF(M) az M sokasag feletti kompakt tartojiu k-forméak halmazit. Vezessiik be az

R :={(z',...,2") € R"|2"' > 0}

jelolést és lassuk el R}-t a kanonikus peremes sokasag struktiraval. Legyen U nyilt
R”-ban, ekkor

(Vw e QMU)3f € F.(UR)) w=f /n\ da”. (3.8)

Az w e Q(U) forma U-ra vett integraljat az kovetkezé modon értelmezziik:

/w - /fd)\” (3.9)

Ahol \" az n-dimenziés Lebesgue mérték.

3.4. Definicidé. FEgy peremes M sokasdgot iranyithatonak neveziink, ha M-en a térképek
kézitti atmeneteket leird leképezések derivdltjainak (Jacobi mdtriz) determindnsa pozitiv.

Egy peremes M sokasag irdnyithatosagaval ekvivalens, hogy M-en megadhato rajta egy
seholsem nulla maximélis differencidlforma. A M peremes sokasag egy iranyitasa a so-
kasag peremén definial egy kanonikus iranyitast. Ez alatt a kovetkezst értjiik. Legyen
A = {(U;,p;)li € I} M-en az iranyitast definialo atlasz. Alkossidk OM egy A’ atlaszat
azok a OM sima struktarajahoz tartozo (V1) térképek, melyekre igaz, hogy

H(UZ, (Pz) I~ .A V = Uz NoM w = Q;|U;noM - (310)
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Megmutathato, hogy az A’ atlasz OM-en egy iranyitast értelmez, ezt hivjuk OM kanoni-
kus irdnyitasanak. Az indukalt vagy 6rokolt iranyitas paros dimenzids sokasagok esetén
egybe esik a kanonikus iranyitassal, paratlan dimenzios sokasagok esetén pedig annak
ellentettje.

3.5. Tétel. Legyen M eqy n-dimenzids irdnyithato peremes sokasdg, ekkor egyértelmien
létezik [ € QI(M), melyre igaz az aldbbi kijelentés. Ha U C M, V C R nyit
M

halmazok, ® : V — U pedig eqy irdnyitdstartd® diffeomorf sziirjekcio, akkor

(Vw € Q2 (M)) (supp(w) CU) = /w = /@*w. (3.11)
M v

Most pedig eljutottunk oda, hogy minden eszkoziink meg van ahhoz, hogy kimondjuk
és bizonyitsuk az altalanos® Stokes-tételt. Ezt a tételt attol fiiggSen, hogy hany dimen-
ziora mondjak ki kiilonb6z6 névvel illetik: 1 dimenzioban Newton-Leibnitz formula, 2
dimenzi6ban (kozonséges) Stokes-tétel, 3 dimenzioban Gauss-Osztrogradszkij tétel vagy
divergenciatétel a neve. Bizonyitasunk lényegében az |1]-ben vazolt bizonyitas gondolat-
menetét koveti, de a kompaktabb alakra vald torekvés okdn néhany lépést modositottunk.

3.6. Tétel. Legyen M egy n-dimenzids iranyitott peremes sokasdg, OM pedig az M pe-
remeként adodo n — 1 dimenzids sokasdg az M-tdl drokélt irdnyitdssal. Amennyiben
we QM) ésIn: OM — M a tartalmazds dltal definidlt sima bedgyazds, akkor igaz,

hogy
/ s = / In* (). (3.12)

M oM

Bizonyitas. Az integralt kompakt tart6ji maximélis formékra definidltuk. Ha w €
Qr=Y(M), akkor In*(w) € QP HOM) és dw € Q7(M), ezért a tételben megjeldlt integra-
lok értelmesek.

Legyen {fi;|i € N} az M egy U = {U;|i € N} lokélisan véges nyilt fedésének alarendelt
sima egységosztas gy, hogy tetszbleges i € N esetén létezzen egy V; € R nyilt halmaz
és egy x : V; — U, diffeomorf sziirjekcio. A 3.5 tétel értelmében frhatjuk a kévetkezGket.

[ao=[a (Z fw) =3 [ = X [dtie) = 3 [dnife) a3

1eN 1€EN U; 1€EN Vi 1€EN Vi

Vizsgéljuk meg a kapott 0sszeg egy tagjat. A V; € R’ nyilt halmaz R’} egy részsokasiga,
melyen egyelemi atlasz az R’ kanonikus koordinatafiiggvényeinek Vj-re val6 megszori-
tésa. Igaz tovabbd, hogy X} fiw € Q" 1(V;), ezért

8Egy ilyen ® : V — U diffeomorfizmusrél akkor mondjuk, hogy iranyitastarto, ha a neki megfelels ®*
tenzorvisszahtizas el nem ting maximalis formét el nem t{iné maximalis formaba visz.

Nem ez a legaltalanosabb formaja a Stokes tételnek, létezik ennél sokkal altalanosabb alak is. Cél-
jainknak azoban ez az alak is megfelel és a bizonyitasa sem tul Osszetett ahhoz, hogy itt ismertessiik.
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@ {Yay e FV)lFefl,....n—1}}) Xifw=) Tu;- \ d. (3.14)
j=1

k=1,k#j

d(x; fiw) ZdTm/\ /\ dz” —Z )= 19 ax] A da (3.15)

k=1,k+j j=1 k=1

JEC® /Z Jla;;(; /\d:c—

Vi =

]d)\”: —1 J’l/aT Y4 (3.16

/ Z D [T 6

Szamitsuk ki a kapott Osszeg egyik tagjaban szerepld integralt. Tudjuk, hogy T;); €

F.(Vi), ezért # € F.(Vi). A Heine-Borel tétel értelmében igaz, hogy R’ -ban egy

halmaz pontosan akkor kompakt, ha korlatos és zart. Kovetkezésképpen supp <a;r%>
belefoglalhato egy R’ -beli elég nagy téglaba. Jelolje ezt a téglat

n

[(Z)J = H[ 1)j7bk ]

k=1

A Fubini tétel feltételei teljesiilnek, ezért az n-dimenzios Lebesgue mérték szerinti integ-
ralt szukcesszivan szamolhatjuk.

0T @) o1 -
E o N = ZoOF g\ gyt =
/ " o / / ozl

Vi I J n a]’. . jv |

’ ot 1o, 0] [20)5°b 3]

— n—1
- / T(Z’)J“{xa‘:b{m} - T(i)j‘{xj:a{i)j} dA (3.17)

& k k
[T [a(y;:b0,]

k=1k#j

Ha 0V; := V; N OR"} = (), akkor T(Z-)j‘{mj_bj ) =0 és Tz)y|{ S 0, igy az (3.17)
=)

kifejezés értéke 0. Ellenben ha 0V; # (), akkor R} definicioja mlatt csupan j = 1 esetén
kapunk nem nulla értéket. Jelolje In : OR} — R’} a tartalmazas altal definidlt injekciot.

ANE B
oV #0 = or 1)1 d\* = / — T(i)1‘{x1:0} -l — /In e (318)
Vi n ]
k:ﬂ#l[aﬁ')l bl&)ﬁ

Ebbdl (3.16)-re azt kapjuk, hogy

/d(X;fiW):/I}l*Xffiw:/< OIn> fiw (3.19)

Vi ov; ov;
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Legyen U' = {0U; := U; N OM|U; N OM # (), i € N} a OM egy lokélisan véges nyilt
fedése. A {(fioIn)*|i € N} fliggvényrendszer az U’ fedésnek alarendelt sima egységosztas
OM-en, ezért igaz, hogy

/dW—Z/ (X; fiw) —Z/(X¢OI~I1>*fM:Z / Jiw =

€Ny, i€Ngy, €N au;)
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4. Komplex vektornyalabok altalanos elméletének ele-
mei

4.1. A struktiracsoport

Ahogyan a sokasag a linearis tér altalanositdsanak tekinthets, tgy a vektornyalab
fogalom a Descartes-szorzat megfelel§ altalanositdsa. Vektornyalabokra gondolhatunk
ugy is, mint egy sokasiggal parametrizalt vektortér seregre.

4.1. Definicié. Legyen M eqy sokasdg, E pedig eqy osszefiiggd Hausdorff tér, F pedig
legyen eqy k dimenzios vektortér. Tovabbd adott eqy m: E — M eqy folytonos sziirjekcio.
Az (E, M, F,7) négyest F fibrumai, k rangi M feletti vektornyaldbnak nevezzik, ha az
alabbiak teljesiilnek:

1. Az M sokasdg eqy tetszdleges p pontjdt véve =1 (p) C E eqy F-el izomorf vektortér,
amit p feletti fibrumnak hivunk.

2. Minden M -beli p pontnak van eqgy U C M kornyezete, mely felett a nyaldb trividlis.
Ez alatt azt értjiik, hogy adott eqy o : 71 (U) — U x F homeomorfizmus, amely az
alabbi diagramot kommutativud teszi. A @ homeomorfizmust az E nyaldb U feletti

m}U) UxF

lokalis trivializaciojanak nevezziik.

3. Ha tekintjik az (U,@) és a (V 1) lokdlis trivializacidkat, melyekre U NV #£ (),
akkor a Yol : UNV x F — UNV x F leképezések tetszbleges p € UNV
esetén a p X ' = F halmazra megszoritva viselkedjenek gy, mint F' — F linedris
leképezések, p-ben pedig simdk legyenek.

E-t a nyaldb totalis terének, M-et bazis sokasagnak, F'-et fibrum tipusnak -t pedig a
nyalab projekcidjanak nevezziik nevezziik.

Vektornyaldbokra gyakran csak a totélis teriikon keresztiil fogunk hivatkozni, amennyi-
ben az alapsokasagot ismerjiik. Innentél fogva a targyalt vektornyalabok fibrum tipusa
minden esetben —ha nem mondunk mast— a nyalab rangjaval megegyez§ dimenzi6ju
C™ vektortér lesz.

4.2. Definici6. Tekintsink egy (E, M, CF, ) vektornyaldbot. Legyenek (U, ¢i) és (Uj, ;)

az E nyaldb lokdlis trivializacidi. A 4.1. definicid 3. pontja értelmében ha U; N U; # 0,
akkor értelmezhetd a
9 : UinUj = GL(k,C)  g;5(p) = @5 0907 | e (4.1)
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leképezés. A g;; leképezést az (U;, ;) €s (Uj, ;) lokdlis trivializdciokhoz tartozé atme-
net fiiggvénynek nevezzik. Az E nyaldb lokdlis trivializdcio pdrjaihoz rendelhetd dtmenet
figgvények értékkészletei a GL(k,C) csoport eqy G részesoportjdt generdljik. A G cso-
portot az E nyaldb struktaracsoportjanak hivjuk.

Az atmenet fiiggvényekrdl belathato, hogy teljesitik az alabbi an. Cech kociklus feltéte-
leket.

gii(x) = Idcx (4.2)
gij(x) o gji(x) = Idcw (4.3)
9ij(z) © gjr(w) o gri(x) = Idex (4.4)

4.1. Allitas. Amennyiben vesziink eqy M sokasdgot és eqy F k-dimenzids komplex test
feletti vektorteret, tovabbd M -nek adott eqy {U;|i € 1} nyilt halmazokkal valo befedése és
adottak

{gij U; N Uj — GL(]C,C)|Z,] € I}

fiigguények, melyek teljesitik a Cech kociklus feltételeket, akkor izomorfizmus erejéig (ld.:
4.8. definicid) megadhatd eqy (E, M, F,m) k-rangi vektornyaldb, amely az {U;]i € I}
feddrendszer elemei felett lokdlisan trividlis és dtmenet fiigguényei éppen a fenti g;; fligg-
vények.

Bizonyitas. (vazlat) A konstrukci6 lépései a kovetkezdk:

1. Képezziik az {U; x C*|i € I} halmazrendszert és az {fi;|i,j € I} fiiggvényrendszert,
ahol

(Vi,j€l) fiy :UnNU; xC* = U;NnU; x CF (p,v) = fi;(p,v) = (p, gij(p)(v)).
2. Bevezetiink egy relaciot az |J (Ui X (Ck) halmazon a kévetkez&képpen:
i€l

(p1,v1) ~ (p2,v2) & (Fi,5) € I (pa,v2) = fij(p1,v1)

3. A Cech kociklus feltételek teljesiilése miatt a ~ relacio egy ekvivalencia relacio, ezért

képezhets az E := |J (U; ¥ Ck)/ ~ faktortér.

i€l
4. Jelolje [z] € E az v € |J (Ui X Ck) elem Aaltal reprezentalt ekvivalencia osztalyt.

i€l
Legyen a nyalab projekcidja a m: E — M [x] — 7([z]) := pr,(x) leképezés.

Le kell még ellenérizni, hogy 7 jol definialt, azaz reprezentans vélasztésatol fiiggetlen,
tovabba valoban egy vektornyaldbot kaptunk, melynek g;;-k az atmenet fiiggvényei és
a kapott nyalab izomorfizmus erejéig egyértelmi. A részletek kidolgozasat az Olvasora
bizzuk.

Q.E.D.
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Altalaban igaz, hogy a struktaracsoportra tett megszoritasokat a vektornyalabon ij
struktarak megjelenése kiséri. Ha egy k rangt vektornyaldb struktaracsoportjat csak
pozitiv determinansi linearis leképezések alkotjak, akkor a nyalab irdnyithat6. Ha pe-
dig a strukturacsoport az U(k) unitér csoport, akkor a nyalabon létezik fibrumonként
pontonként valtozo Hermite skalarszorzas.

4.1. Példa. Az egyik legfontosabb példa vektornyalabra az érintényalab. A 7 : TM —
M T,M > v — p modon értelmezett projekcioval TM egy M feletti dim(M) rangn vek-
tornyalabba tehets. Jogosan vetddik fel a kérdés, hogy az érintényalab mivel tobb, mint
egy kozonséges vektornyaldb a sokasig felett, melynek rangja a sokasag dimenzidjaval
egyezik meg. A valasz az, hogy az érntényalab esetén a nyalab lokélis trivializacioit a
bazissokasag atlaszai alkotjak.

Tovabbi példak vektornyalabokra:

1. Egy (E, M, F,7) nyalabot trivialis nyalabnak neveziink, ha E = M x F. Trivialis
nyalabra egy példa a newtoni téridé modell, melyben létezik abszolut idG és ennek
megfelelGen beszélhetiink arrol, hogy két esemény egyideji, de a nem azonos idében
tortént eseményekrdl nem tudjuk eldénteni, hogy egy helyen torténtek-e. Az ennek
megfelels modell egy R bazisi (id6), R? fibruma trivialis nyalab.

2. Egy M sokasagot pontosan akkor hivunk parallelizalhaténak, ha az érintényaldbja
trividlis nyalab. A 2.3. &llitas kovetkezményeként beldttuk, hogy tetszéleges Lie-
csoport parallelizalhato és a gdmbok koziil csupan S1, S3 és S7 parallelizalhato.

3. Egy (F, M, F, ) nyalabot vonalnyalabnak neveziink, amennyiben dim(F') = 1. A szo-
késos példa vonalnyalabra a henger és a Mdbius szalag. Mindketts egy R fibrumi, S*
bézissokasagu nyalab, a henger egy trivialis nyalab, a Md6bius szalag pedig nyilvanva-
l6ban nem az.

A linearis albegrabol ismert vektortérmiveleteket fibrumonként vett miiveletekként
kiterjeszthetjiik vektornyalabokra is és az eredmény szintén egy vektornyalab lesz. Ké-
pezhetjik egy nyalab dudalis nyalabjat, nyaldbok direkt Osszegét, direkt szorzatat stb..
A dualis tér képzés funktorialitasa miatt a dudlis nyalabot trivializalo kornyezetek meg-
egyeznek az eredeti nyalabot trivializald kornyezetekkel.
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4.3. Definicibd. Legyenek adottak az (Ey, My, Fy, 1) €s a (Ey, My, Fy, o) vektornyaldbok.
Az (f, q) figguénypdrt az Ey és Ey nyaldbok kozti morfizmusnak nevezzik, ha az f : F1 —
FEy és a g: My — My folytonos fligguényekre igazak az aldbbiak:

1. Teteszdleges p € My esetén f| 1, w1 (p) = 75 g(p)) egy Fi-rél Fy-be hatd linedris
leképezés.

2. A kévetkezd diagram kommutativ.

ElLEQ

1 ™2

M1*>M2

Amennyiben a fligguénypdr mindkét tagja bijekcio az Ey és FEo nyaldbokat izomorfaknak
mondjuk. Az (f,g) fliggvénypdr dltal meghatdrozott vektornyaldb morfizmust az f leképe-
z€s az eldbbi diagram kommutativitasa miatt eqyedil meghatdrozza.

4.4. Definicid. Legyen (E, M, F,x) egy vektornyaldb és N C M egy részsokasdg. Az
E-nyaldb N-re vald megszoritasa alatt a (m~'(N), N, F, 7| -1 () nyaldbot értjik. Az E
nyaldb N-re vett megszoritdsit E|y-el fogjuk jelolni.

Ellenérizhetd, hogy ha egy £ € N ranga vektornyaldb bazissokasiga egy n € N di-
menzios sokasag, akkor a nyaldb totélis tere is egy sokasig, melynek dimenzidja n + k.
Az el6bbi megallapitas értelmében értelmezheték a bazissokasagrol a totalis térbe képzé
fliggvények derivaltjai.

4.5. Definicié. Az (E, M, F, ) vektornyaldb egy sima szelése alatt egy olyan s : M — E
sima fligguényt értink, melyre m o s = Idy; (azaz s minden pontban a fibrumban veszi fel
értékét). Az (E, M, F,m) vektornyaldb sima szeléseinek halmazdt jelolje T'(M, E).

A sima szelések a tobbvaltozos analizis vektor értéki fiiggvényeinek természetes altaldno-
sitdsai sokasagokra. Sima szelés mindig létezik, ugyanis az azonosan nullvektort felvelG
szelés sima. Ha U C M nyilt halmaz, akkor az U feletti szelések a pontonkénti mitivele-
tekkel vektorteret alkotnak a fibrum alapteste felett és modulust alkotnak F(U) felett.

4.6. Definicid. Legyen (E, M, F,7) eqy vektornyaldb, N pedig egy sokasdg és ® : N —
M egy folytonos leképezés. A ®*E := {(p,e) € N x E|®(p) = mw(e)} halmazt ldssuk el az
N x E-t6l orékolt altér topoldgidval és tekintsiik a *m : ®*E — N, ®*m := pry leképe-
zést. Ellendrizhetd, hogy ezzel az eljdrdssal eqy (P*E, N, F, ®*1) vektornyaldbot sikeriilt
legydrtanunk. A kapott nyaldbot az E vektornyaldb ® dltali N-re valo visszahtzottjanak
nevezzik.

A nyaldbvisszahtzas tulajdonképpen egy specidlis vektornyaldb morfizmus, ezt az észre-
vételt az 5.2 tétel bizonyitasanal fogjuk hasznalni.
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4.2. Megjegyzés. Legyen E egy vektornyalab az M sokasag felett, N pedig szintén
legyen egy sokasig. Amennyiben a ® : N — M leképezés sima értelmezhetjiik az s €

v

felhasznalasaval azonnal lathatjuk, hogy ®*s € T'(V, ®*E).

A sokasagon adott tenzormezékre a sima szelések segitségével a 2.11. definicidval
ekvivalens 1j definiciot adhatunk. Ez most puszta formalitasnak tinhet, de amikor a
5.2. fejezetben a vektor értéki kiils6 formakat bevezetjiik hasznat fogjuk venni ennek a
szemléletnek.

4.7. Definicidé. Az M sokasdgon értelmezett (r,s) tipusi sima tenzormezd alatt egy
x € T(M,T"*)M) sima szelést értiink. Ennek megfelelden a T'(M,TM) sima szelése-
ket vektormezdnek, a U'(M,T*M) sima szeléseket pedig elsérendi differencidlformdnak
hivjuk.

4.2. Differencidlgeometria vektornyalabokon

Legyen M sokasag, E pedig egy M feletti r rangt vektornyalab. Tetszéleges k € N
esetén beszélhetiink k-ad rendd vektor értékid differencidlformakrol, melyeket

QF(M,E) == Q"(M)®T'(M, E)

moédon definidlunk, ahol a tenzorszorzatot, mint F (M) = Q°(M) feletti modulusok ten-
zorszorzatat értjiik. Teljesen hasonlé moédon definidlhatjuk az E értékid differencialformék
terét az Q" (M, E) := Q*(M) @ I'(M, E) formula segitségével.

Lathattuk, hogy a valos értéki differencialformak algebrajan (Q*(M)) egyértelmien
megadhato egy d : Q*(M) — Q*(M) kiils6 derivalas, ami Q*(M) egy endomorfizmusa.
Természetesen vetGdik fel a kérdés, hogy létezik-e kiils§ derivilashoz hasonld miivelet a
vektor értékii differencialformak modulusan. A vélasz persze igen, csak tudnunk kell, hogy
mit értsiink hasonl6 alatt. Mutatunk egy naiv konstrukciot E értéki differencialformék
modulusan kiils6 derivalas bevezetésére, amely persze nem fog megfelelni kévetelménye-
inknek, de segitségével be tudunk majd vezetni Q*(M, E)-n egy értelmes kiilsé derivalast,
amit majd kovarians derivalasnak vagy konnexiéonak fogunk hivni.

Ha E trividlis U C M felett, akkor tetszoleges s € QF(M, E)) esetén s|y reprezentél-
hato'® sy = sie; modon, ahol {e;|i € {1,...,k}} CF egy bézisa ¢s Vi € {1,...,k}-ra
st € QF(M). Természetesen adodik, hogy a bevezetends kiilss derivalas egyezzen meg
U-n a koordinatanként vett szokasos kiils§ derivalassal.

d: QU E)— QU,E) sie; — d(sie;) = d(sh)e; (4.5)

Kérdés mar csak az, hogy a lokalis trivializaciokhoz tartozoé kiilsG derivalasok osszeillenek-
e egy globalis d : Q*(M, E) — Q*(M, E) kiils¢ derivalassa.

1®Nem irjuk ki a leképezést, ami a reprezentanst az absztrakt objektummal azonositja és széhaszna-
latban sem tesziink mindig kiilonbséget. A lokalis trivializacié egy U fed6halmazéhoz tartozd reprezen-
tansokat U-val indexeljiik.
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Legyenek U C M és V' C M olyanok, hogy felettiik a nyalab trivialis, tovabba UNV #
(. Legyen gyy : UNV — GL(n,C) a megfelels atmenet leképezés, melyrsl nyilvanvalo,
hogy guv € T(U NV, Aut(E)) 2 QYU NV, Aut(E)) és sy = guvsu-

d(sv|vav) = d(guvsulunv) =
= (dguv)svlvnv + guv(dsuluav) # guv(dgvusy|vav) (4.6)

Azt varjuk el, hogy a vektor értéki differenciadlformék kiils¢ derivaltjai is Ggy transzfor-
malodjanak, mint az eredeti differencidlformak. Olyan operaciot kell tehat talalnunk, ami
a trivializacio valasztésatol kanonikusan fiigg csak. Lathatoan a fenti konstrukcié nem
ilyen.

Az M sokasag feletti E/ vektornyalab egy lokalis trivializaciéjanak fedShalmazai legye-
nek az {U;|i € I} halmazok. A keresends V¥ : Q°(M, E) — Q' (M, E)) konnexi6 lokalis
alakja egy U; halmaz felett legyen VVi. Azt, hogy V¥ ilyen lokilis alakok gytijteménye-
ként elsall VE = {VY} modon fogjuk jelslni. A VE konnexi6tol elvarjuk, hogy egy olyan
C-lineéris leképezés legyen, ami teljesiti a Leibnitz tulajdonsagot, azaz derivacio.

(Vf € F(M))(Vs € QUM,E)) VE(fs)=(df)As+ fVFs (4.7)

Valamint a lokalis alakok az egymassal &tmetsz6 térképek felett kovarians moédon transz-
forméalodnak egymdsba. Azaz, ha U; NU; # 0 és g;; a megfelel6 dtmenetleképezés, akkor

Az (4.6) levezetésbdl latszik, hogy a reprezentéansokon vett komponensenkénti kiilsg de-
rivalas csak ez utobbi tulajdonsaggal nem rendelkezik, ugyanis az egyik trivializaciorol a
masikra valo attérésnél egy Lie-algebra beli értéket felvevs 1-forma ,hibadzik”. Erdemes
a kovarians derivalas lokalis alakjat

VY =d

alakban keresni, ahol d|y, a szokasos U; feletti reprezentanson a komponensenként vett
kiilsg derivalt, AV : U; — QY (U;, End(Ey,)) pedig egy sima leképezés. Az (4.6) levezetés
VVi-re térténs megismétlésével kapjuk, hogy

VP =d+gydg;' + 954" g5 (4.10)

AYj

Innen kiolvashato az AYi leképezések transzformacios szabalya

ami trivalizaciok kozotti, koordindtarendszer valasztastol fliggetlen transzformaciot ir le.
Tudjuk mér, hogy a bevezetends kovarians derivalasnak hogyan kell lokdlisan viselkedni,
de azt még nem, hogy egy tetszdleges komplex vektornyaldbon létezik-e kovaridns deri-
valas.
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4.1. Tétel. Tetszbleges komplex vektornyaldbon létezik kovaridns derivdlds.

Bizonyitas. Legyen E vektornyalab az M sokasag felett. Legyen {(U;,¢;)|i € I} az
E nyalab lokélis trivializacioja. Feltehets, hogy az {U;|i € I} halmazrendszer lokalisan
véges és vehetiink egy {p;]i € I} alarendelt sima egységosztast. Definialjunk a kovetkezs
leképezést.

V7 QUM E) = Q'(M,E) VZ:=) pup od(¥o () (4.12)
iel
Ahol a d a szokasos, reprezentansokon értelmezett, koordinatanként vett kiils§ derivalas.
A fenti formulabol egy j € I indexhez tartozo tagot levalasztva kapjuk az U; feletti lokalis
alakot.
U= 1/}_ od( 77Z)] Z i Yio(.) (4.13)
> i€1\{j}

d\U

AT
Ez éppen egybeesik a kovarians derivalas (4.9) lokalis alakjaval. A C-linearitas és a
Leibnitz szabaly teljesiilése nyilvanvalo. Azt kell még megmutatni, hogy az AY konnexio
1-formék (4.11) szerint transzformalodnak egyméasba.

A% =% oo d(wio () (4.14)
len{j}
A = 3" ot od(wyo (1) (4.15)
len\{i}
Figyelembe véve, hogy
irhatjuk a kovetkezGket.
gljdgz] +ngAU gz] -
=1; " 0 giydg;;' o + Y e ted(io () = v od(io ())+
len\{i}
+ > g ted(io ()= > ey tod(yyo () =A% (4.17)
lel\{i,j} len\{j}

Tehat a konstruélt kovarians derivalas konnexi6 1-formai tényleg a (4.11) formula szerint
transzformalodnak egymasba a lokalis trivializaciok kozti atmenet soran. Ezzel sikeriilt
megadni egy kovarians derivalast az E vektornyalabon.

Q.E.D.

4.8. Definicid. Legyen (E, M, F, ) vektornyaldb és legyen E lokdlisan trividlis az {U;}icr
halmazrendszer tagjai felett. A VE : QV(M,E) — QY(M, E) leképezést kovarians deri-
valasnak nevezziik, ha V¥ = {VY} mddon reprezentdlodik a fedéhalmazok felett, ahol
VUi = Az AY - U; — QYU End(E|y,)) sima leképezések pedig eqy gi
dtmenet leképezés hatdsdra (4.11) szerint transzformdalddnak.
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A definicioban foglaltak maguk utan vonjak a V¥ kovarians derivalas C-linearitasat és
derivacio voltat.
Legyen w € Q*(M, E), 6 € Q*(M), ekkor a

(we P(M,EN&B € QM) =d¥ (wAb) = (dV w) A0+ (=1)PwAdf  (4.18)

formula segitségével a VE : QO(M, E) — QY M, E) kovaridns derivalas linearisan ki-
terjszthets egy dV° : Q{(M, E) — Qi1(M, E) vektornyalabokon értelmezett kiilsé deri-
valassa, amit szintén konnexionak fogunk hivni. A kiilsG derivalassal ellentétben egy dV”
konnexiora altalaban nem all fenn a dV” o dV” = 0 egyenlGség. Trividlis nyalabokon per-
sze mindig vehetd a trividlis konnexié, melyre igaz, hogy dV¥ o dV” =0, ezért varhatjuk,
hogy az E nyalab trivialistol valo eltérése valamilyen értelemben dV” o dV”-bél képzett
mennyiségekkel jellemezhetd.

4.9. Definicié. Legyen VT egy kovaridns derivdlds az M sokasdg feletti E vektornyald-
bon. Ekkor a
FF.=dv" 0d"" : Q" (M, E) — Q*(M, E)

leképezést a V¥ kovaridns derivdlds gorbiileti operatordnak nevezziik.

A gorbiileti operator lokalis alakja rendkiviil szemléletes jelentéssel bir. Pongyolan fogal-
mazva a kovetkezorsl van szo. 't Ha vesziink az M sokasigon egy olyan U; koordinéta-
kornyezetet, melyre az F|y, megszoritott nyalab trividlis és vesziink egy x : [0,1] — U;
sima, zart gorbét, akkor

Vipsoz(t) == (V¥(soz)(t))(&(t)) =0 (4.19)
sox(0) = s (4.20)

egy kezdetiérték probléma, melynek megoldasa egy s € I'(U;, Ey,) sima szelés. Az sox
leképezést az sg vektor x gérbe menti parhuzamos eltoldsanak vagy parallel transzlaltja-
nak nevezziik. A fenti differencidlegyenlet rendszer kozelité megoldasa Picard modszerrel
elallithato. Az sox(1) € Ey, vektor masodrendii kozelitésénél a masodrendi tag egyiitt-
hatoja éppen a gorbiileti operator lokalis alakja lesz.

Igaz, hogy az E vektornyaldbon a konnexiok egy VE € QY(M,End(E)) feletti affin
altérrel modellezhetSk, a gorbiileti operatorok pedig az Q*(M, End(FE)) tér elemeinek fe-
leltethet6k meg. A kdvetkezé allitdsban a gorbiileti operator legalapvet&bb tulajdonsagait
soroljuk fel.

4.2. Allitas. Legyen V¥ = {VY} egy kovaridns derivdlds az M sokasdg feletti E vek-
tornyaldbon. Jeldlie F¥ a V¥ kovaridns derivdlds gorbileti operdtordt. Fkkor igazak a
kévetkezd kijelentések:

1. Ha s € Q%M E) és f € F(M), akkor fenndll, hogy

fFEs = FE(fs).

1A pontos feltételek és bizonyitasok megtalalhatok [3]-ban.
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2. (Cartan-egyenlet) Ha az E vektornyaldb egy U; C M halmaz felett lokdlisan trividlis
és VE lokdlis alakja az U; felett VVi = d|y, + AYi | akkor F¥ az U; feletti lokdlisan

FUi = d|UZ.AUi + AYi p AU
alakban dll elé.

3. (Bianchi-azonossdg)
AV o FF =0

Bizonyitas. 1. Legyen s € Q°(M,E) é¢s f € F(M) = QY%M), ekkor a Leibnitz
tulajdonsag felhasznalasaval kapjuk az allitést.
FE(fs):=d¥" odV"(fs) =dV (df As+ fVEZs) =
—(dodf)As+df AVEs+ (=1)'df AVZs+ fd¥" 0dVs = fFP(s) (4.21)

2. Legyen s € Q°(M, E), ekkor FYi s-re valo hatasét kifrva adodik az allitas.

FUiS — dVUi o dVUi (S) —_ dVUz‘ (d UZ.S + AUZS> —
= d|y, o d|y;s + (d|p, AY)s — AV (d|p,s) + AV (d|y,s) + (AYI A AY)s =
= (d|y,AY)s + (AY A AT s (4.22)

3. A globélis alak helyett a vele ekvivalens
d|y, Y + AYi A FYi — FYi p AV = ()

lokalis alakot fogjuk igazolni. A gorbiileti operator lokalis formajanak felhasznéla-
saval kapjuk az allitas bizonyitasat.

d|g, FU + AV A FUi — FUi A AV =

= (d|g, AY) A AV — A A (d|g, AT + AV A FY - FU A AV =
= (FY — AV N AV A AT — AV A (FY = A% A AV + AT ARV — FU A AV =0
(4.23)
Q.E.D.
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4.3. Karakterisztikus osztilyok reprezenticioja, Chern-Weil el-
mélet

A 3.2 fejezetben megmutattuk, hogy kohomoldgia csoportok segitségével lehet sokasé-
gok feletti parcialis differencidlegyenletek megoldhatésagat jellemezni. Ebben a kontex-
tusban a kohomologia csoportok ,akadaly-tér” szerepét jatszottdk. Ebben a fejezetben
fény deriil arra, hogy a bazis sokasag bizonyos kohomologia csoportjai segitségével oszta-
lyozni lehet a sokasag feletti komplex vektornyalabokat.

A karakterisztikus osztalyok a nyalab globalis invaridnsai, melyek a nyalab lokalis
szorzat struktiratol valo eltérését mérik. Latni fogjuk, hogy a karakterisztikus osztalyok
a bazis sokasag kohomologia tereivel reprezentahatok. A Chern-Weil elméletben specia-
lis karakterisztikus osztalyokat rendeliink komplex unitér vektornyaldbokhoz, amelyeket
Chern osztalyoknak hivunk.

Ez a fejezet kisebb kiegészitésektdl eltekintve lényegében a [11] cikk egy részét dol-
gozza fel, amely egy Osszefoglalé mi. A karakterisztikus osztalyok elméletének mélyebb
megértése érdekében ajanlott fellapozni a [6] konyvet.

Legyen E vektornyaldb az M sokasag felett és legyen A € QY(M,End(F)). Az A
nulla forma az End(F) vektornyalab egy sima szelése, tehat M minden pontjiban egy li-
nearis leképezéssel reprezentalhatd. Vehetjiik pontonként A fibrumonkénti nyomét, amit
trA-val jeloliink és nyilvanvaloan igaz, hogy trA € Q°(M). A tr : Q°(M,End(E)) —
QO(M) leképezés kiterjeszthets egy tr : Q(M,End(FE)) — Q*(M) leképezéssé ngy, hogy
we Q (M) és Ae Q%M,End(E)) esetén tr(wA) = wirA. Az Q°(M,End(E))-n értelme-
zett Lie-zarojeles szorzés szintén kiterjed Q(M, End(E))-re. Ha w € Q¥(M)n € QY(M)
és A, B € Q°(M,End(E)), akkor wA és nB Lie-zar6jeles szorzatat a kovetkezSképpen
értelmezziik.

[wA,nB] = (wA)(nB) — (—1)"(nB)(wA) = w AnAB — (—=1)F'n AwBA (4.24)

4.3. Allitas. Legyen (E,M,F, ) egy vektornyaldb. Ha adott eqy VT konnexié az E
nyaldbon, akkor tetszdleges A € Q(M, End(E)) esetén igaz, hogy

dtrA = tr[VF, A]. (4.25)

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha A, B € Q(M,End(FE)), akkor tr| A, B] = 0. Ugyanis
A és B elsall A = wA és B = nB modon, ahol w € QM) n € Q/(M) és A, B €
Q°M, End(E)).

tr[A, B] = trlwA, nB] = w A ntr(AB) — (—1)n A wtr(BA) =
=wAn(tr(AB) —tr(BA)) =0 (4.26)
Egy vektornyalabon a konnexiok egyméstol csupan egy Q'(M,End(E)) formaban kii-
16nboznek, ezért az el6bbi észrevételt felhasznalva kapjuk, hogy a tr [VE , A} mennyiség

fiiggetlen a V¥ konnexié megvalasztasatol. TeteszSleges p € M pontnak létezik egy
U, € M kornyezete, ami felett az E nyalab trividlis. A konnexiovalasztés fiiggetlensége
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miatt U, kornyezet felett a tr [V, A] forma egybeesik a tr [d», A] formaval, ahol d" a
trivialis konnexié az |y, nyalabon. Lokélisan a kovetkezs egyenldségek dllnak fenn.

tr [VZ, Al | = tr [V, Ay, | = tr [d"7, Ay, ] = dtrAly, (4.27)

Ezek a lokélisan igaz Osszefiiggések pedig Osszeillenek az egész sokasagra globélisan fenn-
allo a (4.25) formulava.

Q.E.D.

4.2. Tétel. Legyen VT egy konnexié az M feletti E vektornyaldbon. Legyen F¥ a V¥
konnexid gorbiilete és legyen

J(FE)y =2 an(F®)*

egy komplex egyitthatos hatvanysor. Ekkor igaz, hogy a trf(FF) forma zdrt. Amennyiben
pedig adott egy mdsik konnexio (V) is a nyaldbon és a hozzd tartozé gorbiilet (F7), akkor
atrf(FE) —trf(FFP) forma egzakt.

Bizonyitas. A tétel els6 fele a 4.3 allitas és a Bianchi azonossag kovetkezménye. A
Bianchi azonossag értelmében [dV”, (FE)F] = [dV", (dV")%] = 0. A 4.3 allitasbol pedig

dtrf(F) = tr [VE, f(FE)] =t (Z ak[VE,(FE)”]> =0 (4.28)

k=1

kovetkezik. A tétel mésik felének bizonyitdsahoz vezessiik be VE deformalt konnexiot,
ami a V¥ és V¥ konnexiok konvex kombinécioja.

Vie[0,1] VE.=(1—-t)VE +tVF (4.29)
Ekkor persze igaz, hogy
dVyP =g _vE 1
T \Y V¥ e Q(M,End(E)). (4.30)

Tetsz6leges ¢ € [0, 1] esetén FF jelolje a VF deforméalt konnexio gorbiiletét.

dFF

d , B
Etrf(FtE) = tr( d f (FtE)> =

— (d(Zf )Qf’(FtE)> —t ([VEg} f’(Ff)) —t [vtE, i f’(Ff)] (431)

A 4.3 allitast ismét alkalmazva kapjuk, hogy

d ave
Etrf(FtE) = dtr( =/ (Ff)). (4.32)
Ebbél pedig
1
trf(FP) — trf(FF) = [trf(F;E)]jj = —d/tr (%f’(]ﬁf)) dt (4.33)
0

kovetkezik. Ez pedig definicié szerint azt jelenti, hogy a trf(F¥) —trf(FF) forma egzakt.
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Q.E.D.

A trf(Rg) forma tehat zart és megfeleltetheté egy Har(M, C)-beli elemnek, ahol
Har(M,C) az M komplex egyiitthatos kohomologia algebraja, a megfeleltetés pedig a
konnexi6 valasztasatol fiiggetlen.

4.10. Definicié. Ha E eqy M feletti vektornyaldb, akkor a trf (%FE> differencidl-

formdt a VE konnezié és az f hatvdnysor dltal az E nyaldbhoz rendelt karakterisztikus
formanak nevezziik és f(E, VE)-vel jeléljiik.

A -konnexid megudlasztdsdatdl figgetlen- trf (%FE> zart formduval reprezentdlt de
Rham kohomolédgia osztdlyt az f hatvanysor dltal az E nyaldbhoz rendelt karakterisztikus
osztalynak nevezzik és f(E)-vel jeléljik.

Jelolje az M sokasag feletti £ vektornyalabhoz a V¥ konnexi6 altal rendelt totalis Chern
format c(E, V), melyet a kovetketSképpen definialunk.

c(E,V¥) = det <1 + ‘/2—__1FE> € (M) (4.34)

™

« .0,

det (I - Qﬂ) = exp (tr {log (I + EFE)D : (4.35)

hogy

2m 2m
A totalis Chern forma Q*(M)-ben

c(B, V) = i (E,VF) (4.36)

modon bonthaté fel, ahol Vk € N ¢ (E,VEF) € Q**(M). A ¢, (E, VF) karakterisztikus
format k-adik Chern formanak nevezziik, a hozza rendelhet$ kohomologia csoportot pedig
az F vektornyalab k-adik Chern osztalyanak nevezziik és ci(E)-vel jeloljiik.

cr(E) € Hip(M,C)
A kovetketo tételben a Chern osztalyok néhany alapvets tulajdonségat soroljuk fel.

4.3. Tétel. 1. Legyenek M és N sokasdgok, ® : N — M eqy sima leképezés, E pedig
vektornyaldb M felett. Ekkor c¢(®*E) = &*c(FE).

2. Ha E) és By két vektornyaldb a M sokasdg felett, akkor c(Ey @ Ey) = c(E1)c(Ey).
3. Ha E egy n € N rangi vektornyaldb, akkor a (Vi > n) ¢;(F) = 0.

4. Ha E egyn € N rangu vektornyaldab és megadhato rajta seholsem nulla sima szelés,
akkor ¢,(E) = 0.
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5. Unitér vektornyalabok gombok felett

5.1. Gombok feletti komplex vektornyalabok homotopikus osz-
talyozasa

A differencidlgeometriai targyalasmodot kdvetve az alfejezet tételeit sokasagokra lat-
juk be, azonban tudnunk kell, hogy az itt leirt tételek fiiggetlenek a sima struktiratol
és a topologikus tér lokalis euklidesziségétsl. A fejezet célja annak belatasa, hogy az S™
feletti k rangt komplex vektornyalabokat a 7, 1 (U(k)) homotopia csoport 2 osztélyozza.
Bzt az eredményt a vektornyalabok homotoépia invariancia tételének egy alkalmazasaként
fogjuk megkapni. A homotdpia invariancia tétel altalanosabb bizonyitdsa megtalalhato
[12]-ben.

5.1. Allitas. Ha létezik olyan x € (0,1), hogy az (E, M x [0,1], F, ©) n-rangi vektornya-
lab M x [0, z]-re és M X [z, 1]-re vett megszoritdsa egyardnt trividlis, akkor az E nyaldb
is trivialis M x [0, 1] felett.

Bizonyitas. Jeldlje a és [ a trivializal6 homeomorfizmusokat.

a= (a1, 00,03) 1 Elyr 0, — M x[0,2] x R (5.1)
B = (B B2, 83) + Elppypay = M x [, 1] x R” (5.2)

Ha a|MX{x} = 5|MX{:C}, akkor készen vagyunk, mert « és [ az E nyalab egy globalis
trivializaciojava all 6ssze. Ha nem ez a helyzet, akkor az egyik lokalis trivializaciot ki kell
cserélniink egy masikra igy, hogy az teljesitse a fenti tulajdonsagot.

Ezt megtehetjiik agy, hogy el6szor definialjuk a

v: M x [z,1]] xR" = M x [z,1] x R" (5.3)
(p,t,v) = Y(p,t,v) = (p,tas 0 87 (p 2, v)) (54)
homeomorfizust, majd vessziik a ' := v o # leképezést, ami szintén homeomorfizmus.

Ellendrizziik, hogy ' rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Legyen (p,xz) € M x {z} és
v € m Y (p, ), ekkor igaz, hogy

B'(w) =70 B(v) = (Bi(v), f2(v), a5 0 57" 0 B(e)) =
= (7, a3(e)) = (aa(e), aa(e), as(e)) = ale). (5.5)

Q.E.D.

12Emlékeztetjiik az Olvasét, hogy valamely s € S™~! és u € U(k) rdgzitett pontok esetén az {S™~1, s}
és {U(k),u} topologikus parok kozti folytonos leképezéseket homotopikus ekvivalencia erejéig tekintve
a pontonkénti szorzéassal egy csoportot kapunk. Ellenérizhets, hogy a kapott csoport ebben az esetben
nem fligg a bazispontok megvalasztasatol. Ezt a csoportot az U(k) topologikus tér n — 1. homotdpia
csoportjanak nevezziik és m,_1(U(k))-val jeloljiikk. Bévebben lasd.: [5].
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5.2. Allitas. Ha (E, M x[0,1], F,7) egy vektornyaldb, akkor megadhatd M-nek egy olyan
{Uili € I} nyilt fedése, hogy a nyaldb az U; x [0,1] alaki halmazok felett trividlis legyen.

Bizonyitas. Elgszor rogzitsiink egy tetszdleges p € M pontot. Tetszéleges = € [0, 1]-re
letezik a (p,x) € M x [0, 1] pontnak egy V,, x V, kérnyezete, amely felett a nyalab trivialis.
Képezziik a V := {V, |z € [0, 1]} nyilt halmazok alkotta halmazrendszert, melyrdl tudjuk,
hogy befedi [0,1]-et. A V a [0,1] kompakt intervallum egy nyilt fedése, kivalaszthato
belle egy véges részfedés, amihez pedig hozzarendelhets a [0, 1] intervallum véges sok
osztoponttal torténs 0 = zo < z1,...,< x, = 1 felosztasa ugy, hogy minden [x; i,z
intervallum a véges feddrendszer egy tagjaba teljesen beleessen. A V), halmaz valasztasa
nem fiiggetlen a V, megvalasztasatol. A V, = [x;_1, x;]-hez tartoz6 V), halmazt jelolje V, ;.
Fontos, hogy a V,; halmazok nem iires nyilt halmazok. Legyen

Up =)V (5.6)
=1

Az {U, x [z;—1,xi]|i € {1,...,n}} rendszer minden tagja felett trividlis a nyalab. Az 5.1.
allitas ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy a nyalab trivialis U, x [0, 1] felett is. Ezzel
sikeriilt adnunk egy konstrukciot, mellyel minden p € M pont koriil képezhetiink egy U,
nyilt kérnyezetet ugy, hogy U, x [0,1] felett a nyalab trivialis legyen. Az {U,|p € M}
nyilt fedés pedig eleget tesz az allitdsban foglaltaknak.

Q.E.D.

5.3. Allitas. Az (E, M x [0,1], F, 7) vektornyaldb M x {0}-ra és M x {1}-re vett meg-
szoritdsai eqymdssal izomorfak.

Bizonyitas. Az 5.2. allitas miatt megadhatoé M-nek egy olyan {U;|i € I} nyilt fedése,
hogy a nyalab az U; x [0, 1] alakt halmazok felett trivialis.

Elgszor tételezziik fel M-rél, hogy kompakt sokasag. Az {U;li € I} nyilt fedésbol
kivalaszthato egy {U;}7, véges részfedés és vehetiink egy ald rendelt folytonos egység-
osztast, legyen ez {¢;}, és legyen 1y = Zle ¢;. Ha f: M — R, akkor jelolje I'y
az f grafjat, azaz a I'y = {(p, f(p))|lp € Dom(f)} halmazt. A ¢, : 'y, — LIy, |
(p,Yi(p)) — er((p, Yi(p))) == (p,Yr—1(p)) hozzarendelés homeomorfizmust ad meg I'y,
és I'y, , kozott. Ennek segitségével vektornyalab izomorfizmusokat adunk meg az F
nyaldb Ej := E|ka és Ej_q leszikitései kozott. Ezek az izomorfizmusok két részbdl te-

védnek Ossze. Egy tetszéleges 1 < k < n indexet véve igaz, hogy supp(¢r) C Uy, ezért

igaz az is, hogy Vi[ynp, = Yr—1lpnp,. ebbol pedig E|ka|M\U = E|ka—1\M\U kovetke-
k / k
zik. A konstrualando vektornyalab izomorfizmus E|p és Er kozott legyen
Ykl v\uy Yi—1lanv,

az identitds. Az E nyalabrol tudjuk, hogy trivialis Uy x [0, 1] felett és az is igaz, hogy
Lyl C Ui x [0, 1], ezért az alabbi nyaldb izomorfizmusok éllnak fenn.

< Rdim(F) % Rdim(F) ~ El" (57)

EFW\U,C = F¢k\Uk = ka—1|Uk

Yr—1luy,

Az el6bbi két izomorfizmus Osszeillesztésével kaptunk egy &, : E, — Fj_; nyaldb izo-
morfizmust.
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Az {ires Osszeg definicio szerint 0, ezért 1y = 0, tovabba ¢, = 1, ezért 'y, = M x {0}
és Ily, = M x {1}, A®jo0...09,: E, = Ej leképezés egy nyalab izomorfizmus lesz
az E, = Eluxqy és Ey = E|uxqoy megszoritott veltornyalabok kézt. Fzzel az allitast
kompakt esetre igazoltuk.

Ha az M sokasig nem kompakt, akkor is megadhato egy {V;}ien lokalisan véges meg-
szamlalhato fedése M-nek, hogy minden V; olyan nyilt halmazok diszjunk uniojaként
alljon els, melyek kiilon-kiilon a lokalis trivializaciot alkoté valamely U; halmazok részei.
13 Ebbdl az kovetkezik, hogy az E vektornyalab a V; x [0,1] alakd halmazok felett tri-
vidlis. Az egységosztas tétel miatt vehetiink egy {¢;}ien, a {Vi}ien fedésnek alarendelt
egységosztast ¢s tekinthetjiik a ¢, = > ,_, ¢y figgvényeket. Az {E;},eny megszoritott
nyalabok és a {®;},eny nyalab izomorfizmusok konstrukcioja elvégezhets a kompakt eset-
ben leirtak szerint, majd vehet§ a ® := ®;0dP50. .. leképezés, ami ha értelmes, akkor egy
izomorfizmust ad meg az E|M><{O} és az E|MX{1} megszoritott nyalabok kozott. Elég ®-rél
megmutatni, hogy jol definiélt. Legyen p € M, tetszsleges. Mivel a {V;};cy halmazrend-
szer lokalisan véges létezik p-nek egy olyan U kornyezete, ami csak véges sok V;-be metsz
bele. Ekkor pedig U-n csak véges sok i-re teljesiilhet, hogy ¢; # 0, ebbdl kovetkezik, hogy
U, csak véges sok 9, fiiggvény kiilonbozik egyméstol. Ebbdl a ®; nyalab izomorfizmusok
konstrukcioja miatt az kovetkezik, hogy U felett véges sok kivétellel a ®; izomorfizmusok
az identitassal esnek egybe, ezért a ®-t definiald végtelen fliggvénykompozicié lokalisan
értelmes mindeniitt. Ezzel az allitast nem kompakt esetre is igazoltuk.

Q.E.D.

5.1. Tétel. Ha f,g: N — M homotdp folytonos leképezések az N és M sokasdgok kdzt
és tekintink egy tetszdleges (E, M, F, ) vektornyaldbot, akkor az f*E és g*E nyaldbok
wzomorfak.

Bizonyitas. Legyen ® : N x [0,1] — M egy homotopia f és g kozott és vegyiik a ®*F
visszahuzott nyalabot. A homotdpia definicioja szerint (I)‘NX{O} = fés @]Nx{l} = g, ezért
fennallnak az alabbi vektornyalab izomorfizmusok:

fIE 0" Ely, (5.8)
CE= By, (59)
Az 5.3. é&llitas értelmében a P* E‘NX{O} és OF E]Nx{l} nyalabok izomorfak egymassal,

amibdl mar kovetkezik f*E és g*E izomorfidja. Ezzel a vektornyaldbok homotépia inva-
riancia tételét igazoltuk.

Q.E.D.

5.1. Kovetkezmény. Ha az M és N sokasagok homotopikusan ekvivalensek, akkor az
M és N feletti vektornyalabok izomorfizmus osztalyai bijektiven megfeleltethet6k egy-
méasnak.

13z abbol kivetkezik, hogy az M sokasdg parakompakt. B&vebben lasd.:[12].
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Az M és N sokasdg homotopikus ekvivalenciaja azt jelenti, hogy megadhatok olyan
f:M — N és g: N — M folytonos leképezések, melyekre fog ~ Idy és go f ~ Idy
fennall. Az f* nyaladbvisszahtzas a nyaldbok izomorfidjat megtartja, ezért elég azt latni,
hogy ¢g* éppen f* inverze. Mivel a nyaldbvisszahtuzés kontravarians funktorialitdssal bir
irhato, hogy f*og* = (go f)* és g* o f* = (f o g)*. A vektornyalabok homotopia
invariancia tétele értelmében az f o g-vel visszahizott nyalabok az Idy,-el visszahizott
nyalabokkal izomorfak. Hasonléan a g o f-el visszahtzott nyalabok pedig izomorfak az
Idy-el visszahtzott nyalabokkal. Ezzel a kdvetkezményt belattuk. Specidlis esetként
adodik, hogy ha egy sokasag pontra hiizhat6'*, akkor felette minden vektornyalab trivialis.

5.2. Tétel. Az S™ feletti k-rangu komplex vektornyaldbokat a m,_1(U(k)) homotdpia cso-
port osztilyozza.

Bizonyitas. Legyen E egy k-rangi komplex vektornyalab S™ felett. Fedjiik be S™-t két
zart félgombbel, melyek metszete éppen S™ egyenlitGje. Jelolje ezeket a félgomboket ST
és S™. Szoritsuk meg FE-t a félgombokre, S™ felett izomorfizmus erejéig minden nyaléb
megkaphato a félgombok feletti nyalabok megfelel ragasztasaval.

Az E k-rangta komplex vektornyalab struktiracsoportja GL(k, C), am létezik minden
komplex S™ feletti komplex vektornyaldbhoz vele izomorf S™ feletti unitér vektornyalab,
ezért feltehetd, hogy a strukturacsoport U(k), a ragasztoleképezések pedig

g:S" = U(k)

alaku leképezések. Megmutatjuk, hogy ha f ~ g, akkor az f-el és g-vel torténd ragaszta-
sok izomorf nyaldbokat eredményeznek. Tekintsiik a kovetkezd megfeleltetéseket:

Elgn-1ngm 2 (p,v) = (p, f(p)(v)) € E’S”—lmSQ (5.10)
Elgn-1ngn 2 (p,v) = (p, 9(p)(v)) € Elsn-1ngn (5.11)

A 4.6 definiciot kozvetleniil koveté megjegyzés értelmében mindkét megfeleltetés nya-
labvisszahuzas E|gn-1ngn-10l E\Sn_msi—ra. Az egyik zéart félgdbmb pereme feletti részét
hizzuk vissza a nyaldbnak a maéasik zart félgdmb peremére. Az 5.1. tétel értelmében
f ~ g-bél kivetkezik, hogy az el6bbi két visszahtuizas izomorf nyalabokat ad meg. A fél-
gomb pontra hizhaté, ezért az 5.1 kovetkezmény értelmében a félgémbokre megszoritott
nyalabok trividlisak, ezért az egyenlits felett megadott nyaldb izomorfizmus trividlisan ki-
terjeszthetd az S™ feletti nyaldbok izomorfizmusava. Az f-el és g-vel ragsztott nyalabok
kozott ezzel sikeriilt megadnunk egy izomorfizmust.

Tehat minden homotopia osztalyhoz létezik egyértelmiien egy vektornyalab izomor-
fizmus osztély, ez pedig azt jelenti, hogy 7, 1(U(k)) osztalyozza az S™ feletti k rangi
komplex vektornyalabokat.

Q.E.D.

MHomotopikusan ekvivalens az egy pontbol &ll6 topologikus térrel (x-al).
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5.2. Gombok feletti komplex vektornyaldbok kohomologikus osz-
talyozasa

A 4.3 fejezetben megmutattuk, hogy egy M sokasag feletti E vektornyalab k. Chern
osztalya (cx(F)) egy H3k(M,C)-beli elem. Bizonyitas nélkiil'® kozoljiik, hogy az S2"
gomb kohomolégia csoportjai a 2n-edik kohomolégia csoport kivételével mind trivialisak,
ezért egy S?" feletti F vektornyalab esetén csak a ¢,(F) € Hin(S?*",C) Chern osztaly nem
sziikségképpen trividlis. Azt szeretnénk kideriteni, hogy az n-edik Chern osztaly milyen
informéciot hordoz a nyalabbal kapcsolatban. Az n-edik Chern osztalyrél belatjuk, hogy
osztalyozza az S*" feletti unitér vektornyaldbokat. Vizsgalodasainkat S felett kizarolag
olyan U (k) nyalabokon végezziik, melyekre k& > n teljesiil.

Az 5.1 fejezetben belattuk, hogy mo, 1 (U(k)) osztalyozza az S*" feletti k ranga unitér
vektornyalabokat, ezért ahhoz, hogy igazoljuk azt, hogy az n. Chern osztalyok is oszta-
lyozzak az S*" feletti unitér vektornyalabokat elég megadnunk egy

B : o, 1 (U(k)) — Hip(S*,C) (5.12)

injektiv leképezést.

Legyen E egy k > n rangi unitér vektornyalab S?" felett, melyrsl mar tudjuk, hogy az
E|g2n és Elg2n nyaldbok trividlisak. Legyen g : S#n=1 — U(k) az E nyalab ragaszto leké-
pezése'®. Legyen adott egy V) konnexio az E nyalabon, melynek gorbiileti operatorat
jellje FFW). Ertelmezziik a fenti B leképezést a kovetkezs modon.

[g] = Blg] = { tr(FE(g))”] (5.13)

(2mi)™
leképezést. A tr(FFW)" forma egy karakterisztikus forma, amirsl a 4.3 fejezetben meg-
mutattuk, hogy egy kohomologia osztalyt hatdroz meg, mely fiiggetlen a VZ9 konnexio
megvalasztasatol, ezért csak az E(g) nyalabtol, vagyis a [g] homotopia osztéalytol fiigghet.
Erre most adunk egy masik bizonyitast is.

5.3. Tétel. A B megfeleltetés fiiggetlen a konnexié megudlasztdsdtol.

Bizonyitas. Ismét azt hasznaljuk fel, hogy az integril egy nem elfajul6 linearis funkci-
onal a kohomoldgia csoportokon. Belatjuk, hogy az

1 n
tr \ FF@ ez 5.14
(2m~)n/ rk/_\1 (5.14)
S2n -
integral kifejezhetd az
2n—1
tr /\ g 'dg (5.15)
S2n—1 k=1

15Az érdeklsds Olvaso a bizonyitast az [1] kényvben megtalalhatja.
16Ezt az F(g) jeloléssel nyomatékositjuk.
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integral segitségével. A tr(FF@)" forma egzakt, ezért egy CS,(A)-vel jelolt forma kiilsé
derivaltjaként &ll els, ahol A jeloli a konnexio 1-format. A C'S,(A) forma altal reprezen-
talt osztalyokat masodlagos vagy Chern-Simons karakterisztikus osztalyoknak hivjak. A
CS,(A) forma eléallitasara a [13, 14| mtivekben szereplé formulat hasznaljuk fel 7.

1

! /tr (AN (tdA+ AN A)) dt (5.16)

CSulA) =

Jelélje a VP konnexio loklis alakjait az egyik illetve masik fégdmbon V* illetve V.
Hasonloan FF9) = {F* F~} médon realizdlodjék a két félgdmbon, tovabba érvényesek
a kovetkezd lokalis elGallitasok és transzformacios szabalyok.

dy + At =vV"* (5.17)

d AT+ AT ANAT = FTF (5.18)
g 'ATg+gldg= A" (5.19)
g 'Ftg=F" (5.20)

A Stokes tételt alkalmazva a félgombdokre figyelembe véve, hogy a felmetszés ellentétes
iranyitast indukal a két félgdmb peremén kapjuk az aldbbit.

(27;)” /tr(FE(g))Z”: (2732_)71 /tr(F+)2”+—<2;)n /tr(F‘)Q”:

S2n Sin Szn

Ugyancsak a |13, 14| mivekben lelhets fel a Chern-Simons forma lokalis alakjai kozti
atmenetet leird formula.

"1—72!2(:__11;! tr(g~'dg)* ! (5.22)

CS (A7) =CS,(AT) +dB + (-1)
A dp egzakt forma de Rham elméleti szempontbol 1ényegtelen, integralja nulla. Behe-
lyettesités utan az 5.21 Osszefiiggés az

(2;i)n/tr(FE(g))2n: 1, (—1)”7212(:—__11)>" / tr(gtdg)?" ! (5.23)

S2n S2n—1

alakot olti. Tehéat a B leképezés valoban fiiggetlen a konnexié megvalasztasatol és csak
az F(g) nyalabtol, ezaltal csak a [g] homotopia csoporttdl fiigg.

Q.E.D.

1"Megjegyezziik, hogy ez a formula az (4.33) formula speciélis eseteként jon ki.
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Ezzel belattuk, hogy az n-edik Chern-osztélyok is osztalyozzak S®" felett az unitér vek-
tornyalabokat. Ha figyelembe vessziik, hogy

n

1
t FEW c 7 5.24
(2mi)" / ' k/\ © (5:24)

S2n =1

akkor kideriil, hogy a B leképezés a Hin (S, R) vektortér egész koordinatiju racspont-
jaira képezi le a ma,_1(U(k)) hmotopia csoportot. A Hix(S*" R) vektortér egész koor-
dinataju racspontjait jelolje L(S?"). Nyilvan igaz, hogy L(S*") & Z és az is igaz, hogy
Wgn_l(U(k?)) =7.

Tehat a B leképezés egy B : Z — 7 beagyazasnak felel meg. A késébbiekben hasznos
lenne megérteni, hogy n-t6l fiiggen Im(B) hogy néz ki. Errdl szol a Hirzebruch-Bott
tétel, mely szerint

L(S*")/ Tm(B) = Zys 1y (5.25)

egyenlGség all fenn, amibdl lathato, hogy a kohomologia csoportok joval gyengébb eszko-
z0k vektornyalabok osztalyozasara, mint a homotopia csoportok. Egy sokasig kohomo-
logia tereit viszont konnyebb meghatirozni, mint a homotdpia csoportjait.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék ezuttal koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Etesi Gabornak a BME
TTK Geometria Tanszék egyetemi docensének, hogy kézremiikodésével megismerkedhet-
tem a modern differencidlgeometria alapveté modszereivel. Segitséget nytdjtott a szak-
irodalom beszerzésében, igényeimnek megfelelGen, folyamatosan ellatott tanacsokkal, tt-
mutatasokkal, lektoralta a dolgozatomat (szakmai és irodalmi szempontbdl egyarant).
Kérdéseimre mindig 6rommel és érthetGen valaszolt, és mindig rendelkezésre allt amikor
sziikségem volt a segitségére.
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